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1 | Uvod

Rije¢ trigonometrija nastaje spajanjem grckih rijeci trigonom $to znaci trokut i me-
tron Sto znaci mjera. Poceci trigonometrije sezu jo$ u doba Egipéana i Babilonaca
koji su naisli na probleme prilikom rjeSavanja zadataka iz onoga $to danas sma-
tramo geometrijom. Mogli bismo reci kako je trigonometrija nastala kako bismo
mogli izra¢unati nepoznate elemente raznih geometrijskih figura iz danih infor-
macija o toj istoj figuri. Trigonometriju su nadogradivali Grci, a najistaknutiji uce-
njaci tog doba su Ptolomej (367. - 283. pr. Kr.), Aristarh (310. - 250. pr. Kr.),
lliparh (190. - 125. pr. Kr.) i Menelaj (70. - 140. n. e.). Ptolomej je prouca-
vao pravokutni sferni trokut, Aristarh je nazvan "ocem astronomije", Iliparh je
zapisao prve tablice duljina tetiva za neke sredi$nje kutove a Menelaj je poznat
po djelu "Sferika". Veliki skok u razvoju trigonometrije dogada se u srednjem vi-
jeku kada Indijci definiraju sinus, izraduju tablice vrijednosti za trigonometrijske
omjere, poznaju trigonometrijski identitet cos? a + sinfa =1, poznaju sinus i ko-
sinus tupog kuta te je u 7. stolje¢u poznat i sinusov poucak 2 = 2R sin . Nadalje,
Arapi nasljeduju sve sto su otkrili Grei i Indijci, ali uvode i ostale trigonometrijske
funkcije. Arapi donose trigonometriju u Europu. U Europi trigonometriji najvise
doprinose J. Miiller sa svojim djelom De triangulis omnimodis i F. Viete koji povezuje
algebru i trigonometriju. Vaznu ulogu imao je hrvatski matematic¢ar Ruder Bosko-
vi¢ kojije ziviou 18. stolje¢u, [2]. VaZno je napomenuti kako trigonometrija osim u
matematici ima vaznu funkciju i u fizici. Trigonometrija se u fizici koristi u podru-
¢jima optike i statike. Pomoc¢u trigonometrije u podrucju optike mozemo izracu-
nati potrebnu nepoznanicu koriste¢i zakon loma koji glasi 71 sina = n, sin 3, pri
¢emu su ny, np indeksi loma optickog sredstva upadne, odnosno lomljene zrake te
«, B kut upadne, odnosno lomljene zrake u opticko sredstvo. U podrudju statike
moZemo ra¢unati moment sile M prema formuli M = Frsin ¢, pri ¢emu je F sila,
r radij-vektor te ¢ kut izmedu radij-vektora i sile.

U ovom radu proucavamo trigonometrijske jednadZbe i nejednadzbe kao nas-
tavne cjeline s kojima se ucenici susrecu u srednjoskolskom obrazovanju. Pre-
ciznije, rad se sastoji od tri poglavlja kroz koja ée se, uz matematicku teoriju trigo-
nometrijskih funkcija, posebno analizirati na koje poteskoce ucenici nailaze pri-
likom obrade navedenoga gradiva, te primjenom naucenoga gradiva pri rjeSava-
nju zadataka. U prvom poglavlju navedene su definicije i svojstva trigonometrij-
skih funkcija. U drugom poglavlju dana je definicija i pregled trigonometrijskih
jednadzbi, te su opisane potesSkoce s kojima se ucenici susre¢u prilikom njihovog
rjeSavanja. Posljednje, tre¢e poglavlje posveceno je trigonometrijskim nejednadz-
bama, gdje se one definiraju, navode nacini njihovog rjeSavanja te se opisuju gre-
Ske koje ucenici najcesce Cine pri rjeSavanju takvih zadataka.






2 | Trigonometrijske funkcije

Trigonometrijske funkcije su osnovni dio matematike. U ovom poglavlju uvodi
se pojam brojevne kruZnice koja je osnovni alat za razumijevanje odnosa izmedu
kutova i trigonometrijskih funkcija. Brojevna kruZznica omogucava jednostavno
izracunavanje vrijednosti trigonometrijskih funkcija za razli¢ite kutove kao i nji-
hovu vizualizaciju. Takoder, brojevna kruZnica olakSava razumijevanje periodic-
nosti trigonometrijskih funkcija, ali i drugih osnovnih svojstava koja su navedena
u nastavku. Osim toga, u ovom poglavlju navedeni su odgojno-obrazovni ishodi
za ucenje trigonometrijskih funkcija kroz ¢etverogodisnji gimnazijski program.

Promotrimo u Kartezijevom sustavu (O; x,y) kruZznicu k radijusa 1 ije se sredi-
Ste nalazi u ishodistu sustava. Oznac¢imo tocku presjeka kruZnice i osi apscisa s
A = (1,0). Prislonimo brojevni pravac uz kruznicu k na nacin da dira kruznicu u
tocki A svojim ishodiStem i zamislimo kako se taj pravac, bez njegovog rastezanja
i klizanja, namata oko kruZnice k, Sto nam prikazuje Slika 2.1. Kako je opseg kruz-
nice jednak 27, interval pravca [0,277) se preslika na ¢itavu kruznicu k, isto kao i
svaki drugi interval koji je duljine 27t. Na ovaj nac¢in uéenicima uvodimo brojevnu
kruznicu, te je vazno naglasiti kako je duljina kruznog luka AE jednaka upravo t.

.
+
m
=
N

Slika 2.1: Namatanje pravca oko kruZnice.



Definicija 1. Svaki realni broj t s brojevnog pravca se preslikava u jednu tocku E(t) na
kruznici k i tu kruznicu zovemo brojevnom kruznicom.

Namatanjem pravca na kruznicu uocavamo da broju 0 odgovara tocka A, dok os-
tale tocke brojevne kruZznice pridruZene bitnim kutovima promatramo na Slici 2.2.
Takoder ovdje moZemo jednostavno uociti kako opcenito vrijedi

E(t) = E(t + 2k7),Vk € Z.

Slika 2.2: Tocke pridruzene odredenim kutovima.

Pomocu prethodne slike lako se mogu odredivati trazeni kutovi a skiciranje traje
nekoliko sekundi, no ucenici ¢esto razmisljaju i po nekoliko minuta ili se trude
nauciti napamet vrijednosti osnovnih kutova te pri tome cesto pogrijeSe i daju
pogresni konacni odgovor.

Matematika je svuda oko nas te pomoc¢u nje i njenih alata koje nauc¢imo tijekom
osnovnoskolskog i srednjoskolskog obrazovanja razvijamo logicko razmisljanje,
razne vjestine rjeSavanja problema kao i snalaZenje u zivotu. Prilikom promatra-
nja kurikuluma nastavnog predmeta matematika moze se uociti kako se od prvog
razreda srednje Skole grade temelji trigonometrije. Svaku idu¢u godinu znanje
ucenika se nadopunjuje. Domene predmeta Matematika podijeljene su u pet sku-
pina: Brojevi, Algebra i funkcije, Oblik i prostor, Mjerenje te Podatci, statistika i
vjerojatnost.



Prema [4] navodimo odgojno-obrazovne ishode koji se odnose na ucenje trigono-
metrijskih funkcija kroz Cetiri razreda srednje $kole gimnazijskog programa.

1. razred:

e Primjenjuje trigonometrijske omjere.
Ucenik primjenjuje trigonometrijske omjere pri modeliranju problemskih si-
tuacija i rjeSavanju problema u planimetriji (trokut, kvadrat, pravokutnik, pa-
ralelogram, romb, trapez, mnogokut, deltoid).
Navedeni ishod odnosi se na domenu Mjerenje.

2. razred:

e Primjenjuje poucak o sinusima i poucak o kosinusu.
Ucenik povezuje trigonometrijske omjere u pravokutnome trokutu s koordi-
natama tocke na kruZznici. Ucenik primjenjuje poucak o sinusima, uocava
mogucnost i nalazi dva rjeSenja. Ucenik primjenjuje poucak o kosinusu te
racuna povrsinu proizvoljnog trokuta. Ucenik primjenjuje poucke u plani-
metriji, stereometriji i problemskim zadatcima.
Navedeni ishodi se odnose na domenu Oblik i prostor te Mjerenje.

3. razred:

e Primjenjuje svojstva trigonometrijskih funkcija.
Ucenik definira trigonometrijske funkcije broja na brojevnoj kruznici, otkriva
svojstva i rabi ih za ra¢unanje vrijednosti trigonometrijskih funkcija. Uc¢enik
se koristi dZepnim rac¢unalom.
Prosireni sadrZaj: Ucenik otkriva crtice iz povijesti - podrijetlo imena trigono-
metrijskih funkcija.
Navedeni ishodi odnose se na domenu Algebra i funkcije te Oblik i prostor.

e Primjenjuje trigonometrijske identitete.
Ucenik rac¢una, koristeci osnovni trigonometrijski identitet, vrijednosti osta-
lih trigonometrijskih funkcija. U¢enik primjenjuje i povezuje osnovne trigo-
nometrijske identitete, adicijske poucke, trigonometrijske funkcije dvostru-
kog broja. Ucenik dokazuje trigonometrijske tvrdnje primjenom trigonome-
trijskih identiteta.
Proéireni sadrzaj: Ucenik primjenjuje formule za trigonometrijske funkcije po-
lovi¢nog broja.
Navedeni ishodi odnose se na domenu Algebra i funkcije.

e Analizira graf trigonometrijske funkcije.
Ucenik prepoznaje i opisuje grafove osnovnih trigonometrijskih funkcija.
Ucenik graficki prikazuje trigonometrijske funkcije: f(x) = sinx, f(x) =
cosx, f(x) = tgx, f(x) = ctgx, f(x) = Asin(bx+c) +d, f(x) =
Acos(bx+c)+d, f(x) = Atg(bx+c)+4d, f(x) = Actg (bx +c) + 4.
Navedeni ishodi odnose se na domenu Algebra i funkcije te Oblik i prostor.

e Primjenjuje trigonometrijske funkcije.
Ucenik analizira probleme opisane trigonometrijskom funkcijom i primje-
njuje trigonometrijske funkcije za modeliranje.
Navedeni ishod odnosi se na domenu Algebra i funkcije te Oblik i prostor.
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e Primjenjuje trigonometrijske jednadzbe i nejednadzbe.
Ucenik trigonometrijske jednadZbe i nejednadZzbe rjesava graficki ili na bro-
jevnoj kruZznici.
Navedeni ishod odnosi se na domenu Algebra i funkcije.

4. razred:

e Racuna s kompleksnim brojevima.
Ucenik uocava potrebu prosirenja skupova brojeva (N, Z, Q, R) skupom
kompleksnih brojeva. Ucenik zapisuje kompleksni broj u algebarskome i tri-
gonometrijskome obliku. Ucenik zbraja, oduzima, mnozi, potencira i korje-
nuje kompleksne brojeve u odgovaraju¢em obliku, primjenjujuci De Moivre-
ovu formulu.
Navedeni ishodi odnose se na domenu Brojevi.

Prema [1], funkcije sinus, kosinus, tangens i kotangens nazivamo trigonome-
trijske funkcije. U nastavku su navedene njihove najosnovnije karakteristike i
prikazani grafovi tih funkcija.

2.1 Sinusi kosinus

Neka je ¢ realni broj odabran po voljii T = E(t) njemu odgovarajuca to¢ka na bro-
jevnoj kruZznici. Apscisa tocke T zove se kosinus broja t i oznacava se s cost. Or-
dinata tocke T zove se sinus broja t i oznacava se sa sint. Dakle, T = (cost, sint).
Najcesce prilikom rjesavanja zadataka ili odredivanja vrijednosti kuta dolazi do
nesigurnosti koja funkcija pripada kojoj osi, zbog cega se cesto kosinus nade na
y-0si, a sinus na x-o0si.

) T=(cos t, sin t)
sint fp === = =

A

P
<

Slika 2.3: Vrijednosti sinusa i kosinusa kao koordinate tocke T



2.2. TANGENS I KOTANGENS ¥

Napomena 1. Za svaki realni broj t vrijedi |sint| < 1,|cost| <1, sto je lako za uociti
buduéi da je brojevna kruznica jedinicna.

Funkcije sinus i kosinus su omedene. Ucenici prilikom rjeSavanja zadataka cesto
zaborave uzeti u obzir to svojstvo. Navedimo i ostala osnovna svojstva funkcija
sinus i kosinus kojima bi se ucenici trebali vjesto koristiti u zadacima koji se nadu
pred njima.

Svojstva funkcije sin su:
o nultocke funkcije su brojevi krt, k € Z,
e maksimum funkcije se poprima za x = 7 + 2k, k € Z,
e minimum funkcije se poprima za x = 3% 4 2k, k € Z,
e funkcija je periodi¢na s periodom 27,
e ako promatramo interval [0, 2], funkcija je rastuca na intervalima (0, 7 ) i
(3Z,27) dok je na intervalima (Z, ) i (7r, 2Z) funkcija padajuca.
Svojstva funkcije cos su:

e nultocke funkcije su brojevi 5 + kmt, k € Z,

e maksimum funkcije se poprima za x = 2k, k € Z,

minimum funkcije se poprima za x = (2k + 1),k € Z,

funkcija je periodi¢na s periodom 27,

e ako promatramo interval [0, 271, funkcija je padajuca na intervalima (0, ) i
(Z,7) dok je na intervalima (7t, 2F) i (3Z,27) funkcija rastuca.

2.2 Tangens i kotangens

Funkcije tangens i kotangens definiraju se pomoc¢u funkcija sinusa i kosinusa na

sljededi nacin: tangens tgt = Lnt, kotangens ctgt = &St.

cost sin t
Podrazumijeva se kako je tangens definiran za t € R za koje je cost # 0, a kotan-
gens za realne brojeve za koje je sint # 0.

Ucenici prilikom pojavljivanja funkcija tangens i kotangens vrlo ¢esto zamijene
njihovo pravilo pridruzivanja te takoder zanemare provjeru podrucja definiranja.
Spomenimo i kako su funkcije tangens i kotangens periodi¢ne s temeljnim peri-
odom 7, dok im ucenici ¢esto pridruZze temeljni period jednak kao i funkcijama
sinus i kosinus, odnosno 2.
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(b) graf funkcije kosinus,

(a) graf funkcije sinus, sinusoida . )
kosinusoida

(c) graf funkcije tangens (d) graf funkcije kotangens

Slika 2.4: Grafovi osnovnih trigonometrijskih funkcija

Kod trigonometrijskih funkcija korisno je poznavati svojstvo parnosti, odnosno
neparnosti koje se moZze uociti sa Slike 2.4. Graf parne funkcije simetrican je s ob-
zirom na os ordinata, dok je graf neparne funkcije centralno simetri¢an s obzirom
na ishodiste i prolazi njime. Prethodno navedene karakteristike ucenici znaju is-
koristiti ukoliko se u sklopu zadatka pojavljuje graf funkcije te je potrebno odrediti
parnost, odnosno neparnost funkcija. Dakle, funkcija cos je parna, dok su sin, tg
i ctg su neparne funkcije.

2.3 Arkus funkcije

Pored osnovnih trigonometrijskih funkcija potrebno je poznavati i njihove
inverzne funkcije koje omogucavaju izracunavanje kuta kada su poznate vrijed-
nosti trigonometrijskih funkcija. U nastavku su definicije arkus funkcija.

Definicija 2. Arkus funkcijama ili ciklometrijskim funkcijama zovemo inverzne
funkcije odgovarajucih restrikcija trigonometrijskih funkcija.

Istaknimo da periodi¢na funkcija ne moZze biti bijekcija. Podsjetimo se da je funk-
cija bijekcija ako svakom elementu iz kodomene odgovara tocno jedan element iz
domene. Stoga, niti jedna od trigonometrijskih funkcija nije bijekcija. Kako je na-
vedeno u [2] i [3], prilikom primjene trigonometrijskih funkcija imamo potrebu
za inverzom trigonometrijskih funkcija, pa shodno tome definiramo inverze za
povoljno odabrane restrikcije koje su bijekcije. Kada kaZemo povoljno odabrane
mislimo pri tome na restrikcije na odgovarajudi interval koji je najblize ishodistu.
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Imamo redom:

-1
e funkcija arkus sinus definirana je s arcsin := (sin |[—§,%]>
-1
e funkcija arkus kosinus definirana je s arccos := (cos |[0,n]>
-1
e funkcija arkus tangens definirana je s arctg := (tg |<_§/§>>

-1
¢ funkcija arkus kotangens definirana je s arcctg := (ctg |<0,n>>

Arkus funkcije bitno je poznavati kako bi mogli do¢i do konac¢nih rjeSenja trigo-
nometrijskih jednadzbi, odnosno nejednadzbi. Ucenici tim funkcijama ne pridaju
previSe paznje, njima je dovoljno znati da se nakon djelovanja arkus funkcije u
jednadzbi, trigonometrijska funkcija "gubi".






3 | Trigonometrijske jednadzbe

Trigonometrijske jednadZbe su jednadZbe koje ukljucuju trigonometrijske funkcije
o kojima se govorilo u prethodnom poglavlju. Na pocetku ovog poglavlja dana je
definicija trigonometrijske jednadZzbe te primjer jednadZzbe takvog oblika.

Definicija 3. Trigonometrijske jednadzbe su jednadzbe oblika f(sinx,cosx) = 0,
gdje je f bilo koja realna funkcija dviju varijabli.

Primjer trigonometrijske jednadZbe je jednadZzba sin x + 2 cos x = 1 §to moZemo
zapisati u obliku sinx +2cosx —1 = 0.

U nastavku poglavlja navodimo s kojim se vrstama trigonometrijskih jednadzZbi
ucenici susrecu tijekom obrazovanja te navodimo metode njihovog rjeSavanja. Na-
dalje, promotramo primjere u kojima se navode problemi i poteskoce s kojima se
ucenici susrecu prilikom njihovog rjeSavanja kroz sami postupak rjeSenja.

3.1 Osnovne trigonometrijske jednadzbe

Prema [2] rjeSavanje trigonometrijskih jednadZbi svodi se na osnovne trigonome-
trijske jednadzbe cije su jednadZbe i pripadajuca rjeSenja dana u Tablici 3.1.

Jednadzba Pripadajuca rjeSenja
sinx =p,|p| <1 | x = (—1)Farcsinp +km, k€ Z
cosx =p,|p| <1| xp=+tarccosp+2km, k€ Z

tex=rreR xy = arctgr +km, k€ Z
cgx=r,reR xy = arcctgr +km, k€ Z

Tablica 3.1: Osnovne trigonometrijske jednadZzbe

Ukoliko brojevnu kruZnicu presije¢emo pravcem y = p, pri ¢emu je |p| < 1, pra-
vac kruznicu sijece u dvije tocke (vidjeti Sliku 3.1.) kojima su pridruZzeni realni
brojevi x1 i x = 7 — x7 za koje vrijedi sinx; = sinx, = p. Znamo da je sinus
periodi¢na funkcija, njena rjeSenja moZemo zapisati u obliku x; = arcsin p + 2k,
k € Z te x, = m — arcsinp 4 2k, k € Z. U slucaju p = £1 slijedi x; = x».
Prethodno navedene dvije formule mogu se zapisati jedinstvenom formulom

xp = (—1)*arcsin p + krm, k € Z.

Na analogni nacin se mogu uociti rjeSenja jednadZzbe cos x = p, pri cemu takoder
postoje dva rjeSenja.

.1
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Slika 3.1: RjeSenja jednadZbe sinx = p na intervalu [0, 27].

Na brojevnu kruznicu povucimo tangentu u tocki A = (1,0) i potom ozna¢imo
sjeciSte tangente p i pravca y = r, pri ¢emu je r € R, tockom P (vidjeti Sliku 3.2).
Ukoliko povucemo pravac OP, pravac sijece kruznicu u tocki T $to je jedno rjeSenje
jednadZzbe tg x = r na intervalu [0, 7t].

Na analogni nacin se moZze uociti rjeSenje jednadzbe ctg x = r.

Slika 3.2: RjeSenje jednadZzbe tgx = r na intervalu [0, 7t].
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JednadZbe sljede¢ih navedenih oblika se mogu svesti na osnovne jednadzbe:
e sin(ax+0b)=p,
e cos(ax+b)=p,
o tg(ax+0b)=r,
o ctg (ax+b) =r.

UCcenici su ¢esto uvjerenja da ¢e se u zadacima jednadZzba uvijek pojaviti u to¢no
onakvom obliku kao $to je u primjeru gdje se objasSnjava postupak rjeSavanja. Tek
tijekom rjeSavanja veceg broja zadataka, pogotovo kada se nadu na koraku rjesenja
kada viSe ne znaju Sto iskoristiti od naucenih svojstava, pokusaju ispocetka rijesiti
drugom metodom i tada uoce da se i drugi oblici jednadzbe svode na osnovne
trigonometrijske jednadZzbe cija rjeSenja znaju.

Promotrimo sada primjer rjeSavanja osnovne trigonometrijske jednadzbe s de-

taljnim objasnjenjem te navedenim greSkama koje se mogu pojaviti kod ucenika u
ovakvom zadatku.

Primjer 1. Rijesimo trigonometrijsku jednadzbu 2 sin <3x - %) +1=0.

Na pocetku se jednakosti dodaje —1, odnosno jednostavnije re¢eno: slobodan
¢lan prebacuje se s lijeve na desnu stranu. Prilikom prebacivanja ucenici cesto
zaborave promijeniti predznak "prelaskom preko jednakosti".

U tom koraku dobivamo 2 sin <3x — g) = I

U iduéem koraku jednadzba se podijeli s brojem 2 koji se nalazi ispred funkcije

: e o e gy
sinus, time je sin <3x = §> =5
MozZe se uociti da smo dobili oblik koji se nalazi u Tablici 3.1, te znamo da su prema
tablici rjeSenja dana kao 3x; — g = —% + 2kt i3x; — g =T — (—%) + 2k

Nadalje je najvaznije to¢no ispisati pripadna rjeSenja i pri tome ne izostaviti neki
od ¢lanova u jednadZbi. Moguca pogreska je izostavljanje jednog rjeSenja, od-
nosno navodenje samo jednog umjesto oba pripadajuca rjeSenja.

Zatim je potrebno prebaciti slobodan ¢lan s lijeve na desnu stranu pa je

7
3x = %—i—2k7‘(i3x2 = 67‘[+2k7‘c.

Potrebno je jos podijeliti dobivene jednadZzbe brojem 3 kako bi dobili konac¢na rje-
Senja pocetne trigonometrijske jednadzbe. U konac¢nici ona glase:

£+gkn,k€ZixZ:E+gkn,k€Z.

1=18 73 273

Na Slici 3.3 nalazi se graficki prikaz Primjera 1. pri ¢emu je plavom bojom prikazan
graf funkcije f(x) = 2sin(3x — %) + 1, crvenom bojom je istaknut pravac y = 0,
odnosno x-os. Na slici se uocavaju dvije vrste to¢aka koje su sjecista grafa funkcije
s x-0si, pri ¢emu se ljubi¢astom bojom prikazuju tocke oblika x1, dok tocke zelene
boje prikazuju tocke oblika x;.
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Slika 3.3: Graficki prikaz Primjera 1.

Nastavnici i ucenici koji se znaju sluZiti interaktivnim alatom kao $to je na pri-
mjer GeoGebra ili njemu sli¢ni, mogu jednostavno izraditi prikaz pojedinog za-
datka ¢ime se olakSava provjera to¢nosti dobivenih rjeSenja, te ¢esto pomaze pri
pojasnjavanju zasto rjeSenje trigonometrijske jednadZzbe nije jedinstveno. Takoder
se lakse uocava zasto je dovoljno odrediti dva rjeSenja koja se nalaze u jednom
intervalu duljine 27t da bismo odredili sva preostala rjeSenja jednadZzbe.

3.2 Homogene trigonometrijske jednadZzbe

Definicija 4. Jednadzbe oblika

n—1

aysin® x +a,_1sin® 1xcosx+ ..+ aysinxcos" 1x+agcos”x =0, (3.1)

u kojoj su ay, ay, ..., ay realni brojevi i a,, # 0 nazivamo homogene trigonometrijske

jednadZbe.

JednadzZbe oblika (3.1) rjeSavamo tako da ih podijelimo s cos” x te dobijemo
antg" x +a,_1 tg”_1 X+ ..+artgx+ay=0.

Ako je cos" x = 0, onda jeicosx = 0, panultocka glasi x; = 5 + I, 1 € Z.

Iz jednadzbe (3.1) slijedi a,sin”"x = 0ia, # 0 iz Cega je sin"x = 0, pa je i
sinx = 0, a kako je sin x; # 0, x; nije rjeSenje polazne jednadzbe (3.1) i vidimo da
je dijeljenje jednadZzbe s cos” x dozvoljeno.

U nastavku navodimo primjer homogene trigonometrijske jednadZzbe s detalj-
nim rjeSenjem pri ¢emu su navedeni koraci u kojima bi se mogla dogoditi pogreska
u rjeSavanju.
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Primjer 2. Rijesimo trigonometrijsku jednadzbu 2 sin* x — 5sin x cos x + 3 cos® x = 0.

Prepoznavanje oblika trigonometrijske jednadZbe, iako jednostavan, jedan je
od najvaZznijih koraka pri rjeSavanju zadataka jer za razlicite oblike koristimo raz-
licite metode rjeSavanja. Nakon prepoznavanja homogene trigonometrijske jed-
nadZbe, podijelimo ju s cos? x te dobivamo

) (sinx)z_Ssinx 3=,
COS X COS X

nakon Cega se uvodi supstitucija t = tgx te dobiva 2t> — 5t + 3 = 0, §to je kva-
dratna jednadzba po t &ija su rjeSenja t; = 1it, = 3.
Dobivena su dva rjeSenja, tgx; = 1itgx, = 3.

Konacna rjeSenja polazne trigonometrijske jednadzbe su xq = g +km, ke Zi

3
Xp = arctg > +kmt, k € Z.

3.3 Linearne trigonometrijske jednadzbe

Definicija 5. Linearne trigonometrijske jednadzbe su jednadzbe oblika

asinx +bcosx =c, (3.2)
u kojoj su a, b, i c realni brojeviia, b # 0.
Linearne trigonometrijske jednadZbe moZemo rijesiti pomoc¢u neke od sljede¢ih

metoda:

1. METODA POMOCNOG KUTA
Podjjelimo li polaznu jednadzbu s v/a? 4 b? dobivamo:

sinx + cosSx =

a b c

Kako je apsolutna vrijednost izraza manja ili jednaka od

a
VaZ + 102 a2 + 12
1, pri ¢emu je zbroj njihovih kvadrata jednak 1, postoji kut ¢ takav da vrijedi
a .
COS P = ——, sing = ——.
4) 1/512_*_172 4) 1/112_*_[?2
Dokaz navedenoga moguce je naéi u [2].

Iskoristimo li izraz za sinus zbroja kutova, poc¢etnu jednadZzbu (3.2) sada mo-

VT

Zemo zapisati u obliku sin (x + ¢) =
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2. METODA SUPSTITUCIJE

Jednadzbu oblika (3.2) moZemo rijesiti i uvodenjem univerzalne supstitucije

t=tg g Pri tome moramo provjeriti je li x = m + 2k, k € Z rjeSenje
jednadZzbe jer je cos g =0zax =mn+2km ke Z.

2

53 t
Tada je sinx = Tr e Ccos x = T

dnadzbu koju rjeSavamo po nepoznanici £.

te se jednadzba svodi na kvadratnu je-

U nastavku navodimo primjer rjeSavanja linearne trigonometrijske jednadzbe
i probleme koji se pritom mogu pojaviti.

Primjer 3. Rijesimo trigonometrijsku jednadZbu /3 cos x — sinx = 0.

Polaznu jednadZbu moguce je rijesiti jednom od ranije navedenih metoda. U
sljede¢em primjeru prikazat ¢emo primjenu metode pomoénog kuta. Ucenici se
¢esto muce prilikom odabira metode rjeSavanja zadataka. Pri odabiru im moze
pomodi kratka provjera koliko iznosi va? + b?, te ukoliko je cijeli broj, lako je s
njime racunati. U slucaju da nije cijeli broj, moguce je da je lakse koristiti me-
todu supstitucije, ali odluka u potpunosti pripada osobi koja rjeSava dani zadatak.

Dakle, polaznu jednadzbu podijelimo s \/ (v/3)2 + (—1)2, odnosno brojem 2.

1
Nakon dijeljenja imamo 73 cosx — 5 sinx = 0. Umjesto trigonometrijskih vrijed-
. 1
nosti > i = 5 zapisujemo trigonometrijsku funkciju pripadnih kutova. Za prvu
2
vrijednost zapisujemo sinus funkciju, odnosno sin ?71’ dok za drugu vrijednost

o . . 2w
zapisujemo kosinus funkciju, odnosno cos —.

U ovom koraku moZze se pojaviti nesigurnost kod ucenika pri odabiru Sto koristiti
u daljnjem rjeSavanju, no ukoliko uoce pojavljivanje jednakog kuta kod obje funk-
cije i uvjeZbavanjem uvide da im to koristi, vrlo lako ée u novim zadacima traziti
upravo kutove ¢ije funkcijske vrijednosti su povoljan izbor. Koristenjem dZepnih
racunala, koja su im dozvoljena, ucenici mogu potraZiti vrijednost koja im koristi
ili uz pomoc¢ brojevne kruZznice lako mogu odrediti da ta vrijednost u ovom slucaju

. . 7T
iznosi —.
3

2 2
Nakon ovog koraka je sin ?ﬂ cos x + cos ?71 sinx = 0. Na lijevoj strani pojavljuje

. 3 . e o . N . 27
se izraz koji se pomoc¢u adicijskog teorema moZze zapisati kao sin | x + 5 )= 0.

Na ovom mjestu iskoristili smo formulu za sinus zbroja koja glasi sin(a + ) =
sina cos B + cos & sin f.
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2 2
Nadalje je x + ?ﬂ = km, k € Z, odnosno xj = —?ﬂ +km, k € Z, §to je jednako
Xy = %—F(k—#l)n,k cZ.
Konacno rjeSenje zadane jednadZzbe glasi x; = g +mm,m e Z.

3.4 Simetri¢ne trigonometrijske jednadZzbe

Definicija 6. Jednadzbu oblika
a(sinx + cosx) + bsinxcosx + ¢ =0, (3:3)
u kojoj su a, b, i c realni brojevi nazivamo simetricna trigonometrijska jednadzba.

JednadZbe oblika (3.3) rjesavamo uvodenjem supstitucije t = sin x + cos x.
Kvadriranjem gornje jednakosti dobivamo t> = sin? x + cos® x +2sin x cos x iz
=1
2 -1

Cega vrijedi jednakost sin x cos x = 5

Nakon toga, polazna jednadzZba je oblika at + b

2 —1 .
S te= 0, gdjejet € (—2,2)

zbog t = sin x + cos x, pri ¢emu je —1 < sinx,cosx < 1.

U nastavku navodimo primjer rjeSavanja simetricne trigonometrijske jed-
nadzbe uz navodenje greSaka koje ucenici mogu napraviti u racunu.

Primjer 4. Rijesimo trigonometrijsku jednadzbu 2 sin x cos x — sinx —cosx = 1.

tZ

Uvodimo supstitucije t = sinx 4 cos x i = sin x cos x jer smo prepoznali

kako se radi o primjeru simetri¢ne trigonometrijske jednadZzbe pri cemujea = —1,
b = 2ic = —1. Zadana jednadZba prelazi u jednadzbu t>* —1 —t = 1 $to je
ekvivalentno > — t — 2 = 0. Dobije se kvadratna jednadZzba koja se moZze zapisati
u obliku (¢t +1)(t — 2) = 0 iz kojeg je vidljivo da su rjeSenja t; = —1if, = 2.
Ucenik vrlo ¢esto nakon pronalaska rjeSenja kvadratne jednadZbe zaboravi dalje
izracunati pocetno rjeSenje, odnosno vratiti se u supstituciju s pocetka rjesenja.

Promotrimo najprije drugi slucaj. Na pocetku imamo sinx + cosx = 2 iz ¢ega

nakon dijeljenja s v/2 dobivamo ? sinx + ? cosx = /2. Prvotna jednadzba

je linearna trigonometrijska jednadzba zbog cega se koristila metoda pomoénog
kuta prilikom rjeSavanja. Koriste¢i formulu za sinus zbroja kao i u prethodnom

2
primjeru, trazimo vrijednost kuta za koji funkcije sinus i kosinus daju — satra-

y 3 T . T T 5
Zena vrijednost je 3 Zbog toga imamo: cos 7 Sinx +sin - cosx = V2. Konaéno

dobivamo sin (x + g) = /2, §to je vece od 1 i dobivamo kontradikciju.
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UCcenici prilikom rjeSavanja drugog slucaja mogu naidi na sljedecée prepreke: ne-
mogucnost prepoznavanja vrste dobivene trigonometrijske jednadZbe, krivo ko-
riStenje metode za njeno rjeSavanje, pogreSno racionaliziranje racionalnoga broja,
odredivanje krive vrijednosti traZenog kuta, koristenje krive formule za sinus
zbroja, zanemarivanje svojstva omedenosti sinus funkcije koja je navedena u Na-
pomeni 1.

U prvom slucaju imamo takoder linearnu trigonometrijsku jednadzbu sinx +
cosx = —1 pa ¢emo koristiti metodu pomocnog kuta i polaznu jednadZzbu

V2 V2

podijeliti brojem /2 nakon ¢ega dobivamo 72 sinx + — cosx = ———. Ana-
logno drugom slucaju nastavljamo postupak rjeSavanja jednadZzbe iz cega pro-

o e T T 2 . —_— ,
izlazi cos 7 Sinx + sin 7 COSx = ——-. Nadalje, koriStenjem formule za sinus

e T V2
zbroja vrijedi sin (x + Z) = i
T

Slijedi x; + g = —g + 2k, k € Zix,+ % =1 + 2k, k € Z te konac¢no tra-

Zena rjeSenja glase x1;, = = + 2k, k € Zixy =+ 2km, k € Z.
) jag 5

Slika 3.4: Graficki prikaz Primjera 4.

Na Slici 3.4 nalazi se graficki prikaz Primjera 4. pri ¢emu je plavom bojom prika-
zan graf funkcije f(x) = 2sinxcosx — sinx — cos x, crvenom bojom prikazan je
pravac y = 1. Na slici se nalaze dvije vrste to¢aka koje dobivamo kao presjek grafa
funkcije s pravcem y = 1 ¢ije x-koordinate predstavljaju konac¢na rjeSenja, od kojih
se ljubi¢astom bojom prikazuju tocke oblika x;j, dok zelene tocke prikazuju tocke
oblika xy.

Prilikom rjeSavanja trigonometrijskih jednadZbi ucenici se mogu zbuniti uko-
liko moraju pamtiti trigonometrijske identitete, adicijske formule, formule pre-
tvorbe i sli¢no, mogu dvojiti Sto iskoristiti u kojem trenutku ili krivo zapisati poje-
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dinu formulu. Iz tog razloga, mnogi ucitelji i nastavnici u¢enicima dopustaju ko-
riStenje tiskanih formula ili formula s drzavne mature prilikom pisanja pismene
provijere znanja. Na ovaj nacin ucenicima su formule dostupne i mogu uvjeZba-
vati zadatke kod kuce s njima te je takav pristup vrlo prihvatljiv jer se tijekom
Skolovanja nesvjesno veé pripremaju na ispit drzavne mature koji ih ¢eka na kraju
srednjoskolskog obrazovanja.






4 | Trigonometrijske nejednadzbe

Zarazliku od trigonometrijskih jednadZbi gdje trazimo to¢ne vrijednosti kuta koje
zadovoljavaju jednakost, kod trigonometrijskih nejednadZbi nas zanimaju inter-
vali vrijednosti za koje je nejednakost ispunjena. Zbog periodi¢nosti trigonome-
trijskih funkcija, rjeSenja nejednadzbi uglavnom dolaze u obliku intervala koji se
ponavljaju periodi¢no. Kroz ovo poglavlje bavimo se trigonometrijskim nejed-
nadZbama te poteSko¢ama s kojima se ucenici susre¢u prilikom rjeSavanja takvih
nejednadzbi.

Definicija 7. Nejednadzbu u kojoj je nepoznanica varijabla neke trigonometrijske funkcije
nazivamo trigonometrijska nejednadzba.

Svaku trigonometrijsku nejednadZbu moZemo svesti na osnovnu nejednadzbu ciji je
oblik:
sinx <a; cosx <b;, tgx<c -ctgx<d.

Najbolji pristup rjeSavanju takvih trigonometrijskih nejednadzbi pomocu bro-
jevne kruZznice ili pak rjeSavanje pomocu crtanja grafa funkcije koja se pojavljuje
u nejednakosti.

Prilikom rjeSavanja trigonometrijskih nejednadzbi potrebno je upotrebljavati
svojstva periodi¢nosti trigonometrijskih funkcija, ali i svojstva neprekidnosti te
monotonosti na odgovarajuc¢im intervalima. Ucenici ¢esto smetnu s uma primije-
niti neko od svojstava pa ne dobiju potpuno rjeSenje ili ¢ak u skupu budu rjesenja
koja ne zadovoljavaju zadanu nejednakost.

Promotrimo primjer osnovne trigonometrijske nejednadzbe i njezinoga rjeSava-
nja.

I

Primjer 5. Rijesimo trigonometrijsku nejednadzbu sin x > 4>,

Zadanu nejednadZbu rijesit ¢emo pomocu grafa funkcije. Ucenici se nerijetko
zbune pri odabiru metode rjeSavanja osnovne nejednadzbe Sto bi moglo ukazi-
vati na slabu uvjeZbanost zadataka.

Skiciramo graf funkcije f(x) = sinx na intervalu [0,27]. Funkcija f(x) = sinx

) .. 3 ) . T . 27
poprima vrijednost —- na tom intervalu za tocke x; = 3 ix=— Promatra-

njem Slike 4.1. uocavamo da su vrijednosti funkcije vece ili jednake od ? na

pdl
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2
intervalu {%’ g} . U konacnici, zbog periodi¢nosti funkcije sinus skup rjeSenja

zadane nejednadzbe je unija skupova oblika

2
xe | [z+2kn,—n+2k7r .

keZ 3 3

Tijekom rjeSavanja prethodnog primjera, ucenici bi mogli u jednom trenutku
umjesto znaka nejednakosti prepisati znak jednakosti i time dobiti pogresno ko-
nacno rjeSenje. Isto tako mogli bi uzeti krivi interval za rjeSenje, pogresno pro-
matrati graf funkcije i slicno. Takoder ucenici bi mogli zaboraviti na periodi¢nost
funkcije te zapisati samo jedan interval za konacno rjeSenje.

1 1
1 1
1 1
y=sin(x) 1 1
1 1
| |

-05 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65
™

Slika 4.1: Graficki prikaz Primjera 5.

U nastavku navodimo primjer rjeSavanja sloZenije trigonometrijske nejed-
nadzbe u kojem se primjenjuje postupak rjesavanja razli¢it od prethodno poka-
zanoga. Jasno je da nacin rjeSavanja nije jedinstveno odreden i pri rjeSavanju je
najvaznija matematicka to¢nost ali korisna je i primjena svojstava i formula koje
nam pomaZzu skratiti postupak do konac¢nog rjeSenja.

Primjer 6. Rijesimo nejednadzbu 3 sin® x + 5 cos? x — 8 sin x cos x > 0.

Poc¢etnu nejednadzbu podijelit éemo s cos? x # 0 te kasnije provijeriti jesu li nul-
tocke funkcije cos rjeSenja nejednadZbe. Ucenici Cesto ovaj korak zaborave provesti
Sto moZe dovesti do nepotpunog rjeSenja nejednadzbe. Takoder se moZze dogoditi
da ucenici ne podijele svaki ¢lan nejednadZbe $to se lako uoci kao pogreska bu-
dudi da se nejednadzba ne bi svela na kvadratnu nejednadZbu s jednom nepozna-
nicom.

Polazna nejednadzba je svedena na nejednadZbu oblika 3tg? x + 5 — 8tgx > 0.
U idu¢em koraku uvodimo supstituciju t = tg x nakon koje dobivamo kvadratnu
nejednadzbu 3t> — 8t + 5 > 0. Rjesenja pripadne kvadratne jednadzbe su t; = 1
it, = 2. Kako je otvor parabole pripadne kvadratne funkcije okrenut prema gore
slijedi da je rjeSenje kvadratne nejednadzbe t € (—co,1) U (3, +00). Uéenicima se
moZe dogoditi da pogresno zakljuce kako je dobiveni skup rjeSenje polazne nejed-
nadzbe ili mogu krivo odrediti intervale rjeSenja Sto za sobom povlaci netocnost
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ostatka zadatka.

Nadalje, izvodenje trigonometrijske nejednadzbe za dobiveni interval rjeSenja
kvadratne nejednadzbe takoder ucenicima stvara poteskoce.

Za dani primjer razlikujemo dva slucaja, odnosno imamo dvije razliite trigono-
metrijske nejednadZzbe. Prvi slucaj je nejednadZba tg x < 1 Cije rjeSenje glasi

T T
xekgz<—§+kn,z+kn>.

RjeSenje je moguce odrediti pomocu brojevne kruZnice sa Slike 4.2. ili uz pomo¢
dzepnog racunala. PoZeljno je da ucenici odmah naprave provjeru ra¢una kako bi
rjeSenje sigurno bilo tocno.

Drugi slucaj je nejednadzba tg x > g Cije rjeSenje glasi (pogledati Sliku 4.2.)

< T
xe | <arctg§ +k7r,§ +k7r>.
kez

2

Na kraju je jo$ potrebno provijeriti je li x € R za koji je cos” x = 0 takoder rjeSenje

polazne nejednadzbe. Ako vrijedi cos?x = 0, onda je x = M, k€ Z

2k+1
Uvrétavanjem u polaznu nejednadzbu dobivamo 3 sin” # > 0, tojest Vk €

(2k+1)m

Z je nejednakost istinita pa slijedi da je x = , k € Z takoder rjesenje

nejednadZbe te ga je potrebno ukljuciti u konac¢no rjeSenje. Kona¢no imamo:

T T 5 T
xekgz (<—§—|—k7r,z+k7r>u<arctg§+kn,5+kn1).

1)
{1 0.5 05 15 2 25 2 1.5 0.5 05
95’/ DSJ

(a) rjeSenje prvog slucaja (b) rjesenje drugog slucaja

Slika 4.2: Graficki prikaz Primjera 6.
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Nakon svega navedenoga, moZemo reéi kako matematika sigurno nije predmet
koji se moZze uciti napamet. To je predmet pun izazova i raznih nacina rjeSavanja
zadataka. Gradivo se treba razumijeti, a zatim se postupci rjeSavanja trebaju uvjez-
bati. Sto viSe rjesavamo zadatke, otkrivamo razne nadine rjesavanja i postajemo
sve sigurniji u same postupke, pravila i svojstva koja se koriste. Gradivo trigono-
metrijskih jednadzbi i nejednadZzbi pojavljuje se u tre¢em razredu srednje skole
kada se od ucenika ocekuje da su dovoljno mudri i matematicki zreli za takve ti-
pove zadataka. Gradivo je nekima zanimljivije, nekima malo manje, ali je svima
potrebno znanje koje ¢e pokazatiiiz ovog dijela gradiva na ispitu drZzavne mature.



Literatura

[1] B. Daki¢, N. Evezovi¢, Matematika u 24 lekcije, prirucnik za pripremu drZavne
mature, programi A i B, 1. izdanje, Zagreb, 2009.

[2] B. Pavkovi¢, D. Vevjan, Elementarna matematika 11, Skolska knjiga, Zagreb,
1995.

[3] A. PLFTIKOSIé, I. MaTti¢, L. Juki¢ Mati¢, M. Zerci¢, M. NjerS, R. Gorran, T. Sr-
NEC, Z. Dyjani¢, Matematika 3, 1. dio, udzZbenik matematike u trecem razredu sred-
nje skole sa zadatcima za rjeSavanje, 3 i 4 sata tjedno, Skolska knjiga, Zagreb,
2020.

[4] Kurikulumi nastavnih predmeta Matematika za osnovne skole i gimna-
zije i Matematika za srednje strukovne skole na razini 4.2., dostupno na
https://skolazazivot.hr/wp-content/uploads/2020/07/MAT _kurikulum_1_71

25

.pdf.






Sazetak

U ovom radu bavimo se trigonometrijskim jednadZbama i nejednadZbama te po-
sebno isti¢emo poteskoce na koje ucenici nailaze pri njihovom rjeSavanju. Nave-
deno je nekoliko vrsta trigonometrijskih jednadzbi, za svaku od njih navedene su
metode rjeSavanja i dan je primjer uz koji se navode moguci problemi prilikom
njihovog rjeSavanja. Zatim su definirane trigonometrijske nejednadzbe te su dana
primjeri prilikom cijeg rjeSavanje su spomenute najces¢e greSke koje ucenici na-
prave pri rjeSavanju takvih nejednadzbi.

Kljuéne rijeci

brojevna kruZznica, trigonometrijske funkcije, arkus funkcije, trigonometrijske jed-
nadzbe, trigonometrijske nejednadzbe
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Trigonometric equations and inequ-
alities

Summary

In this work, we deal with trigonometric equations and inequalities, and we es-
pecially highlight the difficulties that students encounter when solving them. We
list several types of trigonometric equations, for each of them we list methods of
solving and we give an example along with problems that may occur when sol-
ving them. Next we define trigonometric inequalities and present examples also
mentioning the most common mistakes that students make when solving trigo-
nometric inequalities.

Keywords

number circle, trigonometric functions, arc functions, trigonometric equations,
trigonometric inequalities
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