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Uvod

U ovom diplomskom radu pokusat ¢emo pribliziti pojam pseudoprostih brojeva. Pseudo-
prosti brojevi su usli u svijet matematike kroz teoriju brojeva koja je jedna od grana mate-
matike. Kako bi mogli dobro upoznati pseudoproste brojeve, potrebno je dobro poznavanje
djeljivosti i svojstava prostih brojeva Sto nas bas sama teorija brojeva uéi. Prisjetimo se da
su prosti brojevi prirodni brojevi koji imaju toéno dva pozitivna djelitelja.

Teorija brojeva je igra inspiracije.
Michael Sean Mahoney

Pseudoprost broj je slozeni broj koji prolazi test ili niz testova koji ne uspijevaju za
veé¢inu slozenih brojeva. ”Pseudoprost” koristen bez obiljezja znaci Fermatov pseudoprost,
tj. slozeni broj koji unato¢ tome zadovoljava Fermatov mali teorem za neku bazu ili skup
baza.

U prvom dijelu rada ¢emo se prisjetiti svih vaznih definicija i teorema kako bi lakse pratili
ostatak rada. U nastavku ¢emo imati fokus na pseudoprostim brojevima, njegovim oblicima
te svojstvima koji sami pseudoprosti brojevi te kasnije i njegovi oblici, imaju. Iskazat ¢emo
u ¢emu se oni medusobno razlikuju i sto ih povezuje.

Testiranje prostosti ¢e biti sljedec¢a cjelina u kojoj ¢emo opisati nacine kako otkriti je li
neki broj prost ili nije te ¢emo na primjerima pokazati njihovu primjenu.



1. Osnovni pojmovi i tvrdnje

Prije nego sto se upoznamo s pseudoprostim brojevima, prisjetimo se tvrdnji iz teorije brojeva
koje ¢e nam olaksati razumijevanje samih pseudoprostih brojeva i kasnije testiranje prostosti.
Ovaj dio gradiva ¢e se bazirati na [5] i [13].

Definicija 1.1. Fermatovi brojevi su brojevi oblika F,, = 2*" + 1, gdje je n nenegativan
cijelt broj dok su Mersennovi brojevi brojevi oblika M,, = 2" — 1,n € N.

Teorem 1.1 (Kineski teorem o ostacima, vidi [13]). Neka su ny,no, ..., n; u parovima rela-
tivno prosti prirodni brojevi te neka su ay, as, . . ., ay cijels brojevi. Tada sustava kongruencija

r=a; (modny),r=ay (modny),...,z=a; (mod ng)

ima rjesenja. Ako je xq jedno rjesenje, tada su sva rjesenja dana s x = xy (mod ning - --ng),
tj. rjesenje je jedinstveno modulo ningy - - - ny.

Definicija 1.2. Neka je n prirodan broj. Broj prirodnih brojeva u nizu 1,2,...,n koji su
relativno prosti s n se oznacava s p(n); ovim je definirana funkcija ¢ : N — N koja se naziva
FEulerova funkcija.

Teorem 1.2 (vidi [5]). Eulerova funkcija ¢ je multiplikativna. Neka je n > 1 prirodan broj,
ok, Tada je

n=pripyt e pit
1 1 1
on)=n{l——)(1——]...({1——].
Bi b2 Pk

Teorem 1.3 (Eulerov teorem, vidi [5]). Neka je a € Z, n € N. Ako je (a,n) =1, onda je

a?™ =1 (mod n).
Dokaz: Neka je S = {ay,as,...,a,0,} reducirani sustav ostataka modulo n. Tada je
i skup {aaq,aaqs,..., a6, } reducirani sustav ostataka modulo n (iz aa; = aa; (mod n)

slijedi a; = a; (mod n), jer je (a,n) = 1, pa je i = j jer je S reducirani sustav ostataka
modulo n). Stoga za svaki i € {1,...,¢(n)} postoji jedinstveni j € {1,...,¢(n)} takav da
je a; = aa; (mod n). Prema tome je

w(n) o(n)
(aa;) = || a; (mod n),
,]:1 =1
odnosno
e(n) o(n)
a®™ 1 a; = a; (mod n).
j=1 i=1

Posto znamo da je (a;,n) = 1, zbog svojstava kongruencije dobivamo a?™ =1 (mod n). O
Teorem 1.4 (Mali Fermatov teorem, vidi [13]). Neka je p prost broj i a € Z. Tada je
a’*=a (mod p),

a ako p{a onda je
a?'=1 (mod p).



Dokaz: 1z Eulerovog teorema slijedi a?~' = 1 (mod p) ako p { a. MnoZenjem ove jedna-
kosti s a, dobije se jednakost a”? = a (mod p) za koju se lako vidi da vrijedi i ako p | a. O

Obrat Malog Fermatovog teorema ne vrijedi, te ¢emo to pokazati primjerom.
Primjer 1.1. Nekajea=21p=341=31-11. Iz
2 =1 (mod 341)
slijedi da je
2340 =1 (mod 341).
No, broj 341 je sloZen.

Definicija 1.3. Neka jen € N;a € Z i (a,n) = 1. Najmanji prirodni broj d sa svojstvom
da je
a®=1 (mod n)

naziva se red od a modulo n te cemo ga oznacavati sa ordga.

Definicija 1.4. Ako je red od a modulo n jednak o(n), onda se a naziva primitivni korijen
modulo n.

Teorem 1.5 (vidi [12]). Neka je n € N, neka je a cijeli broj sa svojstvom (a,n) =1 te neka
je m cijeli broj. Tada vrijeds

a" =1 (mod n) <= ord,(a) | m.

Definicija 1.5. Neka je n € N. Za svaki a € Z takav da je (a,n) = 1 postoji jedinstveni
1 € {0,1,...,¢(n) — 1} takav da je ¢ = a (mod n). Eksponent | se naziva indeks (ili
diskretni logaritam) od a u odnosu na g i oznacava se s indya ili inda.

Teorem 1.6 (vidi [5]). Vrijedi sljedece:

(1) inda 4 indb = ind(ab) (mod p(n)),
(2) indl = 0,ind,g = 1,
(3) ind(a™) =m-inda (mod ¢(n)) za m € N,

1
(4) ind(—1) = Egp(n) g1 > 3.
Dokaz: Svojstva (1)-(3) proizlaze direktno iz definicije indeksa te mnozenja i potencira-

nja potencija. Takoder su analogna svojstvima logaritamske funkcije. Svojstvo (4) slijedi iz
g?md=1) = (—1)2 =1 (mod n) i 2ind(—1) < 2¢(n). O

Sada ¢emo definirati Legrendreov i Jacobijev simbol koje ¢emo koristiti u definiranju
Eulerovih pseudoprostih brojeva i u Solovay-Strassenovom testu prostosti.

Definicija 1.6. Neka je p neparni prosti broj i a € Z. Legendreov simbol (%) je jednak

1 ako je a kvadratni ostatak modulo p, jednak je —1 ako je a kvadratni neostatak modulo p,
a jednak je 0 ako p | a.



Teorem 1.7 (Eulerov kriterij, vidi [13]). Neka je p neparan prost broj i a € Z. Tada je

<%) =a"T  (mod p).

Definicija 1.7. Neka je P neparan prirodan broj te neka je P = py - - - ps, gdje su p; neparni
prosti brojevi, ne nuzno razliciti. Tada se Jacobijev simbol (%) definira s

#-1()

gdje je (—) Legrendreov simbol.

Svojstva Jacobijevog simbola ¢emo koristiti u Solovay-Strassenovom testu prostosti pa
¢emo ih ovdje odmah iskazati.

Propozicija 1.1 (vidi [13]). Neka su a,b € Z te P, i Py neparni prirodni brojevi. Tada

-6
oG

b
(3) ako jea=b (mod Py), tada vrijedi 2N =i = ,
b & P

il

a? a
ko j P) =1, tad jedi | — | == | =1
(4) ako je (a, Py) , tada vrijedi (P1) (Pf) .

@ (7) =07 (5) =0,

P P 1—1
(6) ako je (Pi, P,) =1, tada vrijeds 2 (2) = (—1)P2 -
B/



2. Pseudoprosti brojevi

Nakon sto smo se prisjetili bitnih pojmova i izraza, prijedimo sada na pseudoproste brojeve
i njihova obiljezja kako bi se kasnije mogli upoznati s njihovim oblicima.
2.1. Pseudoprosti brojevi
Definicija 2.1. Neparan sloZen broj n koji zadovoljava

a" =1 (mod n), (1)
gdje je a € Z,(a,n) = 1, zovemo pseudoprost broj u bazi a (krace psp(a)).

Za pseudoproste brojeve u bazi a jos se koriste i nazivi Pouletovi brojevi, Sarrusovi brojevi
ili Fermateovi brojevi ([9]).

Primjer 2.1. U Primjeru 1.1 je pokazano kako je broj 341 psp(2). Jos neki primjeri pse-
udoprostih brojeva su: 561, 645, 1105, 1729, 1905.

Teorem 2.1 (vidi [12]). Ako je n neparan pseudoprost broj, tada je n' = 2™ — 1 takoder
neparan pseudoprost broj.

Dokaz: Kako je n neparan psp broj, tada prema Malom Fermatovom teoremu n | 2"~ —1
te vrijedi n | 2" — 2. Ako primijenimo oznaku iz iskaza Teorema 2.1 dobivamo n | n’ — 1. Po
definiciji djeljivosti slijedi, n’ — 1 = kn, gdje je k € Z. Sada imamo:

277,/—1 _ 1 — 2]{:TL _ 1 — (27’L _ 1)(2n(k—1) + 2n(k—2) + . + 2’ﬂ + 1)
Dakle, n’ = 2" —1 | 2%~' — 1, pa je n’ psp broj. O
Prethodni teorem nam govori da za svaki psp broj mozemo naci jedan veéi. U sljedecem
teoremu pokazat ¢emo da postoji beskonac¢no mnogo psp brojeva u svakoj bazi.

Teorem 2.2 (vidi [5]). Za svaki a € N i a > 2 postoji beskonacno mnogo pseudoprostih
brojeva u bazi a.

Dokaz: Neka je p proizvoljan neparan prost broj za koji vrijedi p { a* — 1. Promatramo
n € N takav da je n = e Zbog razlike kvadrata vrijedi

a?—-1

aP—1 aP+1
a—1 a+1

n =

iz cega slijedi da je m slozen broj.

Iz Malog Fermatovog teorema slijedi da je a** = a? (mod p). Dakle, p | a® — a® =
(n — 1)(a® — 1). Posto smo pretpostavili da p { a®> — 1, zna¢i da p | n — 1. Osim toga,
n—1=a*24a%*+...+a? je zbroj od p — 1 pribrojnika iste parnosti, pa je n — 1 paran
broj.

Dakle, 2p | n — 1, pa kako je a® =1 (mod n), vrijedi i ¢! =1 (mod n), §to povlaci da je
n psp broj u bazi a. Kako ima beskona¢no mnogo prostih brojeva, takoder ima i beskona¢no
mnogo pseudoprostih brojeva u bazi a. O

Gornjim teoremom smo pokazali da psp brojeva ima beskonacno mnogo kao i prostih,
ali su oni rjedi od prostih brojeva. Rijetkost psp brojeva sa fiksnom bazom a, u usporedbi

5



s prostim brojevima, daje objasnjenje za koristenje Malog Fermatovog teorema kao baze za
test prostosti.

Postojanje psp brojeva u bazi a pokazuje nam da testiranje samo s jednom bazom nije
dovoljno da bi zakljucili da je broj prost sto éemo pokazati sljede¢im primjerom.
Primjer 2.2 (vidi [9]). Pogledajmo kongruenciju
4" =1 (mod 15)

iz koje je vidljivo da zadovoljava (1), ali 15 nije prost broj. U takvim slu¢ajevima mozZemo
pokusati kombinirati vise baza. U Primjeru 1.1 smo pokazali da je 341 psp(2). Kako vrijedi:

330 £1 (mod 341),

341 nije psp(2).
Virijeds
3% =1 (mod 91),

ali
22021 (mod 91),

pa je 91 psp(3), a nije psp(2).

Pseudoprosti brojevi u bazi a ponasaju se kao prosti, tj. prolaze test prostosti.

Pitamo se sljedec¢e: ako je prirodan broj n pseudoprost u bazi a za svaki 2 < a <
n,(n,a) = 1, je li tada n prost? Ili, obratno, ako je prirodan broj n slozen, postoji li nuzno
a takav da je (n,a) = 1ia"' # 1 (mod n)? Nazalost, kao §to ¢emo vidjeti u nastavku,
odgovor je ne. Navedenim testom se ne mogu s potpunom sigurnoséu odredivati prosti
brojevi (iako se na taj nac¢in mogu odredivati s velikom vjerojatnoséu) ([13]).

2.2. Carmichaelovi brojevi

Prva podvrsta pseudoprostih brojeva koju ¢emo upoznati su Carmichaelovi brojevi. Na-
zvani su po Robertu Carmichaelu koji je bio americki matematicar. Pronasao je najmanji
Carmichaelov broj, 561, a preko 50 godina kasnije dokazano je da ih ima beskonacno mnogo.

Definicija 2.2. Slozen broj n nazivamo Carmichaelovim brojem ako za svaki a € Z,
takav da je 1 < a <n i (a,n) = 1, vrijedi:

n—1_1

a7 =1 (mod n).

Zanimljivo je da ako je poznata faktorizacija od n, onda se moze lako ustanoviti je li broj
n Carmichaelov broj.

Primjer 2.3. Malim Fermatovim teoremom pokazZimo da je broj 561 Carmichaelov broj.

Faktorizirajmo prvo broj 561 = 3 - 11 - 17. Fermatov teorem nam kaZe da ako vrijedi b # 0
(mod 17), onda je b'® =1 (mod 17). Tada je

VO =% =1% =1 (mod 17).



Sli¢no, kada b# 0 (mod 11), Fermatov teorem nam daje b'° =1 (mod 11), pa je
=B =10 =1 {mod 11).

Na kraju, za b 2 0 (mod 3), Fermatov teorem nam daje b* = 1 (mod 3), odakle slijedi
b =1 (mod 3). Zakljucujemo da je

b =1 (mod 561),
za svaki cijeli broj b za koji vrijedi (b, 561) = 1, pa je 561 Carmichaelov broj.
Lema 2.1 (vidi [13]). Svaki Carmichaelov broj je neparan.

Dokaz: Ako je n > 2 paran broj, tada je (n —1)"' = (=1)""! = —1 (mod n) pa n nije
pseudoprost u bazi n — 1, a dva uzastopna broja su uvijek relativno prosta. ]

Pomocu definicije kvadratno slobodnog broja i Kineskog teorema o ostacima, iskazimo i
dokazimo bitni kriterij za odredivanje Carmichaelovih brojeva.

Propozicija 2.1 (Korseltov kriterij, vidi [1]). Cijeli slozeni brojn > 2 je Carmichaelov broj
ako i samo ako je

(a) n kvadratno slobodan i

(b) za svaki prosti broj p koji dijeli n, takoderp—1|n — 1.

Dokaz: Neka je n Carmichaelov broj. Prvo ¢emo pokazati da je n kvadratno slobodan.
Ako prost broj p dijeli n vise puta, oznacimo n = p*n’ i neka vrijedi (p,n’) = 1. Zelimo
pokazati da je k = 11 to ¢emo posti¢i pomocu Kineskog teorema o ostacima (Teorem 1.1).
Pretpostavimo suprotno, neka je k > 2, pa je n djeljiv sa p?>. Po Kineskom teoremu o osta-
cima, postoji a € Z tako da vrijedi a = 1+p (mod p*)ia =1 (mod n'). Iz definicije Carmic-
haelovog broja, (a,n) = 1ia" ! =1 (mod n). Skraé¢ivanjem gornje kongruencije modulo p?,
dobivamo (1+p)"~' =1 (mod p?). Zbog Binomnog teorema imamo (1+p)" ! = 1+(n—1)p
(mod p?). Posto je n djeljivsap, 1+ (n—1)p=1—p (mod p?) =1 (mod p*). Dobivamo
kontradikciju pa je k = 1.

U nastavku pokazimo da (p — 1) | (n — 1) za svaki p koji dijeli n. Posto je n kvadratno
slobodan, p i n/p su relativno prosti. Izaberemo bilo koji b € Z tako da b mod n ima red
veli¢ine p — 1 (postoji primitivni korijen modulo bilo koji prost broj). Po Kineskom teoremu
o ostacima, postoji a € Z takav da je a = b (mod p) i a = 1 (mod n/p), pa je (a,n) = 1.
Tada vrijedi ¢”~! = 1 (mod n). Skraé¢ivanjem obje strane modulo p, dobije se b"~1 = 1
(mod p). Ovo implicira, po izboru od b, da (p — 1) | (n — 1).

Sada pretpostavimo da je n kvadratno slobodan i vrijedi (p — 1) | (n — 1) za svaki prost
broj p koji dijeli n. Zelimo pokazati da je n Carmichaelov broj. Ako a € Z zadovoljava
(a,n) = 1, tada za svaki prosti broj p koji dijeli n, vrijedi da je (a,p) = 1, pa je a1 =1
(mod p). Kako je p — 1 faktor od n — 1 dobivamo a"~* =1 (mod n). Takoder, n je slozen,
pa je n Carmichaelov broj. 0

Sljede¢i primjer nam pokazuje primjenu Korseltovog kriterija.

Primjer 2.4. Primjenimo Korseltov kriterij na broj 1105. Faktorizirajmo prvo broj, 1105 =
5-13-17. Vidimo da je broj kvadratno slobodan, moramo jos pokazati da svaki p — 1 mora
dijeliti n — 1. Provjerimo:

4]1104,12] 1104 i 16 | 1104.

Oba uvjeta su zadovoljena, prema tome broj 1105 je Carmichaelov broj.
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Teorem 2.3 (vidi [10]). Svaki Carmichaelov broj je produkt najmange tri medusobno razlicita
prosta broja.

Dokaz: 1z Propozicije 2.1 (a) znamo da Carmichaelov broj mora biti produkt razli¢itih
prostih brojeva. Preostaje nam odbaciti moguénost da je n = pq produkt dva razlicita prosta
broja. Pretpostavimo da je p < gq. Ako je n Carmichaelov broj imali bin—1 =0 (mod ¢—1)
zbog Propozicije 2.1 (b). Slijedin —1=p(¢g—1+1)—1=p—1 (mod ¢ — 1) sto nije =0
(modg—1)jerje0<p—1<qg—1. O

Primijetimo da je slozen broj n Carmichaelov ako i samo ako je pseudoprost u svakoj
bazi koja je relativno prosta s n.

Primjer 2.5. Carmichaelov broj je 1729. Vidimo da je 1729 = 7-13-19. Neka je a prirodan
broj koji je relativno prost s 1729, pa a ne smije biti djeljiv s 7,13 i 19. Tada vrijedi a™* = 1
(mod m) za m € {7,13,19}. Kako je 1728 = 6 - 288 = 12 - 144 = 18 - 96, dobivamo da je
al™ =1 (mod m),m € {7,13,19}, odakle je a*™® =1 (mod 1729).

Neka je C'(z) broj Carmichaelovih brojeva koji su manji ili jednaki z. Tada za svaki do-
voljno veliki = vrijedi: C(x) > 27 Iz toga slijedi da Carmichaelovih brojeva ima beskonac¢no
mnogo (vidi [9]). Kako brojevi postaju sve veéi, Carmichaelovi brojevi postaju sve rjedi.
Zanimljivo je da postoji 20138200 Carmichaelovih brojeva izmedu 1 i 10%L.

Postojanje Carmichaelovih brojeva pokazuje vazan nedostatak testiranja prostosti na
osnovi Malog Fermatova teorema. U sljedeéem poglavlju ¢emo pokazati kako se malim
promjenama na testu se taj nedostatak moze ukloniti.

Teorem 2.4 (vidi [9]). Neka je n neparan slozen broj i a € Z. Tada vrijedi:

(1) n je pseudoprost broj u bazi a ako i samo ako red od a modulo n dijeli n — 1.
(2) Ako je n pseudoprost u bazama ay i as, onda je n pseudoprost i u bazama
ai - as ial-agl.

(3) Ako n ne zadovoljava (1) za neki a, (a,n) = 1, onda n ne zadovoljava (1)
za barem pola mogucih baza a (tj. cijelih brojeva izmedu 1 i n koji su relativno
prosti s n).

Dokaz: (1) Neka je d red od a modulo n i neka je n pseudoprost broj u bazi a iz Teorema
1.4 slijedi da d | n — 1.

2 Izal ' =a}' =1 (mod n), slijedi (a1a2)" ' =1 (mod n)i(ara; )" ! =af (ad™1)?

=1 (mod n). Dakle, tvrdnja vrijedi.

(3) Neka su ay,as,...,as baze u kojima n jest, a neka je a’ baza u kojima n nije psu-
doprost broj. Kongruencija (1) ne vrijedi za a = d'a;, gdje je i € {1,...,s}, jer bi onda
vrijedilo i za a’ = (a’a;)a; . Dakle, postoji barem s baza u kojima n nije pseudoprost. [

Teorem 2.4 se moze iskoristiti kao osnova za vjerojatnosni test prostosti. Naime, ako
pretpostavimo da postoji baza a za koju ne vrijedi (1), te ako uzmemo k slu¢ajno odabranih
baza i n zadovolji test (1) za sve njih, onda je po Teoremu 2.4 (3) vjerojatnost da je n
slozen < 1/2%. Nazalost, nedostatak ovog testa jest u tome sto postoje slozeni brojevi koji
su pseudoprosti za sve baze a.



2.3. Eulerovi pseudoprosti brojevi

Sljeded¢i na redu su nam Eulerovi pseudoprosti brojevi i opisimo njihovu vezu s pseudoprostim
brojevima. Ovaj oblik pseudoprostih brojeva dobio je ime po Leonhardu Euleru koji je bio
Svicarski matematicar, fizicar i astronom. Ovaj dio izlaganja baziran je na [7].

Definicija 2.3. Neka je b € Z. Neparan pozitivan sloZen broj n koji je relativno prost sa b
nazivamo Fulerov pseudoprost broj u bazi b ako vrijedi

T = <9> (mod n), 2)

n

gdje (%) oznacava Jacobijev simbol.

Kako je (%) = =+1 slijedi da Eulerov pseudoprost broj u bazi b mora biti i pseudoprost
broj u bazi b. Obrat ne vrijedi: postoje pseudoprosti brojevi u bazi b koji nisu Eulerovi
pseudoprosti brojevi u toj bazi.

Primjer 2.6. Pokazimo da pseudoprost broj n = 91 nije Fulerov pseudoprost broj u bazi
3. Dakle, 3%° = 1 (mod 91), ali takoder 3* = 27 (mod 91), pa 91 nije Eulerov pseudoprost
broj u bazi 3. Iako 91 je Fulerov pseudoprost broj u bazi 10 jer je

1
¥ =1000"° ={-1)®*= —1 [mad 91}, (9—(1)) = —1.

Ako bazu b slucajno izaberemo, vjerojatnost da je slozeni neparan cijeli broj n Eulerov
pseudobroj u bazi b je manja ili jednaka 1/2. To je osnova za stvaranje Solovay - Strassenovog
testa prostosti s kojim ¢emo se upoznati u sljede¢em poglavlju.

2.4. Jaki pseudoprosti brojevi

Pojam jakog pseudoprostog broja uveo je Selfridge 1974. godine, a izlaganje ¢emo bazirati
na [6].

Definicija 2.4. Neka je n neparan slozen broj. Definiramo n kao n = 2°t + 1, gdje je t
neparan. Ako za b € 7 vrijedi:

b' =1 (mod n), ili postoji r < s takav da je b*" = —1 (mod n), (3)
onda kazemo da je n jaki pseudoprost broj u bazi b (ili oznakom n spsp(b)).
Primjer 2.7. Jaki pseudoprost broj je 91 u bazi 10 jer je 10% = —1 (mod 91).

Ako uvjet (3) nije ispunjen za neki b,0 < b < n, tada je broj n slozen. U tom slucaju
broj b zovemo svjedok sloZenosti od n.

Svaki spsp(b) je ujedno i psp(b). Obrat ne vrijedi. To ¢emo pokazati sljedeéim primjerom.
Primjer 2.8. Brojn = 341 je psp(2), ali nije spsp(2). Zaista,
340 = 2% - 85,
dok je

g 32 (mod 341),
2! = 1 (mod 341).
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Propozicije i teorem koji nam slijede, govore nam o povezanosti Eulerovih pseudoprostih
brojeva i spsp.

Propozicija 2.2 (vidi [10]). Neka je n neparan prirodan broj i b < n prirodan broj koji je

relativno prost sa n. Ako je n = 3 (mod 4), onda je n jaki pseudoprost broj u bazi b ako i
samo ako je n Eulerov pseudoprost broj u bazi b.

Dokaz: Ako je n = 3 (mod 4), po (3) s mora biti 1. Tada je n jaki pseudoprost broj u
bazi b ako i samo ako vrijedi

n—1

bz =41 (mod n). (4)

Pokazimo prvo nuznost.
Ako je n Eulerov pseudoprost broj u bazi b, onda je

-1 b
bz = (—) =41 (mod n),

n
tj. vrijedi (4) i n je jaki pseudoprost broj u bazi b.

Nuznost ¢emo dokazati na sljede¢i nacin. Neka je n jaki pseudoprost broj u bazi b. Iz
pretpostavke da je n =3 (mod 4) slijedi

(2)-=
(£)- () (5)- (3) =07 e

iz cega slijedi da je n Eulerov pseudoprost broj u bazi b. 0

pa je

Propozicija 2.3 (vidi [10]). Neka je n neparan prirodan broj i b < n pozitivan broj koji je
relativno prost s n. Ako je n jaki pseudoprost broj u bazi b, tada je n i Fulerov pseudoprost
broj u bazi b.

Teorem 2.5 (vidi [12]). Neka je F,, sloZen Fermatov broj i neka je M, = 2P — 1 sloZen
Mersenneov broj, gdje je p prost. Tada su i Fy, © M, Eulerovi pseudoprosti i jaki pseudoprosti
brojev.

Dokaz: Poznato je da je m > 51 p > 11. Tada je (%) =1 (Mip> =1.
Prvo ¢emo gledati Fermatove brojeve F;,. Jasno je da je

27" = -1 (mod F,) (5)
i dakle, F;, je jaki pseudoprost broj. Dalje, za m > 5
F,-1

— 92"=1 5,

Neka je k takav da vrijedi

10



Tada po (5) slijedi
2Fm=1)/2 — (22")2" = (—1)¥ = 1= (—) (mod F,,,),

i tako je F),, Eulerov pseudoprost broj.
Sada gledamo Mersenneov broj M,. ZapiSemo
Prema Malom Fermatovom teoremu slijedi

M, -1
2

M,—1
2

= 2~ — 1 koji je neparan cijeli broj.

=0 (mod p).

Stoga je M";l = kp za neki k € N. Kako M, = 2P — 1 | 2k — 1, slijedi

Mp—1 2
27z =1= (ﬁ) (mod M,).

Tada je M, i Eulerov i jaki pseudoprost broj. ]

Sljedeci teorem nam omogucuje stvaranje beskonacno mnogo jakih pseudoprostih brojeva
te zbog Propozicije 2.3 stvaranje beskonacno mnogo Eulerovih pseudoprostih brojeva.

Teorem 2.6 (vidi [12]). Ako je n pseudoprost, tada je n’ = 2" — 1 jaki pseudoprost broj.

2"-2

Dokaz: Uocimo da je == = 2"~1 1 neparan cijeli broj. Iz dokaza Teorema 2.1 imamo

22"=2/2 =1 (mod n')
i stoga je n’ jaki pseudoprost broj. ]
Slijede nam svojstva jakih pseudoprostih brojeva koja ¢e nam biti bitna za testove pros-
tosti koje ¢emo kasnije iskazati (preuzeto iz [6]).

Teorem 2.7 (vidi [6]). Neka je n neparni slozeni broj. Tada je n jaki pseudoprosti broj u
bazi b za najvise (n — 1)/4 baza b,0 < b < n.

Teorem 2.7 nam pokazuje da u slucaju jakih pseudoprostih brojeva ne postoji analogon
Carmichaelovih brojeva. Dakle, nemoguce je da slozen broj bude jaki pseudoprosti broj u
svakoj bazi.

Prije dokaza Teorema 2.7, dokazat ¢emo lemu koja ¢e nam dati potrebne informacije o
kongruencijama oblika 2™ = £1 (mod n). S v,(t) ¢emo oznacavati najveéi cijeli broj k
takav da m* | ¢.

Lema 2.2 (vidi [6]). Neka je n = p{*---p% neparan broj te neka je
J 1 T ] J

v=min{(p,—1):i=1,...,r} i S = H(m, e(p)).

Tada vrijedi:

(1) Kongruencija z™ =1 (mod n) ima tocno S rjesenja.
(2) Kongruencija z™ = —1 (mod n) ima rjesenja ako i samo ako je va(m) < v.

(3) Ako kongruencija x™ = —1 (mod n) ima rjesenja, onda ih ima tocno S.
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Dokaz: Neka je g; primitivni korijen modulo pj*. Neka je j = indgz. Koristit ¢emo
svojstva indeksa navedena u prvom poglavlju. Kongruencija z™ = ¢ (mod n) je ekvivalentna
sustavu kongruencija

m-indgx = indgc (mod ¢(p;?)),t =1,...
Za ¢ =1 je ind, 1 = 0, pa sustav postaje

m-indg,z =0 (mod ¢(pj*)), i=1,...,r

Ovo su linearne kongruencije kojih imamo i, pa je broj rjesenja (m, ¢(p;*)). Ukupan broj
rjesenja sustava je umnozak svih najmanjih zajednickih djelitelja sto je jednako S.

Za c = —1 je indg,(—1) = W—(%Q, pa gornji sustav postaje
m-indgz = % (med ®lp*)); &= 1sn. ;P

Kao i u slucaju kada je ¢ = 1, iz sustava linearnih kongruencija zaklju¢ujemo da ako ovaj
sustav ima rjesenja, onda ih ima S, a nuzan i dovoljan uvjet za postojanje rjesenja je da

za svaki i broj (m,e(p;")) dijeli MpTii). Odavde imamo da (2"20™m,, pii~t . 221 . )
dijeli p¢i~' . 2v2(Pi=D=1. ¢ odje su my i ¢; neparni brojevi. No ovo je oéito ekvivalentno s
vo(m) <we(pi—1)zai=1,...,r tj. s ra(m) < v. O]

Dokaz Teorema 2.7:

1. slucaj: n nije kvadratno slobodan

Neka je n = p?q, gdje je p prost. Ako je n spsp(b), onda je b"' = 1 (mod n). Tada
je i "' = 1 (mod p?). Prema Lemi 2.2 je p(p?) = p(p — 1), pa ova kongruencija ima
d= (p(p—1),n—1) rjesenja. Buduéi da p | n, to p ne dijeli n — 1. Zato je d < p—1. Stoga
je broj baza b za koje je n psp(b)

(P*—=1g _plq—q _piqg—1 _n—1

<dg<(p—1)g =
sdg<(p e p+1 p+1 — p+1 — 4

Posto smo pretpostavili da n nije kvadratno slobodan, jednakost vrijedi samo za n = 9.

2. slucaj: n = pq, gdje su p i q razli¢iti prosti brojevi.

Neka jep—1=2".-v,q—1=2"-2, gdje su v iz neparni te u < w, n — 1 = 2%, tj.
u=1w(p—1),w =1a(q—1),s = vra(n — 1). Pretpostavimo da je b* =1 (mod n). Prema
Lemi 2.2, takvih baza ima (¢,v) - (¢, z) < vz. Pretpostavimo sada da je b** = —1 (mod n))
za neki 7,0 < r < s. Prema Lemi 2.2, ova kongruencija ima rjeSenja ako i samo ako je
r < u, a broj rjeSenja je 2"(t,v) - 2"(¢,z) < 2%"vz. Buduéi dajen —1 > ¢(n) = p(pq) =
(p—1)(g—1) = 2% - 2%z = 2"T" vz slijedi da prirodnih brojeva b,0 < b < n, za koje je n
jaki pseudoprosti broj u bazi b ima najvise

u—1
22u -1 22u 9
UZ+222rvz:vz<1+ 3 ><(n—1)-2_“_w- 3+ )
r=0

Ako je u < w, onda je desna strana ove nejednakosti

2 o 12 1\ n-1
Lim=1)-Fcr —— | Z2lm—1pe =g =] = :
<=1 (3+ 3)—<” ) (8 3+6) 4
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Ako je u = w, onda barem jedna od nejednakosti (t,v) < v, (t,2) < z mora biti stroga jer
bismo inace imali 0 = 2°¢t = pg—1=¢— 1 (mod v), pabiiz v | ¢ — 1 = 2"z slijedilo da
v | z. Analogno bismo dobili da z | v, §to bi znacilo da je v = z i p = ¢, a to je kontradikcija.
Stoga, u gornjim ocjenama mozemo zamijeniti vz s %, jer je ¢ neparan, a v ili z > 1, pa je
njihov najveéi zajednicki djelitelj < v/3. To dovodi do sljedeée gornje ograde za broj baza b

za koje je m jaki pseudoprosti broj u bazi b

( 1) 1 o-2u 2+22“ ( 1) 1+1 n—1<n—1
n—1)--- — o — I = [ — —d ) = .
3 3 3 18 9 6 4
3. slucaj: n =pips - - - Pk, gdje je k > 3, a p;-ovi su razli¢iti prosti brojevi.
Neka je p; — 1 = 2%t;,t; neparan. Postavimo kao u 2. slucaju. Mozemo pretpostaviti da

je s1 > s;, za svaki j. Dobivamo sljede¢u gornju ogradu za broj baza b takvih da je n jaki
pseudoprosti broj u bazi b

2k — 1 2v—2 oM
— )2 (14 o ) < (p—1)27F
(n—1) (+2k—1>—<" ) <2k—1+2k—1>

gk._ 9 1 gk 9 il
= {p— 13 { 7% o g, — 151 3P
(n )< 2k—1+2k—1>—(” )( 2k—1+2k—1)

1 n—1

2.5. Lucasovi pseudoprosti brojevi

Nova vrsta pseudoprostih brojeva je dobila ime po Francois Edouard Lucasu koji se rodio u
Francuskoj. Otkrio je 12-ti Mersenneov prosti broj. Poglavlje je bazirano na [6] i [14].

Neka su « i 8 korijeni polinoma x? — az +b = 0,a,b € Z \ {0}. Definirajmo Lucasove

“Z:g’“,vk(a,b) = of + B*. Ako u nizove uvrstimo a = 1,b = —1, U su

Fibonaccijevi brojevi, a Vj, su (obi¢ni) Lucasovi brojevi. Ako su p prosti brojevi, takve da
pt2bD, gdje je D = a® — 4b, onda vrijedi:

nizove Ug(a,b) =

U(g(p) =0 (mod p),

gdje je 6(p) =p — (%)
Pomocu ovog svojstva mozemo definirati novu vrstu pseudoprostih brojeva.

Definicija 2.5. Ako za neparan slozen broj n vrijedi U,y = 0 (mod n), onda kazemo da je
n Lucasov pseudoprost broj s parametrima a,b (oznacavamo ga s lpsp(a,b)).

Teorem 2.8 (vidi [14]). Neka je n € N i neka je n neparan, (£) Jacobijev simbol i §(n) =
n— (%) Ako je n prosti broj i vrijedi (n,b) = 1 onda je

Usiny =0 (mod n). (6)

Tako Teorem 2.8 vrijedi ako je (%) = 1, bilo bi najbolje to izbjegavati. Najbolji nacin

za to je odabrati prikladan D tako da vrijedi (%) = —1. Navedimo dvije metode kako to
postici:
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(1) Neka je D prvi element niza 5, —7,9, —11, ... za koji je (%) = —1. Neka su
a=1,b=(1-D)/4.

(2) Neka je D prvi element niza 5,9,13,17,21, ... za koji je (%) = —1. Neka je
a zadnji neparan broj koji premasuje vD i b = (a*> — D)/4.

Primjer 2.9. Prvih 5 Lucasovih pseudoprostih brojeva koji su pronadeni prvom metodom
su:
323,377, 1159, 1829, 3827,

a pruvih 5 pronadenih drugom metodom su:
323, 377, 1349, 2033, 2651.

Teorem 2.9 (Lucasov test, vidi [14]). Neka je n neparan pozitivan cijeli broj. Ako p 1 U,
onda je n sloZen broj.

Ako izaberemo parametre D, a,b kako je opisano u drugoj metodi, tada prvih 50 Car-
michaelovih brojeva i jos par drugih Fermatovih pseuprostih brojeva u bazi 2 nikada nece
biti Lucasovi pseudoprosti brojevi ([14]).

Kombinacija testova s jakim pseudoprostim brojevima i Lucasovim pseudoprostim bro-
jevima je jako dobra i vjeruje se da broj koji prode po jedan njihov test, mora biti prost.
Njihovi testovi su neovisni jedan o drugome. Ako je n vjerojatno prost u prvoj vrsti testa,
to ne utjece na vjerojatnost da n bude vjerojatnosno prost po drugoj vrsti.

2.6. Superpseudoprosti brojevi

Posljednja vrsta pseudoprostih brojeva s kojim ¢emo se upoznati su superpseudoprosti bro-
jevi te je ovaj dio rada baziran na [12]. Preko Fermatovih brojeva ¢emo pokazati kako
mozemo stvoriti beskonacno mnogo superpseudoprostih brojeva kao i pseudoprostih brojeva.

Definirat ¢emo prvo primitivnog prostog djelitelja kako bi lakse razumjeli ostatak izlaga-
nja.

Definicija 2.6. Neka su a,b prosti cijeli brojevi i vrijedi |a| > |b| > 1 i neka je n > 1
pozitivni cijeli broj. Kazemo da je p primitivni prosti djelitelj od o™ —b™ ako p | a™ —b",
alipta™ —b" zal <m <n.

Ako p™ | a™ —b", ali p™ {1 a* — b*, 1 < k < n kazemo da je p m-struki primitivni prosti
djelitely od a™ — b™.

Napomena 2.1 (vidi [12]). Ako je p m-struki primitivni prosti djelitelj od a™ — 1, tada za
1 << m vrigeds

ordyia = n. (7)
Prije same definicije superpseudoprostih brojeva iskazimo lemu koju ¢e kasnije primijeniti.

Lema 2.3 (vidi [12]). Ako je neparan prosti broj p primitivni prosti djelitelj od a™ — 1, tada
je:

(1) p=1 (mod n),

(2) p=1 (mod 2n) ako je n neparan ili je <E) =1
p
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Dokaz: (1) Po Malom Fermatovom teoremi i (7), n | p — 1 pa imamo
p=1 (mod n).
(2) Iz (1) slijedi da je p = 1 (mod 2n) ako je n neparan broj. Sada pretpostavimo da je
(%) = 1. Eulerov kriterij (Teorem 1.7) povlaci da vrijedi

p—1

a2z =1 (mod p),
iz cega slijedi da n | (p — 1)/2. Tada slijedi da je p =1 (mod 2n). O

Definicija 2.7. Superpseudoprost broj n u bazi a je pseudoprost broj u bazi a ¢iji su
djelitelji veci od 1 ili prosti ili pseudoprosti brojevi u bazi a; tj. ako d | n, tada vrijedi

a?'=1 (mod n). (8)

Sada prvo iskazimo i dokazimo teorem koji nam daje nuzan i dovoljan uvjet da neparni
slozeni cijeli broj n bude superpseudoprost u bazi a. Prisjetimo se da najmanji zajednicki
visekratnik brojeva a,b € Z \ {0} oznacavamo s [a, b].

Teorem 2.10 (vidi [12]). Neka su py,ps,...,p, razli¢iti neparni prosti brojevi i neka je
a > 2 takav da vrijedi (a,p;) = 1 za svaki i = 1,2,...,r. Pretpostavimo da je p; my;-
terostruki primitioni prosti djelitelj od a — 1 za 1 < i < r. Dozvoljen je i slucaj t; = t; za
1 <i<j<r. Ozacimo [ti,ts,...,t.] = h. Neka je n slozeni cijeli broj za koji vrijedi

n=]]r"
i=1
gdje je 1 < l; < m;. Tada je n superpseudoprost broj u bazi a ako i samo ako za svaki
1 =1,2,...,7r postoji cijeli broj k; tako da vrijeds

Dokaz: Pretpostavimo da vrijedi (9) za 1 < i < r. Neka je d = p{'p3* -+ - p? slozeni
djelitelj od n, gdje je 0 < g; < l;,i = 1,2,...,r. Kako bi pokazali da je d superpseudoprost
broj u bazi a, dovoljno je pokazati da vrijedi

ordga | d — 1. (10)

Kako vrijedi p; =1 (mod h),i = 1,2,...,7 po (9), imamo d = 1 (mod h), ili ekvivalentnu
kongruenciju

d—1=0 (mod h). (A1)

Oznac¢imo sa e; red od a modulo pf*,i =1,...,r. Prema Napomeni 2.1, ako je ¢g; > 1, onda
za e; vrijedi e; = t; u suprotnom je e; = 1. Kako je (pfi,pgj) =1,1<i<j<r,slijedi da

ordga = [e1, eq, ... €] | [t1,t2,...,t] = h. (12)
Sada iz (11) i (12) dobivamo (10).

Sa druge strane, pretpostavimo da je n supepseudoprost broj u bazi a i neka postoji prosti
djelitelj p; od n tako da vrijedi p; Z 1 (mod h) za neki i, 1 < i < r. Tada postoji prosti broj
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q za koji vrijedi ¢™ || h (znaci da je ¢ najveca potencija od ¢ koja dijeli h), ali ¢ { p; — 1
za neki pozitivni cijeli broj m. Po definiciji od h, ¢" || t; za neki j za koji vrijedi 1 < j <.
Kako je p; primitivni prosti djelitelj od % — 1, po Lemi 2.6. vrijedi da je p; = 1 (mod t;).
sto nam daje kongruenciju

p; =1 (mod ¢™).

Tvrdimo da p;p; nije psp(a) sto je kontradikcija sa pretpostavkom da je n superpseudoprost
broj u bazi a. Kako vrijedi p; #Z 1 (mod ¢™) i p; = 1 (mod ¢™), dobivamo p;p; # 1
(mod ¢™), tj.
pip; —1#0 (mod ¢™).
Dakle,
ordy,a = t; { pip; — 1,
sto nam daje
ordp,p;a t pip; — 1.

Sto nas dovodi do toga da pip; nije psp(a). O
Koriste¢i Teorem 8, lako mozemo konstruirati superpseudoprost broj iz tablice primitiv-
nih prostih djelitelja od broja 2™ — 1. Pokazimo to sljedeé¢im primjerom.

Primjer 2.10. Pokazimo da je n = 89-2113-353-2931542417 superpseudoprosti broj. Svaki
od njegouvih 4 prostih faktora je kogruentan 1 modulo 88.

Broj 89 je primitivni prosti djelitelj broja 2" — 1,
broj 2113 je primitivni prosti djelitelj broja 2** — 1,
brojevi 353 i 2931542417 su primitivni prosti djelitelji broja 2% — 1,

i [11,44, 88] = 88.

Slijedeci teorem nam pokazuje kako Fermatove brojeve mozemo iskoristiti za kreiranje
beskona¢no mnogo superpseudoprostih brojeva.

Teorem 2.11 (vidi [12]). (1) Ako je F,, slozen, onda je F,, superpseudoprost.
(2) FFrin je superpseudoprost za svaki m > 2. Konkretno, postoji beskonacno
mnogo superpseudoprostih brojeva.

(3) Pretpostavimo da je m > 3 i da je svaki prosti djelitelj od F,, oblika k2™3 41,
gdje je k € N. Tada je F,,, Fit1Fimt2 superpseudoprost broj sa barem tri razlicita
prosta djelitelja.

(4) Pretpostavimo da su py,pa,...,ps prosti djelitelji od F,, takvi da je p; = 1
(mod 2™3) za 1 < i < s. Tada je p1py - - - psFrni1 Fnyo superpseudoprost sa ba-
rem tri razlicita prosta djelitelja.

(5) Ako je n pseudoprost s toc¢no dva prosta djelitelja, onda je n superpseudo-
prost.

(6) Ako je Mersenneov broj M, sloZen, onda je M, superpseudoprost.

(7) Neka je n =2t — 1 sloZen cijeli broj s barem dva primitivno prosta djelitelja.
Ako su p1,pa,...,ps bilo koji primitivne prosti djelitelji od n, gdje je s > 2 14
ponavaljanja su dopustena do visestrukosti od primitivnog prostog djelitelja, tada
je pips - - - ps superpseudoprost.

(8) Neka je t > 5 neparan cijeli broj i neka su py,pa,...,ps bilo koji primitioni
prosti djelitelji od 2" — 1, gdje je s > 1 i neka su q,qa, . .., q; bilo koji primitivni
prosti djelitelji od 2% — 1, gdje je j > 1. Ponavljanja su dopustena za sve p-ove i
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q-ove do wvisestrukosti primitivnih prostih djelitelja. Tada je pips---psqiga- - - qj
superpseudoprost broj.

(9) Pretpostavimo da 8 | t. Neka su py,pa,...,ps bilo koji primitivni prosti dje-
litelji od 2" — 1, gdje je s > 1 i neka su qi,qo, ..., q; bilo koji primitivni prosti
djelitelji od 2% — 1, gdje je j > 1. Tada je pips -+ psqiqz - -+ q; superpseudoprost
broj.

(10) Bilo koji slozeni djelitelj d superpseudoprostog broja je takoder superpseudo-
prost.

Napomena 2.2 (vidi [12]). Jedini indeksi za koje je broj F,Fpi1Fnia superpseudoprost
sum = 3,4,8. Kako bi utvrdili je li My, superpseudoprost broj trebamo ispitati sve proste
faktore od F,,,m > 3 i provjeriti jesu li oni svi oblika k2™ + 1. Jedini Fermatovi brojevi
koji su faktorizirani do kraja, su oni brojevi gdje je 0 < m < 11.

Sljedeci teorem koristi Fermatove brojeve kako bi se izgeneriralo beskona¢no mnogo su-
perpseuroprostih brojeva sa barem tri razli¢ita prosta djelitelja.

Teorem 2.12 (vidi [12]). Neka je p prosti djelitelj od F,,, gdje je m > 3. Tada je (p —
1)/2 > 2™+t Neka su pi,po,...,ps razliciti primitivni prosti djelitelji od 2°—1/2 — 1 4
neka su qi,qz,...,q; razli¢iti primitions prosti djelitelji od 2P~* — 1, gdje je j,s > 1. Tada
je n = ppip2---Dsq1q2 - - q; superpseudoprost broj sa barem tri razlicita prosta djelitelja.
Posebno, postoji beskonacno mnogo superpseudoprostih brojeva koji imaju barem tri razlicita
primitivna prosta korijena.

Napomena 2.3 (vidi [12]). Posto je bilo koji slozeni djelitelj superpseudoprostog broja

takoder superpseudoprost broj po Teoremu 2.11 (10), Teorem 2.12 implicira da postoji be-
skonacno mnogo superpseudoprostih brojeva koji imaju tocno tri razlicita prosta djelitelja.
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3. Testiranje prostosti

Postoje dvije vrste testova prostosti deterministicki i probabilisticki. U ovom radu ¢emo
poblize objasniti probabilisticke testove prostosti. Dok deterministicki testovi sa sigurnoséu
daju odgovor je li neki broj prosti ili ne, probabilisticki testovi prostosti ¢e nam dati odgovor
je li neki broj vjerojatno prost ili ne. Pored testiranog broja n, koriste i slu¢ajno odabrane
brojeve a. Ovakvim testovima se za prost broj nikada ne moze dobiti rezultat da je slozen, ali
je moguce da slozen broj testom bude prepoznat kao prost. Broj koji prode probabilisticki
test, ali je zapravo slozen, naziva se pseudoprost broj. Fermatov i Miller-Rabinov test su
dva najcesce koristena testa, gdje za bilo koji slozeni broj n najmanje polovina brojeva koje
je moguce birati za a detektiraju da je n slozen. Ovo znacéi da k ponavljanja smanjuje
gresku vijerojatnosti za najvise 2% i moze se uéiniti proizvoljno malom poveéavanjem broja
pokusaja k.

3.1. Fermatov test prostosti

Ako je m neparan slozen broj, vrijedi Mali Fermatov teorem i (b,n) = 1, onda je taj broj
pseudoprost broj u bazi b.

Ispitivanje se provodi slu¢ajnim odabirom baze 0 < b < n,d = (n,b). Pojavljuju se dvije
mogucnosti. Prva je da je d > 1 Sto znaci da je ispitivani broj sigurno slozen i tu ispitivanje
staje. Druga je da je d = 1, i tada se b potencira na (n — 1). Ukoliko test nije zadovoljan,
broj koji smo ispitivali je sigurno slozen, a ukoliko je zadovoljen, slu¢ajno odabiremo novu
bazu po spomenutom ogranicenju. Kako se postupak vise puta ponavlja, vjerojatnost da je
broj slozen se smanjuje, odnosno povecava se vjerojatnost da je broj prost (vidi [4]).

Teorem 3.1 (Jaki Fermatov test, vidi [11]). Neka je n > 1 neparan cijeli broj. Oznacimo
n —1 = 2ks, gdje je s neparan i k > 1. Izaberimo b € 7Z tako da vrijedi 1 < b < n.
Definiramo,

bo =b* (mod n),
by =b; (mod n),
by =b7  (mod n),

b, =07, (mod n).

Pretpostavimo da je n prost broj. Tada vrijedi b, = 1 (mod n), ¢ ako je j najmanji indeks
za koji vrijedi b; = 1 (mod n), onda je j = 0 ili bj_y = —1 (mod n). Dakle, ako by # 1
(mod n) ili b;_; # —1 (mod n), onda n nije prost broj.

Dokaz: Neka je n € N i neka je n neparan broj, (b,n) =1 te "' =1 (mod n). Bududi
da je n — 1 paran, mozemo pokusati izvaditi drugi korijen iz ove kongruencije, tj. racunati
b1/ (mod n),b1/* (mod n),... Pretpostavimo da u i-tom koraku prvi puta dobijemo
na desnoj strani kongruencije nesto razlicito od 1, recimo b"~Y/?" = ¢ (mod n). Ako je n
prost, onda mora biti a = —1 jer je b /27" =1 (mod n), a jedina rjeSenja kongruencije
2?2 =1 (mod n), ako je n prost, su z = +1 (mod n). O]

Dakle, kombinirajuéi Mali Fermatov teorem sa svojstvom kongruencije 22 = 1 (mod p)
dobivamo jaéi zahtjev od onog iz definicije pseudoprostih brojeva (vidi [5]).
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Primjer 3.1. Neka sun =41 ib=2. Tadan—1=23-5, pa je s =5 i k = 3. Racunamo.

by = 32,
by =32>=40 (mod 41),
by =40°=1 (mod 41),
bs=1>=1 (mod 41).
Primjetimo da je b, = b3 = 1. Najmangji indeks za kojeg je bj_y = 1 je j = 2. Tada
vrijedi bj_y = by =40 =1 (mod 41). Zakljucujemo da je 41 vjerojatno prosti broj.
Sto prije pronademo neki b; = 1, mozemo prestati traziti i pogledamo prethodni korak

jeli bj_1 = —1, da vidimo ako mozda nec¢emo morati koristiti nekoliko zadnjih kvadriranja.
U praksi, kada je n slozen, pokazemo da je by # 1, pa je Fermatov test zadovoljen.

Sljede¢im primjerom ¢emo pokazati kako pomocu Jakog Fermatovog testa mozemo po-
kazati je li neki broj jaki pseudoprosti broj.

Primjer 3.2. Pokazimo da je 4033 = 37 - 109 spsp(2). Faktorizirajmo 4032 = 2° - 63, pa je
k=6 1s=63. Tada racunamo:

bo = 2% = 3521 (mod 4033)

b =35212 = —1 (mod 4033)

by=[(-1"=1 (mod 4033).

Ocito svaki slijedeci b je takoder kongruentan 1 (mod 4033). Posto je by = 1 i prethodni
njemu by = —1, vidimo da je 4033 spsp(2).

3.2. Miller - Rabinov test prostosti

Miller-Rabinov test prostosti temelji se na jakim pseudoprostim brojevima i on je najraspros-
tranjeniji test prostosti. Miller-Rabinov test je poboljsani oblik Fermatovog testa prostosti.
Dok vec¢ina testova otkriva je li neki broj prosti ili ne, Miller-Rabinov test dokazuje je li broj
slozen. Stoga bi se ovaj test trebao zvati test slozenosti.

Formiranje testa se temelji na sljede¢oj propoziciji, koja ima svojstvo da svaki slozeni
broj ima veliki broj svjedoka.

Propozicija 3.1 (vidi [8]). Neka je p neparan prosti broj i pisemo
p—1=2%
gdje je q neparan. Neka je a bilo koji broj koji je djeljiv sa p. Onda je jedan od sljedecih
uvjeta istinat:
(1) a? =1 (mod p),
(2) jedan od a?,a®?,a™, . .. ,a2k71q kongruentan je s —1 (mod p).

Dokaz: Po Malom Fermatovom teoremu imamo a?~! =1 (mod p). Iskaz nam govori da

zadnji broj u nizu

4q 2k—1 2kq

al,a® a*, .. a¥ L a

(koji je jednak aP~!) je kongruentan 1 modulo p. Posto je svaki sljedeéi broj kvadrat pret-
hodnom, jedan uvjet od sljede¢ih mora biti zadovoljen:
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(1) prvi broj iz niza je kongruentan 1 modulo p,
(2) neki broj iz niza nije kongruentan 1 modulo p, ali postaje kongruentan kada
se kvadrira. Jedini broj koji zadovoljava oba izraza

b#1 (modp)ib*=1 (mod p)
je —1, pa je jedan broj iz niza kongruentan —1 modulo p. U

Iskazimo sada Miller-Rabinov test prostosti ([6]):

Neka je n neparan broj za koji zelimo ustanoviti je li prost ili slozen. Prvo postavljamo
da n bude sljedec¢eg oblika n — 1 = 2°¢, gdje je t neparan. Na sluc¢ajan nacin odaberemo
b,0 < b < n te izracunamo b* mod n (najmanji ostatak po apsolutnoj vrijednosti). Ako
dobijemo *+1, zakljuc¢ujemo da je n prosao test te biramo sljedeci b. U protivnhom, uzastopno
kvadriramo b’ mod n sve dok ne dobijemo rezultat —1. Kada dobijemo —1, onda je n prosao
test i kazemo da je n prost. Ako nikad ne dobijemo —1, tj. ako dobijemo da je bt = 1
(mod n), ali b*"* = —1 (mod n), onda znamo da je sigurno n slozen.

Prilikom testiranja prostosti, u najvise sluc¢ajeva biramo upravo ovaj test jer ako n prode
test za k b-ova, onda je vjerojatnost da je m slozen izrazito mala, tj. < 4%. Tako npr. za
k = 20 je vierojatnost da je n slozen manja od 1072, Tako dobiveni vjerojatno prosti brojevi
se nazivaju jos i industrijski prosti brojevi. Poznato je da ne postoji nijedan broj manji od
102 za b= 2,3,5,7,11 koji je istodobno spsp(b) broj. Ocjena iz Teorema 2.7 moze znacajno
poboljsati za velike brojeve n. Tako je vjerojatnost da je 500-bitni broj koji prode samo
jedan test slozen manja od g5 ([6]).

Primjer 3.3. Ispitajmo Miller-Rabinovim testom prostosti je li broj 35 prost. Tada jen—1 =
34 =217,k = 1,m = 17. Stavimo da je a = b. Racunamo koliko je 6™ (mod 35),
617 = 6! - 6'°. Imamo:

62=36 (mod35) =1 (mod 35)
6* = (6)2=36> (mod 35)=1 (mod 35)

6'°=1 (mod 35).

Dobivamo da je by = 6" = (61°)(6!) (mod 35) =6 (mod 35) # +1 (mod 35), pa racunamo
by = (by)? = 62 =36 (mod 35) =1 (mod 35). Sada nam Miller-Rabinov test prostosti vrati
da je broj 35 slozen.

Fermatov test bi nam za broj 35 vratio da je "vjerojatnosno” prost jer 63 =1 (mod 35).

3.3. Pocklington - Lehmerov test prostosti

Prvo ¢emo iskazati Pocklington - Lehmerov test prostosti te kroz primjer pokazati kako test
funkcionira.

Propozicija 3.2 (Pocklington-Lehmer, vidi [11]). Neka je n —1 = FN gdje je (F,N) =1
(F' je faktoriziran, a N nije nuzno faktoriziran). Pretpostavimo da postoji b tako da vrijedi

b 1=1 (mod n) (13)
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(D11 p) =1, (14)
za svaki prosti broj q koji dijeli F'. Tada svaki prosti faktor p od n zadovoljava kongruenciju

p=1 (mod F). Takoder, ako je F > N, onda je n prosti broj.

Dokaz: Neka vrijedi p | n. Kako je ™! =1 (mod p), Teorem 1. implicira da tada vrijedi
ord,(b) | n — 1. Zapisimo
n—1=Fk-ordy(b).

Neka je ¢ jedan od prostih djelitelja od F. Ako ¢ | k, onda je

(n—1)/q = (k/q)ord,(b)

visekratnik od ord,(b). Dakle,
pr=1/a _ (bordp<b>)k/P = ()P =1 (mod p).

To je u suprotnosti s pretpostavkom (14) posto p dijeli n. Onda slijedi p { k. To dobivamo za
svaki djelitelj od F', znaci da vrijedi (F, k) = 1. Poznato nam je svojstvo da ako su a,b, c € Z
i(a,b) =1 onda iz a | be slijedi a | ¢. Kako je

FN =n—1=k-ord,(b),

i ord,(b) | p— 1, po svojstvu iznad F' | p — 1.

Ako je F > N, onda vrijedi F? > FN =n—1, paje F? > n. Ako F | p— 1, onda je
p > F > y/n. Znamo da ako je n slozen broj onda on ima prosti faktor p < y/n. Posto su
svi prosti faktori veéi od y/n, vidimo da n ne moze biti slozen, pa je n prost. OJ

Primjer 3.4. Pokazimo da je n = 9473 prost broj. Prvo faktoriziramo 9472 = 28 - 37.
Imamo F = 28 = 256, N = 37. Ubacimo sada to u kongruenciju iz Pocklington-Lehmer testa
2=1/2 = 1 (mod n), pa b = 2 ne zadovoljava (14). Ali, 3"~' =1 (mod n) i 3"~V/2 = 1
(mod n), pa je

(3D/2 _ 1 pn) = (—2,n) = 1.
Stoga b = 3 §to zadovoljava (13) i (14) za ¢ = 2. Kako je 2 jedini prosti djelitelj od F,
pretpostavka je zadovoljena. Posto je F' > N, n je prosti broj.

Ako vedinu faktorizacija od n — 1 ne znamo (pa ne mozemo reéi da je F' > N), test ne
moze pokazati da je n prost.

3.4. Solovay - Strassenov test prostosti

Za druge vrste pseudoprostih brojeva postoje drugi testovi zasnivani na njima. Tako je
sljededi test, Solovay - Strassenov test zasnovan na Eulerovim pseudoprostim brojevima i
manje je efikasan od Miller-Rabinova testa. Solovay - Strassenov test prostosti se u nekim
izvorima naziva i Eulerov test pseudoprostosti.

Teorem 3.2 (Solovay - Strassenov test prostosti, vidi [3]). Neka je n neparan prirodan broj.
Tada postoji cijeli broj a € {1,...,n — 1} takav da vrijedi

(a,n) =1 ia™V/2£ <%) (mod n).
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Dokaz: Moramo pogledati slucaj kada je n kvadratno slobodan i kada se u faktorizaciji
od n nalaze visestruki prosti faktori.
Pretpostavimo prvo da je n slozen i kvadratno slobodan, pa n ima oblik n = p;ps ... p, gdje

jer > 21 p; surazliciti prosti brojevi, ¢ > 2. Pola faktora koji nisu nula mod p; su kvadratno

slobodni, pa postoji b € Z takav da je (;%) = —1. Po Kineskom teoremu o ostacima, postoji

neki a € {1,...,n — 1} koji zadovoljava
a=b (modpy),a=1 (modpsy---py).

Znamo da je b Z 1 (mod p),a # 1. Tada je (a,p1) = 11 (a,p2---p,) = 1, tako da je
(a,n) = 1. Takoder, <i> = (i) =—1i (i) = (}%) =1zai>1, paje

P P1 P:

(-GG GE)-G)=

Pretpostavimo da je a(®1/2 = (2) (mod n), pa je a2 = _1 (mod n). Kako p, dijeli
n, mozemo reducirati kongruenciju a2 = —1 (mod n) do modula ps, posto je a = 1
(mod p,) dobivamo

1=-1 (mod p,).

To je kontradikcija posto je py veéi od 2.
Sada pretpostavimo da n ima viSestruki prosti faktor i oznaéimo ga s p. Neka je n = p*m
gdje je k > 21 (p,m) = 1. Po Kineskom teoremu o ostacima, postoji a € {1,...,n — 1} koji
zadovoljava

a=1+p (modp?),a=1 (modm).

Kako je a # 1, a nije djeljiv s p, i (a,m) = 1, to je (a,n) = 1. Ako je a»D/? = (2)
(mod n) onda nam kvadriranje daje a"~! = 1 (mod n), pa ¢emo pokazati da to nije moguce.
Reducirajmo kongruenciju do modulo p? (a je faktor od n) da bi dobili a”™! =1 (mod p?).
Kako je a =1 +p (mod p?) dobivamo (1 +p)" ! =1 (mod p?). Koriste¢i Binomni teorem,
(1+p)"t=1+(n—1)p (mod p?), pajel+(n—1)p=1 (mod p?). Oduzimanjem 1 s obje
strane, (n —1)p =0 (mod p?), pa dobivamo (n —1) =0 (mod p). Ali je n visekratnik od p,
pa imamo kontradikciju. 0
Ako je k dovoljno velik, n proglasavamo "vjerojatno prostim”.

Tako neki smatraju da je Fermatov test prvi test prostosti, to nije istina. Carmichaelovi

brojevi mogu izgledati kao prosti kada produ kroz Fermatov test, iako oni nisu prosti. Tek
Solovay-Strassenovim testom se pokaze koji Carmichaelovi brojevi su zapravo prosti.

Primjer 3.5. Ispitajmo Solovay-Strassenovim testom prostosti je li broj 91 prost. Slucajno
1zaberemo a = 10, pa prvo racunamo Jacobijev simbol

)@ @)1 )--0)-cm -

Dalje racunamo kongruenciju

10€1-D/2 = 10% = 10328+ (mod 91). (15)
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Racunamo redom 10 na svaku potenciju modulo 91. Dobivamo sljedece:

10°=9 (mod 91)

10 =(10°)>=92=81 (mod 91) = —10 (mod 91)
10® = (102 = (—=10)> =100 (mod 91) =9 (mod 91)
(10 =9>=81 (mod 91) = —10 (mod 91)
(10'%)? = (=10)> =100 (mod 91) =9 (mod 91).

1™
1032

Nadalje uvrstimo sve u pocetnu kongruenciju (15) te dobivamo = 9-9 - (—10) - 10 = 9% -

(—100) (mod 91) = (—10) - (—9) = 90 (mod 91). Provjerimo je li stvarno —1 = 22 = 10%

(mod 91), Sto je to¢no. Iz ovoga bi nam Solovay-Strassenov test prostosti dao zakljucak da
je 91 vjerojatnosno prost.

Sluc¢ajno ponovno odaberemo a = 11, pa prvo racunamo Jacobijev simbol

11 g1 3 11 2
o) =1 (5%)=-0 2)=-1
a1 11 11 3 3
Dalje racunamo kongruenciju
-2 = 1188 = (38 (ped G1). (16)

Racunamo redom 11 na svaku potenciju mogulo 91. Dobivamo sljedece:

11 =121 (mod 91) =30 (mod 91)
11* = (11*)? =30 =900 (mod 91) = —10 (mod 91)
11 = (111? = (—=10)2 =100 (mod 91) =9 (mod 91)
)
6

(1132 =9>=81 (mod 91) = —10 (mod 91)
(10")? = (—=10)* =100 (mod 91) =9 (mod 91).

11'

117
Nadalje uvrstimo sve u pocetnu kongruenciju (16) te dobivamo = 9-9-(—10)-11 = 9%.(—10)-11
(mod 91) = (—10)*-11 =9 - 11 (mod 91). Provjerimo je li stvarno —1 = 5t =8 (mod 91),
sto je mnetocno. Iz ovoga nam Solovay-Strassenov test prostosti daje zakljucak da je 91 slozZen
broj.
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Sazetak

U ovom radu upoznajemo se sa pseudoprostim brojevima i njihovim podvrstama. U
pocetku se prisjecamo osnovnih definicija i svojstva. Sli¢nostima i razlikama samih pseudo-
prostih brojeva se bavimo u nastavku. Na kraju analiziramo probabilisticke testove prostosti
da bi utvrdili je li broj prosti ili nije. Sa svakim od njih ¢emo povezati jednu vrstu pseudo-
prostih brojeva te kroz primjere pokazati kako testovi funkcioniraju.

Kljuéne rijeci: Pseudoprosti brojevi, Carmichaelovi brojevi, Eulerovi pseudoprosti brojevi,
jaki pseudoprosti brojevi, Lucasovi pseudoprosti brojevi, Superspseudoprosti brojevi, Fer-
matov test prostosti, Miller - Rabinov test prostosti, Pocklington - Lehmerov test prostosti,
Solovay - Strassenov test prostosti
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Pseudoprime numbers

Summary

In this work we introduce the pseudoprime numbers and their subtypes. At the beginning,
we are reminded of the basic subtypes and properties. Simmilarities and differences between
each pseudoprime number variations can be found later in the work. At the very end there
are analyses of the probabilistic tests of the numbers’ primality. Each of the tests is related
to some type of the pseudoprime numbers and their manner of functioning is shown through
examples.

Keywords: Pseudoprime numbers, Charmichael numbers, Euler pseudoprimes, strong pse-
udoprimes, Lucas pseudoprimes, superpseudoprimes, Fermat primality test, Miller Rabin
primality test, Pocklington-Lehmer primality test, Solovay Strassen primality test
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