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Sazetak:

U ovom radu smo imali cilj opisati i objasniti eksponencijalnu distribuciju, njena svojstva,
povezanost s ostalim distribucijama i upotrebu u stvarnom zivotu. Prisjetit ¢emo se nekih
osnovnih definicija iz teorije vjerojatnosti, a zatim ¢emo definirati funkciju gustoce eksponen-
cijalne distribucije, te izvesti funkciju distribucije, oc¢ekivanje i varijancu za eksponencijalnu
distribuciju. Nakon toga obraditi ¢emo svojstva eksponencijalne distribucije medu kojima
je vrlo bitno svojstvo odsustva memorije koje ¢emo i dokazati. Analizirat ¢emo povezanost
eksponencijalne distribucije s Laplaceovom i s Paretovom distribucijom te napraviti izvod
za njihove funkcije distribucije.

Kljucne rijeci: funkcija gustoce, funkcija distribucije, ocekivanje, varijanca, eksponenci-
jalna distribucija, Laplaceova distribucija, Paretova distribucija, svojstvo odsustva memorije

Exponential distribution

Abstract:

In this paper we had a goal to closely examine and explain very interesting exponential distri-
bution, it’s properties and uses in real life. We will discuss it’s density function, distribution,
expected value and variance. Next we will define and prove very important memoryless pro-
perty and also define some others properties of exponential distribution which we will not
prove. In last chapter we will talk about connection between the Laplace and Pareto distri-
butions and exponential distribution.

Keywords: density function, distribution, expected value, variance, memoryless property, Laplace
distribution, Pareto distribution
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Uvod

Eksponencijalna distribucija je jedna od prvih koristenih u analizama i danas cesto koristena
kojom se modeliraju kvarovi koji su potpuno slucajni. U prvom poglavlju navesti ¢emo
neke osnovne definicije iz teorije vjerojatnosti koje ¢e nam biti potrebne za izvod funkcije
distribucije, ocekivanja i varijance eksponencijalne distribucije. U drugom poglavlju definirat
¢emo funkciju gustoce eksponencijalne distribucije i izvesti funkciju distribucije. Nakon toga
u tre¢em poglavlju ¢emo napraviti izvod za oc¢ekivanje i varijancu eksponencijalne distribucije
koristeéi gama funkciju i bez nje, kao i proéi kroz jednostavan primjer. Cetvrta cjelina bit ¢e
posvecena svojstvima eksponencijalne funkcije, provesti ¢emo i dokaz za svojstvo odsustva
memorije dok ¢emo ostala svojstva samo iskazati. U konacnici, u petoj cjelini, bavit ¢emo
se povezanosti Laplaceove i Paretove distribucije s eksponencijalnom distribucijom.



1. Osnovni pojmovi iz teorije vjerojatnosti

Definicija 1.1 Skup svih mogucih ishoda nekog slucajnog pokusa tj.skup ¢iji su elementi svi
elementarni dogadaji iz tog slu¢ajnog pokusa oznacavat éemo sa §).

Definicija 1.2 Neka je dan Q # (). Familija F podskupova skupa S jest o — algebra skupova
na ) ako vrijedi:

1. 0eF
2. ako je A € F onda je i A° € F

(Zatvorenost o — algebre na komplementiranje)

3. ako je dana prebrojiva familija skupova (A;,i € I) C F, I CN, tada F sadrzi i njihovu
uniju, tj. U,—, An € F
(Zatvorenost o — algebre na prebrojive unije).

Definicija 1.3 Neka je Q2 # () skup elementarnih dogadaja i F o-algebra na njemu. Funkcija
P : F — R je vjerojatnost na ) ako vrijedi:

A1) P(A)>0,YAe F

(Nenegativnost vjerojatnosti)

A2) P(Q) =1

(Normiranost vjerojatnosti)
A3) Ako je dana prebrojiva familija medusobno disjunktnih skupova (A;,i € I) C F,I CN
(tj. AiNA; # 0 ¢im je i # j) tada vrijedi:

P(Uier4i) = > i P(Ai)

(o - aditivnost vjerojatnosti).

Definicija 1.4 Uredenu trojku (0, F, P) skupa elementarnih dogadaja Q2 # 0, o-algebre F
na njemu 1 vjerojatnosti P : F — R nazivamo vjerojatnosni prostor.

Definicija 1.5 Neka je (0, F, P) vjerojatnosni prostor i B(R)o-algebra na R generirana svim
otvorenim podskupovima od R (tzv. Borelova o-algebra). Svaka funkcija X : Q2 — R za koju
je {w € Q: X(w) € B} dogadaj u F, tj. za koju je {w € Q: X(w) € B} € F, VB € B(R)
zove se slucajna varijabla.

U radu ¢emo se baviti samo neprekidnim slu¢ajnim varijablama, pa u nastavku definiramo
pojmove vezane samo za njih.

Definicija 1.6 (Neprekidna slu¢ajna varijabla) Neka je dan vjerojatnosni prostor (0, F,P)
i funkcija X : Q) — R za koju vrijedi:

e {we: X(w)<z}eF, VreR

e postoji nenegativna realna funkcija realne varijable f tako da vrijedi

P(X<z)= P{weQ: X(w) <z}) = /_ ()t



Funkciju X zovemo apsolutno neprekidna slucajna varijabla ili samo neprekidna slucajna
varygabla, a funkciju f: R — R zovemo funkcija gustoée vjerojatnosti slucajne variable X ili
kraée funkcija gustocée slucajne varijable.

Definicija 1.7 (Funkcija distribucije slu¢ajne varijable) Neka je (92, F, P) vjerojatnosni
prostor i X slucajna varijabla na njemu. Funkciju F : R — [0,1] koja realnom broju x
pridruzuje vjerojatnost da dana slucajna varijabla X poprimi manju ili jednaku vrijednost
tom broju. tj. funkcija

Fx(z) =P{weN: X(w) <z}) =P(X < z).

Definicija 1.8 Neka je X neprekidna slucagna varijabla s funkcijom gustoée f(x) te ako je

/R|x|f(x)dx < B

onda kaZemo da sluc¢ajna varijabla X ima matematicko ocekivanje i broj p = E[X] =
ffooo f(z)dz nazivamo ocekivanje neprekidne slucajne varijable X.

Propozicija 1.1 [2] Neka je X slucajna varijabla, te neka je E[X] matematicko océekivanje
slu¢agne varijable X i neka su a,b € R. Tada vrijedi:

E[aX +b| = aE[X] + b (Svojstvo linearnosti).

Definicija 1.9 Neka je X neprekidna slucagna varijabla s funkcijom gustoée f(x) te ako je

[ = BX) pe)de < o,

broj Var[X] = E[(X —E[X])?] = [p(z—E[X])*f(z)dz nazivamo varijanca sluéajne varijable
X i oznacavamo ga s VarX,o? ili samo o®.

Propozicija 1.2 [2] Neka je X slucajna varijabla t.d. je E[X?] < co. Tada vrijedi:

VarX = E[X? — (E[X])>.



2. Eksponencijalna slucajna varijabla

2.1. Funkcija gustoce

Definicija 2.1 (Eksponencijalna slucajna varijabla s parametrom \ > 0) Za neprekidnu
sluc¢agnu varijablu kazemo da ima eksponencijalnu distribuciju s parametrom \ > 0, ako je
pripadna funkcija gustoée dana izrazom:

Ae ™z € [0, 00)
0 , & € {(—00,0)

i pisSemo X ~ &£(\). Parametar A\ nazivamo parametar eksponencijalne distribu-
cije, tj parametar eksponencijalne slucajne varijable.

-4 -2 0 2 4 6 8 10

Slika 1: Graf funkcije gustocée eksponencijalne distribucije s parametrom A = 4.



2.2. Funkcija distribucije

Sljedec¢e sto ¢emo definirati je funkciju distribucije. Kako bismo ju odredili potrebno je
integrirati funkciju gustoce koju mozemo podijeliti na dva dijela:

o Za x € (—00,0) imamo:

F(x):/_;f(t)dt:/_;()-dtzo.

e Za z € [0, 00) imamo:

F(x):/; f(t)dt:/_ioo-dt—l—/oxf(t)dt:/Ozf(t)dt:/ox)\e"\tdt

- At = u — —u U e N
_‘)\dt — du_/o i "
Na taj nacin funkciju distribucije mozemo zapisati u obliku:
1—e? z2€]l0,
Flz) = e z € [0, 00)
0 ,Z € (—00,0).
1
0.8
06
k]
&9
0.4
0.2
0 | | | | |

1 -2 0 2 4 6 8 10

Slika 2: Graf funkcije distribucije eksponencijalne distribucije s parametrom A\ = 4.



3.

Ocekivanje i varijanca eksponencijalne distribucije

U ovom dijelu izvodimo formule za ocekivanje i varijancu eksponencijalne distribucije:

e Ocekivanje:

Mﬂzéﬁ@@z[l

e Varijanca:

VarX = E[x?) - (E[X])* = E[x?] — (

r

S A

e 2
S=e)
o+ nee)]
;

oo

z-0-dx+ / zhe Mdx
0

L[~ . _|t=u dv=ec"du
Ay Yo Tladt=du v=-—e
oo 1 0
—/ —etat] = S[(t+ 1)(~e)
0 A 0

oo

1\2 5 1
3 = 7105
o0 1
2 2 -z
x-de—l—/O z°)\e dx—ﬁ
1_ A = t
A2 | Nz = dt
r u=t? dv = e~ tdt
A2 |du=2dt v=—et
T m——tQtdt}——
0 /0 ‘ X
@t (=e )| +2 Oo—tdt”——
oo o2 [Tl -
0o 1
— [(@2t)(=et) + (=2)e }——
- [+ (2] - 5

Na ovaj nac¢in smo izveli oc¢ekivanje i varijancu za eksponencijalnu distribuciju ¢ije rezul-
tate ¢emo moci koristiti u daljnjem dijelovima. Takoder ovo nije jedini nac¢in da odredimo
ocekivanje i varijancu eksponencijalne distribucije.



Kod nekih zahtjevnijih izracuna momenata distribucija nije bas jednostavno rjesavati
na ovaj nacin tako da ¢emo proéi kroz jos jedan nacin racunanja ocekivanja i varijance za
eksponencijalnu distribuciju pomocu gama funkcije.

Definicija 3.1 Funkciju I' : R, — R, definiranu izrazom:

T{@) = / u" e du
0
zovemo gama funkcija.

Da bismo koristili gama funkciju u izvodu potrebno je jos izreéi teorem koji glasi:

Teorem 3.1 [3] Vrijedi
Iz)=(z—-1),VzeN

Koristec¢i navedeno svojstvo gama funkcije, odredimo ocekivanje i varijancu za eksponen-
cijalnu distribuciju.

e Ocekivanje

0 oo
E[X]:/xf(ac)d:v:/ x-O-dx—i—/ e M dx
R 0

= A = :l ue_“du:l w e tdu
Mxr = du Aoy X oo
1 1 1
—T@)=<2-1)==
Lr@) = +2-1)

>
&,
8

|

dt

_ & —t _ 3—1) _—t _
B-1)! 1 1
\2 X

e Odredimo radi prakti¢nosti i formulu za n-ti moment:

0 00
E X" = / ™ e i = / z"-0-dr+ / " Ae M dx
R 0

A = w
Mz = du

/°° u"e % du 1 ~ —ug 1 T+ 1) n!
= —_— u-e u=—1n = T
0 )\n—l )\ )\n 0 )\n >\n

Uvrstavanjem n = 1 i n = 2 u prethodnu formulu dobivamo prethodno izracunate
momente reda 11 2.

Vidimo da smo dobili iste iznose za ocekivanje i varijancu kao i u prvom sluc¢aju samo u
manje koraka i jednostavnije.



Vrlo je vazno znati gdje se koristi eksponencijalna distribucija u stvarnom zivotu sto
ilustriramo sljede¢im primjerom.

Primjer 3.1 Prosjecni (ocekivani) Zivotni vijek novih Teslinih automobilskih baterija iznosi
oko 30 godina s pretpostavkom da Zivotni vijek Teslinih baterija moZemo modelirati ekspo-
nencijalnom distribucijom. Odredite koliko iznosi parametar X, te napisite funkciju gustoce
i distribucije. Izracunagte kolika je vjerojatnost da Zivotni vijek Teslinth baterija bude mangi
od 22 godine, kolika je vjerojatnost da traju dulje od 87 godina ? Takoder izracunajte kolika
je vjerojatnost da baterije traju izmedu 22 i 37 godina ¢

Znamo da je ocekivani zivotni vijek 30 godina, a ocekivanje je +. Iz ega dobivamo da je

parametar A jednak %, a funkcija gustoce i distribucije ¢e biti oblika:

f(x):{é_loe_%x ,z € [0, 00) F(x):{l—e_s_lox ,z € [0, 00)
, & € (—00,0) 0 , & € (—00,0).

Vjerojatnost da zivotni vijek Teslinih baterija bude manji od 22 godine racunamo po definiciji
funkcije distribucije:

F(z)=P(X <22)=1—e % =0.5197.

Iz ovoga slijedi da vjerojatnost da Tesline baterije traju manje od 22 godine iznosi 51.97 %
Vjerojatnost da zivotni vijek baterija bude dulji od 37 godina izracunati ¢emo ovako:

P(X >37)=1- P(X <37) = e 137 =0.2913.

Iz ¢ega slijedi da vjerojatnost da baterije traju dulje od 37 godina iznosi 29.13 %,a vjerojat-
nost da zivotni vijek baterije bude izmedu 22 i 37 godina izracunati ¢emo:

P(22<X <3 =P(X <37)—P(X <22)=1—¢ 5% _ (1 — ¢"322) = (.1889.

Slijedi da je vjerojatnost da baterije traju izmedu 22 i 37 godina 18.89 %.



4. Svojstva eskponencijalne distribucije

Vrlo bitno svojstvo koje posjeduje eksponencijalna distribucija je svojstvo odsustva memorije.

Teorem 4.1 (Svojstvo odsustva memorije) [1] Slu¢ajna varijabla X : Q — R ima ekspo-
nencijalnu distribuciju ako i samo ako vrijedi svojstvo odsustva memorije:

P(X>s+4z|X >s)=P(X >z) Vz,s>0.

Dokaz. Pretpostavimo da X ~ E(X), odnosno da slucajna varijabla X dolazi iz eksponenci-

jalne distribucije s parametrom A. Sada je:

PX>s+z) 1-PX<s+xz) 1—1+4e )
P(X>s)  1-P(X<s)  1-1+e6

— 6—)\3—)\z+)\5 —_ 6—)\90 —_ P(X > 1‘)

P(X>s+z|X >s)=

Za obrat tvrdnje, pretpostavimo da za X vrijedi svojstvo odsustva memorije, uvijek kada je
P(X > s) > 0. Onda g(z) = P(X > z) zadovoljava jednakost:

g(s+z) =g(s)g(x) Vs,x>0.

Pretpostavili smo da je X > 0 tako da vrijedi da je g(2) > 0 za neki n. Iz posljednje
jednadzbe rekurzivno dobivamo:

g(l):g(%+...+%)=g<%>n>0.

za neki 0 < X\ < co. Dalje za proizvoljne p,¢ > 1 imamo:

g(p) =g(l+...+1)=g(1)

p puta

=s (3t D)= (D).

=g (%) Gdje sada uvrstavanjem dobivamo:

o) -efirge ) o () s

p puta

Oznacimo g(1) = e

Q|

Stoga je g(1)

Time smo dokazali da je za bilo koji r > 0 racionalan broj vrijedi g(r) = e™*". Ako sada
pogledamo za svaki realan broj ¢ > 0 i odaberemo proizvoljne r,s > 0 t.d. jer <t < s te
posto je g padajuca funkcija vrijedi nejednakost:

e = g(r) > g(t) > g(s) = e,

Kako su r,s proizvoljni mozemo uzeti r i s koji ¢e biti vrlo bliski broju t iz ¢ega slijedi da je
g(t) = e odnosno slijedi da slu¢ajna varijabla X dolazi iz eksponencijalne distribucije s
parametrom A. O

Ovaj teorem mozemo objasniti i primjerom ako zamislimo da imamo zarulju ¢iji je vijek
trajanja opisan eksponencijalnom distribucijom. Bez obzira koristimo li tu zarulju jedan
dan ili jednu godinu preostalo vrijeme koje ostaje do kad ¢ée se zarulja pokvariti ostaje isto
distribuirano, odnosno svojstvo gubitka memorije nam govori da prvi dio vremena nema
utjecaja na buduce trajanje zarulje.



Napraviti ¢emo sada jedan primjer u kojem koristimo svojstvo odsustva memorije.

Primjer 4.1 Pretpostavimo da u trgovinu sportske opreme u prosjeku u jednom satu ude
15 kupaca i vrigeme izmedu dolazaka je eksponencijalno distribuirano. Ako se dogodi da 10
minuta prode od dolaska zadnjeqg kupca kolika je vierojatnost da produ jos 2 minute od dolaska
sljedeéeq kupca ?

U ovom primjeru ¢emo koristi svojstvo odsustva memorije eksponencijalne distribucije

i to na sljedeé¢i nac¢in. Neka slucajna varijabla X modelira ocekivano vrijeme koje prode

izmedu dolaska dva kupca. Kako u prosjeku produ 4 minute izmedu dva posjeta trgovini A
¢e biti 1.
1

P(X>1042/X >10)=P(X >2)=1— (1 — e 42) = 0.6065.

Bez obzira koliko je vremena proslo od dolaska zadnjeg kupca, u proizvoljno zadanom tre-
nutku vjerojatnost da prode jos dvije minute od dolaska sljedeceg kupca je 0.6065.

Teorem 4.2 [1] Neka su Sy, Sa, ..., Sy, niz nezavisnih sluc¢ajnih varijabli koje dolaze iz eks-
ponencijalne distribucije (Sp, ~ E(N,)) i 0 < A, < 00 Vn. Tada vrijedi:
(i) Ako je Y oo = < 0o, onda je P(Y oo Sp<o0) =1,

=1 Aun

(i) Ako je Y > = = oo, onda je P (Y oo Sp=00) = 1.

n=1 E

Teorem 4.3 [1] Neka su Sy,--- ,S, medusobno nezavisne sluc¢ajne varijable koje dolaze iz
eksponencijalne distribucije s parametrima A, ..., \,. Tada je min{Sy,..., S} ~ E(A\1 +
<4 N\, @ vrigedi:

Ai

P(S@. = min{Sl, - ,Sn}) = /\1_|_—_|_)\

Teorem 4.4 [1] Za nezavisne slucajne varijable S ~ E(N) i X ~ E(pn) i za svakit > 0

vrijedi:
pP(S<t< S+ X)=AP(X <t<X+5).

10



5. Veze s ostalim distribucijama

U sljede¢em poglavlju izvesti ¢emo povezanost Laplaceove i Paretove distribucije s ekspo-
nencijalnom.

5.1. Laplaceova distribucija

Kako bismo to mogli prvo ¢emo opisati Laplaceovu distribuciju i izvesti funkcije distribucije.

Definicija 5.1 Za neprekidnu slucajnu varijablu X kazZemo da ima Laplaceovu distribuciju
s parametrima p € R;b € Ry, ako je pripadna funkcija gustoce dana izrazom:

1 e
fla)= %e_lTM, z€eR

i pisSemo X ~ L(u,b).

070 5 0 5 10

Slika 3: Graf funkcije gustoce Laplaceove distribucije sa parametrima b =4 i u = 5.
Funkciju distribucije ¢emo izvesti integrirajuéi funkciju gustoce:

o T < U

T A B 1 & _ 1 =
/_oo Ft)dt = /_OO %Ae%ﬂdt =gl e dt = %bet“bi

—0o0

& T >l

/ t)dt = / f(t dt+/f t)dt = / e /_6—&“)_

—u

= 2 (—pe—E|°

zbbeb _oo+2b( Je "
1 .

_1—56_( “)

11



Sada funkciju distribucije mozemo zapisati u obliku:

1-21e=(55 2>y
Fx(vc)Z{1 =
§€b 75[,'</j,,

gdje su parametri b > 0, u € R.

1
0.8
06
)
04
02| |
AT 0 5 10

Slika 4: Graf funkcije distribucije Laplaceove distribucije sa parametrima b =41 u = 0.

[zvedimo sada jos ocekivanje i varijancu Laplaceove distribucije.
e Ocekivanje: Uzmimo supstituciju

rT—p = u
dr = dul’

Zbog svojstva linearnosti oc¢ekivanja dalje imamo:

1 [
E[X]:% ue b du+ p

1/ f" ®
:%(/_Oouebdu—k/o ue bdu)—l—,u
:i Oo—ue_Tudu—k— OOue_gTudu—l—/uL

?b 0 2b J,

=0
:/[l“

12



e Varijanca: Isto uzimamo supstituciju

rT—pu = u
dr = dul’

Pa imamo dalje:

]

1 oo
E[X=) = —/ ule” v du + p

2

:i mu26%du+— Oou2€_7uclu—|—u2:1/0011249_%0311—1—#2
2b J, 2b J, b Jo
[ — t il 20

_|® _ = 342 —t 2 _ 2 2

=2 _ bdt‘_b/o btie dt + pf = bT'(3) + p

= 2b% + 12

Iz ¢ega onda imamo da je varijanca:

Var[X] = E[X?] — (E[X])? = 2b* + p? — p® = 2b°.

Napravimo sada izvod kako iz Lagrangeove distribucije do¢i do eksponencijalne distribucije.
Propozicija 5.1 Ako je X ~ L(u,b) onda vrijedi da je | X — pu| ~ E(b71).

Dokaz. Uzmimo supsituciju Y = |X — | i pogledajmo:

e Za y > 0 imamo:

Fy(y) =P(Y <y)=P(|X —p|<y)=P(—y+p <X <y+up)
=P(X<y+p)—PX<-y+p)=Fx(y+p) — Fx(-y+p)
1 1
:1—56_%—56_% )

e Zay < 0 imamo: Fy(y) =0 jer je P(|X —pu| <y)=0.

I sada smo upravo dobili eksponencijalnu distribuciju gdje je A = b~! parametar eksponene-
cijalne distribucije
1= 6_by Y Z 0

F — ,beR.
v () {0 <)
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Pogledajmo n-ti moment slucajne varijable Y = | X — ul. Iz Propozicije 5.1 dobivamo:
EY™] = E[IX — ul?]
Specialno za n = 2 imamo:

E[Y?*] = E[(X — p)°]

Kako je Y ~ E(b™!) vrijedi :
2

S druge strane, E[(X — p)?] je upravo varijanca slucajne varijable X ~ £(u, b) pa dobivamo:
VarX = 2b°.

Odnosno ovime smo pokazali da ne moramo direktno racunati varijancu od X ve¢ je dovoljno
znati drugi moment eksponencijalne i koristiti supstituciju iz Propozicije 5.1.
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5.2. Paretova distribucija

Definicija 5.2 Za neprekidnu slu¢ajnu varijablu X kaZemo da tma Paretovu distribuciju s
parametrima x,, > 0, > 0, ako je pripadna funkcija gustoée dana izrazom:

f(z) = {sfﬁ T2 T

0 2L By

i pisemo X ~ P(zp,, ).

1.5

0 2 4 6 8 10

Slika 5: Graf funkcije gustoée Paretove distribucije s parametrima z,, =21 o = 3.

[zvedimo sada Paretovu funkciju distribucije:

/ f(t)dt:/ 0-dt = 0.
e Za x > x,, imamo:

xT Tm 3444 €T OZI'S,L
/_Oo Fe)dt = /_Oo f(t)dt+/xm Fli)dt = 0+/xm taﬂdt

o o1 P e
_O[.I'm mmta+1 t—axm; t—a

e Za x < x,, imamo:

x

Tm
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Sada mozemo funkciju distribucije napisati u obliku:

Fa) = {1— (%")a S 2 By

0 S B s
gdje su z,, > 0, > 0 parametri distribucije.

1

0 2 4 6 8 10

Slika 6: Graf funkcije distribucije Paretove distribucije s parametrima z,, =21 o = 3.

Napravimo sada izvod kako iz Paretove distribucije dobiti eksponencijalnu.

Tm

Propozicija 5.2 Ako je X ~ P(x,,,«) onda vrijedi da je In ( X) ~ E(a).

Dokaz. Uzmimo za supstituciju Y = In ( X ) i pogledajmo:

Tm

Fy(y) = P(Y <y) =P <ln (ﬁ) < y) _p (£ < ey) — P(X < zpe¥) = Fy(me")

Tm Tm
«@
:{1—(;@) wmeyzﬂcm:{l—(ﬁ,)a =1
0 , Te¥ < T, 0 28 <L 1

I na ovaj nac¢in smo upravo dobili eksponencijalnu distribuciju s parametrom A = « $to smo
1 htjeli pokazati. O
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