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Sazetak

U ovome zavr$nom radu obradit ¢éemo vazan rezultat matematicke analize, teorem sred-
nje vrijednosti, te njegove primjene i posljedice. U prvome poglavlju ovoga zavrsnoga rada
navest ¢emo najbitnije definicije i teoretske rezultate matematicke analize bitne za razumi-
jevanje teme rada, teorema srednje vrijednosti za realne funkcije viSe realnih varijabli ¢ime
¢emo se baviti u drugome poglavlju. U treéem poglavlju éemo se dotaknuti povezanosti
diferencijabilnosti funkcije s teoremom srednje vrijednosti, dok ¢emo u ¢etvrtom poglavlju
pogledati kakav utjecaj teorem srednje vrijednosti ima na implicitno zadane funkcije. U po-
sljednjem poglavlju obradit ¢emo utjecaj teorema srednje vrijednosti na rjesavanje sustava
jednadzbi.

Kljucne rijeci

Otvoreni skup, neprekidnost, parcijalna derivacija, diferencijabilnost, Lagrangeov teorem

srednje vrijednosti, implicitno zadana funkcija, sustav jednadzbi.



The mean value theorem for real-valued multivariable
functions of real variables

Summary

In this paper, we consider an important result of mathematical analysis, the mean value
theorem, and its applications and consequences. The first chapter lists the most important
definitions and theoretical results of mathematical analysis essential for understanding the
topic of the paper, the mean value theorem for real-valued multivariable functions of real
variables, which the second chapter deals with. The third chapter covers the connection
between the differentiability of a function and the mean value theorem, while the fourth
chapter looks at the influence of the mean value theorem on implicit functions. The final
chapter focuses on the influence of the mean value theorem on the solving of the system of

equations.

Keywords

Open set, continuity, partial derivative, differentiability, Lagrange mean value theorem,

implicit function, system of equations.
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Uvod

Matematicka analiza je grana matematika koja se bavi diferencijalnim i integralnim racu-
nom koji se koriste za rjesavanje odredenih geometrijskih problema, poput problema tangente
na krivulju i povrsine ispod grafa krivulje, te problema iz podru¢ja mehanike poput odnosa
brzine i prijedenog puta cCestice.

Matematicka analiza formalno je zasnovana u 17. stolje¢u razvojem analiticke geometrije
dvaju francuskih matematicara Pierrea de Fermata i Renea Descartesa, ali kao zasnivaci
diferencijalnog i integralnog racuna smatraju se engleski matematicar i fizicar Isaac Newton
i njemacki matematicar Gottfried Wilhelm von Leibniz. Razlog tome je $to su Newton i
Leibniz, otprilike u isto vrijeme, neovisno jedan o drugome razvili infinitezimalni rac¢un koji
se dijeli na diferencijalni i integralni ra¢un, a proucava i opisuje neprekidnost i svojstva
funkcije, njezin limes te zakonitosti deriviranja i integriranja. Infinitezimalni racun ima
siroku primjenu u diferencijalnim jednadzbama, varijacijskom ra¢unu te u Fourierivoj analizi
zbog Cega se primjenjivao i u 18. stoljecu.

Francuski matematicar Joseph-Louis Lagrange otkrio je jedan od najbitnijih teorijskih
rezultata matematicke analize koji je njemu u ¢ast nazvan Lagrangeov teorem srednje vrijed-
nosti na kojemu se temelji teorem srednje vrijednosti koji je tema ovoga zavrsnog rada. Taj
teorem omogucéuje pronalazenje veze izmedu diferencijalnog i integralnog rac¢una, a jedna
od najbitnijih posljedica Lagrangeovog teorema je postupak odredivanja lokalnih ekstrema

i intervala monotonosti funkcije pomocu derivacije funkcije.



1 Bitni pojmovi

U ovome ¢emo poglavlju navesti osnovne definicije i rezultate matematicke analize pri

¢emu su definicije i teoremi preuzeti iz [2], [3] 1 [5].

Definicija 1. Skup 2 C R" je otvoren skup ako za svaku tocku Py € € postoji realan broj
r > 0 takav da Q) sadrzi kuglu oko Py radijusa r.

Pojam otvorenog skupa nam je potreban kako bi smo definirali neprekidnost funkcije u
tocki.

Definicija 2. Neka je Q2 C R" otvoren skup. Funkcija f : 2 — R je neprekidna u tock:
Py € Q, ako za svaki realan broj € > 0 postoji realan broj é > 0 takav da

VP € d(P,P())<6:>|f<P)—f(P0)|<E

Za funkciju f kaZemo da je neprekidna na citavom skupu S C § ukoliko je neprekidna u

svakoj tocki skupa S.

Pogledajmo kako koristimo definiciju neprekidnosti funkcije projekcije na prvu koordi-

natnu os Il;.
Primjer 1. Ispitajte neprekidnost funkcije 11y (x,y) := x.

Rjesenje:
Promatrajmo neprekidnost funkcije IT; u proizvoljnoj tocki Py = (zg, yo) € R
Promotrimo li izraz za neprekidnost koji mora vrijediti VP = (x,y) € R?

d(P, Ry) <0 = [f(P) — f(R)| <e, (1)

uocavamo kako je nas polazni prostor R? na kojemu je standardna udaljenost d definirana
kao norma || - ||.
Nas zadatak je za nekakav fiksan € > 0 pronaéi broj 6 > 0 tako da uvjet neprekidnosti (1)
bude ispunjen. Kako je

I (P) = I (R)| = = — o),

postavimo taj izraz manjim od nekog zadanog e, tj. |z — x| < €.
Kako je

d(P, Ry) = ||P — Pyl = /(& — 0)? — (¥ — %0)?,

dani izraz éemo postaviti manjim od 8, tj. \/(z — 20)? — (y — y0)? < .



Uo¢imo kako vrijedi

|z — zo| < \/(95—1’0)2—(9—%)2

pa moZemo uzeti 0 = € jer ¢e tada vrijediti

\/(95—330)2 — (¥ —y)? <e,

ali je i

|z — zo| <e.

Stoga za odabir § = € uvjet (1) je ispunjen iz ¢ega zakljuujemo kako funkcija II; nema
prekida u proizvoljnoj tocki Py € R?, odnosno neprekidna je na ¢itavom skupu R2.

Kako bismo definirali pojam parcijalnih derivacija u tocki, potrebno je prvo definirati

derivaciju funkcije u tocki.

Definicija 3. Pretpostavimo da je I C R. Funkcija f : I — R derivabilna je u tock:
xg € I, ukoliko postoji
lim 108) = f(20). 2)

T—To T — :L.O

Tada se broj (2) naziva derivacija funkcije f u tocki xq i oznacava se sa f'(xg).
Ako je funkcija deriwabilna u svakoj tocki danog intervala I, onda je deriabilna na citavom

mtervalu 1.

Neka je sada funkcija f : © — R definirana na Q C R2, pri ¢emu je  otvoren skup.
Tada se uz svaku tocku (zg,yo) € Q vezu dvije funkcije jedne varijable:

Y(z, ) € Q, z — f(z,y0)
V(l‘o,y) € Q, Y= f(wan)

Funkcija f u tocki (zg,yg) ima parcijalnu derivaciju po prvoj varijabli ako postoji broj

T f(UC, yo) - f(% - yo)
T—Xg T — 2o

koji zovemo parcijalna derivacija funkcije f po prvoj varijabli u tocki (g, yo) i ozna¢avamo

ga sa:
1) . .
é(%,yo) ils 01.f (2o, yo) als D1 f(20,90)-



Na isti nacin definiramo parcijalnu derivaciju funkcije f po drugoj varijabli koju oznaca-
vamo:
of . .
@(Io, Y) i 0af(xo,yo) i Daf(zo,Yo)-
Opcenito, za funkciju f : Q@ — R, pri ¢emu je 2 C R”, parcijalnu derivaciju po i-toj

varijabli definiramo na nacin:
Pl s B ovs o 5 oy — JH0OE o5 B sl )

of .
= lim v

0r;,  zi—a? By — &

Sama ideja parcijalnih derivacija je da fiksiramo varijablu po kojoj zelimo derivirati, a sve

ostale varijable promatramo kao konstante $to éemo upravo pokazati na iduéem primjeru.
Primjer 2. Pronadite parcijalne derivacije funkcije f = 4a32? + 2zy* — xyz'3.

Rjesenge:
Uoé¢imo kako je funkcija definirana na R3, stoga ¢emo imati parcijalne derivacije po varija-
blama z, y i z. Shvatimo li varijable y i z kao konstante i funkciju f deriviramo po varijabli
x, dobijemo parcijalnu derivaciju funkcije f po varijabli =

of

S 192%% 4 29" — y2'd.

Analognim postupkom dobiju se preostale parcijalne derivacije po varijabli y, odnosno po

varijabli z:
)
—f = 8xy3 —xz

0y
of

— =832 — 13zyz'2.

0z

Kako bismo razmotrili posljedice teorema srednje vrijednosti funkcija vise varijabli, po-

13

trebno je jos definirati pojam diferencijabilnosti.

Definicija 4. Neka je Q otvoren skup v R?. Funkcija f : Q — R je diferencijabilna u
tocki (zo,yo) € Q ukoliko postoji polinom

(t,s) — At + Bs (A,B€R)

takav da je

lim | f(zo + h,y0 + k) — f(x0,10) — Ah — Bk| _

0.
(h,k)—(0,0) Vh? 4+ k?



Lema 1 (vidjeti [3, str. 75]). Pretpostavimo da je funkcija f diferencijabilna u tocki
(zo,y0) € Q. Tada u toj tocki postoje parcijalne derivacije Dyf © Dof i vrijedi:

A = D1 f(xo, %), B = Dsf(x0,0)

Dokaz:
Dokaz ove leme ne¢emo provoditi jer nije bitan za samu temu ovoga rada, a moze se pronaci
u [3, str. 75]. O

Pretpostavimo da je funkcija f :  — R diferencijabilna u tocki Py = (xg, y) otvorenog
skupa Q) € R?.
Polinom

(h,k) = Dif(Ry) - h+ Daf (Ro) - k

nazivamo diferencijal funkcije f u tocki P, i ozna¢vamo ga sa D f(F,).
Na isti se nacin definira diferencijal funkcije od n varijabli u tocki Py otvorenog skupa
Q C R", to je polinom

(1,82, , tn—1,tn) > D1f(Fo) - t1 + Daf(B) - ta + +Dn-1f(Fo) - th-1 + Dnf(Fo) - tn.

Definicija 5. Neka je Q C R?. Funkcija f : Q — R je klase C' na Q ukoliko je neprekidna

na ) 1 ako njene sve parcijalne derivacije postoje na ) 1 neprekidne su funkcije na €.

Navest ¢emo jos jedan teorijski rezultat koji ¢e nam biti od velikog znacaja prilikom

dokaza teorema srednje vrijednosti za funkcije vise varijabli.

Teorem 1 (vidjeti [3, Teorem 6]). Neka je Q otvoren skup u R? 1 f : Q — R funkcija koja
na €2 ima neprekidne derivacije D1 f 1+ Dyof. Neka je I otvoreni interval u R, teu,v: I — R
funkcije klase C' na I takve da je (u(s),v(s)) € Q za svaki s € I, tako da je kompozicija

F(s) = f(u(s),v(s)), sel

definirana na 1.
Tada je funkija F klase C* na I i za sy € I vrijedi:

5f 5f

E(“(So)»v(so)) -u'(s9) + %(U(so)av(so)) -0 (sp).

F,<50) ==
Dokaz:
Dokaz ovog teorema provodi se pomocu Lagrangeovog teorema srednje vrijednosti, a moze

se pronadi u [3, str. 65]. 0



Za funkcije jedne varijable vrijedi Lagrangeov teorem srednje vrijednosti koji govori da
za funkciju neprekidnu na segmentu [a, b] i derivabilnu na intervalu (a, b), postoji neka tocka
zo € (a,b) takva da je koeficijent smjera tangente u tocki (zq, f(xo)) jednak koeficijentu
smjera sekante kroz tocke (a, f(a)) i (b, f(b)). ZapiS$imo formalno Lagrangeov teorem.

Teorem 2 (Lagrangeov teorem o srednjoj vrijednosti, vidjeti |2, Teorem 6.8|). Pretpostavimo
da je funkcija f : [a,b] — R neprekidna na [a,b] i derivabilna na {(a,b), tada postoji barem
jedna tocka xo € (a,b) za koju je

b) — f(a
oy = 1010
—a
Dokaz:
Dokaz nec¢emo provoditi, a moZe se pronaéi u |2, str. 167]. O

U idu¢em poglavlju ¢emo pokazati da vrijedi analogon Lagrangeovog teorema srednje

vrijednosti ali za funkcije vise varijabli.



2 Teorem srednje vrijednosti za realne funkcije vise
realnih varijabli

U proslom smo poglavlju definirali i naveli najbitnije pojmove i rezultate kako bismo pro-
udili temu ovoga zavrsnoga rada, teorem srednje vrijednosti za realne funkcije vise varijabli,

koji éemo sada iskazati i dokazati.

Teorem 3 (vidjeti |3, Teorem 7|). Pretpostavimo da je Q otvoren i neprazan skup u R?, te
neka funkcija f: Q — R ima neprekidne prve parcijalne derivacije. Neka su A = (xg, o) @
B = (zg + h,yo + k) tocke iz Q takve da njihova spojnica L lezi u Q. Tada vrijeds

f($0+h,yo+k)—f($o,yo):%'h+%'k (3)

gdje parcijalne deriwacije treba uzeti u nekoj tock:
C = (xg + Ah, yo + Ak) <A<
spojnice L.

Dokaz:
Ozna¢imo sa Py = (x, %), a sa H = (h, k). Tada tocke A i B moZemo zapisati kao A = F
i B= Fy+ H, pa formula (3) prelazi u

f(Po+H) — f(R) =Df(F+ AH) - H.
Definirajmo funkciju w : [0, 1] — R? izrazom

Tada je
w(l):P()—I—H 7 (/J(O):PO

te je
[P+ H) = flw(l)) = fow(l) 7 f(R)=f(w(0)) = fow(0)

Ozna¢imo komporziciju funkcija f i w sa ¥, tj. ¥(t) = f o w(t) i primjetimo kako je w na
segmentu [0, 1] neprekidna, a na intervalu (0, 1) derivabilna. Kako, po pretpostavci teorema,
postoje parcijalne derivacije funkcije f i one su neprekidne funkcije, tada na funkciju
mozemo primjeniti Teorem 1.
Stoga vrijedi

' (t) = Dif(w(t)) - h+ Daf (w(t) - k= Df(w(t)) - H. (4)

S druge strane, na 1 mozemo primjeniti Lagrangeov teorem, tada postoji realan broj
A € (0,1) takav da je
P(1) —4(0) =4'(A) - (1 - 0). ()



Uvrstavanjem dobivenog rezultata iz (4) u izraz (5) slijedi

¥(1) = 4(0) = Df(w(N)) - H.

Pogledamo li kako je funkcija ¢ definirana, gornji izraz je zapravo oblika

fow(1) = fow(0) = Df(wW(N) - H,
odnosno
f(R+H)— f(R)=Df(Ph+H)- H,

Sto je upravo i trebalo pokazati. O

Ozna¢imo li sa © = xo + h i y = yo + k, tada formulu (3) jo§ mozemo zapisati

@) = fzo,0) = (@ =20)- 5+ (=) 3 )

)
Ukoliko je tocka P, = (x,y) jako blizu tocke Py = (x0,yo), zbog neprekidnosti funkcija 5_f i
%

—, vrijednost tih funkcija u to¢kama spojnice to¢aka P; i P, mozemo zamijeniti njihovim
vrijednostima u tocki P». Na taj nacin iz (6) dobijemo aproksimaciju
of of

f(x,y) = f(xo,90) + (x — 20) - %(mo,yo) +(y — o) - @(mozyo)- (7)

Vaznost ovakve aproksimacije funkcije detaljnije ¢emo obraditi u poglavlju o implicitno za-
danoj funkciji, a sada éemo na primjeru provjeriti metodu pronalaska aproksimacije funkcije

u nekoj zadanoj tocki.

Primjer 3. Pomoéu prve derivacije, aproksimirajte funkciju f(x,y) = 222 —4xy +y* u tocki
Py = (1,3). Pronadite gresku aproksimacije funkcije u tocki P, = (1.3,3.1).

Rjesenge:

f(B) = f(1,3) = 1.

Parcijalnom derivacijom funkcije f po varijablama x i y dobijemo:

) )
_f:4x_4y i —f:—4x—|—2y.
oz oy
Tada parcijalne derivacije u tocki Fy iznose
of of
—{l,8) =—8 —(1,3) =2.
51. ( Y ) 6y ( Y )

Aproksimacija funkcije f je oblika:

flz,y) = 1—-8+(2—20) +2- (¥ — W)

Sada je
FiP)=1-8-{13—1)+2: (31—-8=—13

Prava vrijednost funkcije f u toc¢ki Py je f(P;) = —3.13. Usporedimo li u tocki P, pravu
vrijednost funkcije i vrijednost aproksimacije funkcije, dolazimo do pogreske od —1.93.



Teorem 3 mozemo poopéiti tako da vrijedi i za funkcije od n varijabli:

Teorem 4 (vidjeti [3, Teorem 7). Pretpostavimo da je € otvoren i neprazan skup u R"™, te
f Q= R funkcija c¢ije sve prve parcijalne derivacije postoje i neprekidne su na ). Neka

suAd=(ay,...,a,) 1 B=(by,...,b,) tocke iz Q takve da njihova spojnica L leZi u Q.

Tada je
by,...,b (b, — ak),
f( 1, ) ) f ay, y @ Z 6$k k a
gdje parcijalne derivacije treba uzeti u nekoj tock: spojnice L.
Dokaz:
Dokaz teorema provodimo na isti na¢in kao i dokaz Teorema 3, pri ¢emu za A i B uzimamo
A= (ay,...,a,) i B= (a3 + hy,...,a, + hy). a

Sada ¢emo navesti neke direktne posljedice Teorema 3 u obliku korolara, ali prije samih
korolara definirajmo pojmove konveksnog i povezanog skupa.

Definicija 6. Skup S C R" je konveksan ukoliko je spojnica bilo kojih dviju tocaka A, B €

Q takoder sadrzana u skupu §2.

Definicija 7. Otvoreni skup 0 C R" je povezan ukoliko za bilo koje dvije tocke A, B € §)

postoji konacno mnogo tocaka Py, Ps, ..., P, € ) takvih da su spojnice

[A, P1],[P1, Ps),- - - ;[ Pa=1, Pn),[Pn, B] sadrzane u Q.

Korolar 1 (vidjeti [3, Korolar 7]). Pretpostavimo da je Q@ C R™ konveksan i otvoren skup.
Ako funkcija f : Q@ — R na Q ima neprekidne parcijalne derwacije D;f, © = 1,...,n, 1
ukoliko postoji realan broj M > 0 takav da je

|D:f(P)| <M, i=1,...,n VYPeQ. (8)
Tada je

f(P) - f(Q) £ VaMd(P,Q), PQe
Dokaz:

Korolar ¢emo dokazati za n = 2, a sli¢no se dokaze i za n > 2 koriste¢i Teorem 4.
Neka su P = (z1,y1) 1 Q = (z¢, yo) proizvoljne tocke skupa 2. Primjenimo li na tocke P, @
i funkciju f Teorem 3, dobijemo

f(z1,91) = f(zo,90) = Dif(R)(z1 — 20) + D2f (R)(y1 — %o),

pri ¢emu je R tocka koja leZi na spojnici tocaka P i @, ¢iju egzistenciju jamé& konveksnost
skupa €.

Na taj izraz sada djelujmo apsolutnom vrijednoscu:

|f(x1,91) — f(@0,%0)| = [D1f(R)(z1 — x0) + Daf (R)(y1 — %o)|-



Primjenimo li nejednakost trokuta i svojstva apsolutne vrijednosti slijedi:

|f(x1,91) = f(@0,%0)| < [Dif(R)||x1 — mo| + [Daf (R)||y1 — yol-

Sada, uz pretpostavku (8), gornji izraz prelazi u izraz:

| (21, 91) = f (@0, yo)| < M(|z1 — ol + 1 — o). (9)

Primjenom Cauchyjeve nejednakosti:

ili

n

>

i=1

na izraz (9) dobijemo

|f (@1, 91) — f(0,90)| < \/§M\/(951 —0)? + (y1 — ¥0)%

Cime je tvrdnja korolara dokazana. O

Korolar 2 (vidjeti |3, Korolar 8]). Neka je 2 otvoren i povezan skup u R"™. Pretpostavimo da
funkcija f: Q — R ima sve prve parcijalne derivacije i one iscezavaju na 2, tj. D;f(P) =0
zai=1,...,n 1 VP €. Tada je f konstanta na ).

Dokaz:
Ponovno ¢emo dokaz provesti za n = 2, ali se sli¢no dokazuje za n > 2. Neka su A, B € ()
proizvoljne tocke i neka su T, ..., T, tocke iz () takve da poligonalna linija A, T},...,T,., B
lezi u €. Neka je sada A = (xo,v0), a T1 = (zo + h,yo + k). Tada se primjenom Teorema 3
na funkciju f u tockama A i T} dobije

of of

flzo+h,yo + k) — f(zo,30) = =— - h+

ox @k

pri ¢emu se parcijalne derivacije rac¢unaju u nekoj spojnici tocaka A i Tj. Iskoristimo li

pretpostavku korolara:

) 0

é( )zé(P)zO VP € (),
slijedi

f(@o + h,yo + k) — f (0, 0) =0,
odnosno

f(wo +h,y0 + k) = f(x0, y0),

to¢nije f(A) = f(T1).
Nastavkom postupka, dobija se f(T}) = f(T3) = ... = f(T,) = f(B), odnosno f(A) = f(B)
¢ime smo pokazali da je f konstantna. O
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Sljedeéi korolar nam govori nesto vise o odnosu parcijalnih derivacija funkcije i neprekid-

nosti funkcije.

Korolar 3 (vidjeti |3, Korolar 9|). Ukoliko funkcija f : Q@ — R ima parcijalne derivacije
D;f, v =1,...,n, i one su neprekidne na otvorenom skupu 2 C R", onda je funkcija f

neprekidna na €.

Dokaz:

Treba dokazati neprekidnost funkcije f u proizvoljnoj tocki P € 2. Oznac¢imo sa f; parcijalne
derivacije funkcije f, odnosno f; = D, f pri Cemu jet=1,...,n.

Funkcija f; neprekidna je u svakoj tocki skupa €2, pa je neprekidna i u tocki P. Stoga, po
definiciji neprekidnosti postoje brojevi § > 01 € > 0 takvi da je

d(P,T) < 6= |fi(P)— fi(T)|<e VT e (10)

Uoc¢imo, dodamo li i oduzmemo istu vrijednost izrazu |f;(P)|, te primjenimo li nejednakost

trokuta slijedi:

|FPH| = [FlP) + F(T)— BAT)| =< [ KlP]) + flT) + | H(T)- (11)
Za € =1, iz (10) slijedi:
\FlP)— gl T < L
Tada, iz (11) slijedi:
|fi(P)] <1+ |fi(T)].

Neka nam je M = 1+ |fi(T)|, tj- |fi(P)] < M Vi = 1,...,n. Kako funkcija f ima
neprekidne parcijalne derivacije i postoji broj M > 0 takav da |f;(P)| < M Vi =1,...,n,

mozemo primjeniti Korolar 1 iz kojega slijedi

|f(T) = f(P)] < v/nMd(P,T).

Sada je
dim [f(T) = f(P)] =0
i funkcija f je neprekidna u tocki P. O

Prethodni korolar nam kaze da ako postoje sve parcijalne derivacije funkcije f na nekom
skupu €2 i one su neprekidne funkcije na €2, tada je i funkcija f neprekidna na {2, no medutim
obrat ne vrijedi. Ukoliko je funkcija f neprekidna na nekom otvorenom skupu {2, ne moraju
nuzno postojati neprekidne parcijalne derivacije $to éemo potkrijepiti idu¢im primjerom.
Pogledajmo funkciju

f(@,y) = || + lyl.

Ta funkcija je neprekidna u svakoj tocki u R?, ali u tocki (0, 0) ne postoje niti Dy f niti Dy f.
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Jos jedna bitna posljedica Teorema 3 odnosi se na derivaciju kompozicije, o ¢emu nesto

vise govori sljedeci teorem.

Teorem 5 (vidjeti [1, Teorem 5.8]). Pretpostavimo da je ) otvoren skup u R", te f : 2 - R
funkcija cije parcijalne derivacije postoje © neprekidne su na 2. Nadalje neka je
7:1 CR — Q derwabilna funkcija. Kompozicija f o1 : I — je diferencijabilna funkcija @
vrijeds

)

55/ (7(s)) = Df(r(s)) - 7(s).
Dokaz:
Neka je 7 : I — € derivabilna funkcija i neka su A = 7(s) i B = 7(s + h) dvije tocke iz
¢ija spojnica lezi u 2, tada prema Teoremu 3 postoji tocka C' = 7(s + Ah), za A € (0,1),
koja lezi na spojnici tocaka A i B takva da je

f(B) — f(A)=Df(C)(B - A)
odnosno
f(r(s+h)) = f(r(s)) = Df(r(s + AR)) - (7(s + h) — 7(s)).

Podijelimo li gornji izraz sa h i neka h — 0, dobijemo

L fs )~ ) (D il S0 <T<s +h) = T<s>>)‘

h—0 h h—0

Primjetimo kako je o ) (+(s)) "
. Jlris+h)) — flris
lim Y = 5. f(7(s))

te je

lim
h—0

a kada h — 0, tada
Df(r(s+ Ah) = Df(7(s)).

Cime je tvrdnja teorema dokazana. O

Pogledajmo sada kako bismo primjenili prethodni teorem.

Primjer 4. Odredite derivaciju kompozicije f o1 ako su

fl@y,2) =2 +2"+32" @ 7(s) = (a(s),y(s), 2(s)),

pri cemu Su

z(s) =sins y(s) = s°

Rjesenje:

[zracunajmo derivaciju kompozicije bez primjene Teorema 5
for(s) =sin®s+2s* +3In’s

1
(f o7(s))’ = 3sin®s - cos s + 8s> + 6%.
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No Teorem 5 govori
(fo7(s)) =Df(r(s)) - 7'(s)

odnosno

0fox O0fdy Ofdz
/—__ S PO —
(for(s)) = ox ds L oy s i 0z s’
Tada je .
(fOT(S)),:3.’[}2'COSS—|—4y'28+62';,

a kada se uvrsti sto su x, y i z dobije se:

Ins

(for(s)) =3sin’s-coss+8s>+6 -

Mozda se ra¢unanje derivacije kompozicije koriste¢i Teorem 5 ¢ini kao slozenija i dugotrajnija

metoda, ali je vrlo efikasna jer olakSava derivacije jako slozenih kompozicija funkcija.
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3 Diferencijabilnost funkcije i teorem srednje vrijednosti

U ovome ¢emo poglavlju razmotriti utjecaj diferencijabilnosti funkcije na Teorem 3. U

obliku leme, navedimo jedan teorijski rezultat vezan za diferencijabilnost funkcije.

Lema 2 (vidjeti (3| str. 74). Ukoliko je funkcija f diferencijabilna funkcija u tocki Py =
(zo,Y0), tada je i neprekidna u toj tocki.

Dokaz:
Neka je 2 C R? i funkcija f : Q — R diferencijabilna u tocki Pp.

Iz izraza u definiciji diferencijabilnosti funkcije:

0
(h,k)—(0,0) Vh? + k?

slijedi da za neki € > 0 postoji 0 > 0 takav da

Vh2+ k2 <d=|f(xzo+ h,yo + k) — f(z0,90) — Ah — Bk| < e - Vh? + k2,

tj.
Vh2+ k2 <d=|f(xo+ h,yo+ k) — f(zo,90) — Ah — Bk| < € - Vh? + k2.
Kako je

| f(zo+h, yo+k)—f(zo,yo)|—|Ah+Bk| < | f(zo+h, yo+k)— f(x0, yo)—Ah—Bk| < eV h? + k2,

slijedi:
|f(zo+ h,yo + k) — f(xo,y0)| < €- VA% + k? + |Ah + BEk|. (12)

Primjenimo li na (12) nejednakost trokuta i svojstvo apsolutne vrijednosti slijedi:

|f(zo + P, yo + &) — f(@0,50) < eVh? + k2 + |Allh| + | BJ|k|.

No, kako su |h| < VA% + k21 |k| < VA% + k2, tada je
|f (o + h,yo + k) — fzo,y0)| < € VI? + k> + [A[VR* + k* + | B[V + k2,

odnosno

| f(zo + h,yo + k) — f(zo,90)| < (e + |A] + [B|)VR* + k2.
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Kako je Vh? 4+ k? < ¢ slijedi:
| f(zo + h,y0 + k) — f(2o,90)| < (e+|A]+B]) -6,
tj.
|f(@o + h,yo + k) — f(@o, 40)| < €6+ (|A[+|B]) - 6.

Za odabir 1
€
0 < — ) 0< ————
2 2(|Al +1BJ)
vrijedit ¢e
|f(x0+h7y0+k)_f(‘r07y0)| §65+(|A|+|B|)6<67

¢ime je dokazana neprekidnost funkcije f u tocki By = (o, yo)- O

Usporedimo li Korolar 3 i Lemu 2 primje¢ujemo kako su razli¢ite pretpostavke dovele do
istoga zakljucka. Preciznije, postojanje neprekidnih parcijalnih derivacija funkcije f na ne-
koj okolini tocke P otvorenog skupa () ukazuje na neprekidnost funkcije u tocki P, ali i
diferencijabilnost funkcije f u istoj tocki P ukazuje na neprekidnost u toj tocki. Stoga
se prirodno rada pretpostavka kako postojanje neprekidnih parcijalnih derivacija funkcije
rezultira diferencijabilnoséu funkcije, sto ¢emo sljedeéim teoremom i dokazati.

Teorem 6 (vidjeti [5, Teorem 9.1|). Neka je f : Q@ C R™ — R™ funkcija cije parcijalne
derivacije postoje na 2. Ukoliko su sve parcijalne derivacije d; f; neprekidne u tocki Py € €,

1=1,...,n, 3 =1,...,m, tada je funkcija f diferencijabilna u F,.

Dokaz:

Dovoljno je prouciti slu¢aj kada je m = 1. Radi jednostavnosti zapisa, dokaz teorema ¢emo
provoditi za n = 3, a za n > 3 teorem se dokazuje na isti nacin.

Neka su Py = (z1,29,23) € Q1 P = (x1 + k1,22 + ko, x3 + k3) € Q takve da je njihova
spojnica u skupu 2. Definirajmo vektor K = (ky, ko, k3), tada je P = Py + K. Sada izrazu

f(Po+ K)— f(Py) = f(ow1r + k1, w0+ ko, 3 + k3) — f(21, 20, 23)
s desne strane dodajmo i oduzmimo jednake vrijednosti, tj.
f(Po+ K)— f(Fo) = (f(z1 + k1,20 + ko, x3 + k3) — f(z1, 22 + ko, 23 + k3))+
(f(w1, 0 + ko, 23 + k3) — f(w1, %2, 23 4 k3)) + (f (71, 22, T3 + k3) — f(71, 72, 73)). (13)
Uod¢imo kako na izraz

f(@r + k1, 20 + ko, w3 + k3) — f(@1, 22 + ko, 25 + k3)

mozemo primjeniti Lagrangeov teorem uz istu argumentaciju kao i u Teoremu 3. Stoga
postoji broj A; € (0,1) takav da je

fl@y + ki, xo + ko, 3 + k3) — f(@1, 22 + ko, x5 + k3) = 01 f(x1 + Mky, 2o + ko, 23 + k3) - Ky
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Uz istu argumentaciju postoje brojevi Ao, A3 € (0, 1) takvi da su:
f(z1, ma + kg, 23 + k3) — f(21, 02, T3 + k3) = 0o f (21, X2 + Aoko, w3 + k3) - K2

f(x1, 29, x5 + k3) — f(21, 29, ¥3) = 05 f (21, T, X5 + A3ks) - k3.
Sada je (13) oblika

3 3
f(Po+ K) — f(R) = Zfsjf(ﬂ?bxz,xs)'kj+ZRi(H)'ki7 (14)

pri cemu su
Ry = 01f(z1 + Aik1, o + ko, x5 + k3) — 01.f (21, 2, 23),

Ry = 0o f (21, T2 + Aoka, x3 + k3) — O2f (21, 2, T3),
Rs = 3 f(x1, 2, 23 + Asks) — 03 f (21, T2, T3).

Ri(K) -k
Kako bismo dokazali diferencijabilnost funkcije f moramo pokazati da je [l(imo 7T| K)H =0
—

jer je u (14) prva suma s desne strane upravo diferencijal funkcije f u tocki Py, Sto je i

K] . | )

1, stoga je dovoljno pokazati da je [l(ur% R; = 0. Pogledamo li kako su definirane funckije R;
%

potrebno u definiciji diferencijabilnosti. je konstanta koja je manja ili jednaka broju

i uzmemo li u obzir da su funkcije d; f neprekidne u tocki Py slijedill{imO R, = 0 ¢ime je ova
—
tvrdnja dokazana. a

Pretpostavke Teorema 3 bile su postojanje neprekidnih parcijalnih derivacija funkcije f.
Kako nam prethodni teorem govori da je, uz te pretpostavke, funkcija diferencijabilna, iska-

zimo Teorem 3 uz pretpostavku diferencijabilnosti.

Teorem 7 (vidjeti |5, Teorem 10.1]). Pretpostavimo da je €2 otvoren skup sadrzan u R",
te da je [Py, P] segment sadrzan u Q. Nadalje, pretpostavimo da je funkcija f : Q@ — R
diferencijabilna. Tada postoji relan broj A € (0,1) takav da vrijeds

f(R+H)— f(Py) =Df(Po+AH)(H).

Dokaz:

Definiramo istu funkciju kao u Teoremu 3, w : [0, 1] — R? izrazom

Ozna¢imo kompoziciju funkcija fiw sa ¢, tj. ¥(t) = fow(t) i primjetimo da je w na segmentu
[0, 1] neprekidna i na intervalu (0, 1) derivabilna. Kako je, po pretpostavci teorema, funkcija
f diferencijabilna, iz Teorema 5 slijedi da je i kompozicija ¢ diferencijabilna te vrijedi

() = Dy f(w(t)) - b+ Daf(w(t)) - k = Df(w(t)) - H.

Ostatak dokaza ideti¢an je dokazu Teorema 3. O



16

4 Teorem o implicitno zadanoj funkciji

Neka je F(x,y) funkcija dviju varijabli zadana u xy-ravnini. Pretpostavimo da za svaki
x € (xg — &, xo + &) postoji jedinstveni y za koji je F(z,y) = 0. U tome slucaju, pridruziva-
njem z — y definirana je funkcija y(z) koja je implicitno zadana jednadzbom F'(z,y) = 0.
Utjecaj Teorema 3 na implicitno zadane funkcije bit ée tema ovoga poglavlja.

Za ravninski skup G C R? kazemo da je funkcijski u odnosu na y-os ukoliko svaka
paralela sa y-osi sije¢e skup G u jednoj tocki. Tada je skup G graf neke funkcije
f: G, — R, pri ¢emu je G, skup svih z-koordinata tocaka skupa G. Za nekakav x € G,
paralela sa y-osi koja prolazi tockom (z,0), u presjeku sa skupom G ima to¢no jednu zajed-
nicku toc¢ku (z,y). Tim postupkom, svakome = € G, pridruzujemo to¢no jednu vrijednost
y, stoga je sa x — y dana funkcija f.

Na isti na¢in definiramo pojam biti funkcijski u odnosu na y-os.

Opéenito, skup G C R? ne mora biti funkcijski u odnosu niti na jednu os. Tada se, za
nekakvu tocku (zg,yo) € G, postavlja pitanje egzistencije pravokutnika

&= <1’O—CL,.I'0—|—CL> X <y0_b>y0+b>

¢ije su stranice paralelne sa koordinatnim osima, ali je i skup L N G funkcijski u odnosu na
npr. z-os. Skup G cesto se dobiva kao skup nulto¢aka neke neprekidne funkcije F(z,y), tada
je jednadzba skupa G zadana jednadzbom F'(z,y) = 0. Trazimo rjesenja y te jednadzbe koja
su blizu yg za x & x, ali pronalazak rjeSenja ovisi o polozaju tocke (zg, yo).

Primjetimo da za tocku (zg,0) takav pravokutnik ne postoji jer je tada y = 0, a izbor razli-
¢itih tocaka (z9, yo) rezultira razli¢itim veli¢inama pravokutnika. Kako se za izbor razli¢itih
tocaka skupa razlikuje i sama veli¢ina pravokutnika oko tih tocaka, mozemo pretpostaviti

kako je teorija ovoga razmatranja lokalna.
Na isti se nacin za tocku (g, o, 20) € G C R? postavlja pitanje egzistencije kvadra:
L=(x,—a,zg+a) X (Yo —b,yo+b) X (z0 — ¢, 20+ ¢)

takvog da je skup L NG funkeijski u odnosu na npr. zy-ravninu.

Sa z ozna¢imo z-koordinatu tocke u kojoj paralela sa z-osi koja prolazi tockom (z,y,0) i
sijeCe skup LNG. Tada je sa (z,y) — z dana funkcija f : (x,—a,z0+a) X (yo—b,y0+b) — R
za koju je (z,y, f(z,y)) € LNG.

Kod funkcija triju varijabli nam je takoder od interesa promatrati skupove zadane jednadz-
bom F(z,y,z) = 0, ali zahtjevamo da je F'(xg, o, 20) = 0 jer pronalazimo rjeSenja z koja su
blizu zy kada je (z,y) = (g, yo)-

Pri rjesavanju jednadzbe F'(z,y, z) po z ne ofekuje se pronalazak rjesenja z u obliku nekakve

formule ili izraza, nego se teorijskim rezultatima zeli utvrditi postojanje rjesenja.
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S kakvim se problemima moZemo susresti pogledajmo funkciju F(z,y) = 2z* — 2%y* — y*.
Rjesavamo li jednadzbu F(z,y) = 0 po y moZemo vidjeti da funkcija y;(z) = = zadovoljava
jednadzbu, ali danu jednadzbu zadovoljavaju funkcije yo(2) = —z i yz(x) = |z|, te mnoge
druge. Uoc¢imo da su sve tri funkcije neprekidne na ¢itavom R, ali funkcija ys(x) nije
diferencijabilna na ¢itavom R. Kako bi funkcija imala jedinstveno rjeSenje, potrebne su neke
dodatne pretpostavke.

U poglavlju 2, na osnovu Teorema 3 dobivena je aproksimacija funkcije (7) koja ce se
pokazati od velikog znacaja.
Aproksimirajmo funkciju F(z,y, z) po uzoru na (7):

F(z,y,2) = F(xo, Y0, 20) + (x — Zo) D1 F + (y — yo) Do F' + (2 — 20) D3 F.
Iz uvjeta F(x,y,z) =01 F(zo, Yo, 20) = 0 slijedi
(z — 20) D1 F (0, Y0, 20) + (Y — yo) D2 F (20, Yo, 20) + (2 — 20) D3 F (0, Yo, 20) = 0.

Pretpostavimo i da je DsF(xo, o, 20) # 0, tada vrijedi

1
D3F($07 Yo, Zo)

zZ R 20— ((z — o) D1 F (20,0, 20) + (y — Yo) D2 F (o, Yo, %))

Primjetimo kako je, uz dane uvjete F(z,y,z) = 01 F(zo, Yo, 20) = 0, uvjet D3 F(xq, Yo, 29) # 0

neophodan kako bi rezultat postojao o ¢emu nesto vise govori sljedeéi teorijski rezultat.

Teorem 8 (O implicitnoj funkciji, [3, Teorem 10.]). Pretpostavimo da je Q C R? otvoren
skup i da je funkcija F : Q — R klase C* na Q. Neka je (zo, yo, 20) tocka 1z Q za koju vrijedi

oF

F(z0,Y0,%0) =0 U E(ffo,yo, z) # 0.

Tada postoje otvoreni intervali I C R? oko tocke (xg,y0) 1 I' € R oko broja z takvi da za
svaki uredeni par (x,y) € I jednadzba F(x,y,z) = 0 ima jedinstveno rjeSenje z u intervalu
4.

Funkcija f : I — R koja uredenom paru (z,y) € I pridruzuje jedinstveno rjesenje z jednadzbe
F(z,y,2) =0 iz intervala I’ je klase C' i

_DlF(xvya f(‘rvy))
DSF(xaya f('ray))7

_D3F(w,y, f(m,y))
D3F(a:,y, f(x,y))’

le(l‘,y) =

Dgf(l',y) =

(z,y) € I.

Dokaz:
Za dokaz ove tvrdnje kljuéna je primjena Teorema 3. Dokaz tvrdnje ne¢emo provoditi, a

moze se potraziti u [3, str. 89]. [
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Napomena 1. Uuvjet 5—(:1:0, Yo, 20) # 0 osigurava rjesavange jednadzbe F(x,y,z) =0 po z.
2

OF OF
Ukoliko bi umjesto danoga uvjeta imali uvjete 5—(:1;0, Yo, 20) # 0 il 5—(:E0,y0, z9) # 0, tada
T Yy

bismo jednadzbu rjesavali po x, odnosno po y.

Primjer 5. Odredite derivaciju funkcije y(x) koja je zadana jednadzZbom
F(z,y) = 32% + 4xy + 4y — .
Rjesenge:
D\F =6z +4y — 1, DyoF = 4z + 1242,
Koristeci teorem o implicitnoj funkciji slijedi

i — DiF bz +4y—1

" DoF dx + 1242
Primjer 6. Odredite parcijalne derivacije funckije F(z,y,z) = 222 + y> + 22 — zy* — yz.

Rjesenge:
D\ F =4z — 4, Do F = 3y* — 22y — 2, D3F =2z —y.

Koristeéi teorem o implicitnoj funkciji slijedi

/

D F 4z — 9>
Z. = — = —
e D3 F 22—y’

o Dy F __3y2—2my—z

v DsF 2z —y

Teorem o implicitnoj funkciji iskazali smo za funkciju tri varijable, a sljedeé¢im teoremom

¢emo iskaz prosiriti na proizvoljno mnogo varijabli.

Teorem 9 (vidjeti [5, Teorem 11.1]). Pretpostavimo da je 2 C R"™ = R" x R otvoren
skup, a funkcija F : Q — R klase C' na skupu Q. Neka je tocka Qo = (29,...,2% 1) =
(Po,yo) € Q takva da je F(FPy) =0 i 0,41 F(Qo) # 0.

Tada oko tocke Py postoji okolina U C R", te postoji funkcija f : U — R koja je
jedinstvena i neprekidna. Za funkciju f vrijedi da je f(Py) = yo @ F(P, f(P)) = 0 za sve
P e U, te je f diferencijabilna klase C 1 vrijeds

6, F(P, f(P))

5if(P):—5n+lF(Rf(P)), PcU i=1,...,n

Dokaz:

Dokaz ove tvrdnje nec¢emo provoditi, a moZe se pronaci u [5, str. 103]. O
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5 Sustavi implicitno zadanih funkcija

U ovome poglavlju razmatramo utjecaj Teorema 8 na rjeSavanje sustava implicitno za-
danih funkcija.
Pogledajmo sustav od dvije jednadzbe funkcija triju varijabli

F(z,y,2) =0  G(z,y,2) =0.

Neka funkcije F' i G pripadaju klasi C?, takve da d3F # 0 i da je (zo, yo, 20) jedno rjeSenje
sustava, tj vrijedi:
F(zo,90,20) =0 i G(zo, Yo, 20) = 0. (15)

Tada po Teoremu 8 na okolini K tocke (xg,yo) postoji funkcija h klase C! sa sljedeéim
svojstvom:

Fiz,u,hiz;1)) =10, (@,4) e K.
Uoc¢imo kako je varijabla z izraZena kao funkcija preostalih dvaju varijabli, tj. z = h(z,y)
Sto mora zadovoljavati i

G(z,y,h(z,y)) =0.

Neka je U(z,y) := G(z,y, h(z,y)) = 0, uoc¢imo da tako definirana funkcija U pripada klasi
C!, te vrijedi

U(zo, o) = G (20, Yo, h(x0, o)) = 0.
Neka je .U # 0, tada funkcija U zadovoljava pretpostavke Teorema 8 ¢ija primjena na
funkciju U govori da na otvorenoj okolini L tocke xy postoji funkcija f klase C! takva da je

L, flm)) =0, %€ L
Neka je sada g(x) := U(x,y), uo¢imo:

f(zo) = o i 9(xo) = 2.

Tada iz (15) slijedi:

F(x,y,2) = F(z, f(z),9(x)) =0 i Gz,y,2) = Gz, f(z),9(x)) =0.  (16)

Promotrimo li kako je definirana funkcija U i deriviramo li je po drugoj varijabli, dobijemo:

02U (w0, yo) = 02G (0, Yo, 20) + 03F (w0, Yo, 20) - d2h (20, Yo).

52F(‘T0a Yo, ZO)

Kako iz Teorema 8 slijedi dah(z0, 1) =  83F (%0, Yo, 20)
3 05 905 <0

, tada je
52F($07 Yo, ZO)

02U (20, Y0) = 02G (20, Yo, 20) + 93 F (20, Yo, 20) - e T T 20)
3 0, 905 <0

odnosno
1 52F($0ay0720) 53F('r07y07z0)

(SQU(.I'Oa yO) - _m ’ (52G(I’0, Yo, Z()) 63G($07 Yo, ZO) .
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Promotrimo li gornji izraz, primjetimo:

1 o S(FG)
— . e
63F($07 Yo, ZO) 5(y’ Z)

Uo¢imo da iz zahtjeva d,U # 01 (17) slijedi:

52U($0,y0) = (xﬁyyOaZ())‘ (17)

5(F,G)
o(y, 2)

Derivacijom (15) koristeéi pravilo o derivaciji kompozicije slijedi:

det (‘ranOVZU) 7é 0.

51F(‘r0a Yo, ZO) ¥ 62F(‘T07 Yo, ZO) : f/ > 53F("’U07y07 ZO) i g, = 07

61 F (0, Yo, 20) + 02G (20, Yo, 20) - "+ 33G (20, Y0, 20) - ' = 0.
Uz dane zahtjeve, postoji jedinstveno rjeSenje za pocetni sustav jednadzbi, a rjesenje je dano
po funkcijama f’ i ¢'.
Prethodno éemo razmatranje formulirati u obliku teorema, ¢iji iskaz vrijedi za funkcije ¢etiri

varijable F' i G, a rjeSenja su funkcije dviju varijabli f i g.

Teorem 10 (vidjeti [3, Teorem 11]). Pretpostavimo da je Q2 otvoren skup u R*, te su funkcije
F,G:Q — R klase C! na Q, a Py = (xg, Yo, o, vo) dana tocka iz Q. Pretpostavimo da je

F($07y07u0700) =0 1 G(.”EO’yO’U,O,UO) = 0’

(F,G)

0(u,v)

Tada postoje intervali I C R? oko tocke (zg,1y0) © I' € R? oko tocke (ug,vy) takvi da za
svaki (x,y) € I sustav

('CEO’ Yo, 'ZO) 7& 0.

Ple,y,u0) =0, G(z,y,u,v) =0,
ima jedinstveno rjesenje (u,v) € I'. Time su definirane funkcije
(@ y) = u=flz,y) 1 (3,9)=v=gy)
koje su klase C' na intevralu I.

Dokaz:

Dokaz ove tvrdnje nec¢emo provoditi, a moZe se pronaci u [3, str. 94].

Primjenimo prethodna razmatranja na sljede¢em primjeru.
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Primjer 7. Dan je sljedeci sustav:
2 +y* + 22 =3,
20 —y+z = 2.
Pokazite da se y i z na okolini tocke (1,1,1) mogu izraziti kao funkcije ovisne o varijabli x.

Rjesenge:
Definirajmo funkcije F' i G na sljedeéi nac¢in

F(z,y,2) = 2° +y* +2° = 3,

G(z,y,2)=2c—y+2z—2.

Primjetimo kako tocka (1,1,1) zadovoljava pocetni sustav jednadzbi, tj. tocka (1,1,1) je
nultocka funkcija F'i G.

Promotrimo sljede¢u determinantu

6(F, G) . 62F 53F - 2y 22 .
. o(F,G) .
Kako je det 5(5.2) (1,1,1) =242 # 0, tesu F(1,1,1) = 01 G(1,1,1) = 0, tada prema

Teoremu (10) postoje funkcije y(z) i z(z) klase C! takve da sustav
F(z,y(z),2(z)) =0,  G(z,y(z), 2(z)) =0,

ima jedinstveno rjesenje.
Koristeci pravilo o derivaciji kompozicije, derivacijom funkcija F' i G po varijabli x u tocki
(1,1,1) dobijemo

242 +22=0 ¢ 2—y' +2 =0.

Nakon sto se dobiveni sustav dvije linearne jednadzbe s dvije nepoznanice sredi mnozenjem

i zbrajanjem tih dvaju jednadzbi dobijemo:

Uoc¢imo kako nismo dobili nikakav izraz za funkcije y(z) i z(z), nego smo samo utvrdili

njihovo postojanje.
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