Funkcije izvodnice momenata poznatih distribucija

Markovié, KresSimir

Undergraduate thesis / Zavrsni rad
2022

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: Josip Juraj
Strossmayer University of Osijek, Department of Mathematics / Sveuciliste Josipa Jurja
Strossmayera u Osijeku, Odjel za matematiku

Permanent link / Trajna poveznica: https://urm.nsk.hr/urn:nbn:hr:126:399443

Rights / Prava: In copyright/Zasticeno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-04-25

. Repository / Repozitorij:

Repository of School of Applied Mathematics and
Computer Science

aodar

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLII

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:126:399443
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.mathos.hr
https://repozitorij.mathos.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/mathos:674
https://repozitorij.unios.hr/islandora/object/mathos:674
https://dabar.srce.hr/islandora/object/mathos:674

Sveuciliste J.J. Strossmayera u Osijeku
Odjel za matematiku

Sveucilisni preddiplomski studij matematike

KresSimir Markovié
Funkcije izvodnice momenata poznatih distribucija

Zavrsni rad

Osijek, 2022.



Sveuciliste J.J. Strossmayera u Osijeku
Odjel za matematiku

Sveucilisni preddiplomski studij matematike

KresSimir Markovié
Funkcije izvodnice momenata poznatih distribucija

Zavrsni rad

Mentor: doc.dr.sc. Ivan Papié¢

Osijek, 2022.



Sazetak

Tema ovog rada su funkcije izvodnice momenata poznatih parametarskih distribucija.
Za pocetak ¢emo proci kroz osnovne pojmove teorije vjerojatnosti pa ¢emo reéi nesto vise
o samim funkcijama izvodnicama momenata. Definirat éemo funkcije izvodnice momenata,
navesti ¢emo njihova svojstva te éemo odrediti funkcije izvodnice momenata za neke poznate
distribucije kao §to su Bernoullijeva distribucija, binomna distribucija, geometrijska distri-
bucija i nekoliko drugih. Za svaku od tih distribucija izra¢unat ¢emo osnovne numericke

karakteristike koristeéi upravo funkcije izvodnice momenata.

Kljucne rijeci

vjerojatnost, funkcije izvodnice momenata, Bernoullijeva distribucija, binomna distri-
bucija, Poissonova distribucija, geometrijska distribucija, negativna binomna distribucija,

ocekivanje, varijanca



Moment generating functions

Summary

The topic of this bachelor’s thesis are moment generating functions. We will start off
with recalling some of the basic definitions concerning probability theory and then we will
say something about moment generating functions. We will define moment generating fun-
ctions, go through their properties and calculate them for some well known distributions,
such as Bernoulli distribution, binomial distribution, geometric distribution and few others.
For every distribution we will calculate numerical characteristics using moment generating

functions.

Keywords

probability, moment generating functions, Bernoulli distribution, binomial distribution,
Poisson distribution, geometric distribution, negative binomial distribution, expectation,

variance
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Uvod

Za pocetak ¢emo definirati neke osnove pojmove kako bi lakSe razumijeli definiciju funk-
cije izvodnice momenata. Ponoviti ¢emo definicije iz teorije vjerojatnosti.
U drugom poglavlju definirat ¢emo funkciju izvodnicu momenata, iskazati neke vazne rezul-
tate za njih te analizirati problem momenata.
U tre¢em poglavlju analizirat ¢emo neke poznate distribucije. Svaku od njih ¢emo definirati
te ¢emo pronaci funkciju izvodnicu momenata za njih. Nadalje, izracunati ¢emo osnovne

numericke karakteristike za svaku od njih, tj. oc¢ekivanje i varijancu.



1 Osnovni pojmovi

Definicija 1. Slucajni pokus ili slucajni eksperiment je takav pokus ciji ishodi , tj. rezultati

nisu jednoznacno odredeni uvjetima u kojima 1zvodimo pokus.
Napomena 1. Ishode slucajnog pokusa zvat cemo elementarni dogadaj.

Definicija 2. Neprazan skup €2 koji reprezentira skup svih ishoda slucajnog pokusa zovemo
prostor elementarnih dogadaja.

Elemente skupa €2 — w zvati éemo elementarni dogadaj.

Definicija 3. Familija F podskupova od ) jest o—algebra skupova ako je

(F1) 0 e F

(F2) Ae F=A°e F

(F3) (Ai,i e N) e F = UX A € F.

Definicija 4. Neka je F o—algebra na skupu §2. Uredeni par (Q, F) zove se izmjeriv prostor.

Definicija 5. Neka je (2, F) izmjeriv prostor. Funkciju P: F — R zovemo vjerojatnost ako

vrijedi:
(P1) P(A)>0,VAeF
(P2} P =1

P(3) ako je dana prebrojiva familija medusobno disjunktnih skupova (A;,i € I) C F,I C N,
tj. A;NA; = 0,¢m jei # j, tada vrijedi P(UierA;) =Y, P(4;).
Definicija 6. Uredena trojka (2, F, P) gdje je Q prostor elementarnih dogadaja, F o-algebra

1 P vjerojatnost na ) naziva se vjerojatnostni prostor.

Varijablu nazivamo slufajnom varijablom ako su njene moguce realizacije (ishodi) re-
alni brojevi, ali vrijednost koja ¢e se realizirati u pojedinom eksperimentu nije jednoznacno

odredena uvjetima koje mozemo sagledati prilikom istrazivanja.

Definicija 7. Neka je dan diskretan vjerojatnosni prostor (2, P(Q2),P). Svaku funkciju

X:Q — R zvat éemo diskretna slucajna varijabla.

Definicija 8. Neka je (2, F,P) vjerojatnosni prostor i neka je
X:Q = D = {ay,as,...,a,} C R diskretna slucajna varijabla. Funkcija p: R — [0,1]
definirana s

plzg) =P X =g) = Pl{w el : X(w) =a})
zove se funkcija gustoce diskretne slucajne varijable X .

Definicija 9. Neka je dan diskretan vjerojatnosni prostor (0, P(2),P) i funkcija X : Q — R

za koju vrijedi:



(i) {weQ: X(w) <z} ={X <z} €F za svaki z € R,

(11) postoji neneagtivna realna funkcija realne varijable f, takva da vrijedi:

P{w e Q: X(w) Sx}:P{ng}:/x ft)dt,vVz € R.

Funkciju X zovemo apsolutno neprekidna slucajna varijabla na w ili,krace, neprekidna slu-
cagna varijabla. Funkciyju f tada zovemo funkcija gustoce vjerojatnosti slucajne varijable X

ily, krace, funkcija gustoce slucajne varijable X .

Definicija 10. Neka je (Q,P(Q2),P) diskretan vjerojatnostni prostor i X slucajna vari-
jabla na njemu. Ako red ) .o X(w)P{w} apsolutno konvergira (tj. ako konvergira red
Y wea | X (W)|P{w}), onda kaZemo da slucajna varijabla X ima matematicko ocekivanje i

broj

EX =) X(w)P{w}

weN

zovemo matematicko ocekivanje (ocekivanje) slucajne varijable X .

Definicija 11. Neka je X neprekidna slucajna varijabla s funkcijom gustoée f. Ako je

| lelsae < o,

onda kaZemo da slucajna variabla X ima ocekivanje i broj

EX = / sf(z)da
zovemo matematicko ocekivanje neprekidne slucajne varijable X .

Definicija 12. Neka je X slucajna varijabla na vjerojatnosnom prostoru (2, F,P) i r > 0.

o Ako postoji E(X"), onda broj p, = E(X") zovemo moment r-tog reda ili r-ti moment
od X.

e Ako postoji E(|X"|), onda broj E(|X"|) zovemo apsolutni moment r-tog reda ili r-ti

apsolutni moment od X.

o Ako postoji EX i E(|X —EX|"), onda broj E(|X —EX|") zovemo r-ti centralni moment
od X.

o Ako postoji E(X —EX)?, onda taj nenegativan broj zovemo varijanca slucajne varijable

X i oznacavamo VarX,o% ili o°.



2 Funkcije izvodnice momenata

2.1 Definicija

U ovom odjeljku X je diskretna slucéajna varijabla ili apsolutno neprekidna slucajna va-
rijabla definirana na vjerojatnosnom prostoru (2, F, P).

Funkcija izvodnica momenata koristi se za ra¢unanje momenata slu¢ajne varijable oko nule.

Definicija 13. Pretpostavimo da postoji 0 < § < 1 takav da je E(e*X) < 0o za sve [t| < 6.
Funkcija Mx: (—=6,0) — R definirana s

tX ;
ooixy | Yoeer € f(x)  Xdiskretna
M) = B} = { foo X f(z)dx Xneprekidna

€
—o00

zove se funkcija izvodnica momenata od X .

Odmah se vidi da je Mx(0) = 1.

Propozicija 1 ([4], str. 19.). Svojstva funkcije izvodnice momenata Mx :
(1) Mx(0) =1
(i) e >0 pa je 0 < E(e¥) < 00
(iii) E[X(X —1)(X =2)--- (X —k+1)] = MP(0)
(iv) ako je E(e™) < oo za [t| < § onda
E(c") = E(¢™ Lixzq) + E(e™ Lix<})
. Dakle, E(e"*1(x50) < 00 i E(e®1{x<0}) <00 za [t| <
(v) ako je E(e™) < oo za |t| < §, onda

E(e™) = E(e™x20)) + E(" 1 1x<0y)
(X 1ixs0y) + E(e X 1ix<qy)
(e) +E(e™™)

E
<E

Dakle E(e!*l) < 00 za |t| < 6. Nadalje, kako je

o )

ax) _ N EXD - X
e _ZO = _ZO = teR,

zakljuCujemo da je E(|X|") < oo 1 |[E(X™)| < 0o za sve n > 0. Takoder zbog
X < Xl

"X tI"E(|X]|"
E(elt”X‘) E<§ :| | |' ‘ > 2 :| | <|' | )<OO, |t‘ <(5,
n. n.



1mamo

i = PR X
Myx(t) = E(e*) =E (Z — ) S # < 00, |t| < .
n=0 ’ n=0 ’

Deriviranjem gornje relacije dobivamo

; o0 tn_lE(Xn)
n=1

i matematickom indukcijom za k > 1,

’ o0 tn—kE(Xn)
M (1) = Y et <e
n=~k

Dakle M)(?)(O) = E(X™") sto objasnjava ime funkcija izvodnica momenata.
Neka je X slucajna varijabla i neka je funkcija My (t) definirana na okolini nule. Razvijmo
funkciju ¢t — e u Taylorov red oko nule:

Mx(t) =E(*)=E

0 X k 2 " k

Uoc¢imo da vrijednost k-te derivacije funkcije Mx(t) u nuli upravo k-ti moment slucajne
varijable X, tj.
MP(0) = E(XH).

Specijalno:

E(X) = M4 (0), (1)
VarX =E(X?) - (E(X))* = My(0) — (M%(0))* (2)

Ako znamo zakon razdiobe od X, onda mozemo izracunati sve njene momente koje postoje.
Obratno, ako postoje svi momenti od X (i poznati su), te ako su zadovoljeni jo$ neki dodatni
uvjeti na njih, tada taj niz momenata jednozna¢no odreduje razdiobu od X. Nadalje, dvije
razli¢ite razdiobe ne mogu imati istu funkciju izvodnicu momenata. Dakle, svaka se funkcija
izvodnica momenata moze prepoznati kao funkcija izvodnica momenata neke to¢no odredene

razdiobe.

Napomena 2 ( [5, Napomena 1|). Uocimo da funkciju izvodnicu momenata za brojece
slucajne varijable(diskretne slucajne varijable sa vrijednostima u skupu Ny) moZemo dobiti
kao kompoziciju funkcije izvodnice vjerojatnosti gx (t) = E(tY) i funkcije h(t) = €', h: R —
(0,00):

(9x 0 h)(t) = gx[h(t)] = gx(e') = E(e"™) = Mx(t).

Funkcija izvodnica momenata brojece sluc¢ajne varijable X moze se jednostavno odrediti

pomocu njene funkeije izvodnice vjerojatnosti jer vrijedi (ako obje strane postoje za dani t):



2.2 Problem momenata

Koristeci funkcije izvodnice momenata mozemo prikazati, barem za diskretne slucajne
varijable s kona¢nom slikom, da njena funkcija distribucija u potpunosti ovisi o njenim

momentima.

Teorem 1 (|2, Teorem 10.1]). Neka je X diskretna slucajna varijabla s konacnom slikom
{x1, 29, ..., 2}, funkcijom qustoée p i funkcijom izvodnicom momenata M. Tada je M

jedinstveno odredena s p i obrnuto.

Dokaz:
Znamo da p odreduje M jer je

Z e p(xz;). (3)

J=1

Obratno, pretpostavimo da je Mx(t) poznata. Zelimo odrediti vrijednosti od i 1 plong) =
1 < j < n.Pretpostavimo, bez smanjenja opcenitosti, da je p(z;) > 0zal < j <nida
vrijedi

Ti € To < v < Ty
Znamo da je Mx(t) diferencijabilna za svaki t s obzirom da je ona kona¢na linearna kombi-

nacija eksponencijalnih funkcija. Ako izracunamo MY (t)/Mx(t), onda vrijedi

My (t)  zip(x1)e’® 4 - - + 2pp(3,) et
Mx (t) p(z1)et + -+ + p(zn)et

Ako podijelimo i brojnik i nazivnik s e dobivamo izraz

My (t)  mip(m1)e®=™) + .. + z,p(x,)
Mx(t) p(zr)et@r=an) + .o 4 p(xy,)

(4)

S obzirom da je x, najveéi od svih z;, za 1 < j < n, onda izraz (4) konvergira prema z,

kada t ide u oco. Dakle, pokazali smo

M (t)
B = it Mx (1)

Nadalje, da pronademo p(z,,), samo trebamo My (t) podijeliti s e i pustiti ¢t u co . Kada
smo odredili @, 1 p(z,), mozemo oduzeti p(z,)e™™ od Mx(t) i ponavljati gore navedeni
postupak rezultiraju¢om funkcijom te zauzvrat dobiti z,_1,...,21 1 p(zp_1),...,p(x1). O

Ako zanemarimo pretpostavku da X ima kona¢nu sliku u Teoremu 1 onda zakljuc¢ak nije
nuzno isti.
Problem momenata se svodi na pitanje je li distribucija sluc¢ajne varijable jedinstveno odre-
dena nizom svojih momenata od kojih bi svi trebali postojati, odnosno trebaju biti konacni.
Generalno, momenti proizvoljne distribucije ne moraju jedinstveno odredivati pripadnu dis-

tribuciju.



2.3 Vazni rezultati

Teorem 2 ([4, Teorem 7.14.]). Neka su X iY nezavisne diskretne slucajne varijable (ili neza-
visne apsolutno neprekidne slucajne varijable) s funkcijama izvodnicama momenata, redom,
Mx i My, koje su definirane za |t| < 0. Definirajmo Z := X+Y . Tada postoji pripadna funk-
cija izvodnica momenata My, dobro je definirana za [t| < ¢ i vrijedi Mz (t) = Mx (t) My (t)
za [t] < 9.

Dokaz:
Dokaz provodimo za diskretne sluc¢ajne varijable X i Y . Iz nezavisnosti od X i Y slijedi

6tY

nezavisnost od e*X i za sve t € R. Nadalje neka je f funkcija gustoce slucajnog vektora

(X,Y) te neka su fx i fy redom funkcije gustoce od XiY. Sada za |t| < ¢ imamo

EE9) =EE@ )= 3 @y = Y & (@) ()

(z,y)eR? (z,y)eR?
=3 fx() Y e fy (y) = Mx () My (t).
Tz€R yeR

Napomenimo da obrat gore navedenog teorema ne vrijedi, tj. iz jednakosti
My, y(t) = Mx(t)My(t), [t| < I, ne slijedi da su X 1 Y nezavisne.

Sljedeca dva teorema su primjeri rezultata koji imaju fundamentalno znacenje u teoriji vjero-
jatnosti. Prviteorem kaze da funkcija izvodnica momenata jedinstveno odreduje distribuciju.
Drugi teorem daje karakterizaciju konvergencije po distribuciji pomoc¢u konvergencije niza

funkcija izvodnica. Dokazi ovih teorema izlaze iz okvira ovog rada.

Teorem 3 (Teorem jedinstvenosti, [4, Teorem 7.15.]). Neka je X slucajna varijabla s funk-
cijom izvodnicom momenata Mx koja je definirana za |t| < §. Tada je distribucija od X
jedinstveno odredena s Mx. Preciznije , ako su X 1Y slucajne varijable s funkcijama izvod-
nicama momenata Mx 1 My , koje su definirane za |t| <, takvima da Mx(t) = My (t) za

sve [t| < 9, onda su X 1Y jednako distribuirane.

Primjer 1. Neka su X, ~ N (uy,0%) i Xo ~ N (ug,03) nezavisne. PokaZimo da je
X1+ Xo ~ N (1 + po, 01 + 03)
Rjesenje:

Po Primjgeru 3 ¢ Teoremu 2 imamo
" tQO'% " tQG% ‘ t2(o%+o'%)
My, (t) = Mo, @) Mgy (£) = (#1477 | | et s | = eflatiadt—

sto zajedno s Teoremom 3 dokazuje tvrdnju.

Teorem 4 (|4, Teorem 7.17.]). Neka je (X,)nen niz slucajnih varijabli s funkcijama distri-

bucije (Fp)nen i@ funkcijama izvodnicama momenata (M, )nen koje su definirane za [t| < 4.



Nadalje, neka je X slucajna varijabla s funkcijom distribucije F' i funkcijom izvodnicom
momenata M, koja je definirana za |t| < 6. Tada, ako (X,)nen konvergira po distribuciji
prema X, tj. lim, o Fp(x) = F(z), za sve x u kojima je funkcija F neprekidna, onda
limy, oo My (t) = M(t) za sve |t] < 6.

3 Funkcije izvodnice momenata poznatih distribucija

U ovom poglavlju ¢emo se baviti proucavanjem funkcija izvodnica momenata nekih poz-
natih parametarski zadanih distribucija kao $to su binomna distribucija, geometrijska distri-

bucija i neke druge.

3.1 Gama distribucija

Definicija 14. Za neprekidnu slucajnu varijablu X kaZemo da ima Gama distribuciju s

parametrima o, A > 0 ako je njezina funkcija gustoce dana izrazom

A* oa—1_-)x
f@):{r(a)x e % > 0

0 z <0.

Ako slucajna varijabla X ima Gama distribuciju s parametrima o i A, koristimo oznaku

[~ (a,A)

Primjer 2. Za X ~ ['(a, \),pripadna funkcija izvodnica momenata je:

—+00 )\a
:/ etX . —:Ua_le_/\xdx
0 ['(a)

P +o0o \ — 1)@
- / ( ) .I'a_le_(/\_t)xdl'
0 I'(a)

A «
= (m) zat<)\.

Sada je
Mi(t) = ad®(A =)= = E(X) = My(0) = 5
My (t) = ala + 1)A*(A — 1)~ = E(X?) = MZ(0) = 70‘(0‘; 2

ala+1 o? a
V(ITX:E(X2>—E(X)2: —( 2 ) ~ = ok

3.2 Normalna distribucija

Definicija 15. Za neprekidnu slucajnu varijablu kaZemo da ima Gaussovu ili normalnu

distribuciju s parametrima p i o ako je njezina funkcija gustoée dana izrazom

fl#) = — e T R
T) = e 22 % X
o\ 2T




gdje su pu i o realni brojevi © o > 0. Ako slucajna varijabla X ima normalnu distribuciju s

parametrima p i 0%, koristimo oznaku X ~ N (p,0?).

Primjer 3. Odredimo funkciju izvodnicu momenata za X ~ N(u,0?).
Zat € R imamo

oo 0o o)’
Mx(t) = E(e'¥) = / e f(x)dx = ! / e~ i

o oV 2T

1 e 12 1 202 x xz—to Z
_— —_—— et(UﬂH‘H)e—?dI — etu+tT 6_—( 3 ) d:L_
V2T J—co V2T L aos

t252 1 i _ﬁ t252
AL p— e zdr =Pt 2,
V2T J_so

Odredimo sada E(X) ¢ Var(X).Imamo E(X) = Mx(0),
Var(X) = E(X?) — E(X)? = M%(0) — M%(0)? 4

Mic(t) = (o7 + p)el™** />

M}g(t) _ (a2t + N)2€t202/2+tu L. U2€t202/2+m
Mx(0) = p

M%(0) = p* + o°.

Dakle, BE(X) = p i Var(X) = p*+0?—pu? = o2, iz cega se ponovno vidi znacenje parametara
2
p i o. Specijalno je za standardiziranu slucajnu varijablu Z = (X — p)/o , My(t) = eT.

Razvojem te funkcije u Taylorov red okot =0

&t
Mzt)=14+—4+—+"---
z(t) = 5 X3 3 + ,
Zakljuc¢ujemo da je
(2k)!
E(Z*) = 0,E(Z%) = i k=10,1,2,...

Specijalno je
E(Z) =0,E(Z%) = 1,E(Z%) = 0,E(Z*) = 3.

Odavde slijedi da su prva tri momenta od X :

E(X) = E(u+02) = p,
E(X?) =E((u+02)?) = pi* + o7,
X%) = E(( + 02)%) = i° + 30%,
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3.3 Bernoullijeva distribucija

Definicija 16. Neka je X slucajna varijabla koja poprima tocno 2 vrijednosti ,odnosno
R(X) ={0,1}. Njena pripadna tablica distribucije je

0 1
X= ,p€{0,1).
(1_pp)p (0,1)

Za takvu slucajnu varigablu kaZemo da ima Bernoullijevu distribuciju s parametrom p, pri

cemu parametar p predstavlja vjerojatnost da X poprimi vrijednost 1.

Vrijednost p predstavlja vjerojatnost uspjeha, a 1 — p vjerojatnost neuspjeha.

Sada ¢emo izvesti funkciju izvodnicu momenata za Bernoullijevu distribuciju.

Primjer 4. Odredimo funkciju izvodnicu vjerojatnosti momenata Bernoullijeve distribucije
slucajne varijable s parametrom p € (0,1).
Koristecéi formulu iz (3) vrlo lako moZemo izvesti funkciju izvodnicu momenata za Bernoul-

lijevu distribuciju. Vrijedi:
Mx(t) = P(X =0)e® + P(X = 1)’ = (1 —p) + pe' =1 — p(1 — €.

Pomocu funkcije izvodnice momenata Bernoullijeve distribucije izrac¢unajmo ocekivanje
i varijancu. Naime, po (1) i (2), za rac¢unanje ocekivanja i varijance nama treba prva i druga

derivacija funkcije izvodnice momenata. Deriviranjem jednom dobivamo
My (t) = pe',

a deriviranjem gore navedene relacije dobivamo
My (t) = pe'.

Nakon $to smo izra¢unali prvu i drugu derivaciju funkcije izvodnice momenata, izracunajmo
sada pripadno ocekivanje i varijancu. Vrijedi

E(X) = Mx(0) =pe’ =p

VarX = E(X?) - E(X)* = Mx(0) — Mx(0)* = pe’ — (pe’)* = p — p* = p(1 - p).
Prisjetimo li se oc¢ekivanja i varijance Bernoullijeve distribucije, vidimo da smo dobili upravo

istu stvar,tj. pomocu funkcije izvodnice momenata izracunali smo dvije osnovne karakteris-

tike Bernoullijeve distribucije.

3.4 Binomna distribucija

Binomna distribucija vezana je uz nezavisno ponavljanje uvijek istog pokusa. Ako nas
pri svakom izvodenju pokusa zanima samo je li se dogodio neki dogadaj ili ne(uspjeh ili neus-

pjeh), onda svako izvodenje pokusa moZemo modelirati istom Bernoullijevom distribucijom

0 1
Y = ,pe{0,1),
<1_pp>p (0,1)
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gdje p predstavlja vjerojatnost uspjeha.

Pretpostavimo da pokus ponavljamo nezavisno n puta i pri tome nas zanima broj uspjeha. Za
sluéajnu varijablu X koja opisuje broj uspjeha u n nezavisnih ponavljanja slu¢ajnog pokusa
modeliranog Bernoullijevom slu¢ajnom varijablom Y kazemo da ima binomnu distribuciju s

parametrima n i p.

Definicija 17. Neka jen € N ip € (0,1). Za slucajnu varijablu koja prima vrijednosti iz

skupa {0,1,2,...,n} s vjerojatnostima

Py= PRl —df— (Z)p%l —p)"~

kazemo da ima binomnu distribuciju s parametrima n i p i pisemo: X ~ B(n,p).

Vrijednost p predstavlja vjerojatnost uspjeha u jednom izvodenju pokusa, a n broj neza-
visnih ponavljanja pokusa.
Sada ¢emo izrac¢unati funkciju izvodnicu momenata binomne distribucije te ¢emo izrac¢unati

osnovne numericke karakteristike.

Primjer 5. Odredimo funkciju izvodnicu momenata binomne distribucije s paramterima
€(0,1) ineN.

Znamo da vrijeds
- Y n—i
PLx =i} = (})ra-pr
Koristeci formulu (3) dobivamo

=P(X=0)"+P(X=1)e"+P(X=2)"+--+P(X =n)e™
(Z)p Jr=0e? 4 G)pl(l —p)" e’ + (Z)pQ(l —p)" e
(o

0= (2)oe n0+(J@&%umw++Gyqu—m“%~~
- (n> —p)" "

Sada mozZemo prepoznati da je ovo prema binomnoj distrubiciji jednako

+

3

gx(t) = (1 —p+pe)" = (1-p(l+e))"
Sada ¢emo izracunati ocekivanje i varijancu za pripadnu distribuciju.

Primjer 6. Koristeci funkciju izvodnicu momenata binomne distribucije 1zracunajmo oceki-
vanje 1 varyancu.

LIzracunagmo prvu i drugu derivacije funkcije izvodnice momenata. Vrijeds

M (t) = n(l —p+ pe')" ' pe!
My (t) = npe'(1 — p + pe")" " + npe'(n — 1)(1 — p + pe')"*pe’
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Izracunajmo sada pripadno ocekivanje i varijancu koristeéi (1) i (2). Vrijedi

E(X) = Mx(0)
=n(l—p+pe’)"'p
=np(l —p+p)"~

= np(1)"™
=np,

sto je upravo ocekivanje binomne distribucije.

Takoder vrijedi:

VarX = E(X?) — E(X)? = M¥(0) — Mx(0)?
=npe’(1 —p+pe®)" ™ +np?e®(n — 1)(1 — p+ pe®)" > = (npe’(1 — p + pe®)" 1)
= np +np*(n — 1) — (np)?
— np + n2p? — np? — n?p?
=np — np’

= np(1—p),
sto je upravo varijanca binomne distribucije.

Dakle, pomoc¢u funkcije izvodnice momenata binomne distribucije izra¢unali smo osnovne
numericke karakteristike te distribucije.
Pogledajmo sada na primjeru sto bi dobili kada bismo gledali funkciju izvodnicu zbroja n

nezavisnih Bernoullijevih sluc¢ajnih varijabli s parametrom p.

Primjer 7. Neka su X4, X, ..., X,, nezavisne Bernoullijeve slucajne varijable s parametrom
p € (0,1). Pronadimo funkciju izvodnicu momenata sume X, + Xo + -+ - + X,.
Prema Teoremu 2 vrijedi:

M, x50 () = My (6)Moxy (8) -+ Mo, (8
=(1—p+pe)(1—p+pe)---(1-p+pe)
= (1 —p+peh)™.

Mozemo primjetiti da smo dobili upravo funkciju izvodnicu momenata binomne distribu-
cije. Dakle, zbroj n nezavisnih Bernoullijevih slu¢ajnih varijabli nam daje binomnu sluc¢ajnu
varijablu s parametrima n i p.

3.5 Poissonova distribucija

Poissonova distribucija, sli¢no kao i binomna, moze se primjeniti kao distribucija slu¢ajne
varijable koja broji uspjehe, ali ne pri nezavisnom ponavljanju pokusa kona¢no mnogo pu-
ita, nego u jedini¢cnom vremenskom intervalu ili intervalu volumena, mase, itd. ako pokus

zadovoljava sljedece uvjete:
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(i) vjerojatnost da se pojavi uspjeh ne ovisi o tome u kojem ¢e se jedini¢nom intervalu

dogoditi,
(ii) broj uspjeha u intervalu neovisan je o broju uspjeha u nekom drugom intervalu,

(iii) ocekivani broj uspjeha isti je za sve jedini¢ne intervale i dan je pozitivnim realnim

brojem A.

Definicija 18. Slucajna varijabla X ima Poissonovu distribuciju s parametrom A > 0 ako
prima vrijednosti iz skupa {0,1,2,...} s vjerojatnostima
)\i
m=P{X=i}= e_’\,—'.
7!
Tada pisemo X ~ P(A).

Sada ¢emo izracunati funkciju izvodnicu momenata Poissonove distribucije.

Primjer 8. Odredimo funkciju izvodnicu momenata Poissonove slucajne varijable s parame-

trom A > 0. Znamo da vrijeds '
)\’L
P{X =i} =e=.

2!

Koristenjem formule (3) dobivamo:

MX<t>:P(X:0)€O+P(X:1)€t+P(X:2)€2t+...+P(X:n>ent+”.

A° -0 Al At A? -2t A"

—_— PR p— .« s . — _A nt . ..
—0!6 e+1!e 6+2!€€+ +n!ee+
() (Ae)! (Aeh)" 3

— e/\ete—/\

_ 6/\(et—1)‘

Napomena 3. Primjetimo da je u ceturtoj jednakosti eksponencijalna funkcija razvijena u

Taylorov red.

[zracunajmo sada osnovne numericke karakteristike pomocu funkcije izvodnice momenata

Poissonove distribucije.

Primjer 9. Izracunajmo ocekivanje @ varijancu pomocu funkcije izvodnice momenata Po-
1ssonove distribucije.

Racunamo prou @ drugu derivaciju funkcije izvodnice momenata Poissonove distribucije. Vrijeds

M (t) = D¢t
M}’((t) _ )\ete/\(et—l) + )\ete/\(et—l)/\et _ )\ete}\(et—l) + )\262t€/\(6t_1)
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Izracunajmo sada ocekivanje koristeci (1). Vrijedi

E(X) = M (0)

_ 6)\(@0—1)/\60
e/\(1—1))\60
= eO)e?

=i A

te moZemo primgetiti da smo upravo dobili ocekivanje Poissonove distribucije.

Sada racunamo varijancu koristeéi (2) i vrijedi

VarX = E(X?) — E(X)?
= Mx(0) — Mx(0)*
_ /\606)\(@0—1) + )\262*06/\(60—1) . (e/\(eo—l)/\60>2
_ )\e’\(l_l) + )\2606/\(1—1) . (6)\(1—1))\60)2
= A+ A=\
=\

Takoder mozemo primjetiti da nas rezultat odgovara upravo varijanci Poissonove distri-
bucije.
U idu¢em primjeru ¢emo vidjeti kako bi izgledala distribucija zbroja dvije nezavisne Poisso-

nove slucajne varijable.

Primjer 10. Neka su X, i Xy dvije nezavisne Poissonove slucajne varijable s parametrima
A, o> 0. Izracunagte distribuciju zbroja slucajnih varijabli Xq 1 Xo.

Rjesenje:

Funkcija izvodnica momenata za X; je oblika Mx, (t) = M =D te funkeija izvodnica mome-
nata za X, je oblika My, (t) = e 1),

Prema Teoremu 2 vrijedi:

MX1+X2 (t) - MX1 (t)MX2 (t)

_ e/\(et—l)eu(et—l)

_ Qe -1).

Dakle, mozemo zakljuciti da je zbroj Poissonovih nezavisnih slu¢ajnih varijabli opet Po-
issonova slucajna varijabla s parametrima jednakim zbroju parametara slucajnih varijabli
X1i Xs. U iduéem primjeru éemo iskoristiti funkciju izvodnicu momenata kako bi izrac¢unali

vjerojatnost nekog dogadaja.

Primjer 11. Pretpostavimo da broj nogometnih igraca koji predu centar nogometnog terena u
manuti u nogometnoj utakmict mozZemo modelirati Poissonovom distribucijom s parametrom

A = 5. Izracunajmo vjerojatnost da ce u bilo kojoj minuti proci preko centra:
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a) tocéno jedan igrac
b) barem 2 igraca.

Broj igraca koji predu centar w minuti ima Poissonovu distribuciju s parametrom \ = 5.
Koristeéi formulu (3) raspisat éemo funkciju izvodnicu momenata za nas slucaj.

Dakle, 1mamo

My(t) = XY

[
= I
NgE
= 3

=

(X —0)€0+P(X = 1)€t+P(X — 2)€2t+...+P(X'_n)€nt
\! SN

A to -A tl —A_t —\ t3

e ¢ ﬂe € +§€ e +—3'e e e

|3 2>
aQ

o Bl a4 B2 . B
+i€ € +§€ € —}‘?6 e .

I
|
ot
a
~

=

a)
Zanima nas kolika je vjerojatnost da w minuti tocno jedan igrac prede centar. Gledamo Sto
nam stoji uz e u ovom razvoju. Vjerojatnost da u minuti tocno jedan igrac prede centar

jednaka je %6_5 = 0.03369.
b)
Zanima nas kolika je vjerojatnost da u minuti barem 2 igraca predu centar. Tu cemo koristiti

jedno od svojstava vjerojatnosti(vjerojatnost suprotnog dogadaja) jer nam je lakse izracunati

vjerojatnost da uw minuti kroz centar produ manje od 2 igraca. Vrijeds

PX>2)=1-P(X <2)

=1 — (0.000673 4 0.03368)
= 0.9656.

3.6 Geometrijska distribucija

Geometrijska distribucija je takoder vezana uz nezavisno ponavljanje istog pokusa s is-
hodima "uspjeh" i "neuspjeh". Medutim, ona se koristi za opisivanje broja ponavljanja do
prvog uspjeha. Dakle, geometrijskom distribucijom opisana je slucajna varijabla koja daje

broj potrebnih pokusa do realizacije nekog dogadaja.

Definicija 19. Slucajna varijabla X ima geometrijsku distribuciju s parametrom p € (0, 1)

ukoliko prima vrijednosti iz skupa {0,1,2,3,...} s vjerojatnostima

pe = P(X = k) = p(1—p)*.
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Na idu¢em primjeru éemo pokazati kako izgleda funkcija izvodnica momenata geometrij-

ske distribucije.
Primjer 12. Znamo da vrijed:

pe = P(X =k) =p(1 —p)".
Koristeéi formulu (3) dobivamo

Mx(t) = P(X = 0)" + P(X = 1)’ + P(X =2)e* + .-+ P(X = n)e" 4.
=p(1 —p)e’ +p(1l —p)e' +p(1 —p)e* + -+ +p(l —p)e™ +---
el — p)e’}* +{A — p)e)" L — ple)F 4+~ + {1 —pP 40 4]

1—e(l1-p)
Sada ¢emo izracunati oCekivanje i varijancu.

Primjer 13. Pomocu funkcije izvodnice momenata geometrijske distribucije izracunajmo

ocekivanje 1 varyancu.
Kao i kod prethodnih primjera, sto se tice racunanja ocekivanja i varijance, prvo trazZimo

prou i drugu deriwaciju funkcije izvodnice momenata. Vrijeds

/iy —P(=e' (1 —p))
WO =)y
pe'(1—p)

T 1-e(1-p))
wo D1 —p) (1 —€(1 —p))?) —pet(1—p)-2(1 — (1 — p)) - (—€*(1 — p))
MX( ) - (1 _ €t(1 . ))4
pe'(1—p)((1 — €1 —p))?) + 2pe* (1 — p)(1 — e'(1 — p))(1 — p)
(1 —et{l —af)F '

Sada iskoristimo (1) i (2) kako bi dosli do ocekivanja i varijance. Dobivamo sljedece,

E(X) = Mx(0)
__p’(1—p)
(1-€(1-p))?
__pr(d-p)
1-@1-p)?
_ p(l-p)
(1-1+p)?
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cime smo upravo dobili ocekivanje geometrijske distribucije.

Sada jos izracunajmo varijancu. Vrijeds

VarX = E(X?) — E(X)?
= My (0) — M (0)?
_pe(1—p)((1 -1 —p))*) +2p’(1 —p)1 - "L —p))(1—p) (1;29)2
(L — (L —pj)* p
p(1=p)A-14+p+2p(1-p*(1-1+p?> (1-p)*

1-1+p)* p?
_Pl-p+2°1-p)? (1-p)°
P! p?
_Pel-p)+2(1-p?) (1-p)p?
P! p?
_(d-p+20-p) 1A-p?
p? p?
_(1=-p@=p-(-p*
p2
_(1-p@2-p-(1-p)
p2
_(A=p2-—p—-1+p)
p2
_1-@
==

MoZemo primjetiti da smo dobili upravo varijancu geometrijske distribucije.

Pomocu funkcije izvodnice momenata geometrijske distribucije smo izrac¢unali osnovne

numericke karakteristike.

3.7 Negativna binomna distribucija

Negativna binomna distribucija je poopcenje geometrijske distribucije. Negativna bi-
nomna slucajna varijabla X je slucajna varijabla koja modelira vrijeme do n-tog uspjeha,
pri ¢emu vjerojatnost uspjeha iznosi p. Negativnu binomnu distribuciju jos ponekad zovemo
i Pascalova distribucija.Pretpostavimo da se n—ti uspjeh dogodio u k—tom ponavljanju.
Vjerojatnost tog dogadaja iznosi

S o T

zak>n,neNtepe(0,1).
Kroz iduéi primjer éemo pokazati kako bi izgledala funkcija izvodnica momenata nega-

tivne binomne distribucije.

Primjer 14. Odredimo funkciju izvodnicu negativne binomne distribucije s paramterima n
ip,p €(0,1).



Znamo da vrijeds
k-1
pr=P(X=k)= < >p”(1 —g*

te koristeci (8) dobivamo

pe S (" e

= e i (") e ey
— e ﬁ (3)a-preer

= e (1~ (1~ p)et)

pri cemu je u cetvrto] jednakosti koristen identitet

(¢)=co ()

[zracunajmo sada ocekivanje i varijancu u iduéem primjeru.

a u petoj jednakosti
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Primjer 15. Izracunajmo ocekivanje i varijancu funkcije izvodnice momenata megativne

binomne distribucije.

Znamo da funkcija izvodnica momenata negativne binomne distribucije izgleda ovako

(=)

Izracunajmo sada prou @ drugu derwaciju. Vrijedi

M (t) = n <$€imet)n_l ((1 - (fe—t p)et)Q)

My(t) = n(n — 1) (%)H <(1 - (fe—t p)et>2>2 i

(1—(1—=p)e)

( pe! )"‘1 <p€t(1 — (1= p)e")? + 2pe'(1 — (1 — p)e')(¢'(1 — p))
p)e’
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Sada éemo izracunati M’ (0) i M%(0). Vrijedi

0=+ ()" ()

M¥(0) = n(n — 1) <§>n_2 (}%)2 +n (g)n_l <p'P2 + 2;;4- p(1 —p)>
— n(n— 1)]% tn (p2(p+ 21 _p>>>

Pl
n(n—1 2 —
B <p2 )+n< p2p>

n®> —n+2n—np

<3

2
_ n?+n—np
R
Koristeéi (1) i (2) vrijedi
E(X) = M (0)
n
p

VarX = M%(0) — M5(0)?

_n*4n—np <n>2
p? p

n?+n—np—n?
P2
n(l —p)
I
Dakle, pomocu funkcije izvodnice momenata negativne binomne distribucije izrac¢unali

smo ocekivanje i varijancu negativne binomne distribucije.

Na iduéem primjeru ¢emo pokazati ra¢unanje bilo kojeg momenta.
Primjer 16. Izracunajte treci i cetvrti moment:

a) binomne distribucije

b) Poissonove distribucije

Rjesenje:
Znamo da vrijedi E[ X (X —1)(X = 2)--- (Xx +1)] = M)(f) (0) (Propozicija 1, svojstvo (iii)),

te takoder znamo da vrijedi M’ (0) = EX. Sada éemo izracunati ostale momente

—~

MP(0) = E[X (X — 1))
M (0) = E[X* - X]
MP(0) =EX? — EX.
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Sada EX? ostavimo na jednoj strani,a ostalo prebacimo na drugu stranu jednakosti kako bi

pronasl drugi moment. Vrijedi
EX2 = MP(0) +EX = M2 (0) + MY (0).
Pronadimo sada treci moment. Vrijedi
3
M (0) = E[X (X — 1)(X - 2)
MP(0) = E[X® — 3X2 + 2X]
MP(0) = EX? — 3EX? 4 2EX.

Ponavljamo isti postupak kao kod pronalaZenja drugog momenta, EX? ostaje na jednoj strani

jednakosti, a ostale vrijednosti idu na drugu stranu jednakosti te dobivamo

EX® = MY (0) 4+ 3EX? — 2EX
= MP(0) + 3(MP(0) + M (0)) — 2M(0)
= MP(0) +3MP(0) + MP(0).

Jos trebamo pronaci ceturti moment. Vrijeds

M (0) = EX(X - 1)(X - 2)(X - 3)]
MP(0) =E[(X® — 3X2 +2X)(X — 3)]
MP(0) =E[X* — 6X3+ 11X — 6X]
MP(0) =EX* — 6EX? + 11EX? — EX.

Sada je cetvrti moment oblika

EX* = MY (0) + 6EX® — 11IEX? + EX
= MY (0) +6(MP(0) + 3MP(0) + MP(0)) — 11(MP(0) + MY (0)) + EX
= Mx X x X X X
= M (0) + 6ML(0) + 7MY (0) + My (0).
a)
Trebamo izracunati treci © cetvrts moment binomne distribucije s parametrima n © p. Funk-
cija izvodnica momenata binomne distribucije je oblika Mx(t) = (1 — p + pe")™ te trebamo

wzracunati prve cetiri deriwacije funkcije izvodnice momenata kako bi dobili treci i ceturts

moment. Dakle, vrijed:

M (t) = n(1 —p+pe')"~'pe’

My (t) = n(n = 1)1 = p +pe")"*p*e* +pe'n(1 — p + pe')"™!

MY (t) = n(n—1)(n - 2)(1 — p+pe")"*p’e® + 2p°e*n(n — 1)(1 — p + pe)" ™2 + My (t)
M) =n(n—1)(n—2)(n — 3)(1 — p+ pe)"4p*e+

3p’e*n(n —1)(n — 2)(1 — p+pe")" > + 2n(n — 1)(n — 2)(1 — p + pe")"*p’e*+
ap*e®n(n — 1)(1 — p + pe)" 2 + MY ().
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Umgjesto t uvrstavamo 0 te za treci @ cetvrti moment binomne slucajne varijable s parametrima

n 1 p dobiwamo

EX? = p’n(n — 1)(n — 2) + 6p’n(n — 1) + 5np
EX* = p*'n(n — 1)(n — 2)(n — 3) + 17p°n(n — 1)(n — 2)+
2p°n(n — 1)(n — 2) + 46p*n(n — 1) + 15np.

b)

Trebamo 1zracunati treci cetvrts moment Poissonova slucajne varijable s parametrom A.

Funkcija izvodnica momenata Poissonove slucajne varijable je Mx(t) = M= Ponovno

moramo izracunati prve cetiri derivacije ove funkcije izvodnice. Vrijeds

(t _ M)”((t) +2)\2 2t )\e -1) 4+ 233t /\(et—1)
M)(f :M),/(/(t)—l—4/\2€2t Met=1) 4 5A3eBtAe’=1) 4 At A(e'~1).

Uvrstavanjem 0 umjesto t dobit cemo rezultate koji su nam potrebni za pronalazak treceg 4

cetvrtog momenta. Treci v cetvrtt moment Poissonove slucajne varijable s parametrom A je

EX3 = A3 4+ 6X%2 4+ 5\
EX* = X* 4 123* + 3932 + 15A.

Mozemo zaklju¢iti da nam za racunanje k—tog momenta neke slucajne varijable treba

funkcija izvodnica momenata te slu¢ajne varijable i njene derivacije.
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