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Sazetak: Kroz ovaj rad upoznajemo i obradujemo Pellove jednadzbe, trazimo njihova
rjeSnja, razmatramo razne slucaje postojanja rjesenja i njihov oblik. Bitnu ulogu u radu ¢ine
i verizni razlomci pomocu kojih takoder mozemo traziti rjesenja ovih jednadzbi. Naposljetku
proucavamo pellovsku jednadzbu, dodajemo nove pojmove i svojstva. Cijeli rad prozet je
primjerima kojima bolje predo¢avamo teoreme i upotrebe odredenih algoritama.

Kljuéne rijeci: verizni razlomci, Pellove jednadzbe, pellovske jednadzbe

Pell’s and Pellian equations

Abstract: Through this paper we will get to know and elaborate Pell’s equations and
look for their solutions. We will consider some cases of the existence of solution and their
form. Continued fractions have an important role in the paper because using them we can
also find solutions for these equation. Finally, we will study Pellian equation with some
new and special concept. Entire paper contains examples that better ilustrate theorems and
applications.

Keywords: continued fractions, Pell’s equation, Pellian equation
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Uvod

Algebarsku jednadzbu s dvije ili vise nepoznanica ¢iji su koeficijenti i rjesenja cjelobrojni
nazivamo diofantska jednadzba. U ovom radu naglasak ¢e biti na posebnom obliku diofant-
skih jednadzbi drugog reda - Pellovim jednadzbama. lako je ovaj tip jednadzbi dobio ime
po Johnu Pellu - engleskom matematicaru, njemu ne mozemo prepisati zasluge za rjeSavanje
ove jednadzbe. Stovise, povijest ovih jednadzbi zapocela je davno prije Pellovog vremena.
Arhimed je jedan od prvih matematicara koji se bavio ovakvim tipom jednadzbi, a poznati
Arhimedov problem stoke u kojem se prebrojavaju krave i bikovi razlic¢itih boja bazira se
na rjesavanju Pellovih jednadzbi. Sredovjekovni indijski matematicar Brahmagupta takoder
je proucavao jednadzbe ovog oblika, te ¢emo i kasnije u radu spomenuti Brahmaguptino
kompoziciono pravilo u obliku propozicije. Tek u 17. stolje¢u Pierre de Fermat izazvao je
poznate europske matematicare da rijese Pellovu jednadzbu, a William Brouncker bio je prvi
kojemu je to poslo za rukom.

Prvo ¢emo se upoznati s veriznim razlomcima - razlomcima zanimljivog izgleda i Siroke
primjene. Kako bismo razvili racionalan broj u verizni razlomak trebat ¢emo se prisjetiti
Euklidovog algoritma, Sto ¢emo dodatno pokazati i na primjeru radi lakseg shvacanja. Pose-
ban znacaj dat ¢emo periodskim veriznim razlomcima koje ¢emo kasnije povezivati s Pellovim
jednadzbama.

Kako i sam naslov rada kaze, glavna tema bit ¢e Pellove jednadzbe. Naucit ¢emo uz
koje uvjete ova jednadzba ima rjesenja, a uz koje nema. Ukoliko jednadzba ima rjesenja,
prirodno nam se postavljaju pitanja poput: “Ima li jednadzba konacno ili beskonacno mnogo
riesenja?”, ili pak "Kojeg su oblika rjesenja?”. Na ta, i na jos puno pitanja dat ¢emo odgo-
vore kroz cijeli rad.

U posljednjem poglavlju obradujemo pellovske jednadzbe - nesto opéenitiji oblik Pellovih
jednadzbi. Proucavat ¢emo njihova rjesenja i vezu s rjesenjima Pellove jednadzbe, te na
primjeru pokazati postupak rjesavanja.



1. Verizni razlomeci

U ovom ¢emo se poglavlju upoznati s veriznim razlomcima, njihovim osnovnim svojstvima
i primjenama. Posebno ¢emo istaknuti periodske verizne razlomke i njihova svojstva vazna
za rjesavanje Pellovih jednadzbi.

1.1. Uvod u verizne razlomke

Neka je a realan broj, te definirajmo ag := |«].

1
Ako je ag # a, neka je @ = ag + — (uoc¢imo da je tada a; = a_lao) ia; = |az].
ag

Ako je a1 # aq, neka je o = a1+ — 1 as = |-
&)
Postupak nastavimo analogno sve dok ne dodemo do prirodnog broja m (ako postoji) takvog
da je a,, = a,,. Tada je
1
o= ag+ (1)

ay +

N
am

i taj izraz nazivamo razvoj broja o u verizZni razlomak.

Napomena 1.1. Razvoj broja o u verizni razlomak je konacan ako i samo ako je o ra-
cionalan broj. U suprotnom, ako je a iracionalan broj, tada je razvoj uw verizni razlomak
beskonacan.

Napomena 1.2. [zraz (1) mozZemo pisati i kao a = [ag, ay, ..., any]. Brojevi ag,ay,...,an
nazivaju se parcijalni kvocijenti.

Primjer 1.1. Razvijmo broj 15% u verizni razlomak.

imamo da je ag = [22] = 3, te oy = a_lao =

163

Prema gore definiranom postupku, za o =

52
5—72. Zatim, a1 =71y = %, as = 2. Nadalje, a3 = 3 i uocavamo da je sada i a3 = ag = 3,

Sto znaci da stajemo s postupkom.

Dakle, zapis broja 15%3 u verizni razlomak je sljededi:

163 3.4 1

g T+—
2 —
+3

163
Kraée, mozemo pisati i o [8.7,2.3].



Prisjetimo li se Euklidovog algoritma, na puno laksi i elegantniji nac¢in mozemo do¢i do par-
cijalnih kvocijenata koji su nam potrebni da bismo racionalni broj razvili u verizni razlomak.

Neka je aw € Q. Tada postoje a € Nib € Z takvi da je o = 2 Imamo:

b=aq +r, 0=nrm <a, (2)
a =11qs + 7o, 0 <7y <1y, (3)
T = T2g3 + T3, O<T3<’I“2,

Thn—o = Tn_1qn + Tn, 0< Tn < Th_1,

Tn—1 = nqn+1- (4)

Uoc¢imo da iz (2) slijedi da je g =q+2iq = LgJ = ag. Iz drugog retka Euklidovog
algoritma, odnosno iz (6) imamo * = ¢ + 2, tj. @2 = [;-] = a1.

Tn—1

ZQn-i-l:LTnJ:am'

Tn—1

Analogno nastavimo, te je iz (4)

Dobivamo da je o = [q1, G2, - - - , Gni1]-

Vratimo li se sada na Primjer 1.1, koriste¢i Euklidov algoritam takoder dobivamo razvoj

broja 3 u verizni razlomak:
J& 55

163=52-3+7,
52="T7-T7+3,
7T=3-241,
2=1:3,
pa je
163
——=13,%,2,8] .
52
Napomena 1.3. Ako je dan razvoj broja o u verizni razlomak, onda se racionalni broj
definiran s
e [ag, a1, ..., a]
an

naziva n-ta konvergenta u razvoju broja o u verizni razlomak.

Vrijede sljedece tvrdnje:

Teorem 1.1. ([2]) Brojevi py, qn, pri cemu je n > 2, zadovoljavaju sljedeée rekurzije:
Pn = QpPn—1 + Pn—2, Po = Gy, P1 = Qpa1 + 17

Gn = OnQn-1+qn—2, Qo =1, q =a;.

Teorem 1.2. ([2]) Za n > 1 vrijedi: pnqn_1 — pn_1qn = (=1)""L.

Korolar 1.1. ([5]) Za n > 1 vrijedi: (pn,qn) = 1.



U gornjim smo razmatranjima ve¢ naveli da razvoj u verizni razlomak moze biti i be-
skonacan, a iduéi teorem govori nam kako tada zapisujemo racionalan broj a.

Teorem 1.3. ([5]) Ako je a € I, onda je

. Pn
lim — = a.
n—-+o0o qn

Tada o pisemo kao: o = [ag, a1, as,...].
Vidimo da kovergente zapravo aproksimiraju broj «, a nas zanima nas koliko ¢e do-

bra ta aproksimacija biti. Sljede¢im zakonom najboljih aproksimacija pronaéi ¢emo
najbolju aproksimaciju od a. Detaljniji raspis ovog zakona uz primjere moze se pronaéi u [5].

Teorem 1.4. ([2]) Za 1 < q < @, p € Z vrijedi:

lag — p|l > |agn—1 — Pn_1] > |agn — Pl -

Uocimo da je tada 22=! najbolja aproksimacija od a.

Sljedeca tvrdnja bitna je za dalje i pozivat ¢emo se na nju nesto kasnije u radu.

Teorem 1.5. ([2]) Neka sup,q € Z,q > 11 |a — g

< #. Tada je g neka konvergenta od c.

1.2. Periodski verizni razlomci

Narednih nekoliko definicija i teorema klju¢ne su za daljnje razumijevanje rada te za lakse
pronalazenje rjesenja Pellovih jednadzbi koje ¢emo obraditi u iduéem poglavlju.

Definicija 1.1. Za beskonacni verizni razlomak [ag, a1, as, . . .| kaZemo da je periodski ako
postoje cijeli broj k > 0 i prirodni broj m takvi da je apin = an, za svaki n > k. Najmanji
takav broj m nazivamo periodom veriznog razlomka i pisemo

[GOa ay, .. ] = [a07 A1y .oy A1, 0k, Ay 15 - - - 7ak+m—1] .
Primjer 1.2. Odredimo razvoj broja /3 u jednostavni verizni razlomak.

Dakle, o = /3, ap = [V3] = 1.

Nadalje,
1 V3+1
V3-1 2

fay = V341, tejear = [an] =2, a3 = Y3t

o = a1:LO{1J:1

Nastavimo li analogno, parcijalni kvocijenti naizmjence ¢e se ponavljati, tj. 11 2 periodski
¢e se ponavljati. Stoga,

V8= [l 1,2 B B = [1L,T2]

Definicija 1.2. Za iracionalan broj o kaZemo da je kvdratna iracionalnost ako je o
korijen kvadratne jednadzbe s racionalnim koeficijentima.

4



Primijetimo, ako je a kvadratna iracionalnost, tada je a oblika aic\/g, pri ¢cemu je b
prirodan broj razli¢it od potpunog kvadrata, a ¢ # 0.

Teorem 1.6. (Euler, Lagrange, [2]) [racionalan broj a ima periodski razvoj u jednostavni
verizni razlomak ako v samo ako je o kvadratna iracionalnost.

Ovaj teorem ne¢emo dokazivati, ve¢ ¢emo samo iskoristiti njegovu konstruktivnost koja
nam daje algoritam za razvoj broja ay = SO’L\[ u verizni razlomak.

Neka je d prirodan broj koji nije potpun kvadrat 1oy = % kvadratna iracionalnost. Za
1 € Ny imamo:

d— S2 i d
a; = oG], Sipn=aiti—s, tia= — Al gy = ﬂ
ti ti—f—l
Ako su s;,t; > 0, onda vrijedi
si+Vd| s+ [Vd]
ti a ti
Iskoristimo ovaj algoritam na sljede¢em primjeru.
Primjer 1.3. Razvijmo broj oy = % u verizni razlomak.
Vidimo da je so = 25, top = 22, d = 53 te |[V53] = 7. Tada je
25+
CLOZI‘OA()J:\‘ le
o d—si _ 53-9
Zatim imamo Sy =agty —Sg=1-22—-25=-3, t = tol =22 =2, te

—

Nadalje je s2 =7, t2=2 i

te S3 = 7, t3 =2k
Uocimo da vrijedi s3 = sy i t3 = t2, pa onda znamo i da mora biti ag = as.
Nastavimo li dalje s algoritmom, dobivat ¢emo jednake rezultate iznova, te zaklju¢ujemo da

a mozemo pisati kao
= 12 Tsls Frne ]y . @ = [l 27] -



2. Pellove jednadzbe

2.1. Upoznavanje s Pellovim jednadzbama

Definicija 2.1. Diofantska jednadzba
2 —dy? =1,
pri cemu je d € N @ d nije potpun kvadrat, naziva se Pellova jednadzZba.

Napomena 2.1. Ako je d cijeli broj za koji vrijedi d < 0 li je d potpun kvadrat, tada gornja
jednadzba ima konacno mnogo rjesenja. Kasnije u radu éemo iskazati i dokazati lemu kojom
tordimo da Pellova jednadzba ima beskonacno mnogo rjesenja u prirodnim brojevima.

Promotrimo sljedece:

Neka je a bilo koji realni broj. Podijelimo interval [0, 1) na ¢ jednakih dijelova tako da je u
svakom podintervalu lijevi rub ukljucen, a desni iskljucen.

Neka je sada y € Z, y > 0, te neka je z najmanji cijeli broj za koji vrijedi x > ay. Tada
imamo
I<e—ay < 1.

Stavljajuéi redom y = 0,1,...,t, prema Dirichletovom principu! dobivamo ¢ + 1 brojeva
oblika x — ay koji svi pripadaju intervalu [0, 1). Kako imamo ¢ podintervala, to barem jedan
podinterval sadrzi barem dva broja oblika x — ay. Shodno tome, postoji prirodan broj h <t
i cijelih brojevi, =,y ,z" ,y" takvi da je

h_l / / h h_l 1" " h
— S Gl Ly —V 58 —ay <.
t t t t
Stavimo iz =2" —2' iy =19  — v, dobivamo
1
|z —ay| < 7 (5)

Ako pretpostavimo da je y' >y, tada je y neki od brojeva 0,1,...,t, te nejednakost (5)
mozemo pisati i kao

i)
——a — (6)
yt
Zbog 1 <y <t dobivamo i
T il
- —al < —. 7
; " (7)

Uoc¢imo da u obje gornje nejednakosti, (5) i (7), mozemo pretpostaviti da su z i y relativno
prosti. Dodatno, ako je a racionalan broj kojeg sada oznacimo s ™, (m,n) = 1, n > 0, tada
nejednadzba (7) ima kona¢no mnogo rjeSenja, jer ako je a # % 1y > 0 imamo

!Dirichletov princip u slaboj formi: ”Ako n + 1 predmeta rasporedimo u n kutija, tada bar jedna kutija
sadrzi bar dva predmeta.”



&
— — @

Yy
Stoga, ako vrijedi (7) , onda je y < n.

Dakle, ako je a racionalan broj, onda nejednadzba (7) ima kona¢no mnogo rjesenja, dok ¢emo
u iducem teoremu dokazati da, ukoliko je a iracionalan, ista nejednadzba ima beskonacéno
mnogo rjesenja.

i m

Yy n

_ :|nm—my|>i

ny ny

Teorem 2.1. ([4]) Ako je a iracionalan broj, tada nejednadzba

1
< . (8)

x
——a

o

1ma beskonacno mnogo rjesenja za relativno proste cijele brojeve x 1 y.

Dokaz. Neka je t; prirodan broj. Prema nejednakosti (6) i komentaru ispod, postoje relativno
prosti cijeli brojevi x1,y; za koje je

1
Yty

x
— —al <

W

=

gdje je 1 < y; < t;. Kako je a iracionalan broj, slijedi da je 1, # 0. Tada odaberemo
prirodni broj ¢ty > nll i odredimo par relativno prostih cijelih brojeva x5, ys za koje je
< L < I <

— 1,

Yyalo — 1o 7
gdje je 1 < yy < ty. Analognim postupkom dolazimo do beskonaéno rastuceg niza pozitivnih
brojeva

X2

= ——=—a

7’}1>f)72>...>7’h->...’
¢ime je dokazana tvrdnja teorema.

|

Lema 2.1. ([4]) Neka je d prirodan broj koji nije potpun kvadrat. Tada postoji beskonacno
mnogo parova prirodnih brojeva (x,y) koji zadovoljavaju nejednadzbu

|x2 —dy2‘ <1+42Vd.

Dokaz. Bududi da d nije potpun kvadrat, V/d je iracionalan broj, pa po Teoremu 2.1 postoji
beskona¢no mnogo parova prirodnih brojeva (z,y) za koje je

Nadalje, vrijedi

1
§+¢a‘:\§_¢3+m‘<?+m,

pa je
1
|x2—dy2\:’w—y\/&‘-‘x+y\/&‘ <?+2\/Zi<1+2\/c_i.



Teorem 2.2. ([4]) Ako je d prirodan broj koji je razli¢it od potpunog kvadrata, tada postoji
barem jedan par prirodnih brojeva (x,y) koji zadovoljava Pellovu jednadzbu z* — dy? = 1.

Dokaz. Prvo uo¢imo da prema Lemi 2.1 postoji barem jedan cijeli broj k # 0 takav da je
r? — dy? =k,

za beskonaéno mnogo parova (,y), odnosno, cijelih brojeva sa svojstvom |k| < 1+2v/d ima
konacno mnogo. Od tih beskona¢no mnogo parova (z,y), postoje barem dva para (z1,y;) i
(x2,y2) koji zadovoljavaju kongruencije

Ty =12y (mod |k]) i y1 =y (mod |k|). (9)

Ostatke modulo |k| brojeva x1, Ts, Y1, y» mozemo kombinirati na k* nacina. Stoga, mozemo
pretpostaviti da vrijedi
o] — dyi = @3 — dy; = k, (10)

pri cemu 1, 9, Y1, Yo zadovoljavaju kongruencije (9). Sada imamo
(1 — yl\/g)(@ i 312\/@ = 7172 — Y1yed + (T1y2 — 9623/1)\/3.
Iz (9) i (10) dobivamo

11Ty — Y1Yod = mf - y%d =0 (mod |k|),
T1Ye — Toy1 = x1y1 — 11 =0 (mod |k]).

Dakle, vrijedi

T1T9 — Y1yod = kp,
T1Y2 — T2y1 = kq,

gdje su p i q cijeli brojevi. Uoc¢imo da sada vrijedi i sljedece:

(z1 — y1Vd) (22 + y2Vd) = k(p + gV d),
(1 + V) (22 — y2Vd) = k(p — ¢Vd).

Mnozenjem ovih jednakosti clan po ¢lan dobivamo
(x1 — dyy)(z; — dy;) = k* = K*(p* — dg?).

Dakle, p* — dg* = 1. Trebamo dokazati da je ¢ # 0. Pretpostavimo suprotno, tj. ¢ = 0.
Sada imamo da vrijedi z1ys = xoy1, p = %11

(21 — y1Vd) (w3 + y2Vd) (23 — y2V/d) = £h(22 — 12V d).
Dijeljenjem prethodnog izraza s k dobivamo
Ty — yl\/g = j:(l’g — y2\/8)

Sto implicira x; = +x9 1 y; = £y,. Kako mi mozemo birati proizvoljne |x1| # |z5| dolazimo
do kontradikcije, te je teorem dokazan.



Ako cijeli brojevi x i y zadovoljavaju Pellovu jednadzbu z? — dy? = 1 tada kazemo da je
broj = + yv/d rjesenje te jednadzbe. Ekvivalentno je reé i da je uredeni par (z,vy) rjesenje
jednadzbe.

Dva rjesenja x4+ yvd i ' +1y V/d jednaka su ako je z = 2" iy = y . Za rjeSenje = +1y'V/d
kazemo da je veée od rjesenja z 4+ yv/d ako vrijedi =’ +y'Vd > z 4+ y/d.

Najmanje rjesenje (z,y) € N x N nazivamo fundamentalno rjesenje jednadzbe.

Teorem 2.3. ([4]) Pellova jednadzba

?—dy’ =1 (11)

ima beskonacno mnogo rjesenja u prirodnim brojevima. Ako je (x1,y1) fundamentalno
rjesenje, onda su sva rjesenja dana formulom

Tn + yn\/8 = (xl I 2/1\/6_1>n7 ne N7 (12)

gdje je

N n n—2k+1_ 2k—1 jk—1
yn—Z(Qk_l)ml yl d .

Dokaz. 1z (12) ocito slijedi

Ln — yn\/a = (#1— yl\/g)ny
pa mnozenjem ove jednadzbe i (12) dobivamo
xh — dys = (Tn + yn\/8>($n - yn\/g) = (a3 —dy})" =1,

iz ¢ega je jasno da je (z,,y,) rjeSenje jednadzbe (11).

Pretpostavimo da je (u,v) € N x N rjesenje jednadzbe (11) koje ne zadovoljava (12). Tada
postoji priorodan broj m takav da je

(. +- y1\/g)m <u+vVd< (z1 + yl\/a)m-u’

odnosno

Tn + ynVd < u +vVd < (2n + yoVd) (21 + 11 Vd).
Mnozenjem prethodne nejednakosti s 2, — y,\/d dobivamo
1 < (u+vVd)(z, — yoVd) < 2, + 1 Vd. (13)

Stavimo li

(u + vVd)(zn — yuVd) = z + yVd,

pri ¢emu je z = ux, — vyY,d i y = vT, — uY,, dobili bismo i da je

(u—vVd)(zn + yaVd) = x = yVd,

9



te mnozenjem zadnje dvije nejednakosti imamo
1= (u® — dv?)(2? — dy?) = 2° — dy/°.
Slijedi da je (x,y) rjesenje jednadzbe (11). Sada, po (13), imamo da je
T+ y\/a > 1,

Takoder imamo i

0<$—y\/_—4
z +yvd

Nejednakost (13) sada povlaci da za rjesenje (x,y) vrijedi (z,y) < (z1,y1), Sto nije moguce
jer je (z1,7;) fundamentalno, odnosno najmanje rjesenje, te dolazimo do kontradikcije.

O

Propozicija 2.1. (Brahmaguptino kompoziciono pravilo, [3]) Ako su (z1,vy1) i (22,Yy2)
rjesenja Pellove jednadzbe x? — dy* = 1, tada je i (x3,y3) = (T1y1 + dy1y2, T1yo + Toy1)
takoder rjesenje.

Dokaz. Uocimo kako je (z; + ylf)($2 + yoV/d) = 2125 + Y1y2d + (2192 + T2y1) V.
Znamo da vrijedi 22 —dy? = 1i23—dy3 = 1jersu (z1,y1) i (z2, y2) rjesenja Pellove jednadzbe
—dy? = 1, te iz toga slijedi

1= (2] — dy) (25 — dy3).
Raspisemo li malo ovaj izraz dobivamo

= (21 — y1Vd) (21 + y1Vd) (22 — y2Vd) (22 + y2Vd)

= (21 — y1Vd) (22 — y2Vd) (21 + y1Vd) (22 + y2Vd)

= (2172 + Y1Y2d — \/7(5513/2 + 2oy1) ) (2172 + Y1y2d + \fd(Z'l?D + z231))
= (2122 + y112d)* — d(1y2 + z231)?

517 d?/?,a

pa slijedi i da je (z3,y3) rjesenje Pellove jednadzbe z? — dy? = 1.

2.2. Veza Pellovih jednadzbi s veriznim razlomcima

Trazenje fundamentalnog rjesenja Pellove jednadzbe ponekad moze biti trivijalno, uvrstavamo
redom y = 1,2, 3,... i provjeravamo je li 1+dy? potpun kvadrat. Medutim, u veéini slucajeva
trebali bismo se dosta pomuciti ukoliko bismo trazili rjeSenje na ovaj nac¢in. Primjerice, za
d = 97 fundamentalno rjesenje je 62809633 + 63773531/97.

Lakse i u¢inkovitije je traziti rjeSenja pomocu algoritma, tj. koristenjem razvoja iracionalnog
broja v/d u verizni razlomak.

U nastavku éemo ¢esto spominjati razvoj broja v/d u verizni razlomak, pa ¢emo prvo navesti
teorem u kojem prikazujemo kako zapravo izgleda taj razvoj.
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Teorem 2.4. ([5]) Neka je d prirodan broj koji nije potpun kvadrat. Tada razvoj broja v/d
u verizni razlomak ima oblik

\/g = [a07a17a27 e aa27a172a0]'

Primjer 2.1. Pogledajmo primjere razvoja nekih prirodnih brojeva u verizni razlomak i obra-
timo pozornost na njihov oblik koji je naveden u prethodnom teoremu.

N

2, TT,1,4),
43T 31,2,8],
5,3,2,3,10)
5,1,4,1,10) .

S99
=] 00| ©
Il

Teorem 2.5. ([4]) Neka je d prirodan broj koji nije potpun kvadrat i neka je Z—: konvergenta

u razvoju broja \/d u verizni razlomak. Tada su sva rjesenja u prirodnim brojevima jednadzbe
w?—dy® =1
oblika x = p,, y = p,, za neki prirodan broj n.

Dokaz. Neka je (z,y) € N x N rjesenje jednadzbe 22 — dy? = 1. Ovu jednadzbu mozZemo
zapisati i kao

(z — yVd)(z +yVd) = 1.
Dijeljenjem gornjeg izraza s y(z + yv/d) dobivamo

:U—y\/a_ 1
vy yle+yvVd)

> 1f). (14)

Kako je 2 — yv/d > 0, odnosno z + yvd > 2yv/d > 2y, slijedi da je

1 - 1
x+y\/3 2y’

Uoc¢imo da sada iz (14) slijedi

_royd @ a1

0

y y 2y%’

Podsjetimo li se prethodnog poglavlja i Teorema 1.5, zaklju¢ujemo da je 5 neka konvergenta

od V/d.

O
Napomena 2.2. Uocimo da prethodni teorem mozZemo iskoristi © ukoliko itmamo jednadzbu
oblika x* — dy* = —1. Slicnim postupkom kao u dokazu Teorema 2.5 dobili bismo da vrijedi
Y 1 il
0< = - —=<—
® ofd 2af



pa zakljucujemo da je £ konvergenta od %.

Stovise, kako je % < 1, uocavamo sljedecu vezu izmedu razvoja brojeva \/d i % u veriZni

razlomak:

i
ﬁ:[o’ao,al,...], \/g:]a()val?"‘]'

Dakle, ako je £ n-ta kovergenta u razvoju w verizni razlomak od \/LE’ tada je % (n —1)-va
konvergenta u razvoju broja \/d w verizni razlomak.

Iduéi teorem cesto koristimo u zadacima, a govori nam kojeg su oblika rjesenja jednadzbe
(ukoliko jednadzba ima rjesenja), ovisno o tome je li period paran ili neparan.

Teorem 2.6. ([2]) Neka je r duljina perioda, a Z—: n-ta konvergenta broja v/d u razvoju u

verizni razlomak.

e Ako je r paran, onda jednadzba x* — dy* = —1 nema rjesenja u prirodnim brojevima,
dok su sva rjesenje jednadzbe x? — dy? =1 dana s * = ppr_1, Y = Gnr—1, 2a 1 € N,

e Ako je r meparan, onda sva rjesenja u prirodnim brojevima jednadzbe x* — dy* = —1
dana 8 T = ppr_1, Y = Gur—1, 2a neparan n € N, a sva rjesenje jednadzbe x> — dy? = 1
dana su S T = Pur—1, Y = Qur—1, 26 paran n € N.

Ovaj teorem ne¢emo dokazivati, ali éemo na idu¢em primjeru demonstrirati njegovu uporabu.

Primjer 2.2. Nadimo sva rjesenja u prirodnim brojevima jednadzbi x* — 3y*> = +1 sa
svojstvom 0 < z < 100.

Prema Primjeru 1.2 znamo da je v/3 = [1,1,—2], iz cega vidimo da je period r = 2. Kako
je period paran, to jednadzba z? — 3y?> = —1 nema rjeSenja u prirodnim brojevima.

Sva rjesenja jednadzbe 22 — 3y? = 1 u prirodnim brojevima su oblika

T = Poan—-1, Y = qon—-1-

Redom uzimamo prirodne brojeve za n i trazimo rjesenja. Prvo ¢emo naci fundamentalno
rjeSenje i potom ostala.

Zan =1 imamo x; = pi, y1 = ¢qi. Zapisemo li sada prvu konvergentu broja v/3 kao

1 2
28 if=ips=2

N ¢ 11

dobivamo
1 = 2, Y1 = i,

Dakle, (2, 1) je fundamentalno rjesenje, pa su po Teoremu 2.3 sva rjeSenja jednadzbe dana s
Tn + YnV3 = (2 +V3)".
Zan=2je o4+ 1V3=(24+V3)?=7+4V3, iz cega slijedi da je

.I‘Q:7, y2:4
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Ponavljamo postupak dok ne dobijemo x > 100.

Zon=3je z3+ysvV3=(2+v3)>=26+15V3, te
r3 =26, y3=15.

Zan =4 imamo x, + y,V/3 = (2+ \/3)4 = 97 + 564/3, odnosno
s =97, Y3 =956,

Ocito ¢e biti z5 > 100, pa ovdje stajemo s algoritmom i nasa rjesenja su (2, 1), (7,4), (26, 15)
i (97,56).

U ovom smo primjeru rjesenja trazili preko konvergenti i formulom koju smo veé¢ naucili,
a sada ¢emo iskazati i dokazati teorem koji zadaje rekurzivne relacije vezane za rjesavanje
Pellovih jednadzbi, te ¢emo na istom primjeru potraziti rjesenja drugom metodom.

Teorem 2.7. ([4]) Neka je (z,,yn), n € N, niz svih rjesenja Pellove jednadzbe x* —dy?* = 1,
te neka je (zo,yo) = (1,0). Tada vrijedi

Tnto = 201Tp41 — Tny  Ynt2 = 2T1Yny1 — Yn, 1 =>0.
Dokaz. Ve¢ smo pokazali da vrijedi z,, + yn\/g = (1 +wy \/g)” Sada imamo

Tpy2 + 3/n+2\/a = (Tnq1 + Yt \/g) (z1 +m \/ﬁ),
Tn + yn\/g — ($n+1 g yn+1\/a)(x1 - yl\/g)-

Nadalje je
B = Bilnyd + 1Y 115
Ty = L1%ny1 — Ah1Yn + 1,

iz cega zbrajanjem dobivamo
D pn = 2By — B
Analognim postupkom dobijemo i da vrijedi y,12 = 221Ypn11 — Yn.

]

Vratimo se sada na Primjer 2.2. Ve¢ smo rekli da je period paran, sto povlaci da jednadzba
2? — 3y? = —1 nema rjeSenja u prirodnim brojevima. Najmanje rjeSenje Pellove jednadzbe
2?2 —3y? =1je (x1,y1) = (2,1). Sada prema prethodnom teoremu raéunamo ostala rjesenja.

7,=2-2-2-1="1, Yo=2-2-1—0=4,
T3=2-2-7—2=26, ys=2-2-4—1=15,
7,=2-2-26—7=097, ya=2-2-15—4 = 56.

Za w5 dobivamo broj veéi od 100. Dakle, jednadzba z? — 3y? = 1 ima 4 rjeSenja, a to su
(2,1),(7,4),(26,15), (97, 56).
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Primjer 2.3. Pronadimo sva rjeienja u prirodnim brojevima jednadzbi x* — Ty* = +1 za
koja vrijedi 1 < x < 2000.

Iz Primjera 2.1 znamo da je /7 = [2, 1.1, 1,4}, te je period paran, r = 4. Zbog parnog

perioda, jednadzba x? — Ty* = —1 nema rjesenja.

Najmanje rjesenje jednadzbe z? — 7y? = 1 je (z1,y1) = (8, 3).

Nadalje, imamo 29 =2-8 -8 — 1 =127, yo = 2-8 -3 — 0 = 48, te je ve¢ x3 = 2024 > 2000.
Zakljuéujemo da su (8,3) i (127,48) rjesenja jednadzbe 22 — Ty* = 1, uz uvjet 1 < z < 2000.
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3. Pellovske jednadzbe

U prethodnom poglavlju promatrali smo Pellovu jednadzbu 2% — dy? = 1, a sada ¢emo stvari
progiriti, odnosno promatrat ¢emo jednadzbe u nesto opéenitijem obliku. Cak smo veé i
ranije, u Teoremu 2.6, spomenuli jednadzbu z? — dy? = —1, te uvjet za postojanje i oblik
rjesenja.

3.1. Fundamentalna rjesenja pellovske jednadzbe

Definicija 3.1. Jednadzba oblika
o —dy? =k, (15)

gdje su k v d prirodni brojevi v d nije potpun kvadrat, naziva se pellovska jednadzba.

Pretpostavimo da jednadzba (15) ima cjelobrojnih rjeenja i da je u+v+v/d njezino rjesenje.
Ako je = + yv/d rjesenje Pellove jednadzbe 22 — dy® = 1, tada je

(u+ vVd)(z + yVd) = uz + vyd + (uy + vz)Vd

takoder rjeSenje jednadzbe (15). U ovom slucaju kazemo da je su rjeSenja x + yv/d i
u + vv/d asocirana. Skup svih asociranih rjesenja nazivamo klasom rjesenja jednadzbe
(15). Prema Teoremu 2.3 svaka klasa sadrzi beskonacno mnogo rjesenja.

Moguce je provjeriti pripadaju li dva rjesenja x+ y\/;i i ' +y'v/d istoj klasi. Treba uociti
da je nuzan i dovoljan uvjet asociranosti rjesenja taj da su ova dva broja

zr —yyd | yr —ay
— 1 —
k k

cijeli brojevi.

Ako je K Kklasa koja se sastoji od rjesenja x; + y;v/d,i = 1,2,3,..., ocigledno rjesenja
z; —y;V/d,i=1,2,3,..., takoder ¢ine klasu rjesenja koju mozemo oznaciti s K. Za klase K
i K kazemo da su konjugirane. Konjugirane klase veéinom se razlikuju, no ako se podu-
daraju tada govorimo o dvoznaénoj klasi.

Od svih moguéih rjesenja klase K, odaberimo rjesenje z* + y*v/d tako da je y* najmanji
nenegativan broj koji se nalazi u klasi K. Ako K nije dvozna¢na klasa, tada je y* jed-
noznacno odreden. Ako je K dvoznacna, onda ¢e y* biti jednoznaéno odreden ako vrijedi
y* > 0. Rjesenje z* + y*v/d definirano na ovaj nacin je fundamentalno rjesenje klase.

Dodatno, uoc¢imo kako |z*| poprima najmanju moguéu vrijednost u klasi K. Slucaj kada
je * = 0 moze se dogoditi samo ako je klasa dvoznacna. Ako je k = %1, postoji samo jedna
klasa i ona je dvoznacna.

Teorem 3.1. ([4]) Ako je x + yv/d fundamentalno rjeienje klase K jednadzbe

? —dy? =k, (16)
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te ako je uy+v1\/d fundamentalno rjesenje od u®—dv? = 1, onda vrijede sljedece nejednakosti

0<y< —2, (17)
1
0< |z < §(u1 + 1)k. (18)

Dokaz. Ukoliko nejednakosti (17) i (18) vrijede za klasu K, onda vrijede i za konjugiranu
klasu K. Tada mozemo pretpostaviti da je x pozitivan. Vrijedi

Uy — dyv; = xuy — \/(:1:2 —k)(u? —1) > 0. (19)

Neka je
(z + yVd)(u; — vy Vd) = zuy — dyvy + (uyy — v12)Vd

rjesenje koje pripada istoj klasi kao i  + yv/d. Kako je = + yv/d fundamentalno rjesenje
klase, te je po (19) zu; — dyv; pozitivan, dobivamo

xuy — dyvy > x. (20)
Iz ove nejednakosti slijedi nam
22 (uy — 1)? > dyvf = (22 — k) (u2 — 1)

ili
U1—1 k
S = —y
w +1 7>

te konac¢no imamo !
a2 < §(u1 + 1)k.

Ovime smo dokazali nejednakost (18), a iz (18) lako se dode do (17), ¢ime je teorem dokazan.

O

Primjenimo ovaj teorem na sljede¢em primjeru.

Primjer 3.1. Nadimo fundamentalna rjesenja jednadzbe x* — 3y* = 37.

Prema Primjeru 2.2 fundamentalno rjesenje jednadzbe u? — 3v? =1 je (u1,v1) = (2,1).
Koristeci prethodni teorem dobivamo da vrijedi

O§y<L\/— \/ 7 < 2.4833,

T/ 2(up + 1) 4/ 2

odnosno 0 <y < 2.

Za x imamo

1 1
] = \/§(u1 + 1)k < \/5(2 + 1)37 < 7.4498,

odnosno |z| < 7.
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Sada provjerimo za koje y = 0, 1,2 pocetna jednadzba ima rjeSenja.

Za y = 0 dobijemo x? = 37, tj. za y = 0 jednadZba nema rjeSenja.

Sli¢no, za y = 1 imamo 2? = 40, pa ni za y = 1 jednadzba nema rjesenja.

Za y =2 je x2 = 49, odnosno x = +7.

Dakle, fundamentalna rjesenja polazne jednadzbe su (7 4+ 2v/3) i (=7 + 2v/3).

Ukoliko imamo jednadzbu oblika 2% — dy* = —k, gdje su, kao i ranije, k i d prirodni brojevi
i d nije potpun kvadrat, onda vrijedi teorem vrlo slican prethodnom:

Teorem 3.2. ([4]) Ako je = + yv/d fundamentalno rjesenje klase K jednadzbe
2 — dy® = —k,

te ako je ui+v1Vd fundamentalno rjesenje od u?—dv? = 1, onda vrijede sljedeée nejednakosti

0<y< m\/%’ (21)
0< |z < %(ul ~ )k (22)

Dokaz. Analogno kao i u Teoremu 3.1.

3.2. Rjesavanje pellovske jednadzbe

U ovom dijelu pokazat ¢emo kako se generiraju rjesenja pellovske jednadzbe. Kao posljedica
dva teorema iz prethodnog potpoglavlja slijedi tvrdnja:

Teorem 3.3. ([4]) Ako su d i k prirodni brojevi, gdje d nije potpun kvadrat, tada diofantske
jednadzbe x* — dy* = k 1 22 — dy? = —k imaju konacno mnogo klasa rjesenja. Fundamen-
talna rjesenja svih klasa mogu se pronaci u konacno mnogo pokusaja pomocu nejednakosti iz
Teorema 3.1 1 Teorema 3.2.

Ako je z1 + y1Vd fundamentalno rjesenje klase K, onda su sva rjesenja x +yvd iz K dana
formulom

z +yVd = (21 +yVd)(u+vVd),

gdje u 4+ vV/d prolazi kroz sva rjesenja jednadzbe x? — dy? = 1.
Diofantska jednadzba x* — dy? = k, odnosno x> — dy* = —k, nema rjesenja ukoliko ne postoji
rjesenje koje zadovoljava nejednakosti (17) i (18), odnosno (21) i (22).

Ukoliko primjenimo prethodno iskazani teorem i Teorem 2.3 na Primjeru 3.1, dobivamo
beskona¢no mnogo rjesenja jednadzbe 22 — 3y = 37 dana s

Tn + YaV3 = (T4 2v3)(2+ V3)", n e N,
Tn+ynV3=(-T+2V3)(2+V3)", neN

Kombinirajué¢i Teorem 3.1 i Teorem 3.2 uz dodatne uvjete dolazimo do sljedeé¢eg teorema.
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Teorem 3.4. ([4]) Ako je p prost broj, jednadzba oblika
v? —dy* = +p (23)

ima najvise jedno rjesenje x4+ yv'd u kojem z iy zadovoljavaju nejednakosti (17) i (18), ili
(21) i (22), pri cemu je x > 0. Ako je jednadzba (23) rjesiva, ona ima jednu ili dvije klase
rjesenja, ovisno o tome je li 2d djeljiv s p ili nije.

Dokaz. Pretpostavimo da jednadzba (23) ima dva rjesenja i da su to z +yvd i z1 4+ y1V/d,
te da oni zadovoljavaju uvjete teorema. Brojevi z, vy, x1,y; su nenegativni. Iz jednadzbi

® —dy* =+p, 2} —dyi = +p, (24)
dobivamo
oy} — 27y’ = 1p(y; — v,
te

zyy = 1y (mod p). (25)

Nadalje, mnozenjem jednakosti (24) ¢lan po ¢lan dobivamo

(zz1 F dyy)® — d(zys F 21y)* = p,

(i)' y(mEan)' -
p p

Kvadrati na lijevoj strani jednakosti (26) cijeli su brojevi ukoliko je zadovoljena kongruencija
(25

tj.

Ukoliko je zy; F 1y # 0, iz (26) i énjenice da je uy + v1V/d fundamentalno rjesenje, za-
kljucujemo da je

|zy1 F 21y| > vip.
S druge strane, primjenjujuéi nejednakosti (17) i (18), ili (21) i (22) dobivamo

|zy1 F 1y| < vip,

te dolazimo do kontradikcije i time je dokazan prvi dio teorema. Dokaz drugog dijela moze
se pronadi u [4].
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