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Sazetak

U ovom radu razmatrat ¢emo Napoleonov teorem. Ukratko ¢emo se upoznati s povijeséu
ovog teorema i navesti nekoliko dokaza ove poznate tvrdnje. Najprije ¢emo se susresti s
trigonometrijskim dokazom, zatim dokazom pomocéu kompleksnih brojeva. Na kraju ¢emo

navesti i planimetrijski dokaz ove tvrdnje.

Kljucne rijeci

trokut, jednakostrani¢an trokut, Napoleonov teorem, teziste trokuta.

Napoleon’s theorem

Summary

In this paper we will consider Napoleon’s theorem. We will briefly get acquainted with
the history of this theorem and mention several proofs of this well-known claim. First we
will encounter with trigonometric proof, then with proof using complex numbers. In the end

we will mention the planimetric proof of this claim.
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Uvod

U ovom radu razmatrat ¢emo teorem, nazvan po samom Napoleonu, koji kaze da ako
nad stranicama trokuta konstruiramo jednakostrani¢ne trokute prema van ili unutra, onda

sredista tih trokuta odreduju jednakostrani¢ni trokut.

U literaturi postoji veliki broj dokaza Napoleonovog teorema, a mi ¢emo u ovom radu
razmotriti nekoliko dokaza. U trigonometrijskom dokazu korisStenjem znanja o teziSnici i
kosinusovog poucka, preko povrsine trokuta, dolazimo do trazene tvrdnje. U literaturi su
Cesti dokazi ovog teorema koristenjem kompleksnih brojeva pa ¢emo se baviti i tom vrstom

dokaza. U planimetrijskom dokazu se koristi poznati Pitagorin teorem.



1 Iz povijesti Napoleonovog teorema

Napoleon Bonaparte (1769.-1821.), francuski vladar i vojskovoda, ostavio je trag u povi-
jesti svojim osvajackim pohodima i revolucionarnim pothvatima. Osim po moénom vladanju
poznat je i po reformama koje su pozitivno utjecale na ekonomiju, politiku i skolstvo tadas-
njeg sustava.

Jos kao djecak pokazivao je talent za matematiku, a skolujuci se za topnickog ¢asnika na voj-
noj akademiji uvelike se zainteresirao za geometriju. Kao ponosni ¢lan Francuskog instituta,
vodeceg znanstvenog drustva Francuske, bio je u dobrim odnosima s nekoliko danas poznatih
i vaznih matematicara, Lagrangeom, Laplaceom, Fourierom i mnogim drugim znanstveni-
cima toga vremena. Zapravo, postoji prica da prije nego $to je postao vladar Francuske,
upustio se u raspravu s velikim matematicarima Lagrangeom i Laplaceom sve dok mu ovaj
nije rekao, strogo: ,Posljednje sto Zelimo od vas, generale, je pouka iz geometrije." Laplace
je postao njegov glavni vojni inZenjer ([5]).

Jednom prilikom je, ¢itajuéi knjigu o geometrijskim konstrukcijama talijanskog matemati-
¢ara Lorenza Mascheronija, postavio zadatak kolegama: Kruznicu, poznatog sredista, treba
podijeliti na cetirt jednaka dijela koristeéi samo Sestar. (rjeSenje moZzemo pronaéi u [1], str.
147)

U ovom radu bavit éemo se Napoleonovim teoremom koji tvrdi da ako nad stranicama danog
trokuta konstruiramo jednakostrani¢ne trokute, onda njihova sredista odreduju jednakostra-
nic¢an trokut. Ovaj teorem pripisuje se Napoleonu, iako neki autori iskazuju sumnju u to
te napominju da postoji moguénost njegovog nedovoljnog poznavanja geometrije za ovakav

teorem.

Slika 1: Napoleon Bonaparte



2 Napoleonov teorem

Teorem 1. Ako nad svakom stranicom trokuta konstruiramo jednakostranicne trokute prema
van (ili unutra), onda su sredista tako dobivenih trokuta vrhovi jednog jednakostraniénog

trokuta (Slika 2).

Slika 2: Geometrijska interpretacija Napoleonovog teorema

U literaturi se ¢esto trokut ¢iji su vrhovi sredista jednakostrani¢nih trokuta konstruiranih
izvana, nad stranicama trokuta ABC, zove vanjski Napoleonov trokut trokuta ABC'. Ana-
logno, ako su jednakostrani¢ni trokuti konstruirani unutar, nad stranicama trokuta ABC,

njihova sredista su vrhovi unutarnjeg Napoleonovog trokuta.

2.1 Trigonometrijski dokaz

U ovom dijelu rada razmatrat ¢emo dokaz Napoleonovog teorema koristenjem trigono-
metrije ([2]).

Nad stranicama trokuta ABC' konstruiramo jednakostrani¢ne trokute sa sredistima P,
R i S. Trebamo dokazati da je trokut PRS jednakostranic¢an.
Promatramo trokut APS oznacen na Slici 3.

Znamo da teziste trokuta dijeli tezisnicu u omjeru 2:1, odnosno teziste je od vrha trokuta
udaljeno % duljine tezisnice. Kako je u ovom slucaju rije¢ o jednakostrani¢nim trokutima,

teziSnica i visina trokuta se podudaraju pa vrijedi

AP = 2,
3
2
|SA|2 = g'Ub,

gdje su v, 1 v, duljine visina jednakostrani¢nog trokuta s duljinama stranica b, odnosno c, a



Slika 3

poznavajuéi formulu za duljinu visine trokuta dobivamo

2 V3 V3

|AP|2 g —C_?C
ISAP2 = § £b—%b

Takoder, pravac na kojem lezi visina jednakostrani¢nog trokuta je ujedno i simetrala kuta
pa slijedi da su LSAC = ZBAP = 30°.

Sada, primjenom kosinusovog poucka na trokut PSA dobivamo sljedece
|PS|? = |SA]® + |AP|* — 2|SA||AP| cos(a + 60°),
tj.
1 1

2
|PS|2 = §b2 -+ 562 — gbCCOS(OK + 600).

Pomnozimo li prethodnu jednakost s 3 dobivamo
3|PS|? = b* + ¢* — 2bccos(a + 60°).

te koristeci adicijsku formulu za kosinus slijedi

3|PS|2 = b + ¢® — becos o + /3besin . (1)
Prema kosinusovom poucku za trokut ABC' vrijedi

B2 )
bccosa:%, (2)

a prema formuli za povrsinu trokuta ABC' imamo Px = bcs% odakle slijedi

besina = 2Pa (3)



pa uvrstavanjem (2) i (3) u (1) dobivamo

B P
MPﬂ2:§+m?——i%TJL+2¢@i,
odnosno ’
aPﬂ2:§m?+¥+c%+2%ﬂg
Zbog simetri¢nosti po a, bic je |PS| = |SA| = |AP| paslijedi da je AAPS jednakostranican.
U
2.2 Dokazi pomocéu kompleksnih brojeva

U ovom dijelu rada razmatrat ¢emo dokaze Napoleonovog teorema pomocéu kompleksnih
brojeva ([3]).
Neka su A, B i C' kompleksni brojevi koji predstavljaju vrhove trokuta smjestenog u

koordinatni sustav tako da mu je teziste u ishodistu.

Slika 4: Trokut u koordinatnoj ravnini

Pretpostavimo da je
A+B+C=0.
Neka je d = €'5 = 1+;_\/§ Mnozenje s d predstavljat ¢e nam rotaciju za 60° u pozitivhom
smjeru. Vrijedi d® = —1.
Konstruiranjem jednakostrani¢nih trokuta na stranicama trokuta ABC' za kompleskne
brojeve D, E i F, koji predstavljaju vrhove konstruiranih jednakostrani¢nih trokuta, dobi-

vamo:
D=A+d(B- A),

E =B+d(C - B),
F=C+dA-0).



Slika 5: Vizualizacija dokaza pomoc¢u kompleksnih brojeva

Teziste trokuta ADB dobivamo iz izraza
2A+ B+d(B—-A)
B = 3 )

Analogno, tezista trokuta BEC i CF A su redom
2B+C+d(C - B)
SE = 3 )
20+ A+d(A-C)
Sy = 3 ,

Sada moramo dokazati da je trokut SpSgSr jednakostranican. Odredimo duljine njegovih

B+C—24+d(C+A-2B)

stranica:
SpSg =S5 —Sp = .
SESFZSF—SE:C+A_QB+BCZ(A+B_QC) @
SFSD:sD_sF:A+B—2C+3d<B+O—2A)'
Oznacimo
XD:W’ XE:M#? XF:A—FB#_QC

pa (4) jednostavnije mozemo zapisati kao
SpSe = Xg + dXF,

SgSr = Xr+dXp,
SrSp = Xp +dXE.



Dobili smo trokut XpXgXp koji je u odnosu na ASpSgSg, zbog d, rotiran za 60° u pozi-
tivnom smjeru oko ishodista. Ako su ti trokuti jednakostrani¢ni, rotacijom AXpXpXp za
120° vrh Xp trebao bi se poklopiti s vchom Sg, Xg s vchom Sr te Xg s vthom Sp.

Zato nam preostaje provjeriti vrijedi li
d*(Xg +dXp) = Xp + dXg.
Znamo da je d®> = 1 pa imamo
&*Xp— Xp = Xp +dXg.
Nadalje, analogno prethodnim razmatranjima, Xp + Xg + Xp = 0 i vrijedi
*Xg+Xp+ Xp = Xp +dXg

Sto implicira kvadratnu jednadzbu d? — d + 1 = 0 koja je zadovoljena za d pa slijedi da je
trokut XpXgXp, odnosno SpSgSF jednakostranican. O

Dokaz pomocu kompleksnih brojeva mozemo izvesti i na nesto jednostavniji nacin ([4]).
Neka je trokut ABC smjesten u koordinatnoj ravnini i neka su nad njegovim stranicama
konstruirani jednakostrani¢ni trokuti ABC}, BCA; i CAB;y. Vrhove svih trokuta proma-
tramo kao kompleksne brojeve. Neka j oznacava rotaciju za 120° u pozitivhom smjeru. Tada
je 73 = 11 kako je j # 1 vrijedi j2 + j + 1 = 0. Kako su trokuti AABC;, ACAB; i ABC A,

jednakostranic¢ni vrijedi

A+jB+j%C =0,
C+jA+j°B =0,
B+ jC+ J%A; =0,

dok sredista tih trokuta redom ra¢unamo na sljedec¢i nacin

P:A—i-B;—I—C'l’
C+A+B

R:%,
B A

5:%

Da bi trokut s vrthovima P, R i S bio jednakostrani¢an mora vrijediti P + jQ + j2R = 0.
. . L, L,
P+jQ+j°R = S(A+B+C)+3j(C+A+B)+ 355 (B+C+ Ay =

((B+35C + j2A1) + j(A+ jB + j2C1) + j2(C + jA + 5°By)) =

S Wl W=

Dakle, trokut PRS je jednakostranican. O



2.3 Planimetrijski dokaz

U ovom dijelu rada razmotrit ¢emo planimetrijski dokaz Napoleonovog teorema i tije-
kom dokaza dobit ¢emo izraz koji povezuje duljinu stranice Napoleonovog trokuta i duljine
stranica pocetnog trokuta ([6]).

Neka je trokut ABC smjesten u koordinatnoj ravnini tako da mu stranica c lezi na osi
apscisa. Nad stranicama a i b konstruirajmo jednakostrani¢ne trokute s tezistima Sy i Sy te

oznacimo pripadna sjeciSta stranica i teziSnica s A’ i B’. Tada vrijedi

<
@

’E :
Ng. i
P .
B : A
X o
Slika 6
a
54 = —.
b
S| = ——.

Trokut S;PA’ je pravokutan pa prema Pitagorinom poucku slijedi da je
2
2 B,
el 5
m-+n T (5)

dok zbog sli¢nosti trokuta S;PA’ i BC'C' vrijedi

Analogno, trokut SeB’'R je pravokutan trokut slican trokutu AC'C pa vrijedi

2 2
w4 =
* 12



cC—X
y .

Kako je y2 + (¢ — x)? = b? i vrijedi z = Z=2+<  dobivamo

v S

Y . c—x
/12 V12

Sada mozemo odrediti udaljenost izmedu S; i Sp. Oznacimo tu udaljenost sa s. Imamo

sljedece:
& c+zx 2 Y Y 2
= (G - ()] + (G -G+ -
B <c+ y )2+(—c—|—2m)2_
- A2 4B vi2 )
B 02+ cy +y2+02+cw+x2
4 8" 3"12 8" 3
Vrijedi
o2 2 2
2 y_a
3 3 3
& & &
1T1RT3
i
2cx =a? — b2 + 2
pa slijedi
s @+ +cE oy
sT = T —=
6 V3
Kako je y* = a® — 2%, cy moZzemo zapisati u obliku

) a2 — b2 + 2
cy=cyla*—- | —
Y 2¢c

Sto je, prema Heronovoj formuli, dvostruka povrsina trokuta ABC koja ima simetri¢nu
faktorizaciju

gy = %\/(a+b—|—c)(a+b—c)(a—b+c)(—a—|—b+c)

Sada je udaljenost izmedu toc¢aka Sp i Sy jednaka

a?+ b + 2 N Vie+b+co)a+b—c)la—b+c)(—a+b+c)

5 =
6 2V/3

te zbog simetri¢nosti po a, b i ¢, medusobne udaljenosti tezista jednakostrani¢nih trokuta

konstruiranih na stranicama pocetnog trokuta su jednake pa je i trokut, kojemu su ta tezista
vrhovi, jednakostranican. U
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