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Uvod

Veéinu ljudi kada pitamo sto je algebra ili koje su njene karakteristike, reé¢i ¢e da je
algebra upotreba slova ili simbola za brojeve. Tesko im je opisati znacenje i svrhu
algebre. No, algebra je vazna grana matematike Cija se vaznost sve vise naglasava u
skolskom kurikulumu matematike. Pocinje se uvoditi u prvom razredu osnovne skole.
Osim $to je mocan alat za rjesavanje problema iz stvarnoga zivota, bitna osobina alge-
bre je i njena primjena u puzzlama i problemima te objasnjenjima i dokazima unutar
same matematike. Kao Sto mnogi nastavnici matematike znaju, veliki broj ucenika
ne uspije shvatiti vaznost algebre, niti vide njezinu svrhu i korisnost pa samim time
ne vide ni smisao u ucenju algebre. Zato je ucenje algebre izazov za ucenike, ali je i
poucavanje algebre izazov za nastavnike. Nema recepta za ucenje i poducavanje alge-
bre. Jako je bitna motivacija ucenika. Zato je algebru potrebno poducavati konkretnim
motivacijskim problemima i zadatcima koji su uceniku poznati i bliski, odnosno, onim
problemima i zadatcima u kojima ucenici vide svrhu i znacenje algebre.

U kurikulumu za Matematiku, donesenom 2019. godine, algebra je jedna od pet obu-
hvac¢enih domena i definirana je na sljede¢i nacin: ”Algebra je jezik za opisivanje pra-
vilnosti u kojemu slova 1 simboli predstavljaju brojeve, kolicine i operacije, a varijable
se upotrebljavaju pri rjesavanju matematickih problema.”

Kroz domenu Algebra i funkcije, od nizih razreda osnovne skole pa sve do zavrsnih raz-
reda srednje, ucenici se sluze razli¢itim vrstama prikaza; grade algebarske izraze, tablice
i grafove radi generaliziranja, tumacenja i rjeSavanja problemskih situacija. Uocavaju
nepoznanice i rjesavaju jednadzbe i nejednadzbe racunski provodenjem odgovarajucéih
algebarskih procedura, graficki i sluzeé¢i se tehnologijom kako bi otkrili njihove vri-
jednosti i protumacili ih u danome kontekstu. Odredenim algebarskim procedurama
koriste se i za primjenu formula i provjeravanje pretpostavki. Prepoznavanjem pravil-
nosti i opisivanjem ovisnosti dviju veli¢ina jezikom algebre ucenici definiraju funkcije
koje proucavaju, tumace, usporeduju, graficki prikazuju i upoznaju njihova svojstva.
Modeliraju situacije opisujuci ih algebarski, analiziraju i rjesavaju matematicke pro-
bleme i probleme iz stvarnoga Zivota koji ukljuéuju pravilnosti ili funkcijske ovisnosti.!

1Odluka o donogenju kurikuluma za nastavni predmet Matematika za osnovne i srednje Skole,
Narodne novine, 2019.



Poglavlje 1

Razvoj algebarskih vjestina

1.1 Mentalna algebra

Supstitucija vrijednosti, pojednostavljivanje izraza, prosirenje i faktorizacija, rjesavanje
jednadzbi i crtanje grafova su sve vazne vjestine koje ucenik treba razumjeti i biti tecan
u njima kako bi napredovao u algebri. Biti tecan u nekoj algebarskoj vjestini znaci biti
sposoban izvesti je brzo i precizno kao odmah dostupan odgovor u odgovarajucoj si-
tuaciji. Ucenje takvih vjestina nije samo sebi svrha veé¢ jedan od kljucnih zahtjeva za
sposbnost koristenja i primjene algebre. Kada jednostavne vjestine postanu automat-
ske, ucenik se moze koncentrirati na "misljenje viseg reda” koje je potrebno primjeniti
na zanimljivim i tezim problemima. Nazalost, ve¢ina udzbenika i tekstova se teme-
lji samo na postizanju tih vjestina bez da ih se koristi na nacine koji su znacajni i
shvatljivi uceniku. Vjestine se trebaju razvijati zajedno s njihovom primjenom tako da
su njihovo znacenje i svrha te motivacija u¢enika neprestano jacaju. Ipak, vjestine se
moraju vjezbati kako bi se razvila potrebna tecnost i to mastovitije i poticajnije nego
u prosjecnim skolskim udzbenicima.

Pravilno razumijevanje algebarskih procesa je ovisno o odgovaraju¢em razumijevanju
aritmetickih operacija. Pomoci i uciti ucenike da racunaju mentalno je posebno vazno
jer vjezbanje racunskih operacija i temeljnih principa s jednostavnim brojevima osigu-
ravaju uspjeh. Vjezbanje mentalnih metoda u sljede¢em primjeru stalno se poziva na
distributivnost.

Primjer 1.1 7-17 se mentalno racuna na sljedeci nacin: 7-10+7-7.
Primjer 1.2 8- 98 se mentalno racuna na sljedeci nacin: 8- 100 — 8 - 2.

Primjer 1.3 7-3.5+3-3.5 177237+ 3 - 237 daju jasan primjer algebarskom pojed-
nostavljenju 7a + 3a = 10a.

Vjestina mentalne aritmetike se najbolje razvijaju kad se ucenike trazi izvodenje jed-
nostavnih racunskih operacija s minimalnim pisanjem i da se uc¢enike ukljuci u diskusiju
o metodama koje su koristili za izracunavanje zadatka.

Algebarske vjestine se mogu provjeriti i vjezbati istom tehnikom kao kod mentalne
aritmetike - kratkim i jednostavnim algebarskim pitanjima s klju¢nim informacijama
napisanim na plo¢i. Paznja bi trebala biti na pronalsku gresaka i diskutiranju tih
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Razvoj algebarskih vjestina 3

gresaka redom kako ih dodemo do njih. Ucenici na taj na¢in dobiju povratnu infor-
maciju koju inace ne dobiju na testovima u kojima je pozornost usmjerena na tocnim
odgovorima i broju bodova. Pitanja trebaju biti kratka i jednostavna jer tecnost i
razumijevanje se najbolje razvijaju i jacaju kad je paznja usmjerena na kljuénu ideju
u zadatku bez zbunjivanja s ¢udnim, velikim brojevima ili kompliciranim izrazima.
Vazno je osigurati da se ve¢ usvojene vjestine stalno vjezbaju i provjeraju jer se na taj
nacin jacaju.

Primjer 1.4 Primgjer: pitanja koje mozZemo zadati ucenicima za stjecanje spomenutih
vjestina:

1. Nadin ako je 2n — 1 =19.

Koji je sljedeci neparan broj nakon broja 2n + 17
Zbroji a+b 1 b+ c.

Izracunaj a +2b+c, ako jea=4,b=21c=1.

Koja je y - koordinata tocke koja lezi na pravceu y = 3x + 1 ako je x =47

S & e e

Pronadi x - koordinatu tocke koja se nalazi na pravcu y =3z +1 za y = 167

1.2 Supstitucija vrijednosti

Vazan dio pravilnog razumijevanja algebre jest sposobost kretanja izmedu simboli¢nog
izraza ili jednadzbe i brojevnog uzorka i veze. Sposobnost supstituiranja vrijednosti
i evaluacije izraza se trebaju razviti prirodno kada se s ucenicima radi s izrazima i
zadatcima koji za njih imaju znacenje. Zadatci dizajnirani za vjezbanje supstitucije
su obi¢no puno ucinkovitiji ako se koriste kao sredstvo do cilja, a ne kao sam cilj.
Mnogi ucenici imaju poteskoca sa supstituiranjem vrijednosti ¢ak i u najjednostavnijim
primjerima Sto je ocito u sljede¢em primjeru:

Primjer 1.5 Koliko je 5 -t* ako jet =27

Uobicajena pogreska ucenika je da ¢e prvo pomnoziti vrijednost broja t s brojem 5
pa zatim kvadrirati dobiveni rezultat umjesto da prvo kvadriraju ¢ i onda pomnoze.
Raspravu s uéenicima moZemo zapoceti pitanjem da provjere koliko je 5 - 22 mentalno.
Neki ucenici ¢e dati tocan odgovor 20, no neki neé¢e tocno odgovoriti pa ¢ée re¢i 100 sto
dovodi do kognitivnog konflikta. Time se dobije znacajna mogucénost da s ucenicima
raspravljamo kako doé¢i do to¢nog rjesenja. U sljede¢em primjeru dane su dvije kon-
trastne kratke vjezbe u kojima je potrebno koristiti supstituciju.

Primjer 1.6 (Prva vjezba) 5t* - zapamti da se prvo treba kvadrirati pa onda mnoZiti
85 Nor. Bat =38, 5’ =5-3%=b-9=45,
Procijeni sljedece:

1. 5t* ako jet = 1.

2. 2a® ako je a = 4.
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3. 6y? ako jey = 2.

4. %xQ ako je x = 6.

5. 2p2 4+ 3¢ ako jep=3 iq=>5.

Primjer 1.7 (Druga vjezba) Slika prikazuje mrezu kocke s otvorom.

Slika 1.1: Mreza Suplje kocke

1. Izracunaj vanjsko oplosje kocke na slici ako je duljina brida 3cm.
2. Ako je duljina brida kocke dana s d, objasnite zasto je oplosje jednako 5d>.
3. Izracunaj oplosje ako je d = 10.

4. Nadi vrijednost d ako je povrsina 180cm?.

Prva vjezba je napravljena tako da uceniku ojaca koristenje rutinskih operacija, dok
u drugoj vjezbi jasan je kontekst i zasto se prvo izvodi kvadriranje. Prvi tip zadataka
nastavnike i ucenike fokusira na dobivanje tocnog odgovora, dok u drugom tipu zada-
taka ucenici ojacavaju razumijevanje jer povezuju formulu s idejom povrsine koja se
moze slikovno prikazati i time je uceniku jasna svrha ovakvog tipa zadataka. No, ne
moze se sugerirati niti da je druga vjezba model za uspjesno poucavanje algebre niti
da prva vjezba nema nikakvo znacenje za ucenje iste. Ali ne moze se posebno osloniti
na vjezbanje vjestina kroz prvi tip zadatka jer takav tip zadataka u konacnici nema
jasnu svrhu uceniku niti djeluje motivirajuc¢e na ucenike.

U ranijim stadijima ucenja algebre tesko je shvatiti sto znace slova i opéenito reprezen-
tacija simbolima. Stoga je bolje poducavanje bazirati na puno rada s malim brojevima,
tek ponekom referencom na vece brojeve kako bi ucenicima ilustrirali neku ideju trazenu
u zadatku. Uvodenje razlomaka i negativnih brojeva prije nego sto su ucenici tecni s
jednostavnim ra¢unskim operacijama stvara uceniku krivu sliku o algebri i kako je ona
sama teska, dok teskoce leze bas u tome sto ucenici nisu tecni u u rjesavanju zadataka
s razlomcima i negativnim brojevima. Na primjer, neki problemi u ucenju rjesavanja
sustava jednadzbi mogu se izbjeéi u pocetnim stadijima ucenja ako se prvo bazira na
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zadatke koji ukljucuju zbrajanje i ¢ija su rjesenja u skupu prirodnih brojeva ili 0. Kada
se usvoje op¢i principi i kad ucenici steknu samopouzdanje u rjesavanju jednostavnih
sustava, puno je lakse prosiriti sustave na sustave s razlomcima i negativnim brojevima.

Neuspjeh razvijanja razumijevanja i tecnosti s negativnim brojevima i razlomcima,
cesto je velika prepreka uspjehu s algebrom, iako se puno moze i treba uciniti prije
nego nam razlomci i negativni postanu krucijalni za rjesavanje zadataka.

1.3 Negativni brojevi

Obicno se ucenici prvi puta susrecu s negativnim brojevima kada trebaju oznaciti pozi-
ciju ispod nule na brojevnom pravcu $to je najbolje uc¢enicima objasniti na prakticnim
primjerima, recimo, temeprature ili nekakvim matematickim situacijama koje ukljucuju
koordinate. No, negativni brojevi kao oznake na brojevnom pravcu, ucenicima pred-
stavljaju nekoliko problema. Konceptualne teskoce proizlaze kad se uvode racunske
operacije s negativnim brojevima. Zbrajanje se ¢esto smatra pomakom na brojevnom
pravcu iako se tada brojevi koriste na dva razli¢ita na¢ina: za oznaku pozicije i oznaku
pomaka (u smislu duljine i smjera) i veéina uéenika nema problema s ovakvim na¢inom
objasnjenja zbrajanja. Ali oduzimanje objasnjeno kroz pomake na brojevnom pravcu
nije bas tako lako shvatljivo ucenicima. I nije problem naéi razliku na brojevnom
pravcu. Problem je koji je predznak rjesenja jer nije ocito je li rjeSenje pozitivno ili
negativno. Nadalje, ucenicima je pojam oduzimanja blizi "uzimanju” od nec¢ega nego
ideja razlike. Oznake i nac¢in na koji je nesto receno su takoder izvor problema.

1.4 Pojednostavljivanje

U ranom ucenju algebre nije pozeljno previse formalnog pojednostavljivanja jer je
ucenicima tesko opravdati zasto u¢imo pojednostavljivanje, osim sto mozemo re¢i da
¢e nam trebati kasnije. Ucenici se bolje motiviraju ako vide svrhu onoga sto rade u
onom trenutku kada rade to. Potrebna vjestina pojednostavljivanja treba se razvi-
jati i vjezbati kroz zadatke u kojima pojednostavljujemo na zanimljive nacine. Mnoge
zablude povezane s tretiranjem slova kao objektima proizlaze iz udzbenika u kojima
pojednostavljivanje nije povezano s ekvivalentnim oblicima brojevnih veza. Biti spo-
soban rjesavati zadatke sa simbolima bez ¢estog referenciranja brojeva je esencijalni
cilj, ali ako se ta numericka veza ne povezuje ¢esto u ranijim stadijima ucenja dolazi
do nerazumijevanja.

U vecini skolskih udzbenika zadatci su takvi da ucenici provode puno vremena po-
jednostavljajudi izraze kao sto je 3n+2n —1 bez da razvijaju smisao odakle takav izraz
ili sto bi mogao znaciti odgovor 5n — 1. Kako bi ucenici razumjeli rjesavanje ovakvih
zadataka potrebno je vise naglasavati takve numericke veze.

Primjer 1.8 Pojednostavi 3n + 2n — 1.

Ovom navedenom primjeru se moze pristupiti tako da se ucenike pita da napisu prvih
5 visekratnika broja 3 @ uz njih pruih 5 neparnih brojeva. Ako zbrojimo odgovarajuce
parove brojeva, kao $to vidimo na Slici 1.2., dobit éemo zanimljiv skup rjesenja gdje se
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n 3n 2n-1 3n+2n-1
3+1=4 1 3 1 4
6+3=9 2 6 3 9
9+5=14 3 9 5 14
12+ 7=19 4 12 7 19
15+9=24 5 15 9 24

Slika 1.2: Primjer pojednostavljivanja

znamenka jedinica izmjenjuje izmedu 4 © 9. Postavlja se pitanje zasto je to tako. Ako
se rezultate poslozi u tablicu, dobit ce se jasan vizualan prikaz identiteta 3n+2n —1 =
5n — 1. Ovaj uzorak znamenaka jedinica u zadnjem stupcu je objasnjen i jasno je da
je svaki rezultat visekratnik broja 5 umanjen za 1.

Sljede¢a dva primjera su takoder dizajnirana da stvore snaznu vezu izmedu pojed-
nostavljivanja i numerickih nizova koji proizlaze iz zadanog izraza. U oba slucaja je
ocit uzorak koji stimulira znatizelju. Uloga pojednostavljivanja je korisna jer nudi
objasnjenje promatranoga i potvrduje opceniti rezultat.

Primjer 1.9 Pojednostavin —2+n+ 1 da dobijes 2n — 1.

U ovakvom primjeru jedna od teskoca na koju ucenik moze naici jest da predznak minus
pridruzi krivom izrazu i oduzme drugi n od prvoga n jer musli da broj 2 ne moze oduzets
od n. Stoga ponisti n, zbroji 2 i 1 i za rezultat dobije 3. Ako zadatak prikaZemo kao
u Slici 1.3. ucenik jasno vidi da je taj rezultat netocan. Isto tako, uceniku je jasnije
kojem izrazu pridruzuje minus. Npr., ako n =5 uwvrstimo u izraz 5 —2 45+ 1 ocito je
da 2 oduzimamo od 5.

Primjer 1.10 Pojednostavi (n + 3) — (n — 1) tako da rezultat bude 4.

U ovakvom primjeru bitno je znati rijesiti se zagrade. U slucaju da ucenik zagrade
"ignorira” dobit ce izraz n+3—n—1 1 rezultat 2 jer ée ucenik ponistiti n. U tablicnom
prikazu uceniku je jasnija upotreba zagrada kod oduzimanja. Ako s ucenikom diskuti-
ramo o raznim numerickim primgjerima kao npr. 8 — (5+2) i 8 — (5 —2), pomoéi éemo
mu da vidi da jea— (b+c¢)=a—b—cia—(b—c)=a—b+c. Tada je jasno da je
mM+3)—(n—1)=n+3—-n+1=4.

Za vecinu ucenika, jedno objasnjenje nece biti dostatno da osigura razumijevanje i
tecnost ucenika u pojednostavljivanju. Vrijeme provedeno u rjesavanju nekoliko za-
nimljivih primjera koji se brzo i tono mogu pojednostaviti je prijeko potrebno i radi
motivacije ucenika. Jos neki primjeri za pojednostavljivanje sa znacajnim kontekstom
mogu biti:

o (2n— 1)+ (2n+ 1) = 4n da se pokaze da je suma dva uzastopna neparna broja
visekratnik broja 4.
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n n-2 n+1 m-2)+(n+1)
1 1 2 1
2 0 3 3
3 1 4 b
4 2 5 7
5 3 6 9
Slika 1.3: Primjer pojednostavljivanja
n n+3 n-1 (n+3)-(n-1)
1 = 0 4
2 5 1 4
3 6 2 =
4 7 3 4
5 8 4 4

Slika 1.4: Primjer pojednostavljivanja

e (a+2b+c)+ (b+2c+d) =a+ 3b+ 3c+ d problem magi¢nog broja.
® a+b+a-+b=2a+ 2bopseg pravokutnika.
e Udvostruci z 4+ 7 i oduzmi 20 od 10z 4 50 brojevna slagalica.

Svaki od ovih primjera sugerira razne moguc¢nosti koje stvaraju priliku za pojednos-
tavljivanje s obi¢nim linearnim jednadzbama.

1.5 Prosirivanje i faktorizacija

Opseg pravokutnika se moze izraziti na dva nacina, kao 2a+ 2b ili kao 2(a+b). Ucenici
¢e brzo razumjeti zapise kao dva razli¢ita nacina za ra¢unanje opsega i brzo ¢e razumjeti
ekvivalentnost ovih izraza s jednostavnim numerickim primjerima. No, smisao ekviva-
lencije ovih izraza ¢e se lagano izgubiti ako se s ucenicima rade primjeri s nepovezanim
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izrazima koje treba prosiriti ili faktorizirati. Zato je vazno prezentirati ove vjestine na
nacine koji naglasavaju ekvivalentnost medu parovima izraza koje promatramo i tako
pomodi ucenicima da cijene korisnost razlicitih izraza. U sljede¢em primjeru proma-
traju se mogucénosti koje proizlaze iz istrazivanja dva jednostavna ekvivalentna izraza.

Primjer 1.11 Zbroj nekog broja i njegovog kvadrata uvijek daje paran rezultat.
P +3=12 82 +8="T2 992 + 99 = 9900

Jednostavno objasnjenje za to je da bilo kada zbrajamo dva parna broja ili dva neparna
broja za rezultat dobijemo paran broj. Algebarski pristup stvara drugu perspektivu:
iz izraza n? +n = n(n + 1) jasno je da je suma broja i njegova kvadrata ekvivalentna
umnosku dva uzastopna broja, n i n + 1. O¢ito je da je bilo koji takav par uvijek
paran pa je tvrdnja dokazana. Ovom identitetu mozemo pristupiti i mentalno te na
jednostavan nacin uceniku rijeCima objasniti prilicno tesku kalkulaciju kao npr. da je
992 + 99 isto kao da 99 lotova po 99 i onda jos jedan dodatan 99 ¢ine 100 lotova po 99
ukupno.

Jos jedan nacin gledanja na gornji identitet jest da o njemu misllimo kao o povrsini
kvadrata i nadodanoj traci s jedne strane kvadrata kao sto je prikazano na Slici 1.5.
U drugom kontekstu ucenici mogu promatrati graf dan jednadzbom oblika y = 22 + 2
prikazan na Slici 1.6. Drugi oblik ovog grafa, y = z(x + 1) je koristan jer nam odmah
pokazuje gdje parabola sijece x - os.

a*+a=a(a+1)

1 a

Slika 1.5: Zbroj broja i njegova kvadrata
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3 2 -1\ _/d 1 2 3

Slika 1.6: Graf y = 22 + =z

1.6 Oznake funkcija

Ideja matematicke funkcije kao ulazno - izlaznog uredaja se ucenicima moze uvesti u
nizim razredima osnovne skole. Ucenike se zatim uvodi u oznake funkcija, tj. da za neki

ulaz [ FUNKCIJA izlaz [
X L (x) ;

Slika 1.7: Funkcija kao ulazno - izlazni uredaj

x funkcija daje izlaz f(x). Tada funkciju mozemo prikazati kao algebarski izraz npr.
funkciju "kvadrat i nadodaj 17 prikazati kao f(z) = x® + 1. Velika prednost uvodenja
oznaka funkcije u nizim razredima osnovne skole je ta sto na jednostavan nacin ukazuje
na vrijednost funkcije za odredenu vrijednost varijable kao npr. f(0) = 1, f(1) = 2,
f(3) = 10 za funkciju f(z) = z? + 1.

1.7 Razlomci

Jednakost je osnovna ideja kod razlomaka: razliciti oblici kao %, 1%, ;—8 imaju jednaku
vrijednost. Da ucenik razumije ovu ideju i vezu izmedu pravih i nepravih razlomaka je

bitno kako bi u¢enik mogao zbrajati i oduzimati razlomke i pojednostaviti rezultat.

5
12°

by 5 0y 6 _956_5._.
6_‘_12_12—i_12_12_4_1 :

Primjer 1.12 Zbroji 3 i

e

Ovakvi primjeri se trebaju dobro izvjezbati kako bi mogli uvesti algebarske razlomke.
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Primjer 1.13 Pojednostavi:

r+ 2
x+4

Ucenici imaju poteskoca s ovako jednostavnim zadatcima. Jedna od ces¢ih gresaka
jest kad ucenici pojednostavljuju izraz i skrate 2 i 4 sa zajednickim djeliteljem 2 i za
rezultat dobiju i—jg Jos gora greska je kad ucenici skrate x i u brojniku i u nazivniku.
Takve greske nastaju jer ucenik ne uspijeva vidjeti da je u razlomku mogucée skratiti
zajednicke faktore cijelog izraza. Kako bi ucenicima bolje objasnili kra¢enje mozemo
za x uzeti neku brojevnu vrijednost i uvrstiti u razlomak. U sljedecoj tablici vidi se
efekt supstituiranja brojeva na Cestim primjerima u kojima ucenici grijese. Ucenicima
mozemo zadati da ispune praznu tablicu pojednostavljujuc¢i brojevne razlomke gdje god
je to moguce. Raspravu tada mozemo temeljiti na pitanjima kako rezultat ukazuje koje
algebarske izraze pojednostaviti i kako se to postize trazeé¢i najveéi zajednicki faktor.

1 2 3 4 5
x+1 2 3 4 5 6
x+2 3 4 5 6 7
x+2 3 4 2 5 6 3 7
x+4 5 6 3 7 8 4 9
2x+2 | 4 2 | 6 3 410 5|12 6
2x+4 | 6 3 | 8 4 |10 5|12 6 | 14 7
2x+4 | 6 2 | 8 2|10 2|12 2|14 2
3x+6 | 9 3 |12 3|15 3|18 3|21 3

Slika 1.8: Pojednostavljivanje algebarskih izraza

Zbrajanje i oduzimanje algebarskih razlomaka se treba vjezbati kako bi se ra-
zvile potrebne vjestine i sposobnost da ih se primjeni u problemskim situacijama.
Mnogo je nacina kako takve zadatke uciniti prihvatljivim i znacajnim za ucenika. Re-
cimo, dodajuéi niz razlomaka njihovim recipro¢nim vrijednostima ucenici vide svrhu u
rjeSavanju takvog zadatka. Ako se brojnik i nazivnik razlikuju za 1, dobit ¢e se zanim-
ljiv uzorak ”2 i nesto” sto mozemo vidjeti na Slici 1.9.

1+2_2 2+3_21 3+4_21 4+5_2 5+6_21
2 1 3 2 76 4 3 “12 5 4 20 6 5 30
n n+1_ 1
n+1 n nn+1)

Slika 1.9: 72 i nesto”

Ako ucenicima pokazemo da je ovakav identitet tocan, ucenici vide znacajan kontekst
za ucenje kako manipulirati algebarskim izrazima. Razumijevanje koraka po kojima
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transformiramo jednu stranu identiteta u drugu, u bilo kojem smjeru, pojacava se kad
se usporeduju odgovarajuci koraci s numerickim razlomcima kao u zadatku na Slici
1.10.

3+4_9+16_25_24+1_21

43 12 12 12 12
n +n+1_n2+(n+1)2_2nz+2n+1_271.(1‘*1+1)+1_ 1
n+1 n  nan+1)  am+1)  am+1) n(n+1)

Slika 1.10: Zbrajanje algebarskih razlomaka

Algebarske ideje su direktna ekstenzija numerickih operacija i veza i ovise o razumije-
vanju i fluentnosti s brojevima. Vjestina mentalne aritmetike i razumijevanje i tecnost
koje su kljucne za uspjeh u algebri. Kad se prode inicijalno ucenje u kojem je dovoljno
raditi s pozitivnim brojevima, dolazi rad s negativnim brojevima i razlomcima i jako
je bitno da ih ucenici dobro shvate i da dobro racunaju s njima jer nekim ucenicima
neuspjeh s negativnim brojevima i razlomcima postaje prepreka uspjehu u algebri.
Razvijanje kapaciteta ucenika da izvode osnovne operacije s algebarskim izrazima zah-
tjeva vise od cestog vjezbanja rutinskih zadataka. Da bi bili efektivni, razvoj vjestina
se mora prezentirati u znacajnom kontekstu koji omogucuje ucenicima da vide temeljnu
svrhu onoga sto rade.

Ucenici bi trebali shvatiti:

e znacenje algebarskih simbola i izraza

e vaznost i razumijevanje aritmetickih vjestina, posebno s negativnim brojevima i
razlomcima

e kako su algebarski rezultati povezani s numerickim uzorcima i kalkulacijama
e nacine za provjeravanje pogresaka

e vaznost tecnosti u mentalnoj algebri kroz jednostavne primjere kao bazom za
razumijevanje kompleksnih algebarskih izraza

e ulogu algebre kao moc¢nog alata za objasnjavanje i rjeSavanje problema.

Stjecanje vjestina sa supstitucijom, pojednostavljivanjem i pretvaranjem izraza u drugi
oblik prosirivanjem, faktoriziranjem i manipuliranjem algebarskim razlomcima su esen-
cijalni zahtjevi kako bi ucenici uspjesno primjenili algebru na sirokom podruéju mate-
matickih situacija. Ucenicima se ¢esto ¢ini da je algebra koja se uci u skoli jedino za
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ucenje vjestina i tehnika u kojima oni ne vide svrhu. Poboljsanu motivaciju i veéi uspjeh
je lakse posti¢i ako ucenici uce algebarske vjestine kroz puno zanimljivih i moénih za-
dataka u kojima algebrom mozemo objasniti interesantne rezultate i rijesiti zanimljive
probleme.



Poglavlje 2

Slagalice i problemi: Stvaranje i
rjesavanje problema

2.1 Kreiranje i rjeSavanje linearnih jednadzbi

Jednostavne linearne jednadzbe mozemo ucenicima uvesti razlicitim mozgalicama i di-
jalozima poput ovoga:

Nastavnik: Zamisli neki broj. Udvostruci ga © dodaj mu 5. Koji broj si dobio?
Ucenik A: 11.

Nastavnik: Ucenik B, mozes li reci koji je broj Ucenik A zamislio na pocetku?
Uéenik B: 3.

Nastavnik: Ucenik A, je li to tocno?

Ucenik A: Da!

Nastavnik: Ucenik B, kako si dosao do rjesenja?

Ucenik B: Prvo sam oduzeo 5 od 11 i dobio 6. Onda sam 6 prepolovio!

Ucenici obi¢no nemaju puno poteskoca s rjesavanjem problema na ovaj nacin ako su
brojevi jednostavni i operacije i njihovi inverzi poznati uceniku. Uglavnom je njihov
postupak da jednostavno poniste te dvije operacije, prvo oduzmu 5, zatim dobiveni
broj prepolovi. No, kad se ucenicima jednadzbe predstave simbolima i formalnim me-
todama rjesavanja, mnogi od njih imaju razli¢itih teskoca koje su nastavnicima dobro
poznate:

e ucenicima je tesko prevesti problemski zadatak u algebarski oblik,

e oslanjaju se na neformalne metode koje su korisne u jednostavnim situacijama,
ali ne i u jednadzbama za ¢ije je rjesavanje potrebna formalna metoda,

e nedostatak fluentnosti u operacijama s negativnim brojevima i razlomcima,
e odabir pogresne inverzne operacije,
e teskoce u odlucivanju kojim redom izvesti potrebne operacije,

e zbunjenost oko kompliciranog pisanog postupka.

13
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Cesto, najtezi dio rjesavanja nekog problema lezi u prevodenju tog problema u odgova-
rajuéi oblik simbolima. Lako je zanemariti ovaj aspekt rjesavanja problema i koncen-
trirati energiju ucenika samo na ucenje tehnika rjesavanja. Tako ucenici cesto ne uspiju
razviti sposobnost prevodenja Sto je vazan pocetni dio u rjesavanju problema. I motiva-
cija ucenika slabi jer ne vide razlog za ucenje rjesavanja jednadzbi. Tehnike rjesavanja
se trebaju razvijati kroz probleme u kojima ucenici vide svrhu onoga sto rade. Ta
svrha ne mora biti sofisticirana, recimo, ucenike mozemo motivirati rjesavanjem sla-
galica. Ucenici moraju nauciti konkretne situacije prevesti u algebarski oblik. Moraju
znati sto znace simboli 1 moraju lako vidjeti da je izjava rije¢ima ”"udvostruci broj i
dodaj 5”7 u algebarskom obliku 7”2z + 5”.

1984. godine Booth u svom djelu Algebra: Djecje strategije i pogreske raspravlja
kako nastavnici ¢esto koriste jednadzbe kao x + 5 = 8 kako bi ucenike uveli u formalne
postupke rjesavanja problema, ali naznacava da ”djeca obicno dolaze do rjesenja in-
spekcijom” | "pogodi i testiraj” ili ”primjenom poznatih brojevnih veza”. Ucenici ne
moraju misliti u smislu oduzimanja 3 jer im je nepoznanica oznacena s x poznata jer
misle ”Znam da je 3 +5 = 8”. Uvesti formalne metode da bi ucenici napravili nesto
Sto mogu napraviti i bez toga, ne ¢ini se bas razumna taktika, jer mnogi ucenici, po-
sve opravdano, ignoriraju teze nacine ako mogu nesto rijesiti na jednostavniji nacin.
Ucenik ¢e prepoznati da formalna metoda moze biti korisna, jedino kada mu ruta do
odgovora nije odmah o¢ita i neformalne metode nisu dovoljne za rjesavanje. U kon-
tekstu ”Zamisli broj”, rjesavanje jednadzbe 24z 4+ 53 = 137 je manje trivijalna od
"2x 4+ 5 =117, iako jednostavniji problemi mogu biti korisni kako bi pristupili tezem.

Mnoge teskoce na koje ucenici nailaze u algebri nastaju jer ucenici ne razumiju do-
voljno bitne numericke ideje i nisu tec¢ni u koristenju istih sto je ocito i kod rjesavanja
jednadzbi. Stoga se ¢ini prikladno u sto ranijoj dobi ustanoviti principe i postupke ko-
riste¢i samo one vrste brojeva u radu s kojima je ucenik tecan. Problemi koji ukljucuju
razlomke i negativne brojeve se trebaju obradivati tek kada ucenici imaju samopouz-
danja koristiti ove zahtjevnije vrste brojeva i nakon Sto su usvojili algebarske postupke
s jednostavnijim brojevima. S druge strane, probleme s velikim cijelim brojevima i de-
cimalama ucenici mogu lakse rjesavati ako koriste kalkulator kako bi dosli do rjesenja.

Cesta pogreska u rjesavanju jednadzbi kao npr. 3z — 2 = 7 kada ucenici odluce odu-
zimati 2 s obje strane kako bi se "rijesili dvojke na lijevoj strani” i stizu pogresno do
3x = 5. To proizlazi iz mnogih udzbenika i mnogih nastavnika koji kada kazu "makni”
ili "rijesi se” odredenog broja kako bi se izolirao nepoznati element. Tako ucenici misle
da moraju nesto ”oduzeti”, a ne ”ponistiti” racunsku operaciju. Jasnoéa pri odabiru
odgovarajuce operacije se postize razmisljanjem koje korake treba poduzeti da bi se
postavila lijeva strana jednadzbe. Verbaliziranjem koraka predstavljenih izrazom 3z —2
ili prikazivanjem izraza kao dijagram toka, ucenicima ¢e biti lakse vidjeti sto moraju
uciniti da bi nasli vrijednost od z. Iz dijagrama toka jasno je, da posto je 2 oduzeto
u posljednjem koraku, mora se prvo nadodati ponovno na 7 kada se trazi nepoznati
pocetni broj.

Dijagram toka se gradi na ucenikovim intuitivnim idejama o tome kako rijesiti ” zamisli
broj” probleme i sluzi za preliminirano predstavljanje i rjesavanje problema u algebar-
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A\ 4
\ 4

x 3x 3x—2

A
A

Slika 2.1: Ponistavanje s dijagramom toka

skoj formi i kao pokazatelj na nacine prevazilazenja nekih poteskoca koje ucenici imaju
s formalnim metodama rjesavanja linearnih jednadzbi.

Razmisljajuci o tome kako je jednadzba gradena pomaze da se svladaju poteskoce s re-
doslijedom rac¢unskih operacija koje dovode do rjesenja. Ideja koja kaze da se racunska
operacija koja je napravljena zadnja mora se ponistiti prva, nije odmah ocita ako uc¢enik
gleda u pisani oblik 3z — 2 = 7. Kada se procita taj izraz, ”3 puta nesto” prvo upada
u oko i to moze odbaciti nerazmisljanje uc¢enika da probaju podijeliti s 3 kao prvim
korakom. Tako se takva greska mozda ne moze napraviti u jednostavnim sluc¢ajevima
kao Sto je ovo, na nju obi¢no nailazimo kada su ukljuc¢ene doslovne jednadzbe. Recimo,
ako je a subjekt u izrazu v = u+at, ¢esto ucenici za odgovor daju a = 7 —u kao rjesenje.

Zahtijevanje kompleksnih pisanih oblika rjesenja, kao Sto je prikazano na Slici 12., gdje
su svi koraci o kojima treba misliti zapisani, jednostavan postupak ¢ini kompliciranim
i moze vise zakomplicirati nego pomoc¢i uceniku da shvati. Oblik pokazan desno trebao
bi biti dostatan kao pisano rjesenje, ali bi ga trebala pratiti diskusija koja naglasava
postupak odluc¢ivanja koji od dva koraka ponistavanja je potreban - dodaj 2 i podijeli s
3. Dijagram toka je vrijedan na¢in koji pomaze tom na¢inu razmisljanja i informalnom
zapisivanju koraka koji su ukljuceni. Uporaba dijagrama toka pomaze da se ustanovi

3x—2=7
3x—24+2=7+2 Ix—2=17
3x =9 3x=9
3x_9 x=3

3 3

x=3

Slika 2.2: ”Kompliciranje jednostavnog postupka”

vazan princip prenoSenja iste operacije s obje strane jednadzbe kako bi se odrzala jed-
nakost i da bi redoslijed ra¢unskih operacija postao eksplicitan. No, dijagram toka
nije odmah primjenjiv kada se nepoznanica pojavljuje na vise mjesta odjednom jer se



Slagalice i problemi: Stvaranje i rjesavanje problema 16

nepoznanica mora pojaviti samo na jednom mjestu u jednadzbi. Dodatni koraci po-
trebni da bi se to postiglo nisu teski kada ucenici postanu tecni u rjesavanju razlicitih
linearnih jednadzbi gdje se nepoznanica ponavlja samo jednom.

Jednadzbe se ne bi trebale uvijek pojavljivati u rasc¢lanjenom obliku u vjezbama u
kojima se samo vjezbaju tehnike rjesavanja: formirati jednadzbe jednako je vazno kao
i rijesiti ih. U sljede¢em primjeru prikazan je problem s godinama, a iza njega slijedi
dijalog u kojemu je fokus na formiranju jednadzbi koja se mora rijesiti.

Primjer 2.1 [vana je 27 godina straija od svog sina Filipa © za 5 godina broj njenih
godina ce biti 4 puta vece od Filipovih. Koliko imaju godina Ivana i Filip?

Primjer 2.2 Dijalog:

Nastavnik: Sto Zelimo saznati ovdje?

Ucenik A: Ivanine i Filipove godine

Nastavnik: Sto znamo o njihovim godinama?

Uéenik B: lvana je 27 godina starija od Filipa!

Nastavnik: Ako Filipove sadasnje godine oznacimo slovom x, kako moZemo zapisati
Ivanine godine?

Uéenik C: Ivanine godine su x + 27!

Nastavnik: Znaci, Filip ima x godina, a Ivana x + 27. Koliko ¢e oni imati godina
za b godina?

Uéenik D: x + 5 ima Filip, a Ivana x + 32.

Nastavnik: Sto ide dalje?

Uéenik A: Znamo da ée Ivanine godine biti 4 puta veée od Filipovih za 5

Uéenik B: Da, pa mozemo zapisati 4(x + 5) = x + 32.

Ucenici tada mogu doprinijeti koracima koje treba poduzeti u svakoj fazi kako bi dosli
do rjesenja:
Az +5)=x+32

dr +20 =z + 32

3z + 20 =32
37 =12
r=4

Posljednja faza rjesavanja problema je prezentiranje rjesenja u trazenom obliku i
provijera toc¢nosti. U ovom slucaju, Filip ima 4 godine, a Ivana 31 godinu, a za 5
godina njihova dob ¢e biti 9 i 36 godina, Sto zadovoljava navedene zahtjeve. Lakse
je potaknuti ucenike da provjeravaju svoja rjesenja prilikom rjesavanja jednadzbe koja
proizlazi iz problema, a ne kao ras¢lanjeni primjer u vjezbi jer problem pruza jasan kon-
tekst iako je mozda donekle izmisljen. Jednadzbe se mogu rijesiti naprednim kalkula-
torom pomocu odredenih naredbi. Ovo je ocito korisno kada se tijekom matematickog
rada pojavi slozena jednadzba. Medutim, studenti moraju razumjeti nacela ru¢nog
rjeSavanja niza standardnih vrsta jednadzbi i razviti znatnu tecnost jednostavnim pri-
mjerima. KoriStenje moguénosti rjesavanja na kalkulatoru mora se koristiti razumno
kako se ne bi narusio ovaj bitni zahtjev. Napredni kalkulator moze se koristiti za pomo¢
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ucenicima kako bi brzo rjesavali jednadzbe "ruéno” fokusiranjem svoje paznje na izbor
operacija i da na taj nacin vide ucinke pogresnih izbora.

Koristenje naprednih kalkulatora kao nac¢ina razvijanja ucenikovog razumijevanja i
vjestina u izvrSavanju zadataka neovisno o stroju je relativno neistrazeno podrucje,
s kojim je potrebno oprezno rukovati jer ucenik moze sve racunati na kalkulatoru bez
da razmislja Sto se zapravo dogada u zadatku. Medutim, sposobnost inteligentne upo-
rabe jednadzbi i stvaranja algebarskih argumenata puno ovisi o poznavanju i te¢nosti
pravila i postupaka pisane algebre. Kalkulator ne rjesava sve probleme!

Rjesavanje doslovne jednadzbe, promjene nepoznanice u formuli i pronalazenje inverza
funkcije su sve zadatci gdje je poteskoca u odabiru ispravnih operacija u svakoj fazi jos
veli izazov za ucenike jer prisutnost dodatnih varijabli komplicira situaciju. Kada su
dane vrijednosti za sve druge varijable, uvijek je jednostavnije zamijeniti prvo vrijed-
nosti i onda rijesiti jednadzbu.

Primjer 2.3 Nadi vrijednost a iz formule v = u + at ako je v =25, u=10 1t = 3.

[z ovog primjera jasno je da je jednostavnije supstituirati i rijesiti jednadzbu 25 = 1043t

nego prvo izraziti nepoznanicu a = “* i onda supstituirati.

Kada je potrebno zadrzati doslovni oblik jednadzbe, dijagrami toka ponovno su koristan

alat za razmisljanje o koracima koje treba poduzeti. U sljede¢em primjeru prikazano

je kako izraziti nepoznanicu [ iz formule T' = 271'\/% . Za neke ucenike dijagram toka

moze biti pouzdan postupak koji ¢e i nastaviti koristiti, no vecini bi trebali biti samo
pomo¢ pri razmisljanju na putu prema tecnom odabiru ispravne operacije pravilnim
redoslijedom za konvencijalni postupak.

Primjer 2.4

Izrazi na obje strane jednadzbe se svakim korakom pojavljuju u odgovarajuéim
"kutijama” u dijagramu toka sto je korisno i jace naglaseno kada stavimo dva dijagrama
jedan ispod drugoga.
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Slika 2.3: Dijagram toka za transformiranje formule 7" = 27 é

2.2 Sustavi linearnih jednadzbi s dvije nepoznanice

U svom djelu ”Vizija u elemntarnoj matematici” iz 1964. godine Walter Warwick
Sawyer predlozio je da se algebra uvodi s problemima koji vode do sustava dviju line-
arnih jednadzbi s dvije nepoznanice jer se one ¢ine manje trivijalnim od jednostavnih
linearnih jednadzbi i pruzaju ve¢u motivaciju za algebarskim pristupom koji daje smi-
sao simbolima i razvija vazne postupke. Sawyerov inicijalni primjer je u obliku pitanja
slagalice Sto mozemo vidjeti na iduc¢em primjeru jer ucenicima je na taj nacin jasno
vidljivo rjesenje problema i spremno vodi algebarskom prikazu.

Primjer 2.5 Neki covjek ima dva sina. Sinovi su blizanci i iste su visine. Ako na-
dodamo ocevu visinu visini jednog sina, dobit cemo 10 stopa. Ukupna visina oca i oba
sina je 14 stopa. Koliko su visoki otac i sinovi?

U ovom primjeru sa m je oznaCena visina oca, a sa s visina njegovih sinova. (Visina je
oznacena u stopama.)
Ovu situaciju je jednostavno prikazati kao sustav linearnih jednadzbi s dvije nepozna-
nice.

m+2s =14

m-+s =10

Dijagram jasno pokazuje da oduzimanjem dviju jednadzbi za rjesenja dobijemo s =4 i
m = 6. Ova se ideja moze primijeniti na mnoge druge parove jednadzbi koje ukljucuju
razli¢ite brojeve oceva i sinova, zena i kcéerki, ali mozda ne sve cetvero zajedno! Iz
razlike visina oca i sinova proizlazi jednostavna jednadzba s oduzimanjem:

m+s=28

m—s=2
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Slika 2.4: Problem s ocem i njegovim sinovima

Rezultat oduzimanja jednadzbi je 2s = 6 iz cega slijedi s = 3. S druge strane ovakav
par jednadzbi nastavnici mogu koristiti za uvodenje ideje da je zbrajanje jednadzbi
¢esto korisna taktika koja nam u ovom slucaju daje 2m = 10, tj. m = 5.

Jos jedan nacin uvodenja sustava jednadzbi nastavnici mogu koristiti dvije igrace koc-
kice, jednu crvenu i jednu zutu, i zadati ucenicima da bacaju kockice i biljeze rezultat.

Primjer 2.6 Dijalog:

Nastavnik: Koliko iznosi ukupan rezultat na obje kockice?

Ucenik A: §.

Nastavnik: Kako to mozete zapisati?

Uéenik B: c+ z =38!

Nastavnik: Sto je c?

Ucenik C: Crvena kockica.

Nastavnik: Dobro promisli sto to znaci.

Uéenik B: Broj na crvenoj kockici.

Nastavnik: Tako je, slovo oznacava broj. A z oznacava broj na Zutoj kockici. Nadalje,
koliki je zbroj broja na crvenoj kockici © 3 puta veceg broja na Zutoj kockici?
Ucenik A: 14.

Nastavnik:Kako to mozemo zapisati?

Uéenik B: c+ 3z = 14.

Nastavnik:I kako mozZemo saznati koliko iznose ¢ i z ¢

Ponovno imamo zagonetku s parom jednadzbi u kojima ucenike mozemo izazvati da
sugeriraju nacin kako naci rjesenja:

c+3z=14

c+z=28
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[ v ovom primjeru kao i primjeru s ocem i sinovima, ucenici jasno vide da oduzimanjem
jednadzbi mozemo do¢i do rjesenja. U oba primjera znacenje jednadzbi je jasno i jasno
je da se slova odnose brojeve. Nije tesko dodati daljnja poboljsanja koja zahtijevaju
zbrajanje i oduzimanje razlicitih visekratnika dviju jednadzbi. Zagonetke su osmisljene
kako bi motivirale i zainteresirale ucenike - njihovo rjesavanje pruza jednostavnu svrhu
za algebru. StoviSe, uéenici mogu sami predloziti postupke rjesavanja koji se mogu
doraditi, uvjezbati, prosiriti i primijeniti na sirok spektar primjera.

2.3 Kvadratne jednadzbe

Jednostavne kvadratne jednadzbe bez linearnog clana ucenici mogu rijesiti ¢im se upoz-
naju s korjenovanjem i korijenima. Prosiruju¢i metode koristene za linearne jednadzbe,
ucenici lagano mogu rjesavati jednadzbe poput:

2 +3=12, (x —5)* =81 i 3z® — 8 = 40.

Vedi izazov prije uvodenja formalnih postupaka bio bi pronaci broj koji je za 1 manji
od njegova kvadrata rjeSavanjem jednadzbe 22 — 2z = 1. U dolje navedenoj tablici
vidimo kako se rjesenje nalazi unutar intervala 1.61 i 1.62. Evaluacija funkcije za 1.615
pokazuje da rjesenje lezi izmedu 1.615 i 1.62 i stoga je 1.62 toc¢no rjesenje zaokruzeno
na dvije decimale. Daljna evaluacija daje 1.618 kao rjesenje zaokruzeno na 3 decimale.
Isprobavanje i poboljsanje je znacajno jer ucenicima daje osjecaj za rjesenje kao broj

x x*—x

1.6 0.96

1.62 1.0044

1.61 0.9821
1.615 0.993225
1.618 0.999924
1.619 1.002161
1.6185 1.00104225

Slika 2.5: Isprobavanje i poboljSanje za rjeSavanje 2 — z = 1

koji zadovoljava jednadzbu jer je to direktna potraga za brojem koja je testirana na
svakom koraku pokusaja. Takoder ima vrijednost u razvijanju razumijevanja decimal-
nog oblika brojeva i pitanju pronalazenja rjesenja do odgovarajuceg stupnja toc¢nosti.
Takoder isprobavanje i poboljsanje pruzaju metodu koja radi za sve jednadzbe, ali nije
adekvatna kao jedina metoda za rjesavanje jednadzbi jer visestruka rjesenja nisu od-
mah identificirana i ne daje precizna rjesenja.

Graficke metode daju vazan uvid u rjesavanje jednadzbi i kroz isticanje broja rjesenja
i pruzanja rjesenja s odgovarajuc¢om toc¢noséu ako se gledaju tocke presjeka. Rué¢no
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nacrtana skica grafa moze biti dovoljna za identificiranje broja rjesenja, ali isproba-
vanjem i poboljsanjem kada zumiramo rjesenje dobit ¢emo priblizni odgovor. Kako
bilo, graficki pristupi rjesavanja jednadzbi su vazni jer razvijaju opée razumijevanje
grafova, posebno kao alternativni nacini za rjesavanje jednadzbi. Naci sjeciste pravaca
y =a?—xiy =1 je jedan od nacina rjesavanja x> — x = 1 graficki. Druge moguénosti
ukljuéuju sjeciste krivulje y = 2? — 2 — 1 sa z-osi i sjeciste krivulje y = 2? s prav-
cem y = x + 1. U sljede¢em primjeru sve tri moguénosti su ilustrirane u programu
Wolfram—Alpha: graphing.

Primjer 2.7

x2=—x—-1=0

x*=x+1

Slika 2.6: Tri graficke metode za rjesavanje jednadzbe 22 — x = 1
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Kvadratne funkcije se mogu razmatrati i u kontekstu prosirivanja i pronalaska faktora.
Crtanje grafa kvadratne funkcije kao npr. y = 2? — 4z + 3 odmah postavlja pitanje
gdje su sjecista s x-osi Sto daje smisao izrazavanju funkcije u obliku umnoska njezinih
faktora (x —1)(x — 3). Rjesavanje jednadzbi izrazavanjem u obliku umnoska faktora je

Vv

Slika 2.7: Graf funkcije y = 2% — 4x + 3

vazna ideja sa Sirokim spektrom primjena. Osnovna ideja je da je jedan ili vise faktora
mora biti nula ako je umnozak jednak nuli: ab = 0 = a = 0 ili b = 0 sto vodi do
standardnog nacina rjesavanja kvadratne jednadzbe:

a® —dg L3 =1

(x—1)(xz—3)=0
z—1=0 i z—-8=0

r=1 g =3

Cetiri teskoce su uobi¢ajene za ucenike u smislu odabira ovog postupka za rjesavanje
kvadratnih jednadzbi:

e Jednadzba skra¢enog oblika kao npr. z? — 4z = 0 ¢esto se zapisuje kao 2% = 4x
i ucenici skrac¢uju zajednicki faktor x i dobiju x = 4, a drugo rjesSenje, z = 0
se izgubi. Vazno je naglasiti ucenicima opasnosti neodgovarajuceg kracenja i
ohrabriti ih da u ovakvim jednadzbama izluce zajednicki faktor kako bi dobili
izraz x(x — 4) = 0 kako se rjesenja ne bi izgubila.

e Jednadzbu poput z? — 3z — 4 = 0 ucenici ée cesto zapisati poput 22 — 3z =4 i
zatim rastaviti na faktore x(z — 3) = 4 te reéi da su rjeSenja v =4 ili x — 3 = 4,
odnosno koristeéi pravilo kad je umnozak faktora 0. O ovakvim pogreskama mora
se raspravljati, prvo da bi se razjasnilo kako predlozena rjesenja moraju zadovoljiti
jednadzbu i drugo da bi pomoglo ucenicima da vide da ne mogu koristiti navedeno
pravilo ako umnozak nije jednak nula. Mozda bi bilo i dobro naglasiti da se broj
4 moze izraziti kao faktor dva cijela broja na ¢etiri nac¢ina kao 1-4, —1-—4,2-2
i —2-2 1 da jedino prva dva faktora vode do rjesenja.

e Jednadzbu nije uvijek moguce rijesiti pronalaskom faktora. Ucenici ne razlikuju
situacije kada jednadzba nema realna rjesenja i kada se do rjesenja teze dolazi jer
su racionalna. I o ovakvim primjerima treba raspravljati. Jako su bitne graficka
interpretacija i uloga diskriminante b? — 4ac.
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e Nakon s$to je u¢enicima uvedena opéa formula za rjesavanje kvadratne jednadzbe,
ucenici ¢e ve¢inom sve jednadzbe rjesavati pomoéu formule bez obzira na to moze
li se ta jednadzba rijesiti i na laksi nacin, kao sto je jednostavna faktorizacija.
Privla¢nost formule je u tome ”sto uvijek radi” i kada postane poznata, ucenici
su sigurni da ¢e na taj nacin doé¢i do to¢nog rjesenja. No, svakako bi im trebalo
pomoc¢i da razviju dovoljnu te¢nost u faktoriziranju jednostavnog kvadratnog
izraza tako da im to postane ociti prvi pristup, a ne formula, kada se radi o o
jednostavnom primjeru.

Slicnost s optom metodom rjesavanja kvadratnih jednadzbi je vazna jer je korisna kao
prakticna metoda nalazenja oba tocna i priblizna rjeSenja i kao na¢in diskriminiranja
izmedu situacija kada su 0, 1 ili 2 rjesenja. Ideja svodenja na potpuni kvadrat je isto
vazna jer njome dolazimo da formule za kvadratnu jednadzbu i jednostavan je nacin
skiciranja grafa bilo koje kvadratne funckije.
Jednadzba 2% — 4z +1 = 0 se rjesava metodom svodenja na potpuni kvadrat na sljedeéi
nacin:
22 —4x+1=0
r? —dr4+4=3
(x—2%=3
z—2=+V3
x=2++/3
& 873 #le 0.27.

Ucenici cesto imaju poteskoc¢a ve¢ u prvom koraku jer zahtijeva poznavanje kvadrata
zbroja i da je (x —2) = 22 — 4z + 4. Pomaze prvo pogledati primjere u kojima
je koeficijent od 22 jednak 1, a koeficijent uz x paran tako da se nacelo iza postupka
shvati prije nego se uvedu razlomci. Postupak ima vec¢u vaznost ako je povezan s grafom
kvadratne funkcije jer oblik jednadzbe svedene na potpuni kvadrat daje jednostavan
nacin skiciranja grafofa i odredivanja tjemena, kao sto i pokazuje vaznost rjesenja
odgovarajuce kvadratne jednadzbe.
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Proporcionalnost

Proporcionalnost je osnovna ideja koja se temelji na Sirokom rasponu situacija koje
ukljucuju dva skupa brojeva. Proizlazi iz problema s koli¢inama i troskovima, vrijed-
nosti novca, pretvorbi mjernih jedinica, konverzije valuta, postotcima, brzina i dru-
gih promjenjivih stopa, mjerila za karte i dijagrame, duljina u sli¢cnim likovima i iz
trigonometrije. Osnovna ideja glasi da je omjer izmedu parova brojeva konstantan
i da medu njima postoji multiplikativna veza medu dva skupa brojeva. Moguénost
ucenika da rjeSsava probleme s proporcijama je usko vezana s njihovim razumijeva-
njem mnozenja i dijeljenja s njihovom inverznom vezom i razlomcima. Ova izjava
sumira dvije kljuéne ideje: omjer izmedu dva broja odreduje faktor proporcionalnosti
i da je dijeljenje inverzna operacija kojom ponistavamo mnozenje kao sto se vidi na
sljede¢em primjeru. Sljedeca slika pokazuje tipi¢an primjer pogresaka koje ucenici ¢ine

5 23
2 20
—_— _—
4 5 20 23
4T —
4 21:15

Slika 3.1: Inverzne racunske operacije

u rjeSavanju problema koji uklju¢uju proporcionalnost. Trinaestogodisnji ucenik je za
zadatak dobio tablicu na lijevoj strani gdje je trebao pretvoriti milje na sat u kilometre
na sat. Druga tablica pokazuje ucenikove odgovore. 60 se moze dobiti ako oduzmemo

Brzina (milja/h)

Brzina (km/h)

50

80

30

0

Brzina (milja/h)

Brzina (km/h)

50 80
30 60
0 30

Slika 3.2: Ucenikove greske u pretvorbi brzina

20 od 80 jer je 50 manje 30 isto 20 ili ako 30 dodamo 30 jer 80 manje 50 jednako

24
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30. U oba slucaja ucenik vidi vezu zbrajanja ili po retcima ili po stupcima. U drugoj
tablici ucenik je dobio 30 na slican nacin koriste¢i strategiju zbrajanja. Izjaviti da
je 30 kilometara na sat ekvivalentno 0 milja na sat je ocito apsurdno i upozirava na
nacin u kojem ucenici ¢esto ne prepoznaju da ono sto pisu nema smisla. Bitna zabluda
je neuspjeh da se prepozna multiplikativna veza izmedu dva skupa brojeva. Jo§ je-
dan primjer u kojem veliki broj ucenika koristi strategiju zbrajanja kada ih se pita da
povecaju pravokutnik s osnovicom 5 cm i visinom 3 cm, kako bi dobili pravokutnik s
osnovicom 12 cm. Uobicajni odgovor je da ¢e visina biti 10 cm jer oduzimaju 2 od 12
ili nadodaju 7 na 3 za visinu. Sa slike ispod odmah je vidljivo da dimenzija pove¢anog
pravokutnika ne moze biti tocno rjesenje, no tesko je vidjeti je pravokutnik poveéan
faktorom % ili 2.4 sto dovodi do tocne visine 7.2 cm. Pogresna upotreba strategija

Osnovica (cm) Visina (cm)

5 3

12 10

10

12

Slika 3.3: Greske u povecavanju pravokutnika

zbrajanja u proporcijskim problemima je Siroko rasirena. U istrazivanju iz 1976. Hart
uvidjela je da je samo 20 ucenika od njih 2257 proporcijske probleme pokusalo rijesiti
zapisujudi i rjesavajuci jednadzbu oblika

temeljenu na ideji jednakih omjera gdje je jedan element nepoznat. Udzbenici obiéno
pristupaju proporcijskim problemima na jedan ili na viSe od tri razli¢ita nacina, ovisno
o tipu problema i brojevima o kojima se radi. U sljede¢em primjeru prikazana su sva
tri pristupa u zadatcima koji uklju¢uju troskove.

Primjer 3.1 Tri kilograma krumpira kostaju 13.50 kn. Koliko kosta 5 kg krumpira?

1. Jediniéna metoda:
3 kg krumpira kostaju 13.50 kuna.
1 kg krumpira kosta L;’O = 4.50 kn.
5 kg krumpira kostaju: 5-4.50 = 22.50 kn.
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5
3
3kg —» 5kg

13.50kn —— ?kn

3

2. Metoda faktora proporcionalnosti: 5 kg krumpira kosta g -13.50 = 22.50 kn

3. Metoda jednakih omjera
Neka je z cijena 5 kg krumpira u lipama.
z 5 5 z _ 1350 1350

I ——— =— = —1 11 = =§.—,
213503:>x3350125 3:>m53

Jedini¢cna metoda ukljucuje pronalazak cijene jedne jedinice kao medukorak i najjed-
nostavnija je metoda. Ovaj pristup je jednostavan jer jasno doéi do jedini¢ne cijene
koja se dalje moze koristiti za izracun bilo koje koli¢ine. Ova metoda je i prilagod-
ljiva jer jedinica ne mora nuzno biti jedan. Recimo, za odrediti koliko kosta 250 g
necega, ako znamo koliko kosta 150 g tog istog, bolje je izracunati koliko kosta 50
g nego 1 g kao medukorak. Pristup temeljen na faktoru proporcionalnosti ukljucuje
prepoznavanje da se masa povecala za faktor g pa se onda i cijena mora povecati istim
faktorom. Ukljuceni brojevi mogu se zapisati u obliku dijagrama sa strelicama kako
bi ucenici vidjeli kako su brojevi povezani s faktorom proporcionalnosti. Ovaj pris-
tup je posebno prigodan za geometrijske probleme kao sto skaliranje planova i karti.
Dvije alternative koje koriste jednake omjere odrazavaju druge dvije metode, s omje-
rom koji odgovara ili jedini¢noj cijeni ili faktoru proporcionalnosti. Algebarski pristup
koji ukljucuje jednadzbu je apstraktniji zato Sto interpretacija omjera nije uceniku
nuzno ocita i formalnost postavljanja i rjesavanja jednadzbi moze stvoriti prepreku u
rjeSavanju problema koji je u biti numericki. Medutim, postoje problemi u kojima je
algebarski pristup neophodan. Poznavanje i te¢nost s prva dva pristupa, koja zahtije-
vaju razumijevanje multiplikativnog principa i koristenje razlomaka, nuzni su zahtjevi
za rjeSavanje problema.
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Poveznica s geometrijom

"Slika vrijedi vise od tisucu rijeci.”
Anon

4.1 Veze izmedu algebre i geometrije

Poveznice izmedu algebre i geometrije su bliske, posto se geometrija bavi vezama
izmedu varijabli kao sto su kut, duljina, povrsina i obujam i pridonosi jeziku algebre
kroz rijeci kao sto su kvadratni i kubni. Geometrijski dijagrami su bogat izvor uvida
u algebarske ideje, dok su algebarske metode mocan alat za rjesavanje geometrijskih
problema i za predstavljanje geometrijskih dokaza. Grafovi su posebno znacajni kao
ideja koja povezuje geometriju i algebru, sazimanjem svojstava funkcija u slikovnom
obliku i mogucénoséu da se geometrijska svojstva zapisuju simbolima.

Slikovni prikazi su odmah privla¢ni i zanimljivi uc¢enicima i na taj nacin su potenci-
jalno vrijedni kao nacin kojima dajemo vecée znacenje algebarskim idejama pruzanjem
razli¢itih upecatljivih prikaza, Ideja o varijabli je jasnija kada se poveze s kutom i du-
ljinom koji se mogu stalno mijenjati, kao suprotnost cesto dominantnom naglasku u
ranim fazama ucenja algebre na varijablama koje uzimaju samo diskretne vrijednosti
cijelih brojeva. Mnogi kljuéni algebarski odnosi poput razlike kvadrata imaju geome-
trijsko podrijetlo i slikovito su sazeti na nezaboravan nacin. Geometrijski problemi
i dokazi vazna su primjena algebarskih ideja i kao takvei daju veéu svrhu za ucenje
algebre.

Geometrijske tvrdnje i problemi koji ukljucuju kutove su jedan od najranijih nacina
koristenja slova u kontekstu u kojem je veza s brojem ocita. Npr., sljedeca slika po-
kazuje jednostavnu tvrdnju koja povezuje kutove i paralele. Osim S$to pruza uporabu
algebarskih zapisa, ovo je i dobar primjer neke vrste jednostavne deduktivne tvrdnje s
kojom se ucenici trebaju konstantno sretati u algebarskom i geometrijskom kontekstu
kako bi se razvile njihove moc¢i rasudivanja. Nadalje, ideja jednakih kutova pridonosi
jednostavnom nacinu dokazivanja da je zbroj kutova u trokutu jednak 180°. Tako ¢e se
ucenici susresti s ovom kljuénom ¢injenicom o trokutu na ekspermentalan nacin kroz
mjerenje. Predstavljanje tvrdnje u algebarskom obliku osnazuje ideju o slovima koja
predstavljaju varijable. Posto su razna geometrijska svojstva o kutovima ve¢ utvrdena,
ona se koriste u "lov na kutove” problemima u kojima su ¢injenice o kutovima u ne-

27
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a = b — par odgovarajucih
kutova,

‘a b = ¢ - par vertikalno suprotnih
(vr8nih) kutova

b Slijedidajeia=c—par
naizmjenic¢nih kutova

b= f1ic= g parovi
odgovarajucih kutova.

Kako je a + f + g = 180, slijedi i
daje
a+b+c=180.

Slika 4.1: Zbroj kutova u trokutu

kom liku koristene kako bi utvrdili daljnje ¢injenice. Takvi problemi nekada vode do
jednostavnijih jednadzbi kao u sljede¢em zanimljivom primjeru gdje su moguca dva
rjesenja.

Primjer 4.1 Koliko iznose kutovi u jednakokracnom trokutu ako je jedan kut dvostruko
veéi od drugog? Neka kutovi budu oznaceni s x i 2x stupnjeva 1 koristi ¢injenicu da je
zbroj kutova u trokutu 180°.

Dvije su osnovne znacajke o koristenju simbola u geometrijskom kontekstu. Prva se,
ilustrirana na sljede¢em primjeru, tice pitanja o jedinicama. Uobicajeno je da se u
matematici radije koriste slova za predstavljanje brojeva nego koli¢ina, sto su zapravo
brojevi uz koje idu mjerne jedinice. To je prikladno i za oznacavanje dijagrama i pos-
tavljanju algebarskih tvrdnji bez spominjanja jedinica, bilo pod pretpostavkom da se
brojevi odnose na neki dosljedan opdi sustav jedinica ili upu¢ivanjem na jedinice samo
u pocetnim i zavrsnim komentarima. Do zabune moze do¢i kada se jedinice kombini-
raju s algebarskim simbolima jer uceniku razlika izmedu dviju uloga koja slova imaju
nije nuzno jasna. Jedino kontekst daje razliku izmedu mg - umnoska mase i ubrzanja
sile teze i mg - mase m mjerene u gramima ili empham - duljina a u metrima i am,
ante meridiem, sto znaci prijepodne. Primjeri poput ovih mogu se ¢initi banalnima,
pa cak i Sasavima, ali uceniku u ranom stadiju ucenja algebre, konvencije nisu nuzno
ocite ili dosljedne, sve dok ucenik u potpunosti ne razumije ove ideje i njihove primjene.
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X
2%
X X
2x 2x
% 4 +% = 180 X +2x +2x = 180
4x =180 5x = 180
Tri kuta su 45°,45° i 90°. Tri kuta su 36°,72° i 72°.

Slika 4.2: Trazenje kutova u jednakokracnom trokutu

Druga poteskoca oko oznacavanja proizlazi iz upotrebe velikih tiskanih slova za oznaca-
vanje tocki i malih tiskanih slova koja oznacavaju veéinu algebarskih varijabli. Ponovno
je bitan kontekst koji bi trebao razjasniti sto slova oznacavaju. No, nekome tko tek
pocinje uciti algebru izrazi ab® i AB? izgledaju isto i ne razlikuju se u govornom obliku.
Supstitucija vrijednosti u izraz ab® éesto uzrokuje probleme jer se to¢an redoslijed ope-
racija razlikuje od redoslijeda kojim su napisane. Stoga je vazno Cesto jasno objasniti
ucenicima sto neki izraz znaci i obratiti im paznju kada je potrebno kako vrlo sli¢ni
oblici mogu imati potpuno razlic¢ito znacenje u razli¢itim kontekstima.



Sazetak

[ako ve¢ina ucenika, ali i odraslih ljudi, algebru vidi kao ”slova” u matema-
tici, algebra je neophodna u matematickom obrazovanju i vazno je jos u ranom os-
novnoskolskom uzrastu krenuti postavljati temelje koji se onda s godinama nadograduju.
Nastavnicima je veliki izazov poucavati algebru i kljucno je uspjesno motivirati ucenike
Sto se moze posti¢i motivacijskim zivotnim primjerima, mozgalicama, slagalicama itd.
No, prevesti zivotne situacije i probleme na matematicki jezik predstavlja problem
ucenicima. Stoga je bitno s ucenicima vjezbati algebru od malena tako da se potaknu
tecnost i razumijavanje algebre i kako bi kasnije imali Sto manje problema shvatiti al-
gebru.

Kljuéne rijeci: algebra, tecnost, razumijevanje, jednadzbe, proporcionalnost



Summary: Algebra in Elementary
school and Highschool

Although most students, as well as adults, see algebra as “letters” in mathe-
matics, algebra is essential in math education and it is important to begin laying the
groundwork at an early elementary school age, which is then upgraded over the years.
It is a great challenge for teachers to teach algebra, and it is crucial to successfully
motivate students, which can be achieved by motivational life examples, puzzles, ridd-
les, etc. But translating life situations and problems into mathematical language is a
problem for students. Therefore, it is important to practice algebra with students from
an early age in order to encourage fluency and understanding of algebra and to have
as few problems with understanding algebra as possible later.

Key words: algebra, fluency, understanding, equations, proportionality
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