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Sazetak

U ovom radu, bavit éemo se Frenetovim trobridom krivulje ¢ : I — R3, I C R, koji pred-
stavlja desnu ortonormiranu bazu od ]Rg(t), tj. prostora svih vektora u tocki c(t), t € I.
Najprije éemo navesti teoriju linearne algebre koju é¢emo koristiti kroz rad. Uvest ¢emo neke
vazne pojmove u diferencijalnoj geometriji, poput regularnosti krivulje, duljine luka krivulje,
reparametrizacije, zakrivljenosti i torzije. Nakon definicije i osnovnih svojstava Frenetovog
trobrida krivulje, navest ¢emo Frenetove formule koje povezuju vektorska polja Frenetovog
trobrida s njihovim derivacijama. Kroz nekoliko primjera, vidjet éemo primjenu formula za

zakrivljenost i torziju krivulje te odrediti Frenetov trobrid nekih krivulja.

Kljucne rijeci

regularna krivulja, parametar duljine luka, reparametrizacija krivulje, Frenetov trobrid kri-

vulje, zakrivljenost, torzija, Frenetove formule



Frenet frame of a curve

Summary

In this work, we will consider Frenet frame of a curve ¢ : I — R3, I C R, which represents
right orthonormal base of Rg(t), space of all vectors in a point ¢(t), ¢ € I. First of all,
we are going to state theory of linear algebra that will be used throughout the work. We
will introduce some important concepts in differential geometry, such as regular curve, arc
length, reparametrization of a curve, curvature and torsion of a curve. After definition and
basic properties of Frenet frame, we are going to list Frenet formulas, which connect vector
fields of the Frenet frame with their derivations. Throughout few examples, we will see the
application of formulas for curvature and torsion and also determine Frenet frame of some

curves.

Key words

regular curve, arc length, reparametrization, Frenet frame of a curve, curvature, torsion,

Frenet formulas
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Uvod

Svrha ovoga rada je definirati Frenetov trobrid krivulje. U prvom poglavlju dana je teorija
linearne algebre koja se primjenjuje u radu. Navedene su definicije skalarnog i vektorskog
produkta, te njihova svojstva i dana je definicija vektora u tocki, odnosno vektorskog polja.
U drugom poglavlju, dana je definicija krivulje, odnosno regularne krivulje, te je definirana
reparametrizacija krivulje. Pokazano je da se svaka regularna krivulja moze reparametrizi-
rati specijalnim parametrom — parametrom duljine luka. Navedeni su i primjeri koji prate
dane definicije. U tre¢em poglavlju definirana su vektorska polja tangente, normale i binor-
male krivulje, odnosno definiran je Frenetov trobrid krivulje. Dane su definicije Frenetovog
trobrida za krivulje parametrizirane parametrom duljine luka, kao i za krivulje parametrizi-
rane op¢im parametrom. Navedene su i definicije zakrivljenosti i torzije krivulje. Nadalje,
dokazana su i odredena svojstva Frenetovog trobrida, te su navedene formule koje povezuju
vektorska polja takvog trobrida s njihovim derivacijama. Dana su i dva primjera odredivanja

Frenetovog trobrida krivulje.

1 Pojmovi iz linearne algebre

Najprije ¢emo navesti definicije osnovnih operacija s vektorima kako bi bilo jednostavnije
pratiti rad, [1].

Definicija 1. Neka su A = (x1,y1,21) @ B = (22,Y0,22) dvije tocke u prostoru R®. Tada

udaljenost dvaju tocaka oznacavamo sa d(A, B) i racunamo formulom

d(A,B) = \/(x2 — 21)% + (y2 — y1)? + (22 — 21)*

Definicija 2. Neka je v = /@ vektor ¢ija je pocetna tocka A = (x1,y1,21), a krajnja tocka
B = (29,90, 23). Normu (duljinu) vektora definiramo kao udaljenost izmedu njegove pocetne i

kragnje tocke te oznacavamo ||0|| = d(A, B). Dakle, norma vektora v = AB dana je formulom

15]] = V/(x2 — 21)% + (y2 — 1) + (22 — 21)%

Svaki se vektor moze na jedinstven nacin prikazati preko vektora baze. Pri tom obi¢no

koristimo zapis: U = a,t + ayj + a.k. Tada vrijedi:
Qr = Lo — T, Ay = Y2 — Y1, a3 = 29 — 271.

Prema tome, norma vektora v = a,i + a,j + a.k = (a,, a,, a,) racuna se formulom

171 = \fa2 + a3 + a2.

Definicija 3. Neka su d = (ay,ay,a;) i b= (b,, by, b,) vektori iz R® i p = £(d, b). Skalarni
produkt (umnoZak) vektora d i b jednak je umnosku njihovih norme i kosinusa kuta izmedu
njih:

a-b=|lall - |IBl] - cos .
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Formula po kojoj se takoder ra¢una skalarni produkt vektora @ = agl + aﬁ—i— akib =
bai + byj + bk :
a-b= Guby + @yby 4+ asb;.

Definicija 4. Za nekolinearne vektore a i b te ¢ kut medu njima, definiramo vektorsk:

produkt (umnozak) @ x b kao vektor sa sljedecim svogstvima:
1. ||a x of| = [[al] - [|b]] - sin .
2. 8% l;je okomit na vektor @ i na b.

—,

3. Trojka (@,b,@ x b) ¢ini desni sustav.

Definicija 5. Vektorski umnozak dvaju vektora zadanih svojim komponentama & = (a, ay, a,)

ib= (by, by, b,) definira se pomocu determinante

7§ ok
axb= Ay Ay Gy |,
b, b, b,

koja nam daje eksplicitni izraz @ x b= (ayb, — azby)z+ (ab, — axbz)f+ (azby — aybx)lg.

Definicija 6. Neka je

a = aJ—i— ayj—l— azl;,
b = byi+byj+b.k,
g = cxz+cyj+czg.

-,

Mjesoviti produkt (ummnozZak) vektora d, b i je skalar (@ x b) - € kojeg definiramo pomocu

determinante
Wy Gy
(@xb)-6=| by by b,
Bz C Ga

te dobivamo eksplicitnu formulu za racunanje mjesovitog produkta
(@xb)- = (ayb, — asby)cy + (aby — azh;)cy + (azby — ayby)c,.
Primijetimo, koristenjem formule za vektorski i skalarni produkt dobivamo isti izraz:

-,

@xb)-@ = [(aybs — azby)i + (asby — azb,)] + (azby — ayby)k] - (cai + ¢ + k)
= (ayb, — aby)cy + (azby — azh;)cy + (agby — ayby)c,.



1.1 Vektor u tocki

U ovom dijelu ¢emo navesti definiciju vektora u tocki, odnosno tangencijalnog potprostora
od R" te vektorskog polja i na¢in njegova zadavanja. Poznavanje ovih pojmova ée nam

olaksati daljnje razmatranje teme.

Definicija 7. Uredeni par (p,v), v € R™ nazivamo vektor u tocki p € R™ (ili tangencijalni
vektor od R™ w tocki p). Vektorski dio uredenog para (p,v) je vektor v.
Oznaka za vektor v u tocki p je vy,

Skup svih vektora u tocki p € R™ oznacavamo sa Ry ili T,R" (tangencijalni potprostor od

R, ).

Definiranjem sljedeéih operacija, skup svih vektora u tocki p organiziramo u unitarni prostor:

-zbrajanje vektora u tocki p:
Up + Wp = (v + w)p,
-mnozenje vektora sa skalarom \:
Aoy = (o),
-skalarno mnozenje vektora u tocki p:
Up - wp = (V- w)p.

Ovako definiran unitarni prostor R} (7,R") nazivamo prostorom vektora smjestenih u tocku

p ili tangencijalnim prostorom od R™ u tocki p.

Definicija 8. Preslikavanje koje svakoj tocki p € U, U C R"™ otvoren skup, pridruzuje vektor
u toj tocks

X(p) = (p,z) = mp
nazivamo vektorsko polje X na otvorenom skupu U C R™.

Definicija 9. Neka je ¢ : I — R" kriwvulja. Preslikavanje koje svakom t € I pridruzuje

vektor y(t) u tocki c(t) zovemo vektorsko polje duz krivulje c.

Dakle, vektorsko polje zadajemo kao vektorsku funkciju skalarne varijable.



2 Krivulje

2.1 Definicija i primjeri

Krivulju promatramo kao skup tocaka u ravnini ili u prostoru. Najjednostavnije krivulje
koje poznajemo su pravac, parabola, kruznica...

Uobicajeno je krivulju ¢ : I — R3, gdje je I C R otvoreni interval, zapisati pomoc¢u vektorske
jednadzbe

Navedimo sada definiciju krivulje kako bismo mogli promatrati njena svojstva te uvedimo

neke od osnovnih pojmova koje vezemo uz krivulju.

Definicija 10. Neka je I C R otvoreni interval. Glatko preslikavanje ¢ : I — R™ nazivamo

krivulja (parametrizirana krivulja) u R™.

Parametriziranu krivulju fizikalno interpretiramo kao trag koji ¢estica ostavlja pri gibanju
prostorom, u vremenu t. Dakle, jednadzba c(t) = (z(t),y(t), z2(t)) predstavlja ¢esticu koja
se u trenutku ¢ nalazi u tocki (z(t),y(t), z(t)).

Za derivacije krivulje ¢(t) = (z(t),y(t), 2(t)) ¢emo pisati:

“l) = elt) = @), 5(0),2(0), M

Te(t) = elt) = (0, 5(0), 5(0)). 2)

Analogno piSemo i oznac¢avamo za krivulje u R".

Definicija 11. Vektor derivacije krivulje ¢, u oznaci é(t), naziva se tangencijalni vektor ili

vektor brzine krivulje ¢ u tocki c(t). Skalar ||¢(t)|| nazivamo brzinom krivulje ¢ u tocki c(t).
Primjer 1. Pravac moZemo zadati kao preslikavanje ¢ : R — R™ izrazom
c(t)=p-t+q, pgeR"

Primjer 2. KruZnica u ravnini, radijusa r sa sredistem u (p,q), zadana je preslikavanjem
c:(0,2m) — R?,
c(t) = (p+rsint,q + rcost).

Istaknimo da s prethodnim preslikavanjem zapravo nismo zadali cijelu kruznicu. Kako u
definiciji krivulje domena mora biti otvoren skup, dobivenoj "kruznici” nedostaje tocka

(p,q+ 7). Dakle, prethodnim preslikavanjem smo zapravo zadali dio kruznice.



Primjer 3. Prostorna kubna parabola zadana je kao preslikavanje ¢ : R — R3,

elf) = fit. &&,2%)%

Slika 1: Prostorna kubna parabola

2.2 Regularna krivulja

U ovome ¢emo poglavlju upoznati bitno svojstvo krivulje - regularnost. Ono je jedan od
uvjeta za definiranje Frenetovog trobrida krivulje, sto je glavni cilj ovoga rada.

Definicija 12. Za krivulju ¢ : I — R™ kaZemo da je reqularna u tocki t € I ako je ¢(t) # 0.
Ako je ¢(t) # 0 za svaki t € I, onda krivulju nazivamo regularnom.

Tocku t € I u kojoj je ¢(t) = 0 nazivamo singularnom.

Uvodeéi pojam parametrizirane krivulje, smatrali smo da je krivulja parametrizirana opéim
parametrom t. Ipak, krivulja se moze parametrizirati i specijalnim parametrom, parametrom
duljine luka. Prije nego sto navedemo takvu parametrizaciju, definirajmo najprije duljinu

luka krivulje te reparametrizaciju parametrizirane krivulje.

Definicija 13. Neka je I = (a,b) C R otvoren interval. Duljina luka krivulje ¢ : I — R™ je

o= [ le(w)

Napomena 1. Za krivulju ¢ : I — R™ kaZemo da je parametrizirana duljinom luka ili da je

realan broj

jedinicne brzine ako je ||¢(t)|| =1, za svaki t € I.

Dakle,ako je ||¢(t)|| = 1, za svaki t € I znaci da Cestica po krivulji putuje jedinicnom brzi-
nom. To povlaci da je prijedeni put (oznacimo ga sa s) jednak proteklom vremenu (oznaka
t). Prema tome, moZe se smatrati da je krivulja parametrizirana duljinom luka s umjesto
vremenom t. Odatle dolazi naziv za takve krivulje, a i oznaka. Naime, za krivulje parame-

trizirane duljinom luka uobicajeno je pisati c(s) umjesto c(t), te ¢ (s) umjesto ¢(t).



Pokazimo racunski da za krivulje parametrizirane duljinom luka vrijedi da je duljina luka

krivulje ¢ jednaka duljini intervala I:

b b
:/ Hc(u)||du:/ 1-du=0b-a.

Definicija 14. Ako postoji glatki difeomorfizam ¢ : I — I takav da vrijedi ¢ = co p tj.
é0) = clp(@®) =), fe Tt e,
tada se krivulja ¢ : I — R" naziva reparametrizacijom parametrizirane krivulje ¢ : I — R™ .

Napomena 2. Ako je krivulja c reqularna, onda je i njena reparametrizacija ¢ takoder

reqularna. PokaZimo to:

- Derwacija inverza postoji © neprekidna je:

pa slijedi p(t) # 0.

- Koristenjem pravila za derivaciju kompozicije imamo:

i) = L) = Aele®)) _ dil(? d‘fg) = e(t) - @(?)

jer je ¢ regqularna (¢(t) #0) i (f) # 0 slijedi &() # 0.

Postavlja se pitanje kakva se krivulja moze reparametrizirati duljinom luka. Odgovor nam

daje iduéi teorem.

Teorem 1. Svaka se reqularna krivulja ¢ moZe reparametrizirati duljinom luka (jedinicnom

brzinom,).

Dokaz: Neka je ¢ : I — R" parametrizirana krivulja te neka je s : I — R funkcija duljine

0= [ el

Deriviranjem funkcije duljine luka imamo: $(t) = ||¢(t)|| > 0 (zbog norme), pa slijedi da je

luka definirana sa

s strogo rastuca funkcija.
Druga derivacija funkcije s postoji:

e(t) - é(t)
RECI

pa je s glatka i postoji inverz t = t(s) koji je takoder glatka funkcija. Vrijedi:

5(t) =




Definirajmo funkciju é(s) = ¢(t(s)), dakle, krivulju ¢ reparametriziramo funkcijom ¢ = ¢(s).

Preostaje pokazati da parametrizacija ¢ ima jedini¢nu brzinu. Vrijedi:

U nastavku pogledajmo reparametrizaciju duljinom luka nekih osnovnih krivulja.

Primjer 4. Reparametrizirajmo duljinom luka pravac zadan sa c(t) = (t,pt +q),p,q € R u
R2.

Odredimo nagprije vektor prve derivacije krivulje ¢ i njegovu normu.

¢t) = (1,p),

@l = Vit

Nadimo funkciju duljine luka:

¢ ¢
:/ ||c(u)||du:/ V1+p?-du=+/1+p2-t.
0 0

Odredimo inverz:
1
t=1t(s) = ——"s.
1+ p?

Sada 1mamo:

1 P
= . ; " +
(\/1+p2 . 1+ p? v

Primjer 5. Reparametrizirajmo duljinom luka kruznicu zadanu sa
c(t) = (p+rcost,q+rsint), te€(0,2m),

gdge je r polumjer kruznice, a (p,q) njeno srediste.

Odredimo vektor prve derivacije krivulje ¢ i normu toga vektora.

é¢(t) = (—rsint,rcost),

llel®)]| = Vr2sin?t + r2cost = r2.

Funkcija duljine luka:
¢
1
/H |du-/r-du:r-t:>t(s):—-3:i.
P s

é(s) = c(t(s)) = (p+rcos f,q + 7sin f), s € (0, 2rm).
T r

Sada je:



Primjer 6. Reparametrizirajmo obicnu cilindricnu spiralu c(t)

= (acost,asint, bt),t € R,
gdje su a i b konstante, a > 0.

Odredimo nagprije vektor prve deriwacije krivulje ¢ i njegovu normu.

¢(t) = (—asint,acost,b),
lle@)|| = Va2sin?t + a2 cost + b2 = Va? + b2.

Pronadimo funkciju duljine luka:

18 t
1
() = [ Netwllda = [ Ve FFau =V )= s s

Imamo:

¢(s) = c(t(s)) = (acos ;,asin i ,b i ).
VaZ + b2 Va2 +b a?+ b3

Slika 2: Prikaz desne (b>0) i lijeve (b<0) cilindri¢ne spirale.

Napomena 3. Prema teoriji, uvijek je moguce reparametrizirati krivulju parametrom duljine
luka. Medutim, u praksi to nije uvijek moguce. Pri takvoj reparametrizaciji, moze se dogoditi
da se funkcija duljine luka ne moZe eksplicitno odrediti tj. da se integral ne moZe rijesiti.

Takoder, krivulju necemo moéi reparametrizirats duljinom luka ako se inverz funkcije duljine
luka ne moZe eksplicitno odrediti.



3 Frenetov trobrid

Nakon $to smo upoznali pojam krivulje, regularnosti, parametrizacije krivulje te poznavajuci
neke osnovne operacije s vektorima, mozemo definirati i izvesti polja Frenetovog trobrida za
krivulje parametrizirane duljinom luka. Takoder, u obliku dvije propozicije, navest ¢emo

osnovna svojstva Frenetovog trobrida - ortonormiranost i neovisnost o reparametrizaciji.

Definicija 15. Neka je ¢ : I — R3 reqularna krivulja parametrizirana duljinom luka.

Tangencijalno polje krivulje ¢ definiramo formulom
T(s) =a'(8)

Polje vektora glavnih normala definiramo kao

C”(S)
lle" ()1

N(s) = 1" ()] # O,

a polje binormala kao

Bls) = T(s) x N(s).

Definicija 16. Uredena trojka (T'(s), N(s), B(s)) zove se Frenetov trobrid krivulje c¢ i ¢ini

desnu ortonormiranu bazu od Rg’(s).

Napomena 4. Za sy € I, vektore T(sg), N(so) @ B(sg) zovemo wvektor tangente, vektor
glavne normale i vektor binormale krivulje ¢ u tocki c(so).
Pravce odredene tim vektorima zovemo tangentom, glavnom normalnom i binormalom kri-

vulje ¢ u tocki c(sg).

3.1 Osnovna svojstva Frenetovog trobrida

Propozicija 1. Neka je ¢ : I — R3 krivulja kojoj zakrivljenost ne iicezava. Frenetov trobrid
(T'(s),N(s), B(s)) je ortonormiran.

Dokaz. Potrebno je pokazati da su polja Frenetovog trobrida medusobno okomita, te da su
jedini¢ne duljine.
Pokazimo da su polja T'i N okomita. Kako je ¢ parametrizirana duljinom luka, vrijedi:

Deriviranjem imamo:
Slijedi:
s N =1k

Polje binormala B je okomito na 7' i N jer je definirano kao njihov vektorski produkt.
Preostaje pokazati da su polja Frenetovog trobrida jedini¢ne duljine.



Uoc¢imo da prema definiciji vrijedi ||T'(s)|| = 11 [|[N(s)|| = 1. Kako je polje binormala B
definirano kao B =T x N, prema svojstvima vektorskog produkta imamo:

: . T
1B(s)Il = IT(s)x N(s)l| = [IT()IIN(s)]]-sin £(T(s), N(s)) = I T(s)[|-[|N (s)]] sin(5) = L.
Time smo dokazali ortonormiranost Frenetovog trobrida. U
Propozicija 2. Frenetov trobrid ne ovisi o reparametrizaciji.

Dokaz. Neka je ¢ : I — R3 krivulja parametrizirana parametrom duljine luka s te neka je
¢ : J — R3 reparametrizacija od c. Iz definicije reparametrizacije krivulje, postoji glatka
bijekcija ¢ : J — I kojoj je inverz gladak takva da je ¢(s) = c(p(s)) i p(s) > 0, za svaki
§ € J. Vrijedi:

ey = ) _ dps)e(s) _ clels))p'(s) _ dels) e o
T = el ™ TeteGNe @I ~ TeeGNIws ~ Tetenn )
N = L0 _ T T | Telo) _ v
IT(s)] T ()l T (eNlle'(s)  [T(e(s)]
B(s) = T(s)x N(s) = T(p(s)) x N(ip(s)) = B(p(s))
i time smo pokazali da Frenetov trobrid ne ovisi o reparametrizaciji. U

Uvedimo sada nazive za ravnine odredene vektorima Frenetovog trobrida.

Definicija 17. Neka je ¢ : I — R® krivulja reqularna v s € I. Ravnina kroz tocku c(s)

razapeta vektorima:
1. T(s) i N(s) naziva se oskulacijska ravnina u tocki c(s),
2. T(s) i B(s) naziva se rektifikacijska ravnina u tocki c(s),
3. N(s) i B(s) naziva se normalna ravnina u tocki c(s).

Iz ¢injenice da je Frenetov trobrid ortonormiran slijedi da je T'(s) vektor normale normalne
ravnine, N (s) vektor normale rektifikacijske ravnine i B(s) vektor normale oskulacijske rav-

nine.

10



3.2 Fleksija i torzija

U sljedeé¢em poglavlju, definirat ¢emo dvije veli¢ine kojima mozemo zadati krivulju - flek-
siju(zakrivljenost) i torziju(sukanje).

Mozemo naslutiti kako razli¢ite krivulje imaju razli¢ite zakrivljenosti. Na primjer, pravac kao
ravna crta ima zakrivljenost jednaku 0, dok kruznica manjeg radijusa ima vecu zakrivljenost

od zakrivljenosti kruznice veceg radijusa.

Propozicija 3. Ako je tangencijalni vektor krivulje c : I — R™ konstantan, onda je krivulja

pravac.

Dokaz. Pretpostavimo da je ¢(t) = a,a € R". Integracijom imamo:
et) = /é(t)dt =at +b,b e R".

Ako je a # 0, onda je krivulja ¢ pravac s vektorom smjera a kroz tocku b.
Ako je a = 0, onda ¢ degenerira u tocku. O

Ovom propozicijom naslu¢ujemo da je smisleno zakrivljenost krivulje geometrijski definirati

kao realnu funkciju koja opisuje promjenu jedini¢nog tangencijalnog vektora krivulje.

Definicija 18. Neka je ¢ : I — R? krivulja parametrizirana duljinom luka s. Tada funkciju

k: I — R definiranu izrazom
K(s) = [|"(s)l]

nazivamo zakrivljenost ili fleksija krivulje ¢ u tocki c(s).

Prethodnu definiciju ¢emo iskoristiti u Primjeru 7. za rac¢unanje zakrivljenosti obi¢ne cilin-
dri¢ne spirale.

Kako bismo potvrdili pretpostavku s pocetka Poglavlja 3.2 tj. da se radi o pravcu ako je
zakrivljenost jednaka nuli, dokazat ¢emo sljedeé¢u propoziciju.

Propozicija 4. Regularna krivulja je pravac ako v samo ako je k = 0.

Dokaz. Pretpostavimo da je krivulja ¢ pravac zadan standardnom parametrizacijom c(s) =
s+ a,a € R™. Deriviranjem je: ¢’(s) = 0 i o¢ito k = 0.

Obratno, pretpostavimo li da je k = 0, slijedi ¢”’(s) = 0. Uzastopnim integriranjem, uz uvjet
da je ¢ parametrizirana duljinom luka, slijedi ¢(s) = s+ a, a € R". O

Definirajmo sada za krivulje parametrizirane duljinom luka i sljedec¢u funkciju:

Definicija 19. Funkcija 7 : I — R definirana izrazom
7(s) = —N(s) - B'(s)

naziva se torzija ili sukanje krivulje ¢ parametrizirane duljinom luka s.
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Primjer 7. Odredite Frenetov trobrid, zakrivljenost i torziju obicne cilindricne spirale para-

metrizirane duljinom luka s.

Obicna cilindricna spirala parametrizirana opéim parametrom t zadana je
c(t) = (acost,asint,bt), a,bkonst. ,a > 0.

U Primjeru 6. smo ju reparametrizirali duljinom luka s i imamo:

c(s) = (acos % asin i i

) 7b
va? 4 b? Vaz + b2 Va2 + b2

Kako bismo odredili tangencijalno polje T' i polje vektora glavnih normala N krivulje c, odre-

)

dimo vektor prve i druge deriwacije krivulje ¢ te normu vektora druge derivacije.

a s a s b )

d(s) = [—=——=-(—sin , - COS :
(5) (\/a27—|—b2 ( \/a2+b2) Va2 + b2 Va2 + b2 a2 + b2

"(s) = (g =), 7+ (= sin o =—),0)
c(s) = Z 2 COS\/m,a2+bQ Sm\/a?—i——lﬂ’

()] b L B N,
g'is)|]| = —— - sin® —
@77 S mrr @y N Jare

a? a

N T
(a2 + b?)? o + b2

Koristeci izraze iz Definicije 15. slijedi:

T(a) = <is)= (L - (—sin = ) = - 08 ——r b )
Va2 + b2 Va2 + 02" a? + 12 Va2 £ a2+ b2/’
d'(s) 1 a s a s
N = — . S 7 o 0
(s) 1 ()] ﬁ <a2 + b2 (— cos R b2) 2L (—sin —a2 i bQ) )

s s
- 0087,—Sin7,0),
( va? + b Vva?+b?

B(s) = T(s) x N(s)

i i k
a - s a s b
= Va2+b2? ' <_ BEE \/a2+b2) Va2+b? ~Eas Va2+b? Va2+b2
s : s
— COS W — 8in \/{12:4_1)2 0
- a S a S
= k( sin? + cos? )
,/a2_'_b2 \/a2+b2 \/a2+b2 ,/a2_’_b2

b
i — (—cos

. S - S -
- | — Sl = —
1/a2_|_b2( 1/0124_[)2 1/0124_172) ‘7)
b s b s a

= sin o coS , .
<\/m Va2 +02 a2+ Va2 4 b2 \/a“rb2>
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Ovime smo odredili Frenetov trobrid (T(s), N(s), B(s)) obic¢ne cilindricne spirale parametri-

zirane duljinom luka s.

Slika 3: Frenetov trobrid obi¢ne cilindri¢ne spirale

Preostaje odrediti zakrivljenost k i torziju T.

Prema Definiciji 18., zakrivljenost k krivulje c je dana s:
K(s) = [lc"(s)l| =

Pronadimo derivaciju polja binormala B, kako bismo odredili torziju 7.

a
a? + b2’

] b s b . S
B'(s) = (m - COS TEi R AP .sm\/ﬁ,())
Sada je
7(s) = —N(s)- B'(s)
( s b S (—si s ) b . s 40
= —(—oo8 . - €08 —=—== — (—sin . - 8in ———
Vi) a1p CUEiw Ve a+p M are
b 5 5 b _ i3 5
= 20 - COS \/a2——|—62+a2+52 - 8in —m
b
T a2+ b
Dakle, odredili smo zakrivljenost £(s) = %3z @ torziju 7(s) = aQ—_beQ obicne cilindricne spirale

parametrizirane duljinom luka s.

Obzirom da krivulju nije uvijek moguée eksplicitno reparametrizirati duljinom luka s, uve-

dimo formulu za zakrivljenost krivulja parametriziranih opéim parametrom ¢.

Propozicija 5. Neka je ¢ : I — R3? reqularna krivulja parametrizirana opéim parametrom t.

Tada je njena zakrivljenost u tocki c(t) jednaka




Dokaz. Znamo da vrijedi:
K(t) = R(s)

tj. zakrivljenosti krivulje ¢ zadane opéim parametrom t definirana je kao zakrivljenosti njene

reparametrizacije ¢ parametrom duljine luka s, ¢(t) = ¢(s). Deriviranjem ovog izraza imamo:

de de dt ., dt

Tds dt ds  ds

=f

Zatim deriviranjem prethodnog izraza po varijabli s imamo:

dt d?t
~I! e . i 2 . il
d'=¢ (ds) + ¢ T2

Prema definiciji duljine luka krivulje (s = f: ||¢(u)||du), deriviranjem slijedi:

ds

B— kol
dt 1
=& ol )

SloZenim deriviranjem izraza (3) imamo:

P d(lel) de

ds? dt ds
Gk 1
@I Mle@)]
N
eI

Sada je:

|
7N
oY
T
o
|
—
o-
(S
N’
[oh
N

I
=
S
Y . N
—
-
o
SN—
(& H
|
—
e
[}
N
(o)
S

Primjenimo sljede¢u formulu: a x (b x ¢) = (a-¢)-b— (a-b)-ciimamo:

B 1 T
g = HC,H4-(C>< (@ x 8]}
Bududi da su ¢ i ¢ x ¢ okomiti, slijedi:
~/ 1 . 3 i
HC H = ||C-||4'HCX(C><C)||
= ||C,||4-<||c|]-||c><c||-sml(c,c><c))
_ lexd
|lelf®
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Dakle, imamo:

llex &l
)

(1) = F(s) = |21l = S

¢ime smo dokazali tvrdnju.

O

U sljede¢em primjeru, razmotrit ¢emo zakrivljenost kruznice i ovisnost zakrivljenosti k o

radijusu 7.

Primjer 8. Zakriwljenost kruznice radijusa >0 je konstantna @ jednaka %
Neka je ¢ : {(0,2w) — R3 kruznica zadana s c(t) = s + rcost - ry + rsint - ro, pri emu je
s € R3 vektor sredista kruznice, a r,75 € R3 ortonormirani vektori koji razapinju ravninu u

kojoj lezi kruznica c. Deriwiranjem imamo:
é(t) = —rsint - ry +rcost - 1o,

é(t) = —rcost-ry —rsint - ro.

Sada je:
é(t) x é(t) = r?sint - (r; X r3) —r?cos’t - (1 x 11).

Kako je a x b= —(b x a), slijedi:

c(t) x é(t) = % (rx ),

le(t) x ERl = r*[lry x ro|| =72,
le@®)||]? = ét)-é(t) =r?sint - ||ry]* — 2r®sint cost(ry - r9) + r?cos®t - ||ra]|* = 12,
= [le@I° = r*

Uvrstimo u formulu za zakrivljenost:

wty = L0 x 0l _r® 1

lle@)I? o

1 dobili smo da je zakrivljenost kruznice obrnuto proporcionalna radijusu kruznice.

Ranije smo uveli funkciju torzije za krivulje parametrizirane duljinom luka s. Definirajmo

sada torziju za krivulje parametrizirane opéim parametrom t.

Propozicija 6. Neka je ¢ : I — R3? krivulja parametrizirana opéim parametrom t, kojoj

zakrivljenost ne iscezava. Tada vrijedi:

(x&)-¢  det(e,¢)

"TTexédp T Mexdp
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3.3 Frenetove formule

U nastavku é¢emo za krivulje parametrizirane duljinom luka s izvesti vezu izmedu vektorskih
polja Frenetovog trobrida i njihovih derivacija, koje zajednickim imenom zovemo Frenetove

formule.

Teorem 2 (Frenetove formule). Neka je ¢ krivulja parametrizirana duljinom luka s kojoj

zakrivljenost Kk ne iscezava i neka je T njezina torzija. Tada vrijeda:

T = k-N, (4)
N = —k-T+71-B, (B)
B = —r-N. (6)

Dokaz. Neka je T" =ay-T + as - N + a3 - B, gdje su aq, as, a3 neke glatke realne funkcije.
Po definiciji normalnog vektorskog polja imamo:

N:C—”:z:>T':/£-N.

el

Zbog jedinstvenosti prikaza vektora pomocu vektora baze, slijedi: a; = a3 = 0,a, = K i time
smo pokazali izraz (4).
Neka je sada N’ = by - T + by - N + bs - B. Pomnozimo li ovaj izraz skalarno sa N, dobivamo
N - N’ = by. Kako je N jedini¢no polje, N* = 1, deriviranjem je N - N’ = 0. Sada slijedi
by = 0.
Nadalje, primjetimo da iz T'- N = 0 deriviranjem slijedi:

TPaNIT - N=0=T N=-T" N=—m=—x

Prema tome je by = —k.

Zatim, N - B = 0, pa deriviranjem imamo:
N-B+B-N=0= N -B=-N-B =r1.

Zaklju¢ujemo: bs = 7 i pokazali smo izraz (5).
Neka je B' =c¢; - T 4¢3 - N 4 ¢3 - B. Skalarnim mnoZenjem B, imamo ¢3 = B’ - B, a kako je
B jedini¢no polje, slijedi ¢35 = 0. Iz definicije torzije 7 = —N - B’, slijedi ¢; = —7. Kako je

¢y = B’ - T, deriviranjem izraza B - T = 0, imamo
B -T=-B-T'=0=¢=0.
Time smo pokazali izraz (6) i dokazali ovaj teorem. O

Ranije smo definirali Frenetov trobrid (7'(s), N(s), B(s)) krivulje parametrizirane duljinom
luka s. Izvedimo sada izraze za Frenetov trobrid krivulja parametriziranih opéim parametrom
t. Najprije ¢emo definirati dopustive krivulje jer je to uvjet za konstruiranje Frenetovog
trobrida (T'(t), N(t), B(t)) u svakoj tocki krivulje.
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Definicija 20. Za krivulju ¢ : I — R3 parametriziranu opéim parametrom kaZemo da je

dopustiva krivulja ako su polja ¢ i ¢ linearno nezavisna.

Primijetimo, radeci s krivuljama parametriziranim duljinom luka, postavili bismo pretpos-
tavku da zakrivljenost krivulje ne is¢ezava. Pokazat ¢emo da je taj zahtjev ekvivalentan
gornjoj definiciji dopustive krivulje za krivulje parametrizirane opéim parametrom.

Naime, dva polja su nezavisna, ako je njihov vektorski produkt razli¢it od nul-vektora, od-
nosno, norma vektorskog produkta razli¢ita od 0. Zaista, za krivulje parametrizirane dulji-

nom luka imamo:
07 llex llt = @ x2)-x 9 =| 515 51| = IlP - P - - &) = el

Propozicija 7. Neka je ¢ : I — R3 dopustiva krivulja . Tada vrijedi:

&(t) x &(t)
let) x ¢

Dokaz. Neka je ¢ reparametrizacija krivulje ¢ duljinom luka, é(s)

= ¢(t). Oznacimo (T'(s), N(s), B(s))
Frenetov trobrid reparametrizirane krivulje ¢, a sa (T'(t), N(t), B(t)) Frenetov trobrid krivu-

lje c. Deriviranjem imamo:
d
do:a@-iza@yg

Primjenimo Frenetove formule:

éft) = T(s) - 6Ol = T(®) - |e(t) | = T(t) = 720

Time smo dokazali prvi izraz.

Nadalje, deriviranjem i koristeé¢i Frenetove formule za krivulje parametrizirane duljinom luka:

E = &(s)-82+8(s) -5
(s)- N(s)-82+T(s) 5
= k() -N(t) - +T(t) -5

Il
=

Sada je
é(t) x é(t) = k(t)$*T(t) x N(t) = k(t)$*B(t).

Buduéi da je B(t) jedini¢no polje, a pozitivan faktor (t)s® osigurava jednaku orijentaciju

vektora lijeve i desne strane prethodne jednakosti, slijedi

() x é(t)

le) < E@I”

Izraz za N (t) slijedi iz desne tj. pozitivne orjentiranosti Frenetovog trobrida (T'(t), N(t), B(t)).
(]

B(t)
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Primjer 9. Odredite Frenetov trobrid, zakrivljenost i torziju kubne parabole c(t) = (¢, % 13),
parametrizirane opéim parametrom t, u tocki (1,1,1).
Najprije zakljucujemo: c(t) = (1,1,1) =t = 1.

Izracunajmo sada derivacije krivulje c:
et) = (1,230,

ét) = (0,2,6t),
“(t) = (0,0,6).

Za t=1 slijeds:

¢t) = (1,2,3),
£l = {0,2,8).
Kako bismo odredili Frenetov trobrid krivulje c, koristit éemo izraze 1z prethodne propozicije.

Stoga, pronadimo najprije normu vektora prve derivacije krivulje ¢ te vektorski produkt ¢ x ¢

» njegovu normu, kako bismo odredili tangencijalno polje T' i polje binormala B.

le@®)|| = Vi+4ar2+9tt = |le(1)]| = V14
ij k| L
et xét) = |1 2t 32 | =1- (1282 — 6t%) — (6t — 2k)) = (61, —6t,2)
0 2 6t

(1) x é1) = (6,—6,2)
le(1) x é1)]] = V36+36+4 =176

Sada mozZemo odredimo Frenetov trobrid kubne parabole u tocki (1,1,1).

B é(l) B 1
TW = eon = vath2?
CodyxEw 1,
PO = emyeon ~vw o 0P
|1k 1
N = BO)xT() = e (13 —26 § = ———(-22,-16,18
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Slika 4: Frenetov trobrid kubne parabole u tocki (1,1, 1)

Preostaje izracunati det(¢, ¢, '¢) da bismo odredili zakrivljenost k i torziju T.

1 2t 3t?
det(e(t),é(t), ¢(t) =0 2 6t | =12
00 6
Slijeds:
ot = lle() x )]l _ 36t* + 36t° + 4 o k1) = V76
lle(®)|[? (V1 + 412 + 9%y (V14)*’
o det(e(®). &b), €(t) _ 12 h_12_3
m(®) le@®) - Eé@)]2 ~ 36t4 + 3612 + 4 =% "1

Time smo izracunali zakrivljenost k i torziju T u tocki (1,1, 1) te primjenjujuci izraze iz Pro-
pozicije 7., odredili smo Frenetov trobrid kubne parabole parametrizirane opcéim parametrom
t.

Navedimo Frenetove formule za krivulje parametrizirane op¢im parametrom.

Teorem 3 (Frenetove formule za krivulje parametrizirane opéim parametrom). Neka je
c: I — R?® dopustiva krivulja parametrizirana opéim parametrom sa zakrivljenoiéu k i

torzijom 7. Tada vrijedi:

T®t) = llells(N ),
N@) = llell(=x@)T() + ) B(),
B(t) = [ell(=r()N(1)).
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