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Sazetak

U ovom ¢emo radu definirati Gegenbauerove polinome i predstaviti neka njihova osnovna
svojstva. Pokazat ¢emo da se mogu zapisati pomoéu funkcija izvodnica, ali i da predstav-
ljaju rjeSenje homogene linearne diferencijalne jednadzbe drugog reda. Izvest ¢emo izraze za
neke rekurzivne relacije koje zadovoljavaju. Stovise, pokazat ¢emo da zadovoljavaju tro¢lanu
rekurziju. U nastavku rada prikazat ¢emo oblik Rodriguesove formule u slu¢aju Gegenba-
uerovih polinoma. Osim toga, ukratko ¢emo navesti osnovne informacije o Jacobijevim
polinomima, kao prosirenju Gegenbauerovih polinoma, te povezanost s ostalim klasama or-
togonalnih polinoma. Na kraju ¢emo navesti neke od primjena Gegenbauerovih polinoma u
podru¢ju matematicke fizike, s naglaskom na entropiji, i numericke matematike, gdje ¢emo

istaknuti Gaussove kvadraturne formule.

Kljuéne rijeci: troclana rekurzija, Rodriguesova formula, Jacobijevi polinomi, Gegenba-

uerovi polinomi

Abstract

In this paper we will define Gegenbauer polynomials and present some of their basic pro-
perties. We will show that they can be written using generating functions, but also that
they represent solution of homogeneous linear differential equation of the second order. We
will derive some recurrence relations that they satisfy. Moreover, it will be shown that
they satisfy the three-term recurrence relation. In the continuation of the paper, we will
present Rodrigues’ formula in the case of Gegenbauer polynomials. Furthermore, we will
briefly provide basic information about Jacobi polynomials, as generalization of Gegenbauer
polynomials, and the connection with other classes of orthogonal polynomials. Finally, there
will be given some of the applications of Gegenbauer polynomials in the field of mathematical
physics, with emphasis on information entropy, and numerical mathematics, where Gaussian

quadrature formulas will be pointed out.

Keywords: three-term recurrence relation, Rodrigues’ formula, Jacobi polynomials, Ge-
genbauer polynomials
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1 Uvod

Ortogonalni polinomi pripadaju nizu polinoma ¢iji su elementi medusobno ortogonalni s ob-
zirom na zadani (teZzinski) skalarni produkt. Znacajniji interes za njihovim proucavanjem
zapoceo je u 19. stolje¢u u radovima ruskog matematicara P. L. Cebisevljeval, koji se bavio
istrazivanjem veriznih razlomaka, a njegov rad nastavili su matematicari A. A. Markov? i T.
J. Stieltjes®. Postupno su verizni razlomci napusteni kao polaziste u istrazivanju ortogonalnih
polinoma te su se znanstvenici poceli usmjeravati na proucavanje svojstva ortogonalnosti.
Pokazalo se da ortogonalni polinomi predstavljaju vrlo elegantna rjeSenja nekih diferenci-
jalnih jednadzbi, kao i da imaju Sirok spektar primjena u raznim podruc¢jima matematike
(npr. numericka analiza, teorija vjerojatnosti), ali i fizike. U drugom poglavlju ovoga rada

upoznat ¢emo se s osnovinim pojmovima vezanim za ortogonalne polinome.

U trecem poglavlju predstavljeni su Jacobijevi polinomi koji pripadaju klasi¢nim ortogo-
nalnim polinomima na segmentu [—1, 1]. Predstavio ih je Jacobi* te su po njemu i nazvani.
Unutar poglavlja navedena su neka njihova osnovna svojstva, kao i diferencijalna jednadzba
koju zadovoljavaju. Na kraju su ukratko opisani specijalni sluc¢ajevi Jacobijevih polinoma,

odnosno njihova povezanost s drugim klasi¢nim ortogonalnim polinomima.

Cetvrto poglavlje bavi se Gegenbauerovim polinomima. Njih je 1875. godine u svojoj dok-
torskoj disertaciji predstavio austrijski matematicar Leopold Gegenbauer® te su po njemu
i dobili naziv. Unutar poglavlja, dokazana su neka osnovna svojstva Gegenbauerovih poli-
noma, njihova karakterizacija pomocu diferencijalnih jednadzbi te rekurzivne relacije koje
zadovoljavaju. Osim toga, pokazano je da su Legendreovi polinomi te Cebiéevljevi polinomi
prve i druge vrste specijalni slucajevi Gegenbauerovih polinoma. Na kraju su navedene

primjene Gegenbauerovih polinoma u podru¢ju matematicke fizike i numericke matematike.

Pafnuty Lvovich Chebyshev (1821. - 1894.) - ruski matemati¢ar
2Andrey Andreyevich Markov (1856. - 1922.) - ruski matemati¢ar
3Thomas Joannes Stieltjes (1856. - 1894.) - nizozemski matematicar
4Carl Gustav Jacobi (1804. - 1851.) - njemacki matematicar

Leopold Bernhard Gegenbauer (1849. - 1903.) - austrijski matematicar
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2 Osnovni pojmovi i rezultati

Prije nego $to zapo¢nemo proucavanje Jacobijevih i Gegenbauerovih polinoma, navedimo
neke osnovne pojmove i rezultate koji ¢e nam koristiti u daljnjim razmatranjima i pomocu

kojih ¢emo modéi elegantnije zapisati odredene identitete.

n
Definicija 2.1. Binomni koeficijent, u oznaci ( ), definiran je izrazom

k

k! K(n— k)

<Z>_n(n—l)(n—?)---(n—k—i—l) n!
za n, k € Zo.

Napomena 2.1. Definiciju 2.1 mozemo prosiriti i na negativne brojeve:

—n n+k—1
= (—1)* :
(7) = (")
Teorem 2.1 (Binomni red). Neka su a € R, z € C, |z| < 1. Tada je
= [«
1+42) = "
arar=32(7):

Propozicija 2.2 (Leibnizovo pravilo). Neka su f i g n-puta derivabilne funkcije. Tada je

produkt f - g n-puta derwabilna funkcija cija je n-ta derivacija dana izrazom
= 5 () -t 0
k=0
pri cemu je fO i-ta derivacija funkcije f.

Dokaz se provodi matematickom indukcijom pa ga ne¢emo navoditi, a moZe se pronaéi u [4,
str. 181].

Definicija 2.2. Pochhammerov simbol ili rastuéi faktorijel, u oznaci (m),, definiran je

1zrazom
n—1

(m)n:m(m+1)(m+2)---(m+n—1):H(m—i—i),
zameCineNy.

Napomena 2.2. Vrijede sljedeé¢a svojstva Pochhammerovog simbola:

o (m)y =1,

o (1), =nl,
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Definicija 2.3. Funkciju I': R, — R, zadanu formulom

['(z) :/ 5 Ler " di
0

nazivamo gama funkcija.

Napomena 2.3. Vrijede sljedece tvrdnje:

[(x+n)
o (2),= W, n € Ny,

o '(z+1)=2l(z), z e Ry,

o '(z)=(x—1)!, zeN.
Izraz (1) posljedica je Stirlingove formule i vrijedi za z,y > 0, n — 00, a simbol “~” oznacava
asimptotsku jednakost.

Vige o svojstvima, ali i primjenama gama funkcije, moze se pronaci u [6] i [8].

2.1 Ortogonalni polinomi

Unutar ovog potpoglavlja navest ¢emo neke osnovne tvrdnje o ortogonalnim polinomima kako

bismo ih kasnije mogli detaljnije proucavati kod Jacobijevih i Gegenbauerovih polinoma.

Definicija 2.4. Polinomi p i ¢ ortogonalni su na segmentu |[a, b] ukoliko je njihov tezinski
skalarni produkt u odnosu na teZinsku funkciju w, w(z) > 0, Vz € [a,b], jednak nuli,

odnosno

B, o = / w(z)p(e)alz) de =0,



Napomena 2.4. Tezinski skalarni produkt posjeduje ista svojstva kao i "obi¢ni" skalarni
produkt. Uoc¢imo da je "obi¢an" skalarni produkt zapravo skalarni produkt tezine w =
1. Osim toga, vazno je napomenuti da ortogonalnost u odnosu na jedan tezinski skalarni

produkt ne implicira ortogonalnost u odnosu na drugi tezinski skalarni produkt.

Analogno prethodnoj definiciji, niz polinoma py, pi, pa,..., pri ¢emu je p; polinom i-tog
stupnja, i € Ny, ortogonalan je na segmentu [a, b] ukoliko zadovoljava uvjet ortogonalnosti

b
za i # j,1,j € Ny, s obzirom na pripadnu tezinsku funkciju w, w(z) > 0, Vz € [a, b].

Definicija 2.5. Tezinska norma polinoma p inducirana tezinskim skalarnim produktom uz
pripadnu tezinsku funkciju w, w(z) > 0, Vx € [a, b], funkcija je definirana izrazom

b
IPllw = V(P P)w = \// w(z)p?(x) da.

Definicija 2.6. Kazemo da je polinom p normiran ukoliko mu je vodeci koeficijent jednak
1.

Vige informacija o ortogonalnim polinomima moze se pronaci u [3], [5], [10] i [11]. U nas-
tavku ¢emo s {p,(z), p € Ny} oznacavati familiju ortogonalnih polinoma na segmentu [a, b],

pri ¢emu je stupanj polinoma p, jednak p, p € Np.

Sljedeéi teorem govori o egzistenciji nulto¢aka ortogonalnih polinoma na intervalu (a,b),

a dokaz se moze pronaci [10].

Teorem 2.3. Neka je {p,(z), u € No} familija ortogonalnih polinoma na intervalu (a,b) i
w, w(z) > 0, Vo € [a,b], teZinska funkcija. Tada svaki polinom p, ima tocno p razlicitih

jednostrukih realnih nultocaka na {(a,b).

Napomena 2.5. Nultocke ortogonalnih polinoma uvijek se nalaze unutar onog segmenta na

kojemu su polinomi ortogonalni.

Ortogonalni polinomi mogu se zapisati pomoé¢u odgovarajuéih funkcija izvodnica. Opce-
nito, pomocu funkcija izvodnica ¢lanovi beskona¢nog niza postaju koeficijenti u tzv. for-

6

malnom redu potencija®. Opéi oblik funkcije izvodnice za familiju ortogonalnih polinoma

{pu(z), 1 € Ny} na segmentu [a,b] s tezinskom funkcijom w, w(z) > 0, Vz € [a,b], je
Gz, 2) = Zaipizi, pri ¢emu je (a;) niz realnih brojeva.
=0
Osim toga, vazno je napomenuti da su ortogonalni polinomi rjesenja diferencijalne jednadzbe
oblika
0(2)y" + ¢ (2)y + q(x)y =0, (2)

6Formalni red potencija je generalizacija polinoma u kojoj se pojavljuje beskona¢no mnogo ¢lanova i ne
bavi se pitanjem konvergencije.




pri ¢emu su ¢;, ¢ = 0, 1,2, polinomi karakteristi¢ni za odredenu vrstu ortogonalnih polinoma.

Osim funkcija izvodnica i diferencijalnih jednadzbi, istaknimo da ortogonalni polinomi za-

dovoljavaju troclanu rekurziju
p/H-l('r) +O‘u<m)pu(x)+ﬁu($)pu—l(x) =0, H= 1,2,3,... (3)

za poznate pg, p1, oy i By, Vu € N.

Napomena 2.6. Rekurziju (3) zadovoljavaju i neke specijalne funkcije koje nisu ortogonalne
pa tako definirana rekurzija sama po sebi nije dovoljna za konstrukciju ortogonalnih poli-

noma.

Neka je zadana familija ortogonalnih polinoma {p,(z), 1 € No} na [a,b] te neka su 4, 1 B,

prva dva vodeca koeficijenta polinoma p,(z), tj. koeficijenti uz z* i z#~1:
pu(z) = Ayz* + Byt + .. Ay #1.

Tada polinom p,(z) mozemo zapisati pomoc¢u njegovih nultocaka. Uoc¢imo da prema Te-
oremu 2.3 slijedi da polinom p,, ima to¢no p razlicitih nultocaka pa imamo:

pu(z) = Ap(® —zp 1 )(T — Zp2) -+ (T — Tpp),

pri ¢emu su z,;, 1 = 1,2,...,, p € N, nultocke polinoma p, ().

Sada mozemo iskazati teorem o tro¢lanoj rekurziji za ortogonalne polinome.

Teorem 2.4 (Troclana rekurzija). Neka je {p,(z), p € No} familija ortogonalnih polinoma
na [a,b] s tezinskom funkcijom w, w(z) > 0, Vx € [a,b]. Tada za svaki jn € N vrijedi troclana
rekurzija

Pur1(T) = (a,x + bu)pu@) — cupu-1(), (4)

pri cemu su koeficijenti u rekurziji dant izrazima

Ap
ay =~ (5)
H Au
B 1 B a
b, =a a8 —_N):__Mmpap ’ 6
o H (A/H-l A,u /\H< o M> ( )
. Ay M o N (7)

)
AIQL )\M—l Qp—1 /\H—l

gdje je
Ay = HpuHQ = (P, pu) > 0.

Detaljan dokaz prethodnog teorema moze se pronaci u [10].



Napomena 2.7. Uoc¢imo kako rekurzija (4) vrijedi i za ¢ = 0, no u tom sluc¢aju dogovorno

uzimamo da je p_1(z) = 0. Naime,

p1(z) = (aox + bo)po(x), Ao # 0.

Takoder vrijede uvjeti ¢, # 0, a,_1a,c, > 0,Vu € N, te po(z) = 1.

Navedimo jo$ jednu formulu koja ¢e nam biti korisna u poglavljima koja slijede.
Za familiju {p,(x), p € Ny} ortogonalnih polinoma na [a, b] s tezinskom funkcijom w, w(z) >
0, Vz € [a,b], vrijedi Rodriguesova formula

pu() = —— [w(x)(g(2))"], (8)

pri ¢emu konstanta e, i polinom g ovise o vrsti ortogonalnih polinoma. Formulu je prvi
predstavio O. Rodrigues” za Legendreove polinome, a kasnije je ona poopéena i za druge

vrste ortogonalnih polinoma.

"Benjamin Olinde Rodrigues (1795. - 1851.) - francuski matematicar
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3 Jacobijevi polinomi

3.1 Definicija i osnovni rezultati

(a,)

Jacobijevi polinomi, u oznaci P, ", pripadaju klasi ortogonalnih polinoma na segmentu

[~1,1] s obzirom na tezinsku funkciju w(z) = (1 — 2)®(1 + z)?, @, 8 > —1. Definirani su

formulom
(e,8) - (_l)ﬂ _ )@ —ﬁi _ o\pta u+B
P(@) = (L= a) (L +a) P (1= ) (1 4 2)*7], 9
Sto je zapravo zapis pomoc¢u Rodriguesove formule (8) iz koje lako moZzemo ocitati koefici-
jente:
6, = (120l
w(z) = (1 —2)*(1 +z)°,
g(z) =1 — 2%

Primjenom Propozicije 2.2 na izraz (9) dobivamo sljedeci zapis:

(~2)*pl(1 - 2)* (1 + 2)P PP (2)

H —k k
— Y & _ pyptad Ht8
=2 (k:) ot~ R+ )

— E—a b /“"Z(M+a>(ﬂ+ﬁ>(w—l)k(ﬂc+l)“_k

Dakle, Jacobijeve polinome mozemo zapisati i u sljede¢em obliku:

PioRli) = 8- ui:o <M+O<) (u;ﬁ) fr — 1) o 1), (10)

Funkcija izvodnica za Jacobijeve polinome dana je izrazom

> PeP(z)t =2 R (1 -2+ R)*(1+ 2+ R)™?
pn=0

gdje je R = R(z,z) = V1 —2xz+ 22. Ovu funkciju izvodnicu izveo je Jacobi, a izvod se
moZze pronaci u [5, str. 144] ili [11, str. 69].

Navedimo sada prvih nekoliko Jacobijevih polinoma:

R (@) =1,

P (@) = 2 20+ 1) + (a+ B+ 2)(z — 1),



PP(z) = [4a+ 1)s+4(a+ B+ 3)(a+2)(x — 1) + (@ + B+ 3)s(x — 1)7].

ool =

Koeficijenti za generiranje Jacobijevih polinoma proizvoljnog stupnja mogu se pronaci u [1,
str. 793|.

Iz (10) se lako moze uociti da je vodedi koeficijent polinoma P,Ea’ﬂ ) p-tog stupnja jednak

o
_ proN(p+B8\ . (2uta+f
=2 (6D - ()

k=0

Takoder se moze pokazati da vrijedi relacija

a8 _ Bia
P*9)(—z) = (-1)*F{) ().

Nadalje, iz
a _ {E+o
Bt = ( p )
slijedi
p(aﬁ)(_l) _ (_1)u (/“L + 6)
p w )

(a,

Deriviranjem P, A dobivamo izraz
] %

d a+B+pu+1_(at1,6+1
— p 7»3)(x) — fp/ﬁ_ﬂ{ B+ )(x)

Derivacije viseg reda rac¢unaju se prema formuli

d? PR (g) (@+B8+p+1)

sy Gl
) poteptagy

(
2k B—

Kako smo u prethodnom poglavlju naveli da su ortogonalni polinomi rjesenja diferencijalne

jednadzbe (2), za Jacobijeve polinome vrijede sljedeéi teoremi:

Teorem 3.1. Jacobijevi polinomi y = P,Ea’ﬁ) () zadovoljavaju homogenu linearnu diferenci-

jalnu jednadzbu drugog reda
A—-2)y" +[B—a—(a+B8+2z)y +up+a+B+1)y=0.
Teorem 3.2. Neka su o, 8 > —1. Diferencijalna jednadzba
(1-2?)y" +[B—a—(a+B+2)zly + X y=0,

gdje je X parametar, ima za rjesenje polinom koji je razlicit od nule ako 1 samo ako je A
oblika p(p+a+p+1), pn=0,1,2,... Tada je rjesenje oblika const - P,Sa’ﬁ) (). Osim toga,

wgee s . v « s o - oy .
nitt jedno rjesenje linearno nezavisno s P,E ) (x) ne moZe biti polinom.

10



Dokazi prethodno navedenih teorema mogu se pronaci u [11, str. 60-62].
Nadalje, Jacobijevi polinomi zadovoljavaju troc¢lanu rekurziju (4), pri ¢emu su koeficijenti
dani sljede¢im izrazima:

_(a+B+2u+2)(a+B+2u+1)
2p+1(a+B+p+1)

CLH— )

_ (@ =B)(a+B+2u+1)
U 2u+ (et B+2u)(a+ B+pu+1)

o (ot m(B+platf+2u+2)
w1+ B8+ 2u)(a+B+p+1)

Vise informacija o troc¢lanoj rekurziji za Jacobijeve polinome moZe se pronaci u [5, str. 145],

a jo$ neke rekurzivne relacije navedene su u [1, str. 782].

3.2 Specijalni slucajevi
Navedimo za kraj neke podvrste Jacobijevih polinoma.

e Legendreovi polinomi, u oznaci P, sluc¢aj su Jacobijevih polinoma za o = 8 = 0, tj.

e Cebisevljevi polinomi prve vrste, u oznaci T}, slucaj su Jacobijevih polinoma za a =

20\ L-1-b)
Tu(m):22’“”< > &~ =)
1

e CebiSevljevi polinomi druge vrste, u oznaci Uy, slucaj su Jacobijevih polinoma za

a:ﬁ:%,tj.
2u+1\" b
Uu($):22u(u+1> Pu272.

e Gegenbauerovi polinomi, u oznaci C I/L\, slucaj su Jacobijevih polinomazaa = = A—

tj. ) = <25) ! (u J; 2a) P (z),

U nastavku rada detaljnije ¢emo se baviti Gegenbauerovim polinomima jer se moze pokazati

1
27

da su sve ostale navedene podvrste specijalni slucéajevi Gegenbauerovih polinoma.

11



4 Gegenbauerovi polinomi

Gegenbauerovi polinomi, u oznaci C?, ortogonalni su polinomi na segmentu [—1,1] s obzi-

o
rom na tezinsku funkciju w(z) = (1 — 22>~ 2, A > —3, A # 0. Predstavljaju generalizaciju

Legendreovih i Cebigevljevih polinoma te specijalan slu¢aj Jacobijevih polinoma.

U prethodnome smo potpoglavlju naveli odnos izmedu Gegenbauerovih i Jacobijevih poli-
noma. Koriste¢i Definiciju 2.2, taj odnos mozemo zapisati pomoéu Pochhammerovog simbola
na sljedeci nacin:
e =g A  e,
2/ p
dok iz Napomene 2.3 slijedi zapis pomoc¢u gama funkcije:

S TEVT (p+A+3) "

4.1 Funkcija izvodnica

Do eksplicitnog izraza za Gegenbauerove polinome moze se do¢i pomocu funkcija izvodnica.
Prilikom raspisivanja, koristit ¢e nam Teorem 2.1 koji je zapravo generalizacija binomnog

poucka.

Neka je A € R\{0}. Funkcija izvodnica za Gegenbauerove polinome dana je izrazom

1

G = 11
za v € [—1,1], z € C, |z| < 1. Razvojem u Taylorov red dobivamo
GMz,2) =) Ch(z)z* (12)
pn=0

(viSe informacija i dokaz ovog identiteta moZe se prona¢i u [5, str. 118|). Na taj nacin
dolazimo do koeficijenata Gegenbauerovih polinoma C?. Naime, uz pretpostavku da je |z|

dovoljno malo i koristeéi Teorem 2.1, dobivamo sljedece:

1

) = (1 —2zz + 22)
B 1

14 2(z = 22)

= :0 (_]j) 2 (z — 2z)*

(5 ()

J=0

12



Kako bismo lakse dosli do samog izraza za C' ,i‘, uvodimo supstituciju

v=~k—j.

Oduzimanjem i zbrajanjem ovih dviju jednakosti dobivamo da je k = p—v i j = p— 2v.

Uvrstavajuéi to u prethodno raspisani izraz za G*, dobivamo

() (e

Usporedivanjem s (12) i koriStenjem svojstava Pochhammerovog simbola iz Napomene 2.2,

|

[NIIS

a2 = Z g

pn=0 V=

slijedi izraz za Gegenbauerove polinome:

15)

T B [

V=l

=> (=) (A R 1) (” ) ) (~1)#2(20)*2

j— ¥ e — 2

_ _ 2;1—31/.()‘4‘,“_”_1)!' (1 —v)! (9B~
=21 (p—v)IA=1)! (u—2v)W! (22)

(B

v=0 (1)V(1)u—21/

za A # 01 p € Ny. Dakle,

Cle) = S (1 ot oy (13)

v=0
je Gegenbauerov polinom stupnja p i indeksa A. Dogovorno je C*, = 0.

Navedimo prvih nekoliko Gegenbauerovih polinoma:

1,
G ) = 2,
Cg‘(a:) = A+ 2()\)gz?,

13



CN&) = —2(\)at + 2(N)s2?,

3
Cla) = 5002 = 20052 + SO
05\(35) = (A)sz — %()\)4353 = 1%(/\)5335,
A 1 2 2 4 4 6
Cg(z) = —6()\)3 + (A)az” — 50\)590 + 4—5(/\)6-’10 :

Koeficijenti za generiranje Gegenbauerovog polinoma proizvoljnog stupnja mogu se pronaci
u [1, str. 794]. Na Slici 1 prikazani su Gegenbauerovi polinomi C} za p € {0,1,2,3,4}, dok
su na Slici 2 prikazani Gegenbauerovi polinomi C7 za A € {1,2,3,4,5}.

Slika 2: Gegenbauerovi polinomi C}(x) za A € {1,2,3,4,5}

Kako za A\ = 0 funkcija (11) degenerira, tj. G° = 1, izraz (12) nije u potpunosti prikladan
za definiciju pa (11) i (12) mozemo zamijeniti s

G%z,z) :=1—In(1 — 22z + 2%) = ZCg(x)z“, (14)
n=0

14



zax € [—1,1] 1|z < 1. Iz toga slijede poveznice Gegenbauerovih polinoma s Cebigevljevim

polinomima prve i druge vrste. Naime, moZe se pokazati da iz (14) moZemo dobiti izraz
1—gz B i 7 o
1 —2z24+22 = 2 Cul
Koristeci funkcije izvodnice éebi§evljevih polinoma prve vrste
1—gz i T
1—2zz+ 22 S ul

i druge vrste

i
1—2xz—|—z2 Z “

u=0
slijedi
G =T,
P
O == +T,; peN, (15)
ol

Cl /M/JJENO

4.2 Svojstva

Kao i ostali ortogonalni polinomi, ali i polinomi opéenito, i Gegenbauerovi polinomi zado-
voljavaju odredena svojstva i identitete. Tako se, na primjer, iz izraza (13) lako uocava da

je vodeci koeficijent polinoma Cﬁ‘ jednak upravo

2u<)‘+”_1>_
m

Nadalje, izracunajmo C)(—x):

Dakle,



Deriviranjem izraza (13) slijedi
d
——Culz) = 2204 (@), (16)

pri ¢emu je A # 01 p € Ny.
Opcenito, formula za k-tu derivaciju je

dk
%C//L\(a;) = Qk()\)kC’;\ff(x).
Za A =0, iz (14) slijedi relacija
— 2% = "
2 O =T gy~ L 2@
:0 },LZI

iz Cega usporedivanjem koeficijenata dobivamo

L 0@) =20, (2), peN,

dz *

sto je u skladu s izrazom (16).

Izra¢unajmo jos neke specijalne vrijednosti Gegenbauerovih polinoma za A # 01 p € Ny:

1
>\ B
%C’ Yz it 2P

dok je



sto se lako vidi i iz (13).

22— 1 2
M+u ):( i o e Npih £ 0.

(D’

Na slican nac¢in pokaze se i da je Cﬁ‘(l) = (

Imamo:

1
A -
ZC ) (1—2z+ 22)A

pn=0

B 1
e

:{2 p+1)(p+2)-- (u+2/\—1)u
(22 —1)!

‘:

Z M+2/\—1 Wt 2 —1) 4
i 2)\—1

4.3 Diferencijalna jednadzba

Gegenbauerovi polinomi zadovoljavaju tzv. Gegenbauerovu diferencijalnu jednadzbu drugog
reda. U tu ¢emo svrhu, za diferencijabilnu funkciju F(z, z), s F, oznacavati njezinu prvu,
a s Iy, njezinu drugu parcijalnu derivaciju po varijabli . Sukladno tomu, za parcijalne

derivacije funkcije F' po varijabli z koristit ¢emo oznake F, i F,,.
Lema 4.1. Neka je A # 0. G* je rjesenje parcijalne diferencijalne jednadzbe
(1-2%)G), + 2°Go, + (2A+ 1) [2G} — 2G| = 0. (17)

1
(1 —2zz+ 22)A
jalne derivacije funkcije G* po varijablama x i z te ih uvrstiti u (17) i pokazati da to zaista

Dokaz. 1z (11) znamo da je Gz, 2) = . Dakle, trebamo izra¢unati parci-

iS¢ezava. Parcijalnim deriviranjem dobivamo:

o 2Mz
T (1 = 2xz 4 22

AN +1)22

Gl =
(1 —2zz + 222’
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2A(z — 2)

G =
2 (1= 2zz + 2L
o — AAA+1)(z — 2)? 2\
2 (1 =2z 4+ 22 (1 — 2wz + 2)M1
Tvrdnja slijedi direktnim uvrstavanjem u polaznu jednadzbu. |

Teorem 4.2. Za X € R, p € Ny, Gegenbauerovi polinomi C’l;\ su rjesenja homogene linerane

diferencijalne jednadzbe drugog reda

(1—2)%y" — A+ Day’ + u(p+2\)y = 0. (18)
Dokaz. Neka je A # 0 i oznacimo y,(z) = C)(z) tako da je (12) oblika Gz, z) =
Zyu(:c)z“. Nadalje, za diferencijabilnu funkciju F' definirajmo diferencijalni operator D

iz_razom DF := zF,. Koristeéi Dz! = pz#, imamo:
> (@ =)y — @A+ Day), + plu + 20 )y,] 2 = 1-2°)G),— (2A+1)zGy+ D(D+20)G.
pn=0

Koristeéi definiciju operatora D, moze se pokazati da vrijedi
PP 206 = 26 = (2 + 1262

pa dobivamo izraz oblika

E [(1—=2? Y — A+ Dy, + plp + X)) &
u=0
= (1-2)G), + G, + 2A + 1) [2G — 2G)]

Sto iSCezava prema Lemi 4.1. Dakle,

i 1—2?)yl — (2A + Dy, + p(p + 2Ny, 2 =0.
(=0
Bududi da je z# # 0, Vu € Ny, iz prethodne jednadzbe direktno slijedi trazena tvrdnja, tj.
(1—2)%y" — 2 + Dy’ + u(p+2\)y = 0.
Za A = 0 tvrdnja slijedi iz analogne tvrdnje za éebiéevljeve polinome prve vrste. |

Navedimo jos jednu karakterizaciju Gegenbauerovih polinoma.

Teorem 4.3. Neka je A\ > —% i i € Ng. Svako rjesenje y diferencijalne jednadzbe (18) sa

svojstvima
(i) vy je polinom stupmja p,

18



(@) y(=z) = (=1)"y(z),

je oblika y = const - Cf[- Gegenbauerov polinom Cﬁ\ je jedinstveno odredeno rjesenje koje
zadovoljava (i), (ii) i
(id5) y(1) = CH(1).
Dokaz. Neka je y rjeSenje diferencijalne jednadzbe (18) koje zadovoljava svojstva (7) i (7).
15]
Tada je y(z) = Z a, "~ i vrijedi

v=0

__
[SI3S

J L5] 151
(1-2?) Y (u—2v)(p—2v—1)a,x"* 2 —(224+1) Y (u—20)a, "2 +u(p+2X) Z gl =1,
=0 v=0

[N

x
Il
o
<

Uoc¢imo da se prvi ¢lan s desne strane jednakosti moze zapisati i na sljedeé¢i nacin:

I
—~
=

|

[\

S
~—
—
=

|

[\

<

|

—
~—

S
<

8

=
8
X
S
|

(. — 204 ps — 20 — L)apz" 2"

L5) 15)

(u— 204+ 2)(u— 20 4+ 1ay_1z#% — Z(,u — W) — 2v — Vayzh%,
v=0 v=0

pri ¢emu je dogovorno a_; := 0.

Prema tome, imamo sljede¢u jednakost:

151
D {(p—2v+2)(p— 20+ 1a,
(= 20) (s — 2 — 1) + (@A + 1) (3 — 20) — plpu+ 2N )]} = 0.

Usporedbom koeficijenata slijedi

Ml —v+Nay=—(p—20+2)(u—2w+1)ay,, v=12..., {gJ .
Dakle, koeficijent aq je proizvoljan, dok su preostali koeficijenti njegovi visekratnici. Iz toga
slijedi da je y(x) = agz(z), pri ¢emu je vodeci koeficijent od z jednak 1.

Kako je C’l’) rjeSenje jednadzbe (18), slijedi
Cp(z) = apz(z),

gdje je o vodeci koeficijent od C. Iz toga uotavamo da je z(z) = a()_IC'l;\(x), Sto uvrstava-
: : . TP e A
njem daje traZenu tvrdnju, tj. y = — - C} = const - C.
Qg
Bududéi da je C’l;\ # 0, direktno slijedi i druga tvrdnja, pri ¢emu je konstanta jedinstveno

odredena vrijednoséu y(1). [

19



Osim toga, vrijedi i sljedeé¢a propozicija.

Propozicija 4.4. Za proizvoljan X € R i p € Ny vrijeds

d

(i = x2)%q§ = —pxC) + (p+2X — 1)C)_

p—1

(19)

gdje su C*, =0, C”\ C')‘( i

Dokaz. Neka je A # 0. Definiramo diferencijalni operator D := z% 1 imamo:
o0 1 o0
Ay X _ 5
Z —pxCh + (1 + 21 — 1)Cu—1] =—-x-D (=222 1 2) + ZZ(M+ 20)C; - 2
p=0 n=0
D = +2(D+2)) <
= —i Z
(1 —2zz+ 22)> (1 —2zz+ 22)>
_ 21-a%=
T (1 — 2wz + 222
= Z 20(1 — xQ)C;‘fII o
n=0
Sada iz (16) slijedi tvrdnja.
Za X = 0 koristimo izraz (15), a potpun dokaz moze se pronaci u |7, str. 326]. [

Napomena 4.1. Relacija (19) moZe se napisati i u sljedec¢em obliku:
2X(1 — ) Cot (x) = (1 + 2X)zC) () — (1 + 1)Cp 4 (2).

4.4 Rekurzivne relacije
Gegenbauerovi polinomi zadovoljavaju tro¢lanu rekurziju (4), tj. za p € N i X # 0 vrijedi

+ A +9A—1
Cha(@) =222 - 22—

20
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gdje je C}x) = 1i CMx) = 2\x. Naime, uz operator D = z2 i C*, = 0, sli¢no kao u

0z —
dokazu Teorema 4.2, imamo:
P+ 1)Chy — 2(u + N)xCp + (u+2X — 1)C)_ )]
pn=0
= Z,uz“_lq/} — 2 Z(,u + )\)z“Cﬁ‘ +z Z(,u + 2)\)2“02
p=1 u=0 u=0

=G> —2z(D + NG + 2(D + 20) G
=@ — WG — AP + 224G 4 DR
= 2%z — ) 41 — 2w 4+ )G}

1]
(1 —2xz+ 22?)

2A(z — 2)
(1 — 22z + 22) M1

=2\(z —x) - <+ (1— 222+ 2%) -
= 1.
Iz navedenog raspisa slijedi

(b +1)Chy —2(p+ NzCh + (p+ 22— 1)C,,_; =0,

sto dokazuje rekurziju (20).

Napomena 4.2. Na slican se na¢in moze pokazati da vrijedi sljedec¢a rekurzivna relacija:

(B +NCui(@) = (A =1) [Chp(2) = Coy ()]

4.5 Rodriguesova formula

U poglavlju 2 naveli smo opéi oblik Rodriguesove formule za ortogonalne polinome. Uz

supstituciju
_ (Capr. P F 3k
g = (—1}2¢ul N,
w(z) = (1-2°)73,
g9(z) =1-27

iz formule (8) slijedi Rodriguesova formula za Gegenbauerove polinome:

C(z) = CL7 @Y, (1 - a2 L (1 = 2yt

o2l (M43, dat

4.6 Specijalni slucajevi

Normirane Gegenbauerove polinome definiramo izrazom

~ Cﬁ

) = ——t—,
oG
pri Gemu je p € Ny i vrijedi C}(1) = 1.
Kao sto je veé ranije navedeno, Gegenbauerovi se polinomi mogu povezati s Legendreovim i

Cebigevljevim polinomima.

A



e Legendreovi polinomi sluc¢aj su Gegenbauerovih polinoma za A = %, i

® éebiéevljevi polinomi prve vrste slucaj su Gegenbauerovih polinoma za A = 0, t;j.
i
T(x) = 50e),

odnosno

poo. 1
Ll = 5/1\13(1) XC’Q(QE)

e Cebisevljevi polinomi druge vrste sluc¢aj su Gegenbauerovih polinoma za A = 1. Dakle,

Uu(@) = Cy(z).

4.7 Primjene

Gegenbauerovi polinomi imaju vrlo vaznu ulogu u podru¢ju matematicke fizike, a zbog svojih
svojstava i Sirokog spektra primjena danas bude interes sve viSe znanstvenika. U ovom
¢emo potpoglavlju navesti kako se Gegenbauerovi polinomi mogu upotrebljavati u teoriji

informacija, ali i u Gaussovim kvadraturnim formulama.

4.7.1 Entropija

Teorija informacija znanstvena je disciplina zasnovana na teoriji vjerojatnosti i statistici,
a bavi se brojéanim odredivanjem koli¢ine informacija u sustavima. Temelji ove discipline
pocivaju na radovima H. Nyquista®, R. Hartleyja® i C. Shannona'?, koji je 1948. godine u
radu A Mathematical Theory of Communication iznio koncept entropije te se u njegovu cast
ona ponekad naziva i Shannonova entropija. Entropija je osnovna mjera u teoriji informacija
koja broj¢ano odreduje neizvjesnost sustava, odnosno prosjeénu razinu nesigurnosti svoj-
stvenu moguc¢im ishodima varijable. Dakle, entropija predstavlja prirodnu teznju sustava da

dode u stanje kaosa,
S(0) =~ [ ple)logp(a)

gdje je p funkcija gustoée. Posebno je zanimljiv slucaj kada je p(z) = |¥(z)|?, gdje je ¥(z)
valna funkcija u kvantnomehanickome sustavu.

Informacija o entropiji znacajna je za kvantnu mehaniku, harmonijske oscilatore i vodikov
atom u D dimenzija. U takvim se slucajevima valna funkcija moze izraziti pomocu ortogo-

nalnih polinoma, a prilikom ra¢unanja pojavljuju se integrali oblika

b
E(p,) = — / [y ()2 loglp, (2)]Puw(z) da,

8Harry Nyquist (1889. - 1976.) - $vedski fizi¢ar i inZenjer
9Ralph Vinton Lyon Hartley (1888. - 1970.) - americki znanstvenik
10Claude Elwood Shannon (1916. - 2001.) - ameri¢ki matemati¢ar, inZenjer i kriptograf
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gdje je {p.(x), p € Ny} familija ortogonalnih polinoma na segmentu [a,b] C R, a w, w(z) >
0, Vx € [a,b], teZinska funkcija. Informacija o entropiji Gegenbauerovih polinoma dana je

1zrazom

BCY = - [ O oelCh@P(1 2} do.

Vige informacija o ovoj temi moze se pronaci u [2] i [9].

4.7.2 Gaussove kvadraturne formule

Neka je zadana familija ortogonalnih polinoma {p,(z), 1 € Ny} na segmentu [a, b] i neka je
w, w(z) > 0, Vo € [a,b], pripadna tezinska funkcija. Tada postoji jedinstveno odredeni niz

realnih brojeva ¢y, ¢y, ..., ¢, takav da vrijedi

b H
[ 1) d = cif), 1)

gdje je f polinom stupnja manjeg ili jednakog 2p4 — 1. Formula (21) naziva se Gaussova kva-
draturna formula. Koeficijenti ¢; ponekad se nazivaju i Christoffelovi brojevi, a z; su ¢vorovi
integracije (tj. nultocke polinoma p,(z), koje su prema Teoremu 2.3 realne i jednostruke).

Opcenito, koeficijenti ¢; dani su izrazom

Aptr 1
Ay Pra (@5 )ples)’

Cj:—

gdje je A, vodeci koeficijent polinoma p,(z).
Dakle, u slu¢aju Gegenbauerovih polinoma, formula (21) poprima oblik

1 p
/ f@)l -1 de = c;f(x;),
], =1
pri ¢emu su x; nultocke polinoma C’;}(m), a koeficijenti ¢; su oblika
22T (u + 2X) 1
G = )
! pCNP (1= 2})[C ()]

. 1 o ) ! . . = :
j=1,2,...,u, A > —35, A # 0. ViSe detalja o ovoj temi moze se pronaci u [9] i [11, str. 352].
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