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Sazetak

U ovom radu bavit ¢emo se Sylvesterovom jednadzbom koja je dobila ime po engleskom matema-
ticaru Jamesu Josephu Sylvesteru i njezinim specijalnim slu¢ajem koji se naziva Ljapunovljeva
matri¢na jednadzba po ruskom matematicaru Aleksandru Mikhailovichu Ljapunovu. U prvom
poglavlju navest ¢emo samu definiciju jednadzbi te definirati Kroneckerov produkt i operator
vektorizacije koji ¢e nam pomoci pri numerickom rjeSavanju jednadzbi. Od velike vaznosti
su nam Schurova i Hessenbergova forma matrica koje ¢emo korisiti u Bartels - Stewartovom
algoritmu. U drugom poglavlju opisat ¢emo postojanje i jedinstvenost rjesenja jednadzbi te
iskazati i dokazati pripadne tvrdnje. U treéem poglavlju predstavit ¢emo najucinkovitiji Bartels
- Stewartov algoritam za jednadzbe malih dimenzija pomocu kojeg rjeSavamo Sylvesterovu i
Ljapunovljevu jednadzbu. Algoritam ¢emo opisati u 4 koraka te ¢emo ga provesti za Ljapunov-
ljevu jednadzbu. Analogno tome provest ¢emo Bartels - Stewartov algoritam za Sylvesterovu
jednadzbu gdje ¢ée nam matrice A i B biti razli¢itih dimenzija pa ¢emo uvesti posebnu metodu
koja se naziva Hessenberg - Schurova metoda koju é¢emo koristiti u algoritmu za rjeSavanje
jednadzbi tog tipa.

Kljuc¢ne rijeci: matri¢na jednadzba, postojanje rjesenja, jedinstvenost rjeSenja, Bartels -
Stewartov algoritam

Abstract

In this paper we will talk about Sylvester’s equation named after the English mathematician
James Joseph Sylvester and its special case called Lyapunov’s matrix equation after the Russian
mathematician Alexander Mikhailovich Lyapunov. In the first chapter, we will state the defini-
tion of equations and define the Kronecker product and vectorization operator that will help us
in numerical solving of equations. Of great importance to us are the Schurov and Hessenberg
form of matrix that we will use in the Bartels - Stewart algorithm. In the second chapter we will
describe the existence and uniqueness of the solution of the equations and state and prove the
corresponding theorems. In the third chapter we will present the most efficient Bartels - Stewart
algorithm for small equations by which we solve the Sylvester and Lyapunov equation. We will
describe the algorithm in 4 steps and implement it for Lyapunov’s equation. Analogously, we
will implement the Bartels - Stewart algorithm for the Sylvester equation where the matrices A
and B will be of different dimensions, so we will introduce a special method called Hessenberg
- Schur method, which we will use in the algorithm to solve equations of this type.

Key words: matrix equation, existence of solution, uniqueness of solution, Bartels - Ste-
awart algorithm
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1 Uvod i motivacija

U ovom radu predstavit ¢emo Sylvesterovu matri¢nu jednadzbu i poseban slucaj koji nazivamo
Ljapunovljeva matri¢na jednadzba. Promatrat é¢emo egzistenciju i jedinstvenost rjesenja te nu-
mericke metode pomocu kojih ih mozemo rjesavati. Opcenito, matricne jednadzbe prisutne
su u obradi signala, kontroli i teoriji sustava. Veéina modela ovisnih o vremenu mogu biti
predstavljeni kao linearni ili nelinearni dinamicki sustavi koji se odnose na predvidanje i simula-
ciju u stvarnom svijetu. Navedene jednadzbe koriste se u podruc¢jima primjenjene matematike.
Na primjer, numeric¢ko rjesenje problema eliptickih grani¢nih vrijednosti moze se formulirati
u pojmovima rjeSavanja Sylvesterove jednadzbe (Starke and Niethammer 1991). RjeSavanje
Sylvesterove jednadzbe potrebno je i u blok dijagonalizaciji matrica kod transformacije sli¢-
nosti. Koriste se pri rjesavanju Riccatijeve jednadzbe, pronalazenju svojstvenih vrijednosti i
svojstvenih vektora. Nadalje, imaju vaznu primjenu u obradi slike, problemu prigusenja u me-
hanickim sustavima, teoriji upravljanja i u teoriji linearnih sustava. Dodatne primjene i detalji
o navedenim problemima mogu se pronaci u ¢lanku [1].

Prije svega definirat ¢emo Sylvesterovu i Ljapunovljevu jednadzbu te uvesti neke osnovne
pojmove i svojstva.

1.1 Definicija Sylvesterove i Ljapunovljeve jednadzZbe

Definirajmo najprije sam pojam linearne matri¢ne jednadzbe.

Definicija 1.1. Neka su A; € RP*4, B; e R"™** C e RP* i =1,2,..., k. Jednadzba oblika
k
Y AXB =C (1.1)
i=1

naziva se linearna matriécna jednadzba, a matrica X € RY*" njezino rjesenje.
Matrice A; i B;, i = 1,2, ...,k nazivaju se matricama koeficijenata matri¢ne jednadzbe.

Definicija 1.2. Matricnu jednadzbu oblika
AX+XB=C (1.2)

pri cemu su A = [a;;] € R™", B = [b;] € R™™, C' = [¢;5] € R™™ nazivamo Sylvesterova
matriécna jednadzba.

Ukoliko u jednadzbu (1.2) uvrstimo B = AT, dobivamo Ljapunovljevu jednadzbu.

Definicija 1.3. Jednadzba oblika
AX + XAT =C (1.3)

pri cemu su A, C € R"™™ naziva se Ljapunovljeva matricna jednadzba.



1.2 Kroneckerov produkt i operator vektorizacije

Kroneckerov produkt i operator vektorizacije matrice su od velike vaznosti za dobivanje teorij-
skih rezultata o egzistenciji i jedinstvenosti rjeSenja Sylvesterovih i Ljapunovljevih matri¢nih
jednadzbi.

Definicija 1.4. Kroneckerov produkt matrica A = [a;j] € R™™ ¢ B = [b;;] € R"™** (u oznaci
A ® B) definiran je s:

CLHB (llgB alnB
anB axB ... a9,B

AgpB=| 5 oo e R™xms, (1.4)
amiB ameB ... am.B

Ako su A i B invertibilne matrice, tada je i A® B invertibilan i vrijedi (A® B)™! = A~'@ B~!
Navedimo jedan primjer Kroneckerovog produkta:

0 92 2 1 5 0
Primjer 1.1. Neka su zadane sljedece matrice : A = ( ) 1 B=| -4 -2 6 3
3 -1
-3 2 -1 4
Tada je:
0 0O 0 0 —4 -2 —-10 0
0 0O 0 0 8 4 -—-12 -6
0B —2B 0 o 0 0 6 -4 2 =8
A®B_(33 —13)_ 6 3 15 0 -2 -1 -5 0
—-12 -6 18 9 4 2 -6 -3

-9 6 -3 12 3 -2 1 -4

Definicija 1.5. Za matrice A = [a;;] € R™"™ i B = [b;;] € R™* definiramo Kroneckerovu
sumu (u oznaci A® B) izrazom:

A®B=1, A+ B®I,, (1.5)
pri cemu su I, i I, jedinicne matrice reda m X m in X n.

Nadalje, iskazat ¢emo i dokazati teorem o svojstvenim vrijednostima Kroneckerove sume koji
¢e nam posluziti u dokazivanju jedinstvenosti rjeSenja Sylvesterove jednadzbe.

Teorem 1.6. Neka matrica A € R™ "™ tma svojstvene vrijednosti \;, 1 = 1,...,n i neka B €
R™*™ 4ma svogstvene vrijednosti pj, j =1,...,m. Tada Kroneckerova suma A® B = I, @ A+
B ® I,, ima mn svojstvenih vrijednosti

)\1+”1a"'7)\1+,um7)\2+/~’617"'7>\2+,um7"'a>\1+um7"'a)\n+um-

Nadalje, ako su x4, ...,x, linearno nezavisni svojstveni vektori matrice A za odgovarajuce svoj-
stvene vrijednosti Ay, ..., N\, (p < n) i 21,..., 72, linearno nezavisni svojstveni vektori matrice
B za odgovarajuce svojstvene vrijednosti jii, ..., 1, (¢ < m), tada su z; ® r; € R™™ line-

arno nezavisni svojstveni vektori od A @ B za odgovarajuce svojstvene vrijednosti A\; + pj,
1=1,...,p,7=1,...,q.



Dokaz. Neka je Av = \x i Bz = pz za x,z # 0. Primjenom definicije Kroneckerove sume,
svojstva o mnozenju Kroneckerova produkta (A® B)(C® D) = AC® BD isvojstva (aA)®@ B =
A® (aB) = a(A® B), za a € R slijedi:

(AeB)(z®2) = [[L,RA)+(BRIL,)](z®x)
(Im® A)z@z)+ (B I1,)(® x)
(Imz ® Az) + (Bz ® I,x)
= 28 () + ()@
= (M)®x+ 2@ (ux)
= MNz®2z)+pu(z® )
(A4 p)(z @ z). (1.6)

Definicija 1.7. Operator vektorizacije matrice A € R™ " u oznaci vec(A) definiran je s

a1
a2

vec(A) = , (1.7)
ap,
pri cemu Su aq, o, . . . , G, Stupci matrice A.

Odnosno operator vektorizacije je linearni operator koji matrici A pridruzuje vektor sacinjen
od stupaca matrice A poredanih jedan ispod drugog. Navedimo jedan primjer.

Primjer 1.2. Neka je zadana matrica A = ( le ; ) Tada je :

vec(A) =

TN = =

Pokazat ¢emo sada da se pomoc¢u Kroneckerovog produkta i operatora vektorizacije svaka
linearna matri¢na jednadzba moze zapisati kao sustav linearnih jednadzbi ¢ije su nepoznanice
elementi matrice X. Promotrimo Sylvesterovu jednadzbu (1.2). Neka su a;, b;, ¢;, x; redom stupci
matrica A, B, C, X. Zapisimo jednakost (1.2) po stupcima. Dobivamo

C;, = AZL} + sz = AJIZ + Zbﬁl’j

J=1

odnosno, ako sada prethodno dobiveni sustav jednadzbi zapiSemo matri¢no, dobivamo

A + bll-[ b21I e bm1] T C1
blgf A + bQQI e meI ) Co

: : " : : - : (1.8)
blm[ bng . A + bmmI Tm Cm

3



Dakle, (1.8) je mn x mn linearni sustav, ¢iju matricu koeficijenata moZzemo zapisati kao
Kroneckerovu sumu (I, ® A) + (BT ® I,,). Pomoc¢u Definicije 1.6. pripadni linearni sustav
mozemo zapisati na sljedec¢i nacin

(I, ® A+ BT @ I,Jvee(X) = vec(O). (1.9)
Analogno, Ljapunovljeva matri¢na jednadzba (1.3) ekvivalentna je linearnom sustavu

[, @ A+ A® IJvec(X) = vec(C). (1.10)

1.3 Schurova i Hessenbergova forma

U ovom poglavlju uvest ¢emo Schurovu i Hessenbergovu formu matrica koje su pogodne za
transformaciju matri¢nih jednadzbi. Takoder ¢emo opisati kako dobiti realnu Schurovu formu
matrice koja prikazuje njezine svojstvene vrijednosti. Navedene forme matrica kasnije ¢emo
koristiti kod metoda za rjeSsavanje Sylvesterove i Ljapunovljeve jednadzbe.

Teorem 1.8. Neka je A € C"". Tada postoji unitarna matrica U € C"*" takva da je
UAU =T, (1.11)

gdje je T € C™™ gornjetrokutasta matrica kojoj se na dijagonali nalaze svojstvene vrijednosti
matrice A. KaZemo da je matrica T Schurova forma matrice A.

Dokaz. Vidi [3] O

Buduéi da realna matrica moze imati kompleksne svojstvene vrijednosti, ¢ak i za realnu
matricu A, matrice U i T iz prethodnog teorema mogu biti kompleksne. Medutim, mozemo
odabrati da U bude realna ortogonalna matrica, ako T' zamijenimo blok - trokutastom matricom
R. Tada govorimo o realnoj Schurovoj formi matrice. To ¢emo precizno iskazati u sljede¢em
teoremu.

Teorem 1.9. (Realna Schurova dekompozicija) Neka A € R™™ realna matrica. Tada postoji
ortogonalna matrica QQ € R™" takva da je

Ry Rip ... Ry
0 Ry ... R
Q"AQ=r=| . 7 F (1.12)

gdje je svaki dijagonalni blok Ry, i = 1,...,k, dimenzige 1 x 1 ils 2 x 2. Trivigalne 1 x 1
blokovi su realne svojstvene vrijednosti od A, a svojstvene vrijednosti svakog 2 X 2 bloka su jedan
par kompleksno konjugiranih svojstvenih vrijednosti od A. KaZemo da je R realna Schurova
forma matrice A.

Dokaz. Vidi [3] L

Definicija 1.10. Za n x n matricu H kaZemo da je u Hessenbergovoj formi (Hessenbergova
matrica) ako je h;; =0 za @ > j + 1.



Sljedeéi teorem govori o Hessenbergovoj dekompoziciji matrice.

Teorem 1.11. Za realnu nxn matricu A postogi ortogonalna matrica ) € R™*" i Hessenbergova
matrica H € R™™" takva da vrijedi

QTAQ = H. (1.13)
Dokaz. Vidi [3| O

2 Egzistencija 1 jedinstvenost rjeSenja Sylvesterove i1 Lja-
punovljeve jednadzbe

U veéini numerickih metoda za rjeSavanje matri¢nih jednadzbi podrazumijeva se da jednadzba
koju treba rijesiti ima jedinstveno rjeSenje i tada metode pomocu kojih ih rjesavama konstru-
iraju jedinstveno rjesenje. U ovom poglavlju predstaviti éemo neke rezultate o postojanju i
jedinstvenosti rjesenja Sylvesterove i Ljapunovljeve jednazbe.

2.1 Sylvesterova jednadzba: AX + XB=C

Neka su A € R™" B € R™™ i (' € R™"™ . Navest ¢emo teorem koji je osnovni rezultat o
egzistencije i jedinstvenosti rjeSenja Sylvesterove jednadzbe.

Teorem 2.1. (Egzistencija i jedinstvenost rjesenja) Neka su Ay, ..., N\, svojstvene vrijednosti
matrice A i i1, ..., fy Svojstvene vrijednosti matrice B. Tada Sylvesterova jednadzba (1.2) ima
jedinstveno rjesenje X ako i samo ako je \j +p1; #0 za svaki i = 1, ..., n,j =1, ..., m.

Drugim rijec¢ima, Sylvesterova jednadzba ima jedinstveno rjesenje ako i samo ako
A i —B nemaju zajednickih svojstvenih vrijednosti.

Dokaz. Sylvesterova jednadzba AX + X B = C ekvivalentna je mn x mn linearnom sustavu

Pz =c, (2.1)
gdjejeP=1,2A+B"®1I,,
x=vec(X) = (T11,. s Tpls T12, 022, -« s oo T2y -+ o> Tl T2y - - -y Ty ) -
c=vec(C) = (Ci1y- -, Cn15C12,Co2y oy e+ Cn2y - - s Clins C2my + - + 5 Crim ) -

Stoga, vidimo da Sylvesterova jednadzba ima jedinstveno rjeSenje ako i samo ako je P re-
gularna matrica. Prema Teoremu 1.6. svojstvene vrijednosti matrice P su \; + 5, gdje su
Xi, i =1,...,n, uj, 7 = 1,...m svojstvene vrijednosti matrica A i B. Kako je determinanta
matrice jednaka produktu svojstvenih vrijednosti, to znaci da je P regularna odnosno da Syl-
vesterova jednadzba ima jedinstveno rjeSenje ako i samo ako je \; +p; #0,za 1 =1,...,n, u;,
jg=1,...m. O

Iskazat ¢emo jos jedan kriterij za postojanje rjeSenja Sylvesterove jednadzbe u sljedeco]
propoziciji.



Propozicija 2.2. Jednadzba (1.2) ima rjesenje ako i samo ako su matrice (A ¢ ) 7

A 0 lic
0o _p | Sticne.

Dokaz. Vidi [4] O

2.2 Ljapunovljeva jednadzba: Ax + xXA” =C

Buduéi je Ljapunovljeva jednadzba (1.3) poseban slucaj Sylvesterove jednadzbe (1.2) sljedeci
korolar neposredno proizlazi iz Teorema 2.1.

Korolar 2.3. (Jedinstvenost rjeSenja Ljapunovljeve jednadzbe) Neka su Aq, ..., N\, svojstvene
vrijednosti matrice A € R"*". Tada Ljapunovljeva jednadzba (1.8) ima jedinstveno rjeSenje ako
i samo ako je A\ +\; #0, zai,j=1,...,n.

Drugim rije¢ima Ljapunovljeva jednadzba ima jedinstveno rjesenje ako i samo ako A1 —A
nemaju zajednickih svojstvenih vrijednosti.

Nadalje, u primjenama se ¢esto pojavljuje Ljapunovljeva jednadzba u kojoj je matrica C
simetri¢na odnosno C' = C7T. Sljede¢a napomena nam govori o jedinstvenosti rjeSenja takve
Ljapunovljeve jednadzbe.

Napomena 2.4. Primjetimo da ako je matrica C' u Ljapunovljevoj jednadibi AX + X AT = C' s
jedinstvenim rjesenjem simetricna, odnosno C = CT, onda transponiranjem jednadzbe dobivamo
XTAT + AXT = CT, odnosno AXT + XTAT = O, odakle slijedi da je XT = X, odnosno da je
rjesenje takve jednadzbe takoder simetricna matrica.

3 Numericke metode za rjeSavanje Sylvesterove i Ljapu-
novljeve jednadzbe

U ovom poglavlju promatrat ¢emo algoritme za matri¢ne jednadzbe manjih dimenzija. Jedan od
nacina za rjeSavanje Sylvesterove jednadzbe AX + X B = C je primjenom Gaussovih eliminacija
s parcijalnim pivotiranjem na sustav (2.1) Pz = ¢. Medutim, primjena Gaussovih eliminacija
na matricu P bit ¢e racunski zahtjevna jer je P matrica dimenzije mn x mn pa je slozenost
O(m3n?). Jedan od nacina iskoristavanja strukture matrice P bit ¢e transformirati A i B u
neke jednostavnije forme koristeci slicnost matrica. Prema tome, ovdje ¢emo koristit Schurovu
i Hessenbergovu formu matrica koju smo uveli u prvom poglavlju. Najcesce koristeni algoritam
za pronalazenje rjeSenja je Bartels - Stewartov koji se sastoji od transformacije matrice A i B
u realnu Schurovu formu. Takoder ¢emo uvesti Schurovu metodu za Lyapunovljevu jednadzbu
i Hessenberg - Schurovu metodu za Sylvesterovu jednadzbu.



3.1 Bartels - Stewartov algoritam

U¢inkovitu metodu za numericko rjesavanje Sylvesterovih jednadzbi manjih veli¢ina uveli su

1972. godine Bartels i Stewart koja je prema njima i dobila ime Bartels - Steawart metoda te

je uz neke izmjene i danas najucinkovitija. Numericka slozenost algoritma je O(m? + n?).
Opisat ¢emo Bartels - Stewartov algoritam (BS algoritam) u 4 koraka:

1. Transformirati matrice A i B u "jednostavniji" oblik koristeéi sli¢nost matrica:
A=U"'AU, B=V~'BV.

2. Izracunati matricu: ¢ = U~1CV.
3. Rijesiti transformiranu jednadzbu po Y: AY + YB = C.
4. Izracunati X iz Y rjeSavanjem sustava: X = UY'V 1

U sljede¢im potpoglavljima u prvom koraku algoritma za Ljapunovljevu jednadzbu koristi se
Schurova, a za Sylvesterovu Hessenberg - Schurova forma .

3.2 BS algoritam za Ljapunovljevu jednadzbu

Neka je AX + X AT = O Ljapunovljeva jednadzba, pri ¢emu je A € R™". Provedimo sada BS
algoritam po koracima navedenim u poglavlju 3.1.:

1. korak: Reduciramo problem.
Trebamo matricu A transformirati u realnu Schurovu formu, odnosno dobiti matricu R
oblika R = UT AU, gdje je U € R™™ ortogonalna matrica. Zatim pomnozimo Ljapunov-
ljevu jednadzbu s desne i lijeve strane s matricom U € R™*", odnosno dobivamo sljedece

U'CU =UTAXU +U"XA"U.
Buduéi je U ortogonalna matrica, znamo da vrijedi UUT = I pa slijedi
U'CU = UTAUU'XU +U"XUUTA™U

= RY +YR"

Zatim koristec¢i ovu transformaciju, Ljapunovljevu matri¢nu jednadzbu zapiSemo kao
RY +YRT =C, (3.1)
gdje je R=UTAU,C =UTCUiY =UTXU.
2. korak: Izratunamo matricu C.

3. korak: Sada rjesavamo reduciranu jednadzbu RY +Y RT = ', odnosno trebamo izracunati
Y koji ¢emo dobiti koristeé¢i supstituciju unazad. Dakle redom pronalazimo stupce od Y
pocevsi od zadnjeg. Oznacimo

Y=, ....,un), C=(c1,...,¢cn) @ R=(ry), i,j=12... n



Kako je R blok gornje trokutasta matrica, prema Teoremu 1.10. znamo da je oblika

Rll R12 Ce le
QTAQ _p_ 0 RQQ . R2k

gdje je svaki blok R;; dimenzije 1 x 1 ili 2 x 2. Pri rjesavanju RY +Y RT = C razlikujemo
dva slucaja s obzirom na vrstu blok matrice R;;, 1 = 1,..., k. Pretpostavimo da su stupci
Yr+1 do y, izracunati te promotrimo slucajeve:

1. slucéaj : Ry je 1 x 1 matrica. Neka se u matrici R nalazi u k — tom retku i stupcu,
odnosno R;; = r,. Kako je R gornje trokutasta matrica slijedi da je 74,1 = 0.
Prema pretpostavci da su stupci yx1 do y,, izracunati tada se y; odreduje rjeSavanjem

sustava : .
(R+riel)ye = cr — Z TkjYs-
j=k+1
Bududi je R gornje trokutasta matrica tada se svaki y;, ¢ = n,n —1,...,2,1 moze

izraCunati rjeSavanjem gornjeg n X n sustava na sljedec¢i nacin:

(R + rnn]>yn = Cp,
(R + Tnfl,nflj)ynfl = Cpn—1 — Tn—-1,nYn,

(R + 7’11])y1 = C — Ty — ... —TnlYn- (3-2)

2. slucaj : R;; je 2 x 2 matrica. Neka se u matrici R nalazi u stupcima i retcima k

- 11k, §to znadi da je rrp_1 # 0 za neki k. Dakle, R = ( Th—1k—1 Thk-1 )
Tk—1,k Tkk
Prema pretpostavci znamo da su stupci yx1 do vy, izracunati, ali sada k - ti stupac
umnoska Y RT ne moZemo izra¢unati pomocéu veé¢ poznatih vrijednosti jer se element
Tk—1, MNOZI sa stupcem y;_1 koji jo§ nismo izracunali. Stoga, moramo istovremeno

izracunati yi_1 1 y, rjeSavanjem sljedeceg 2n x 2n linearnog sustava:

Tk—1k— Tk k— =
R(yr-1,Yr) +(Yr—1, Yk) ( LR TR ) = (Ck—1, k)~ Z (k=195 Trs¥5) = (di—1, dy)

Tk—1k T'kk S
(3.3)

[lustrirajmo sada prethodno navedeni 3. korak za n = 3.
Pretpostavimo da je r9; # 0. Tada je,

1 Ti2 T3
R = 21 To2 T23
0 0 733

Bududi je r3s = 0 imamo 1.slucaj i y3 ¢emo izracunati rjeSavanjem sustava:

(R4 rs3l)ys = cs.
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Kako je r9; # 0 tada po 2.slucaju, y; i yp izra¢unavamo rjesSavanjem

ry T
R(y1,y2) + (y1, y2) ( TE 7“2; > = (c1 — T13Y3, C2 — T23Y3). (3.4)

4. korak. Nakon $to smo dobili Y rjeSavajuci reduciranu jednadzbu RY +Y RT = C, rjesenje
X originalnog problema AX + X AT = C dano je s

X =UYU".

SlozZenost algoritma
1. Transformacija matrice A u realnu Schurovu formu : 26n3.
2. Rjesavanje reduciranog sustava: 3n3.
3. PronalaZenje rjesenja X : 3n3.
= Ukupna sloZenost: 32n3 operacija

Napomena 3.1. Ako bismo koristili kompleksnu Schurovu dekompoziciju, tada u slucaju da je
R = U*ATU kompleksna gornje trokutasta matrica, onda se rjesenje Y reduciranog problema
moZe dobiti rjesavanjem n kompleksnih n X n linearnih sustava (3.2.). Medutim, tada je nu-
mericki racun puno skuplji (povecava se broj racunskih operacija) i ne preporucuje se u praksi.
Stoga odabiremo realnu Schurovu dekompoziciju.

3.3 BS algoritam za Sylvesterovu jednadzZbu

Schurova metoda za Ljapunovljevu jednadzbu opisana gore u 1. koraku BS algoritma takoder
se moze koristiti za rjeSavanje Sylvesterove jednadzbe AX + X B = C, pri ¢emu je A € R™™",
B € R™™ i C € R™™. Matrice A i B se transformiraju u gornju i donju realnu Schurovu
formu i tada se supstitucijom unatrag rjeSava dobiveni problem. Ostali koraci BS algoritma su
analogni kao za Ljapunovljevu jednadzbu. Medutim, poseban oblik Schurove matrice S moze
se iskoristiti samo u rjeSavanju n x n linearnih sustava sa S. Stoga ¢emo opisati Hessenberg -
Schurovu metodu koja se koristi kada se dimenzije matrica A i B razlikuju.

3.3.1 Hessenberg - Schurova metoda

Golub, Nash i Van Loan su 1979. godine razvili Hessenberg - Schurovu metodu koju ¢emo
opisati u nastavku. U slucaju da je n dimenzija matrice A puno veca od dimenzije m matrice
B za rjesavanje Sylvesterove jednadzbe takoder se korisiti varijanta BS algoritma, pri ¢emu se
B dovodi u realnu Schurovu formu, a matrica A u Hessenbergovu.

Sada ¢emo opisati varijantu BS - algoritma sa Hessenberg - Schurovom metodom, izostavit
¢emo neke korake jer je sve detaljno opisano u algoritmu za Ljapunovljevu jednadzbu.

1. korak. Redukcija na Hessenberg - Schurov problem.
Pretpostavimo da je n > m. Neka su H = VTAV i R = UTBTU redom Hessenbergova



forma i realna Schurova forma matrica A i B, pri ¢emu su matrice U € R™*™ iV € R™"
ortogonalne. Tada,

AX + XB=C postaje HY +YR! = C’,
gdieje Y = VIXU, C =VTCU
2. korak. Izrac¢unamo matricu C.

3. korak. Rjesavanje reduciranog Hessenberg - Schurovog problema.
U jednadzbi HY + Y RT = C neka su

~

Y=(,....,yn), C=(c1,...,¢,) @ R=(ry), it=1,...,nj=1,...m.

Pretpostavimo da su y41 do y, izracunati, te yy ili (yx 1 yr41) mogu se izracunati kao u
slucaju Ljapunovljeve jednadzbe uzimajuéi u obzir sljedeca dva slucaja.

1. slucaj: Ako je rix—1 = 0, yx ¢emo dobiti rjeSavanjem m x m sustava:
(H + rerd)ye = o — Z TkjYs-
j=k+1

2. sludaj: Ako je rp 1 # 0 izjednacavanjem stupaca k-1 i k u jednadzbi HY + Y RT =
C, lako se vidi da se y,_1 1 yx mogu dobiti istovremeno rjeSavanjem linearnog sutava
2m X 2m :

The1k—1 Thk— &
H (Y1, )+ (Yr-1, Yr) ( EoLhmL TR > = (cr1,e0)= D (P15 a5y5) = (di1, di)
Tk—1,k Tkk )
Jj=k+1
(3.5)
4. korak. RjeSenje X dobit ¢emo iz Y na sljede¢i nacin X = VY U?.
SloZenost algoritma
1. Redukcija na Hessenbergovu i realnu Schurovu formu: 5/3n3 + 10m?3.
2. Racunanje matrice C: n®m + nm?.
3. Rjesavanje reduciranog sustava, odnosno ra¢unanje matrice Y : 3n?m + 1/2nm?.
4. PronalaZenje rjesenja X : n?m + nm?.

= Ukupna slozenost: 5/3n3 4+ 10m?3 + 4n?m + 5/2nm? operacija.
Sada ¢emo usporediti slozenost Schurove i Hessenberg - Schurove metode. Ukupna slozenost
Schurove metode je 10n® + 10m? + 5/2(n*m + nm?). Na primjer za n = 4m, Hessenberg -

Schurova metoda je oko 3 puta brza od Schurove metode. Stoga, zaklju¢ujemo da je Hessenberg
- Schurova metoda bolja kada je n puno veéi od m.

10



Primjer 3.1. Rijesite AX + XB = C, ako su dane sljedece matrice

1 2 3 4 1 -1 0 1210 12
4 5 6 7 24 22 24
A= 789 1 |7 B= (1) (1) g » U= 27 25 27
10 0 0 O 1210 12

1. korak. Pretvorimo BT w realnu Schurovu formu i A u Hessenbergovu formu H:

1 10
U'BTU=R=| -1 1 0 |,
0 0 2
1 —5.3766 —0.3709 —0.0886
T o | —12.8452  7.6545 53962 —0.7695
VAV =H = 0 10.6689  4.7871 —0.2737
0 0 —5.3340 1.5584
Lo o 1 0 0 0
v-(o10 v 0 —3.114 —0.7398 —0.5965
- 00 1 ’ | 0 —5.449 —0.3752 0.7498
0 —0.7785 0.5585 —0.2863

12 10 12
—31.5292 —28.2595 —31.5292
—21.1822 —20.0693 —21.1822

2.4949 2.7608 2.4949

2. korak. Izracunajmo C =

3. korak. Rjesavamo reducirani problem : HY + Y RT = C.
1. slucajy: Kako je 133 = 0, ys3 éemo dobiti rjeSavanjem: (H + r33l)ys = c3.
ys = (1 —1.6348, —0.5564, —0.1329 ).
2. slucaj: Kako roy # 0, yp @ yo istovremeno cemo izracunati rjesSavanjem sustava:
(H+T11] rial )(?Jl):<d1)
911 H + rool Y dy )’

gdje je (dy,ds) = (c1 — T13Y3, C2 — T'23Y3)-

1 1
| -1.6348 | -1.6348
=1 —os564 |0 27| —0.5564
—0.1329 —0.1329
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Dakle,

1 1 1
Y= - —1.6348 —1.6348 —1.6348
T WY BT 05564 —0.5564 —0.5564

—-0.1329 -0.1329 -0.1329

4. korak. X =VYUT =

—_ = = =
—_ = = =
—_ = = =
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