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Uvod

Na financijskom trzistu trguje se financijskim instrumentima tj. financijskom imovinom.
Financijskom imovinom smatra se sve ¢ime se moze trgovati (novac, dionice, zlato, kava,
itd.). Financijsku imovinu moZemo podijeliti na osnovnu financijsku imovinu i izvedenu
financijsku imovinu.

1. Osnovna financijska imovina

Osnovna financijska imovina dijeli se na nerizi¢nu i riziénu financijsku imovinu.

U nerizi¢nu financijsku imovinu ubrajamo imovinu ¢iju buducéu vrijednost una-
prijed znamo. Npr. stavimo novac na Stednju na odredeni broj godina uz fiksnu
kamatnu stopu i znamo koji iznos ¢emo dobiti nakon tog broja godina. Dakle,
nerizi¢na financijska imovina je novac u domacoj valuti, ulozen ili posuden uz
konstantnu kamatnu stopu.

Neka je Cy pocetna vrijednost kapitala, C}; kona¢na vrijednost kapitala nakon ¢
obrac¢unskih razdoblja te r’ konstantna efektivna kamatna stopa. Pogledajmo u
sljede¢em primjeru je li isplativo Stedjeti u banci.

Primjer. Neka je pocetni kapital Cy = 2000 kn stavljen na Stednju u banku uz
ugovoreno vrijeme od 5 godina s konstantnom efektivnom godisnjom kamatnom
stopom " = 0.03.

Postavlja se pitanje kolika je konacna vrijednost kapitala nakon 5 godina, sto je
lako odrediti kada se radi o sustavu jednostavnog ukamacivanja. Kapital nakon t
ukamacivanja dan je izrazom:

Cn = Co(1 4+ 7't).

Uvrstimo i poznate vrijednosti u navedeni izraz dobijemo konacnu vrijednost ka-
pitala nakon 5 godina, koja iznosi 2300 kn. Uocimo da je isplativije novac stedjets
u banci nego kod kuce. Navedeno moZemo vidjeti na sljedecem grafickom prikazu.
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Slika 1: Stednja u banci uz Cy = 2000kn, t = 5 godina i 7 = 0.03

U rizi¢nu financijsku imovinu ubrajamo novac u stranoj valuti (postoji valutni
rizik zbog promjene tecaja), korporativne i drZzavne obveznice (vrijednosni papiri
koji se emitiraju u nekom trenutku od strane drzave ili nekih korporacija, no dr-
Zava moze postati nesolventna ili korporacije mogu otiéi u stecaj), zlato (njegova
cijena fluktuira), nafta, dionice, itd.

Pogledajmo na konkretnom primjeru fluktuiranje cijene zlata.

Primjer. Za razliku od veéine proizvoda i usluga kojima se cijena periodicno mi-
jenja, kod zlata vma smisla pretpostaviti da se cijena mijenja kontinuirano. Cijenu
zlata je vrlo tesko procijeniti jer ovisi o mnostvu faktora. Razlog kretanja cijene su
ponuda 1 potraznja na globalnom trZistu koje se sastoji od milijuna sudionika. U
globalnom gospodarstvu rastu rizici, to se prije svega odnost na trgovinske ratove,
zbog cega raste opasnost od pritisaka politike na sredisnje banke. Kada god rastu
rizici © pocne padati povjerenje u vodece svjetske valute, raste i potraznja za zlatom.

Za vrijeme financijske krize koja je pocela 2008. godine, $to je vise financijskih
institucija padalo w probleme, cijena zlata je rasla. Do 2011. godine cijena zlata
se udvostrucila. Navedeno moZemo vidjeti na sljedecem grafickom prikazu.
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Slika 2: Kretanje cijene zlata u kunama po gramu kroz posljednjih 15 godina



Vecéinom dionica trguje se na burzama. U Republici Hrvatskoj centralno mjesto
trgovine vrijednosnim papirima je Zagrebacka burza. U nastavku é¢emo vidjeti
kretanje cijene dionice za koju su podaci preuzeti s web stranice Zagrebacke burze.

Primjer. Kretanje cijene dionice tesko je preduvidjeti jer, kao v cijena zlata, ovisi
o mnostvu faktora. Kretanje cijene dionice Hrvatskog Telekoma kroz posljednjih
pet godina moZemo vidjeti na sljedecem grafickom prikazu.
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Slika 3: Kretanje cijene dionice HT-a preuzeto sa Zagrebacke burze

. Izvedena financijska imovina

Izvedena financijska imovina (izvedenice) je imovina ¢ija se vrijednost izvodi tj.
definira u terminima vrijednosti osnovne financijske imovine. Cesto se koriste za
kontrolu i ogranic¢avanje rizika na financijskom trzistu. Neke jednostavnije izvede-
nice su forwared i futures ugovori, te opcije.

Uzmimo za razmatranje forward ugovor. Forward ugovor je ugovor kojim se jedna
strana tj. kupac obvezuje na kupnju, a druga strana tj. prodavatelj se obvezuje na
prodaju financijske imovine u trenutku dospijeéa T' po dogovorenoj forward cijeni
ili cijeni izvrsSenja K.

Pogledajmo na opisnom primjeru kako funkcionira forward ugovor.

Primjer. Proizvodac jabuka svake godine proizvede sto tisuca kilograma jabuka,
koje treba mekome prodati po trzisnoj cijeni. TrZisna cijena je nepredvidiva, sto
wvelike stvara problem proizvodacu jabuka. Ukoliko je cijena previsoka, primjerice
0.3 $ po kilogramu, proizvodac nema kome prodati proizvedenu kolicinu jabuka.
Ukoliko je cijena preniska kao primjerice 0.1 $ po kilogramu, proizvodac ne moZe
pokriti svoje troskove. S druge strane, proizvodac pita od jabuka svake godine mora
od nekoga kupiti veliku kolicinu jabuka. Ukoliko bi kupovao kilogram jabuka po ci-
jeni od 0.8 $, ne bi mogao pokriti svoje troskove. S cijenom od 0.1 $ po kilogramu



bi ostvario znacajan profit. Postoji nacin kako bi proizvodac jabuka i proizvodac
pita od jabuka mogli suradivati tj. postici dogovor koji je povoljan za obje strane.

Mogu sklopiti forward ugovor u kojem se proizvodac jabuka obvezuje na prodaju sto
tisuca kilograma jabuka, a proizvodac pita od jabuka na kupnju tih jabuka. Odrede
trenutak dospijeca, te cijenu izvrsenja tj. forward cijenu koja je pogodna za obje
strane.

Pogledajmo navedeni primjer, pojednostavljeno, na sljede¢em grafickom prikazu:

Trenutak dospijeéa

100 000 kg jabuka

I Proizvodac pita od jabuka I

Proizvodac jabuka

Forward cijena

Y

Slika 4: Forward ugovor s forward cijenom po kilogramu jabuka i odredenim trenutkom
dospijec¢a izmedu proizvodaca jabuka i proizvodaca pita od jabuka

Financijsko trziste je bazirano na principu ponude i potraznje. Ako je neka financijska
imovina trazena, njezina cijena raste. Tada postoji veéi broj kupaca, dok je vise proda-
vatelja ukoliko cijena financijske imovine pada. Razvojem financijskih trzista omoguéen
je napredak, ali su i rizici povec¢ani. U radu ¢emo se fokusirati na rizi¢ne financijske
imovine. Njihove vrijednosti u buduénosti su neizvjesne, pa je investitorima ulaganje u
njih riziéno. Investitori strahuju od potencijalnih gubitaka. Zele na neki nain uprav-
ljati rizikom i zastititi se od negativnih posljedica. Jedan od na¢ina upravljanja rizikom
je koristenje opcija. Upravo zbog toga ¢e nas u nastavku rada zanimati opcije, te ée
one kasnije biti detaljnije opisane. Opcije su ugovori ¢ija je svrha direktno upravljanje
rizikom. Karakterizirani su nesimetri¢nim pozicijama kupca i prodavatelja, gdje kupac
ima pravo, a prodavatelj ima obvezu kupcu osigurati to njegovo pravo. Pravo kupca
(vlasnika) opcije je kupiti (call opcija), odnosno prodati (put opcija) financijsku imovinu
po unaprijed dogovorenoj cijeni. Koristenje opcija seze u daleku proslost.

Najraniji zabiljeZeni primjer koristenja opcija datira jos u vremenu prije Krista. Greki
filozof Aristotel je u svojoj knjizi "Politika", izmedu ostaloga, pisao kako je Tales profi-
tirao u vrijeme berbe maslina. Zanimljivo je da je Tales bio siromasSan, nije ga zanimala
zarada. No, kada su mu prigovorili zbog siromastva i rekli kako je filozofija beskorisna,
dokazao im je svoju mudrost. Tales je proucavajuéi zvijezde predvidio dobar urod mas-
lina u narednoj godini. U zimi je povoljno zakupio veé¢inu presa za masline, jer se tada



za njih nitko nije interesirao. Tocnije, vlasnicima presa za masline je platio odredenu
svotu novca kako bi si osigurao pravo koristenja tih presa u razdoblju berbe maslina. U
narednoj godini, urod maslina je bio iznimno dobar. Vlasnici polja maslina su trebali
prese, kako bi tijekom berbe proizvodili maslinovo ulje. Za odredenu svotu novca su
vlasnici polja iznajmljivali prese od Talesa. Time je Tales bio na dobitku, zaradio je
mnogo novca zahvaljujuéi svojim sposobnostima. Uoc¢imo kako je Tales imao pravo, ali
ne i obvezu za iznajmljivanjem presa. To je bila njegova odluka. Koristio je svoje pravo
i u odredenom razdoblju po odredenoj cijeni iznajmljivao prese za masline. Navedeno
odgovara osnovnom principu danasnje call opcije.

Jos jedan primjer opcija iz davnina, to¢nije iz 17. stolje¢a zabiljezen je u Nizozemskoj.
Primjer je povezan s popularnoséu tulipana u to vrijeme. Tulipani su se u Nizozemskoj
smatrali statusnim simbolom nizozemske aristokracije. Njihova popularnost se progirila
Europom i svijetom, pa je time porasla potraznja za tulipanima. Rastom potrazenje je
rasla i cijena tulipana. Call i put opcije bile su koristene za zastitu od rizika rasta ili
pada cijena tulipana. Na financijskom trzistu, koje nije bilo stabilno niti dobro reguli-
rano, porasle su cijene call i put opcija. Kako je cijena tulipana dosegla previsoku cijenu,
a trziste nije bilo dobro regulirano, prodavatelji tih opcija nisu ispunili svoje obveze i
kupci su pretrpjeli ogromne gubitke. Nakon toga, svijetom se prosirio negativan stav
o koristenju call i put opcija. Koristenje tih opcija se nastavilo, ali u smanjenoj mjeri.
U nekim dijelovima svijeta je cak, jedno vrijeme, njihovo koristenje bilo zabranjeno.
Primjerice u Europi, Japanu i nekim americ¢kim drzavama.

Razvoju trgovanja opcijama pridonio je americki ekonomist Rusell Sage, krajem 19. sto-
lje¢a. Uocio je povezanost cijene rizi¢ne financijske imovine i cijene opcije. Kako jos nije
bilo reguliranog trzista, investitori su bili nepovjerljivi prema trgovanju opcijama. Ono
je postajalo popularno, ali se to odvijalo vrlo sporo. Trebalo je vremena kako bi investi-
tori prepoznali i shvatili prednosti koje opcije nude. Potreba za reguliranim trgovanjem
dosla je do vrhunca 1968. godine, no jos uvijek su postojale mnoge prepreke. Tek je
1973. godine pocelo trgovanje standardiziranim opcijama na Chicago Board of Options
Exchange (CBOE). Trgovalo se samo call opcijama, jer je i dalje bilo nedoumica oko
isplativosti trgovanja opcijama. Bilo je nejasno i odredivanje cijene samih opcija. Tome
su pridonijeli, iste godine, profesori Fisher Black i Myron Sholes osmisliv§i matematicki
model za vrednovanje opcija u neprekidnom vremenu. Navedeni model precizirao je
Robert Cox Merton pa se model naziva Black Sholes Mertonov (BSM) model. Taj se
model i danas koristi za odredivanje cijene opcija. Upravo je to cilj ovog rada. Pokazat
¢emo kako se odreduje nearbitrazna cijena europske call i put opcije, te europske call i
put opcije s barijerom.

Sva financijska imovina, koja pripada pojedincu ili poduzeéu, ¢ini njegov portfelj. Glavni
razlog sastavljanja portfelja je postizanje zeljenih financijskih rezultata pomocu strate-



gija trgovanja, uz prihvacanje odredene razine rizika. Arbitrazu mozemo shvatiti kao
istovremenu kupovinu i prodaju nekih financijskih instrumenata u istoj vrijednosti ¢ime
se formira portfelj ¢ija je vrijednost uvijek nenegativna i u konacnici s pozitivnom vje-
rojatnoscéu donosi zaradu.

Pokazat ¢emo kako odrediti cijenu opcije kojom prodavatelj opcije, ali ni kupac opcije
ne trpe velike gubitke i ni za koga ne postoji sigurna zarada. Kako nearbitraznu cijenu
ne mozemo odrediti bez dodatnih uvjeta financijskog trzista, u radu éemo nearbitraznu
cijenu odredivati u kontekstu financijskog trzista na kojem nema arbitraze odnosno za-
rade bez rizika. Spomenutim Black Scholes Mertonovim modelom omoguéeno nam je
odrediti opisanu nearbitraznu cijenu call i put opcija. Black je preminuo 1995. godine,
stoga su samo Scholes i Merton 1997. godine nagradeni Nobelovom nagradom upravo
za otkrice te formule.

U nastavku rada koncentrirat ¢emo se na europske call i put opcije tj. odredivanje
nearbitrazne cijene tih opcija. Dakle, fokusirat é¢emo se na ugovore prema kojima kupac
ima pravo kupiti ili prodati rizi¢nu financijsku imovinu po unaprijed dogovorenoj cijeni
u tofno odredenom vremenskom trenutku u buduénosti, dok prodavatelj opcije ima
obvezu kupcu opcije osigurati to njegovo pravo. Kako navedene opcije zasigurno nisu
jedine opcije, postavlja se pitanje je li kupovina neke druge opcije isplativija za kupca
opcije. Vrsta egzotic¢nih opcija koja ¢e nam biti posebno zanimljiva su opcije s barijerom
tj. barijerne opcije. To su opcije ¢ije postojanje ovisi o kretanju cijene odredene rizi¢ne
financijske imovine odnosno dostizanju odredenog nivoa cijene tj. barijere. U radu ¢emo
se ogranic¢iti na europske barijerne call i put opcije, kako bismo mogli usporediti njihove
nearbitrazne cijene s nearbitraznim cijenama europskih call i put opcija, te odgovoriti
na pitanje $to je kupcu opcije isplativije.



Poglavlje 1

Vanilla opcije

Kako je rec¢eno u uvodu, opcije su ugovori ¢ija je svrha direktno upravljanje rizikom. Ka-
rakterizirani su nesimetri¢nim pozicijama kupca i prodavatelja, gdje kupac ima pravo, a
prodavatelj ima obvezu kupcu osigurati to njegovo pravo. Prodavatelj opcije unaprijed
prima cijenu opcije tj. premiju od kupca opcije, a njegova potencijalna obveza nastupa
kasnije odnosno prilikom izvrsenja opcije. Pravo kupca tj. vlasnika opcije je kupiti ili
prodati rizi¢nu financijsku imovinu po unaprijed dogovorenoj cijeni. Tu unaprijed do-
govorenu cijenu nazivamo cijena izvrsenja. Opcije mozemo podijeliti na vanilla opcije i
egzoti¢ne opcije.

Vanilla opcije mozemo podijeliti na americke call i put te europske call i put opcije.
Americke opcije su opcije koje se mogu izvrsiti u bilo kojem trenutku do trenutka dos-
pijeca. Europske opcije se razlikuju od americkih opcija upravo po tome kada se mogu
izvrsiti. Naime, one se mogu izvrsiti samo na dan dospije¢a. Mozemo rec¢i da su americke
opcije nesto fleksibilnije od europskih, pa je i njihovo vrednovanje znatno kompliciranije.
Njima se ne¢emo baviti u ovom radu.

Egzoti¢ne opcije su ugovori s dodatnim uvjetima, u odnosu na vanilla opcije. Postoje
razli¢ite egzoti¢ne opcije. Vrste egzoti¢nih opcija su barrier (barijerne), binary, chooser,
compound, look back opcije i mnoge druge.

U ovom radu bit ¢e obradene barijerne opcije i njihovo vrednovanje. One mogu biti ame-
ricke i europske. Kako je cilj ovog rada pokazati kako se odreduje nearbitrazna cijena
odredene opcije, u nastavku rada bit ¢e obradene europske call i put opcije te njihovo
vrednovanje kao podloga za vrednovanje barijernih opcija.



1.1 Europska call opcija

Definicija 1.1. Furopska call opcija je ugovor koji svojem vlasniku daje pravo, ali ne @
obvezu, da kupi dogovorenu financijsku imovinu po tocno unaprijed dogovorenoj cijeni u
tocno odredenom trenutku u buduénostu.

To¢no dogovorena cijena iz definicije naziva se cijena izvrSenja (strike price) opcije i oz-
nacava se s K, dok se toéno odredeni trenutak u buduénosti naziva trenutak (vrijeme)
dospijeca opcije i1 oznacava se s T'.

Postavlja se pitanje kada bi i zasto investitor htio postati vlasnikom europske call opcije.
Ukoliko investitor o¢ekuje rast cijena rizi¢ne financijske imovine na financijskom trzistu,
on se zeli zastititi od nepovoljnog kretanja cijena i osigurati si fiksnu cijenu za kupovinu
te rizi¢ne financijske imovine u budué¢nosti. Prema tome, kupovina europske call opcije
se ¢ini kao dobar izbor za investitora. Kupovinom europske call opcije, od prodavatelja te
opcije za iznos koji se naziva premija, investitor postaje vlasnikom europske call opcije.
Dakle, vlasnik europske call opcije ocekuje rast cijena na trzistu, te visu trzisnu cijenu
financijske imovine od cijene izvrSenja u trenutku dospijeca opcije. Tada bi vlasnik
opcije koristio svoje pravo iz opcije, te kupio financijsku imovinu po nizoj cijeni (cijeni
izvrSenja) u trenutku dospije¢a. Time bi vlasnik opcije profitirao u iznosu razlike trzisne
cijene i cijene izvrSenja u trenutku dospije¢a. U suprotnom, kada bi trzisna cijena u
trenutku dospijeca bila niza od cijene izvrSenja, vlasnik opcije ne bi koristio svoje pravo
jer moze kupiti financijsku imovinu po nizoj trzisnoj cijeni. U oba sluc¢aja premija ostaje
prodavatelju opcije.

Mogudi scenariji za vlasnika europske call opcije

Ozna¢imo trzisnu cijenu u trenutku dospijeca s St i vrijednost europske call opcije u
trenutku izvrsenja T s CEALE | te razmotrimo moguce scenarije za vlasnika europske call
opcije.

Ukoliko je Sp > K tj. trzisna cijena rizi¢ne financijske imovine, u trenutku dospijeca,
visa od cijene izvrSenja tada vlasnik europske call opcije ima dvije moguénosti. On
moze kupiti rizi¢nu financijsku imovinu na financijskom trzistu po cijeni St ili po cijeni
izvrSsenja K. Vlasnik europske call opcije ¢e kupiti riziénu financijsku imovinu po cijeni
koja je za njega pogodnija tj. koja ga manje kosta. Dakle, on koristi svoje pravo iz
ugovora tj. kupuje dogovorenu rizi¢nu financijsku imovinu po cijeni izvrsenja K i time
biljezi zaradu u iznosu Sp — K.

S druge strane, moze se dogoditi scenarij gdje je Sp < K tj. trziSna cijena rizi¢ne fi-
nancijske imovine, u trenutku dospijeca, niza ili jednaka cijeni izvrsenja. Tada vlasnik
europske call opcije ne koristi svoje pravo tj. ne kupuje dogovorenu rizi¢nu financijsku



imovinu po cijeni izvrSenja jer ju moze kupiti na financijskom trzistu po nizoj cijeni. U
ovom slucaju, opcija je vlasniku bezvrijedna.

Prema navedenim sluc¢ajevima, vrijednost europske call opcije u trenutku izvrsenja T’
J&

0 ,akojeSr <K

C]qALL: )
St — K, ako je Sp > K

Slijedi da je:

CEALL — max (0, Sp— K) = (S — K)4 .

Pogledajmo vrijednost europske call opcije na sljede¢em grafickom prikazu:

(w:-.-H..’, A

o
-

K S;
Slika 1.1: Europska call opcija s cijenom izvrsenja K

Pogledajmo sada na konkretnim primjerima neke od moguéih slucajeva za vlasnika
europske call opcije:

Primjer 1.1. Neka je dan primjer kada investitor ocekuje rast cijene odredene rizicne
financijske imovine na financijskom trzistu. Neka je trenutna vrijednost te rizicne finan-
cijske imovine 300 u nekoj proizvoljnoj valuti. Investitor kupuje europsku call opciju od
njezinog prodavatelja i time postaje vlasnikom europske call opcije. Neka je cijena izvrse-
nja 1z navedene opcije K = 350, te neka je dan dospijeca za tri mjeseca. Neka je trZisna
cijena razmatrane rizicne financijske imovine na dan dospijeca Sy = 400. Pitamo se je
lv investitor donio dobru odluku kupivsi europsku call opciju @ hoce lv koristiti svoje pravo.



Uocimo da je u navedenom primgjeru, u trenutku dospijeca, trZisna cijena rizicne finan-
cijske imovine visa od cijene izvrsenja tj. St > K. Cijena rizicne financijske imovine
je rasla do trenutka dospijeca, Sto je investitor i ocekivao. Za njega je navedena Situ-
acija pogodna i mozZemo reci da je donio dobru odluku kupiwsi europsku call opciju. U
trenutku dospijeca on koristi svoje pravo te kupuje rizicnu financijsku imovinu po cijent
worsenja od 350, dok je u tom trenutku trZisna cijena rizicne financijske imovine 400.
Time vlasnik opcije biljezi zaradu u iznosu St — K.

Prodavatelj opcije je duzan vlasniku opcije omoguciti izvrSenje njegovog prava, te ono
Sto njemu ostaje je iznos premije koju je njemu vlasnik opcije platio kako bi si osigurao
pravo kupnje rizi¢ne financijske imovine. Zanemarimo iznos premije za sada.

Primjer 1.2. Neka je dan primjer kada investitor ocekuje rast cijene odredene rizicne
financijske imovine na financijskom trzistu. Neka je trenutna vrijednost te rizicne finan-
cijske imovine 300 u nekoj proizvoljnoj valuti. Investitor kupuje europsku call opciju od
njezinog prodavatelja i time postaje vlasnikom europske call opcije. Neka je cijena izvrse-
nja 1z navedene opcije K = 400, te neka je dan dospijeca za tri mjeseca. Neka je trZisna
cijena razmatrane rizicne financijske imovine na dan dospijeca St = 350. Pitamo se je
lv investitor donio dobru odluku kupivsi europsku call opciju @ hoce li koristiti svoje pravo.

Uocimo da je u navedenom primjeru, u trenutku dospijeca, trZisna cijena rizicne finan-
cijske imovine niza od cijene izvrsenja tj. Sp < K. Cijena rizicne financijske imovine
je rasla do trenutka dospijeca, sto je investitor v ocekivao. No, nije rasla dovoljno visoko
prema ocekivanjima investitora. Za njega navedena situacija nije pogodna jer moze ku-
pitt rizicnu financijsku itmovinu po trZisnoj cijent koja je niZa od cijene izvrsenja. Prema
tome, moZemo reci da nije donio dobru odluku kupivsi europsku call opciju. U trenutku
dospijeca on ne koristi svoje pravo i ne kupuje rizicnu financijsku imovinu po cijens
wvrsenja od 400. U ovom slucaju, opcija je vlasniku bezvrijedna @ prodavatelju opcije
ostaje iznos premije koju je njemu vlasnik opcije platio kako bi si osigurao pravo kupnje
rizicne financijske imouvine.

Kada bismo promatrali primjer za slucaj kada su, u trenutku dospijeca, trzisna cijena
rizi¢ne financijske imovine i cijena izvrSenja iz opcije jednake mogli bismo reci kako je
vlasniku opcije ona bezvrijedna. Vlasnik opcije je zapravo na gubitku jer moze kupiti
riziénu financijsku imovinu po trzisnoj cijeni bez koristenja prava iz opcije, a morao je
platiti premiju prodavatelju opcije.
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1.2 Europska put opcija

Definicija 1.2. Furopska put opcija je ugovor koji svojem vlasniku daje pravo, ali ne @
obvezu, da proda dogovorenu financijsku imovinu po tocno unaprijed dogovorenoj cijens
u tocno odredenom trenutku u buduénosti.

Postavlja se pitanje kada bi i zasto investitor htio postati vlasnikom europske put opcije.
Ukoliko investitor ocekuje pad cijena rizicne financijske imovine na financijskom trzistu,
on se zeli zastititi od nepovoljnog kretanja cijena i osigurati si fiksnu cijenu za prodaju te
rizi¢ne financijske imovine u buduénosti. Prema tome, kupovina europske put opcije se
¢ini kao dobar izbor za investitora. Kupovinom europske put opcije, od prodavatelja te
opcije za iznos koji se naziva premija, investitor postaje vlasnikom europske put opcije.
Dakle, vlasnik europske put opcije ocekuje pad cijena na trzistu, te nizu trzisnu cijenu
financijske imovine od cijene izvrSenja u trenutku dospijeca opcije. Tada bi vlasnik
opcije koristio svoje pravo iz opcije, te prodao financijsku imovinu po visoj cijeni (cijeni
izvrSenja) u trenutku dospije¢a. Time bi vlasnik opcije profitirao u iznosu razlike cijene
izvrSenja i trzisne cijene u trenutku dospije¢a. U suprotnom, kada bi trziSna cijena u
trenutku dospijeca bila visa od cijene izvrSenja, vlasnik opcije ne bi koristio svoje pravo
jer moze prodati financijsku imovinu po viSoj trzisnoj cijeni. U oba slucaja premija
ostaje prodavatelju opcije.

Mogudi scenariji za vlasnika europske put opcije

Oznaku za vrijednost europske put opcije u trenutku izvrienja T oznacimo s CEUT | te
razmotrimo moguce scenarije za vlasnika europske put opcije.

Ukoliko imamo scenarij gdje je Sp > K tj. trzisna cijena rizi¢ne financijske imovine, u
trenutku dospijeca, visa je ili jednaka cijeni izvrSenja vlasnik europske put opcije nece
koristiti svoje pravo iz ugovora. To¢nije, on neée prodati dogovorenu rizi¢nu financijsku
imovinu po cijeni izvrSenja jer ju moze prodati po viSoj cijeni na financijskom trzistu.
U ovom slucaju, opcija je vlasniku bezvrijedna.

S druge strane, moze vrijediti da je Sy < K tj. da je trziSna cijena rizi¢ne financijske
imovine, u trenutku dospijeca, niza od cijene izvrsenja. U tom sluc¢aju, vlasnik europske
put opcije ¢e iskoristiti svoje pravo tj. prodat ¢e dogovorenu rizi¢nu financijsku imovinu
po cijeni izvrSenja i time zabiljeziti zaradu u iznosu K — Sr.

Prema navedenim sluc¢ajevima, vrijednost europske put opcije u trenutku izvrsenja T’
Je:

PUT _
Cr= =

K — S, ako je S < K
0 ,akojeSr>K

11



Slijedi da je:

CEYT =mazr (0, K—Sr)=(K—5Sr), .

Pogledajmo vrijednost europske put opcije na sljede¢em grafickom prikazu:

CrUT A

i

Slika 1.2: Europska put opcija s cijenom izvrsenja K

Pogledajmo na konkretnim primjerima neke od mogucih sluc¢ajeva za vlasnika europske
put opcije:

Primjer 1.3. Neka je dan primjer kada investitor ocekuje pad cijene odredene rizicne
financijske imovine na financijskom trzistu. Neka je trenutna vrijednost te rizicne fi-
nancijske imovine 400 u nekoj proizvoljnoj valuti. Investitor kupuje europsku put opciju
od njezinog prodavatelja i time postaje vlasnikom europske put opcije. Neka je cijena
wzvrsenja iz navedene opcije K = 350, te neka je dan dospijeca za tri mjeseca. Neka je
trzisna cijena razmatrane rizicne financijske imovine na dan dospijeca Sp = 300. Pi-
tamo se je li investitor donio dobru odluku kupivsi europsku put opciju i hoce li koristiti
svoje pravo 1z te opcije.

Uocimo da je u navedenom primjeru, u trenutku dospijeca, trzisna cijena rizicne finan-
cijske imovine nizZa od cijene izvrsenja tj. Sp < K. Cijena rizicne financijske imovine
je padala do trenutka dospijeca, sto je investitor i ocekivao. Za njega je navedena situ-
acyja pogodna i moZemo reéi da je donio dobru odluku kupivsi europsku put opciju. U
trenutku dospijeca on koristi svoje pravo te prodaje rizicnu financijsku imovinu po cijent
woursenja od 350, dok je u tom trenutku trZisna cijena rizicne financijske imovine 300.
Time vlasnik opcije biljezi zaradu u iznosu K — Sp.

Prodavatelj opcije je duzan vlasniku opcije omoguciti izvrSenje njegovog prava, te ono
Sto njemu ostaje je iznos premije koju je njemu vlasnik opcije platio kako bi si osigurao
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pravo prodaje rizi¢ne financijske imovine. Zanemarimo iznos premije za sada i u ovom
primjeru.

Primjer 1.4. Neka je dan primjer kada investitor ocekuje pad cijene odredene rizicne
financijske imovine na financijskom trzistu. Neka je trenutna vrijednost te rizicne fi-
nancijske itmovine 400 u nekoj proizvoljnoj valuti. Investitor kupuje europsku put opciju
od njezinog prodavatelja v time postaje vlasnikom europske put opcije. Neka je cijena
wzvrsenja iz navedene opcije K = 300, te neka je dan dospijeca za tri mjeseca. Neka je
trzisna cijena razmatrane rizicne financijske imovine na dan dospijeca Sp = 350. Pi-
tamo se je li investitor donio dobru odluku kupivsi europsku put opciju @ hoce li koristiti
svoje pravo 1z te opcije.

Uocimo da je u navedenom primgjeru, u trenutku dospijeca, trzisna cijena rizicne finan-
cijske imovine visa od cijene izvrsenja tj. St > K. Cijena rizicne financijske imovine
je padala do trenutka dospijeca, no ne intenzitetom kakav je investitor ocekivao. Prema
tome, za njega navedena situacija nije pogodna i moZemo reci da je nije donio dobru
odluku kupivsi europsku put opciju. U trenutku dospijeca on ne koristi svoje pravo te
ne prodaje rizicnu financiyjsku tmovinu po cijeni izvrsenja od 350 jer moZe prodati po
trzisnoj cijent od 300. U ovom slucaju, opcija je vliasniku bezvrijedna. Iako mu je opcija
bezvrijedna, platio je premiju prodavatelju.

Kada bismo promatrali primjer za sluc¢aj kada su, u trenutku dospijeca, trzisna cijena
rizi¢ne financijske imovine i cijena izvrSenja iz opcije jednake mogli bismo reci kako je
vlasniku opcije ona bezvrijedna. Vlasnik opcije je zapravo na gubitku jer moze prodati
riziénu financijsku imovinu po trzisnoj cijeni bez koristenja prava iz opcije, a morao je
platiti premiju prodavatelju opcije.

Kako $to je veé receno, investitor mora prodavatelju opcije platiti odredeni iznos kako
bi kupio opciju i postao njezinim vlasnikom. Dakle, on posjedovanje prava na kupovinu
ili prodaju odredene rizi¢ne financijske imovine plac¢a u iznosu koji nazivamo premija.
Naravno, premija bi trebala biti nekakv razuman iznos za investitora tj. kupca opcije
ali i za prodavatelja opcije. Postavlja se pitanje kako odrediti takav iznos. Cilj je da niti
jedan od njih ne trpi preveliki gubitak, ali jednako tako da ne postoji sigurna zarada
ni za koga. Prema tome, zanima nas nearbitrazna cijena opcija tj. iznos premije. Ta-
kav iznos ne znamo odrediti bez dodatnih uvjeta financijskog trzista. U nastavku rada
odredivat ¢emo ga u kontekstu financijskog trzista na kojem nema arbitraze tj. zarade
bez rizika.

U uvodu smo rekli kako su odgovor na to pitanje dali americki ekonomisti Black, Sholes
i Merton osmislivsi matematicki model za vrednovanje opcija u neprekidnom vremenu.
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Poglavlje 2

Vrednovanje vanilla opcija

Postoje razne moguénosti za vrednovanje opcija. Jedna od moguénosti se oslanja na
stohasticko ponaSanje cijena rizi¢ne financijske imovine. PonaSanje cijena rizi¢ne fi-
nancijske imovine, u kratkom vremenskom razdoblju, osnova je vrednovanja izvedenica.
Cijena bilo koje izvedenice funkcija je cijene vezane imovine, rizika i vremena. Promjene
cijena rizi¢ne financijske imovine ponasaju se kao slu¢ajne varijable. U tom je smislu za
vrednovanje opcija najvaznije odrediti stohasticki proces koji opisuje ponasanje cijena
rizi¢ne financijske imovine ili neke druge vezane imovine.

U ovom poglavlju obradit ¢emo nearbitrazno vrednovanje europskih call i put opcija
Blak Scholes Mertonovim modelom koje ¢e nam biti ¢vrsta podloga za nearbitrazno
vrednovanje barijernih opcija u nastavku rada. Model se temelji na pretpostavci da je
vrijednost rizi¢ne financijske imovine modelirana geometrijskim Brownovim gibanjem
na financijskom trzistu u neprekidnom vremenu. Potrebno je prije svega uvesti osnovne
pojmove i iskazati osnovne teoreme koji ¢e nam biti potrebni pri radu.

2.1 Osnovni pojmovi

Robert Brown, skotski biolog, opisao je gibanje ¢estica u otopini. S pomoc¢u mikroskopa
je otkrio da se Cestice peludi u tekuéini gibaju "neprekidno nasumce". Matematicki
model kojim je opisano takvo gibanje nazivamo Brownovim gibanjem ili Wienerovim
procesom.

Definicija 2.1. Standardno Brownovo gibanje ili Wienerov proces (By, t > 0) je slucajni
proces na vjerojatnosnom prostoru (2, F, P) koji ima sljedeca svojstva:

1) By=0 g.s.
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2) Bi— Bs ~ N(0, t —s), Y1, s takve da jet > s > 0, odnosno prirasti Brownovog
gibanja na jednako dugim intervalima vremena su jednako distribuirans.

3) Vk’, 0<tgy<ti<tog<---<th1 < {73 p?”?;TCLSt?; Bto, Btl_Btm Bt2—Bt1, Py Btk_
By, | su nezavisna.

Potrebne su nam i nekakve informacije vezane uz taj sluc¢ajni proces. Iz tog razloga
definiramo pojam filtracije.

Definicija 2.2. Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor. Za familju o—algebri F =
{Fi,t > 0} kaZemo da je filtracija ako je ona rastuca familija o—algebri, odnosno ako
vrijedi Fs C Fy, Vs <t.

Filtraciju bismo mogli interpretirati kao rastuéi slijed tj. niz informacija. Prirodna
filtracija generirana slucajnim procesom (X;,t > 0) je familija F = {F;, ¢ > 0} gdje
Fi = o(Xs, s €]0,t]) sadrzi sve informacije o sluajnom procesu (X, t > 0) zaklju¢no
s trenutkom ¢. Jedan od takvih primjera je prirodna filtracija Brownovog gibanja defini-
rana s F; = o(Bs, s € [0,1]). Informacija u trenutku ¢ sadrzi informaciju o Brownovom
gibanju do trenutka t.

Iskazimo i dokazimo da je Brownovo gibanje martingal.

Teorem 2.1. Brownovo gibanje je martingal u neprekidnom vremenu s obzirom na svoju
prirodnu filtraciju.

Dokaz. Vrijedi sljedece:

e Proces (B, t > 0) je adaptiran u odnosu na svoju prirodnu filtraciju, tj. za svaki
t > 0 je B, Fi—izmjeriva slu¢ajna varijabla.

e B, ~ N(0,t) pa slijedi da je F[B;] < oo za svaki ¢t > 0.

e Neka je s € [0, ], tada je:

E[By|Fs] = E[B;— Bs+ Bs|F
= E[B; — B,|F] + E[B;|F]
= E[B;— B, + B,
= B,
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Kod dokazivanja posljednjeg svojstva martingalnosti prvo koristimo svojstvo linearnosti
uvjetnog ocekivanja. Potom uoc¢imo da je prirast Brownovog gibanja nezavisan od Fs,
te da je B slucajna varijabla koja je Fs—izmjeriva. Znamo da je E[B; — Bs] = 0, pa
prema tome u zadnjem koraku dobivamo da je F[B;|Fs| = Bs.

Dakle, zadovoljena su sva tri svojstva martingala pa slijedi da je Brownovo gibanje mar-
tingal s obzirom na svoju prirodnu filtraciju.

O

U uvodnom dijelu rada je receno da sva financijska imovina, koja pripada pojedincu ili
poduzecu, ¢ini njegov portfelj. Njega ¢ine nerizi¢na i rizicna financijska imovina. Neka je
promatran vjerojatnosni prostor (2, F, P) i filtracija F = {F;,t € {0,1,...,T}}. Neka
je promatrana jedna nerizi¢na financijska imovina tj. novac u domacoj valuti. Oznaka
za njezinu vrijednost u trenutku ¢ > 0 je S?. Neka je, uz nju, promatrano d € N ri-
zi¢nih financijskih imovina. Njihova vrijednost u trenutku ¢ > 0 je vektor (S}, ..., S9).
Vektor » = (¢%, ¢, ..., %) koji prima vrijednosti iz R¥*! zove se portfelj gdje ¢’
nacava broj jedinica i—te financijske imovine, gdje je ¢ € {0,1,...,d}. Uvedemo li
vremensku ovisnost imamo portfelj p; = (7, @1, ..., %) u trenutku ¢ > 0. U trenutku
t = 0 investitor kreira portfelj ¢, = (09, 01, ..., ¢%). Njega posjeduje zakljuéno s tre-
nutkom t = 1 kada ga moze rebalansirati i time kreirati portfelj py. Dakle, portfelj
41 stvoren je u trenutku ¢ na temelju informacija poznatih do trenutka ¢. Uoc¢imo da
je portfelj @11 Fi—izmjeriv, a portfelj ¢ = (¢, t € {0,1,...,T}) predvidiv u odnosu
na filtraciju F. Spomenuti portfelj ¢ nazivamo dinamicki portfelj ili strategija trgovanja.

0zZ-

Vrijednost dinamickog portfelja u ¢ € {0,1,...,T} modeliramo slu¢ajnim varijablama:

Zsofsk (o1, Se).

Dakle, vrijednost portfelja u trenutku ¢ dana je skalarnim produktom sluc¢ajnih vektora
o 1 St.

Definicija 2.3. Strategija trgovanja ili dinamicki portfelj ¢ je samofinancirajuci ako za

sve vremenske trenutke t € {0,1,...,T — 1} vrijedi:
d d
{pt,St) = Z Z 90t+1 (P41, St).
k=0 —
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Definicija 2.4. Strategija trgovanja ili dinamicki portfelj ¢ je dopustiv ako je:
1. ¢ samofinancirajuci
2. Vi(pr) >0, Vt €{0,1,...,T}.

Dopustiv dinamickr portfelj ¢ je arbitraZa ako dodatno vrijedi:
3. Vo(po) =0

4. P(VT(QOT) > 0) > 0.

Nadalje, potrebno je pokazati da Brownovo gibanje zadovoljava Markovljevo svojstvo
tj. da je ono Markovljev proces. Njega mozemo intuitivno shvatiti kao proces c¢ije
vjerojatnosno ponasanje u buduénosti, uvjetno na poznatu sadasnjost, ne ovisi o pros-
losti. Za pocetak definirajmo Markovljevo svojstvo za procese s neprekidnim vremenom.

Definicija 2.5. Neka je (2, F, P) vjerojatnosni prostor. Za proces X = (X;,t > 0) na
tom vjerojatnosnom prostoru kaZemo da je Markovljev ako vrijedi da je:

Pla€ Xy <X, = 50, X,y = 8ny ooy Xy =01) = Pla< X < BXG, = m,),

za proizvoljne a,b € R takve da je a < b @ svaki izbor tq,...,t,,t € T takve da je
<ty <. - <, <t.

Sljedecu lemu navodimo bez dokaza. Tu ¢emo lemu koristiti u dokazu teorema koji ée
re¢i da je Brownovo gibanje Markovljev proces.

Lema 2.1. Neka je (52, F, P) vjerojatnosni prostor i neka je G o—podalgebra od F.
Pretpostavimo da je slucajna varigabla X G—izmjeriva, te da je slucajna varijabla Y
nezavisna od G. Neka je h : R* — R Borelova funkcija i definirajmo g(x) = E[h(z,Y)].
Tada je

E[h(X,Y)|G] = g(X) g.s.

Iskazimo i dokazimo teorem koji kaze da je Brownovo gibanje Markovljev proces.

Teorem 2.2. Neka je (B, t > 0) Brownovo gibanje i neka je F = {F;,t > 0} prirodna
filtracija za to Brownovo gibanje. Tada je Brownovo gibanje (B, t > 0) Markovljev pro-
ces.
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Dokaz. Neka je s € [0,t] i f : R — R Borelova funkcija. Pokazimo da tada postoji
Borelova funkcija g : R — R takva da vrijedi

E[f(By)|Fs] = 9(Bs) g-s.

Vrijedi sljedece:

E[f(B)|Fs] = E[f(B:— Bs + Bs)|F]
= E[h(BS,Bt — BS)|.7:S]
= ¢g(Bs) g.s.

Pri tome vrijedi da je h(x,y) = f(z + y). Uocimo da je Bs slucajna varijabla koja je
Fs—izmjeriva, te da je prirast B; — B, slucajna varijabla nezavisna od F;. Po Lems 2.1.
imamo da je

E[f(B)IFs] = 9(B;) g.s.

pri ¢emu je g(x) = E[h(z, Bi— B;s)] = E|[f(z+(B;— By))] i time je pokazano Markovljevo
svojstvo.

0J

Pretpostavimo da cijene rizi¢ne financijske imovine zadovoljavaju Markovljevo svojstvo,
te da su im prirasti nezavisni. Vrijednosti tj. cijene rizi¢ne financijske imovine ne mo-
zemo modelirati Brownovim gibanjem jer cijene ne mogu biti negativne, a to povlaci
da njihove promjene ne mogu biti normalno distribuirane. Iz tog razloga nam treba
transformacija Brownovog gibanja kojom mozemo modelirati cijene rizi¢ne financijske
imovine. Odgovarajucu transformaciju nazivamo geometrijskim Brownovim gibanjem,
kojeg smo spomenuli u motivaciji na poc¢etku ovog poglavlja.

Geometrijsko Brownovo gibanje sluzi kao model za kretanje cijena rizi¢ne financijske
imovine. Predlozio ga je americki ekonomist Paul Samuelson.

Definicija 2.6. Neka su o,a € R i 0 > 0 te neka je (By,t > 0) Brownovo gibanje.
Geometrijsko Brownovo gibanje je slucagni proces (Si,t > 0) gdje je

S, = S ¢ “BeHe-ten

koji je jako rjesenje stohasticke diferencijalne jednadzbe dSy; = aSidt + 0SidB;.
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Ukoliko se cijene rizi¢ne financijske imovine modeliraju geometrijskim Brownovim gi-
banjem pripadni log-povrati su normalno distribuirani, te medusobno nezavisni zbog
nezavisnosti prirasta Brownovog gibanja. Imamo sljedece:

in St+dt

1 1
= 0(Btyat — Bt) + (o — EUQ)dt ~ N((a— 502)dt, O'th).
t
Stohasticku diferencijalnu jednadzbu mozemo zapisati i u obliku koji nazivamo njezinom

naivnom interpretacijom:

5’t—l-dt - St

= adt + U<Bt+dt — Bt)
St

gdje s lijeve strane jednakosti imamo relativni povrat u ¢ + dt s obzirom na cijenu u t.
Ukoliko izra¢unamo oc¢ekivanje i varijancu na obje strane, uz ¢injenicu da je (B;,t > 0)
Brownovo gibanje, imamo sljedece:

E |:St+dt - St

S :| = E[Oédt + J<Bt+dt = Bt>] = adt + UE[Bt+dt = Bt] = Oédt,
1

Va/f' (M) = Var(Oédt + J(Bt+dt — Bt)) = U2VCLT(Bt+dt — Bt> = O'th
t

Prema tome, parametre o i « interpretiramo kao standardnu devijaciju povrata i oc¢eki-
vanu (srednju) stopu povrata. Parametar o zovemo volatilnost i on ima veliko znacenje
na financijskom trzistu kao pokazatelj rizika.

Kako je ranije re¢eno, cilj nam je odrediti nearbitraznu vrijednost tj. cijenu europske call,
odnosno put opcije. Za odredivanje nearbitrazne cijene opcije, odnosno razumne cijene
s kojom bi bili zadovoljni i kupac i prodavatelj opcije potrebne su nam buduée diskonti-
rane vrijednosti. Dakle, cijena opcije koju je potrebno platiti je ocekivana diskontirana
vrijednost opcije na sadasnje vrijeme uz sve dostupne informacije o financijskom trzistu
do sadasnjeg trenutka. Tu cijenu odredit ¢emo Black Scholes Mertonovim modelom.
Koristit ¢emo vjerojatnost neutralnu na rizik ili tzv. ekvivalentnu martingalnu mjeru.

Ako bismo promatrali nerizi¢nu financijsku imovinu i poznavali efektivnu kamatnu stopu,
znali bismo njezine buduée vrijednosti. Medutim, promatramo rizi¢nu financijsku imo-
vinu ¢ije buduée vrijednosti ne znamo i kao pomo¢ nam je potrebna vjerojatnost ne-
utralna na rizik. Zelimo da se u buduénosti riziéna financijska imovina, uvjetno na
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poznate informacije o njezinoj vrijednosti u svim trenucima ukljucujuéi i sadasnji, oce-
kivano ponasa kao nerizi¢na financijska imovina. Kako éemo promatrati buduée diskon-
tirane vrijednosti, zapravo zelimo da se one u smislu o¢ekivanja ponasaju kao nerizi¢na
financijska imovina. Prema tome, diskontiranje je potrebno provesti uz vjerojatnost
neutralnu na rizik.

Pronalazenje vjerojatnosti neutralne na rizik tj. ekvivalentne martingalne mjere nije
jednostavno. Girsanovljev teorem, koji ¢e biti iskazan u nastavku, nam garantira nje-
zino postojanje i daje njezinu definiciju u odredenim uvjetima.

Definicija 2.7. Vjerojatnosna mjera P* na izmjerivom prostoru (2, F) je neutralna na
rizik ako za svet € {0,...,T — 1} i za sve i € {0,...,d} vrijedi:

E*[Si|F) =S
tj. ako je s obzirom na P* slucajni proces diskontiranih cijena financijske imovine (St, te
{0,1,...,T}), gdje je Sy = (S, ..., S8%) , martingal u odnosu na filtraciju F = (F;,t €
{0,1,...,T}).

Ekvivalentno, P* je neutralna na rizik ako su diskontirane cijene financijske imovine
martingali u odnosu na P*.

Definicija 2.8. Neka su P i P* dvije vjerojatnosti na izmjerivom prostoru (2, F).
Kazemo da su P i P* ekvivalentne ako YA € F takav da je P(A) = 0 vrijedi P(A) =
P*(A) i pisemo P(A) = P*(A).

Dakle, vjerojatnosti P* i P su ekvivalentne vjerojatnosti jer se podudaraju na skupo-
vima vjerojatnosti nula. Napravit ¢emo zamjenu mjere kako bismo omogucéili promjenu
distribucije sluc¢ajne varijable.

Neka je ( 2, F, P ) vjerojatnosni prostor te neka je Z nenegativna sluc¢ajna varijabla na
vjerojatnosnom prostoru ( 2, F, P ) takva da je E[Z] = 1. Definiramo P*: F — [0, 1]
na sljedeci nacin:

Pr(4) = /Az(w)dp = E[I.Z], Ac F.

Tada je P* vjerojatnost na (€2, F). Ako je P(A) = 0, onda je i P*(A) = 0. Ako
promatramo slucajnu varijablu X na (€, F), mozemo ra¢unati o¢ekivanje s obzirom
na obje navedene vjerojatnosti. Za navedena ocekivanja i sluc¢ajnu varijablu X vrijedi
E*[X] = E[XZ]. Opisana procedura naziva se zamjena mjere.
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Iskazimo teorem koji nam garantira postojanje ekvivalentne martingalne mjere u odre-
denim uvjetima.

Teorem 2.3. (Girsanovljev teorem) Neka je (B, t € [0,T]) Brownovo gibanje na vjero-
jatnosnom prostoru (Q, F, P), te neka je F = (Fi, t € [0,T]) njegova prirodna filtracija.
Tada je proces (X, t € [0,T1]),

X = e‘th—%qgt, q€R
martingal u odnosu na F.
Relacija P*(A) = E[Xi1a] za A € F definira vjerojatnost na (2, F) koja je ekvivalentna

vjerojatnosti P, te je u odnosu na P* proces (Bt € [0,T]), B = B+ qt, ¢ € R
Brownovo gibanje adaptirano na F.

Pogledajmo u nastavku kako se ra¢una cijena europske call opcije pomocu vjerojatnosti
neutralne na rizik tj. ekvivalentne martingalne mjere.

2.2 Black Scholes Mertonova formula

Izvest ¢emo cijenu europske call opcije u Black Scholes Mertonovom modelu s konstant-
nom volatilnos¢u o i konstantnom kamatnom stopom r. Nearbitrazna cijena navedene
opcije bila bi o¢ekivana cijena rizi¢ne financijske imovine diskontirana na sadasnju vri-
jednost uz dostupne informacije do sadasnjeg trenutka, odnosno

CtCALL — F* [e—r(T—t) C]C:ALL | -Ft ]

Iz tog izraza slijedi niz jednakosti:

CPAt = E* e (S —K), | R ]
R [6 (SoeaBT—i- a—30)T _ ) [ -F;t]
E* [6 (Soea (Br+Bi— Bt)+(a——a Y(T+t—t) )+ | -Ft]
= B [T (S Br-Bitla—i)T0 _ k), | R ].

Proces cijena rizi¢ne financijske imovine S; je Markovljev proces, jer je transformacija
Brownovog gibanja. Dakle, neposredna buduénost procesa neovisna je o proslosti i ovisi
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samo o sadasnjosti. Prema tome, S; ovisi samo o B;. Kako je F; = (51, 5%,...,5),
dovoljno je uvjetovati na o(S;) umjesto ;.

Definirajmo funkciju ¢(¢, z) na sljedeéi naéin:

c(t,x) _ E*[e—r(T—t) ( xea(BT—Bt)-i-(a_%g?)(T—t) - K >+|-Ft]
Tada je c(t,z) = CCALL,

a—r
a

Ukoliko stavimo B = B,
proces (By,t € [0,T]) Brownovo gibanje na vjerojatnosnom prostoru (€2, F, P*) gdje je
vjerojatnosna mjera zadana s P*(A) = E[I4S;] za A € F. Vrijedi sljedece:

= a—T

B, = B,+

0B, = oB,+(a—7)u
U(BT—B,:) = O'(BT—Bt)—f—(Oé—T)(T—t)

Prema tome, imamo:

c(t,z) = B'[(we”ProBmietT0 — @0 f), | F)

Primjetimo kako se sluc¢ajna varijabla u eksponentu nalazi na istom vjerojatnosnom pros-
toru kao i promatrano matematicko ocekivanje, pa se moZe dalje racunati po definiciji
matematickog ocekivanja. Uo¢imo da je ,uz P*, By — By ~ N(0,T —t). Stoga je proma-
trana slucajna varijabla cije je ocekivanje potrebno izracunati njezina transformacija.
Slijedi:
& ) 1 y2
eft,x) = / (ze?¥720 T0) _or@-DR), " mr—ndy.
- 27(T —t)
Podintegralna funkcija je veéa od nule za one y € R za koje je:
xeay—%UQ(T—t) > G_T(T_t)K.
Nakon sredivanja izraza, vrijedi:

i —é(ln% £ fr— %ﬁ)(T — ).

Ukoliko desnu stranu izraza nazovemo ds, preostaje nam izrac¢unati

(ry—-a (T—1) €_T(T_t)K)€_§T7y%dy.

c(t,z) = ﬁ/dz we
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Koristenjem supstitucije y = —z imamo

¢t x)

Uvedimo sljedece oznake:

5L

I

d
_ 1 m/ 2 e_ﬁ(HU(T—t
z/ 27T(T = t) —0o0

)2 1 T
dz — ————KeT f>/
2n(T —t) -

e ﬁ(ﬂ-g(T—t)PdZ

1 dz
==/
2n(T —t) J-oo

22
e 2T-0(z.

Prema tome, imamo c(t,z) = I — I,. U nastavku ¢emo izracunati integrale [ i I, pri

¢emu ¢emo koristiti supstituciju

i do 2
—Ke—T(T—t) / e 2TV
2n(T —t) e
z4+o(T—t) __ .
Y =

(T-0)? ;.

d
71 x/ 2 e =g (10
A/ 27T<T — t) —0o0

1 do+o(T—t) )

T —1 i
7:15/ e 2T —tdu
\/ 27T(T — t) —00

1 [Fret
e — e zdu

gdje je @ funkcija distribucije standardne normalne sluc¢ajne varijable, te vrijedi:

d2+0'(T—t)

_ %(m% - %#)(T—t)mQ(T—t))
_ %(m% + (T+%<72)(T—t)>

dy.
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Izra¢unajmo integral Is:

1 d2 52
I, = —Ke_T(T_t)/ e 2Tz
2n(T —t) oo
1 2
— —2 T t)Ke_T(T_t)/ e T/T —t du
w - —00

— Ke_T(T_t@( 4 )
T —¢

Nakon rac¢unanja integrala imamo:

d1 _ L d2
tx)=2 0 —— | — Ke"TYp :
t,z) == <m) ¢ ( T—t)

Prema tome, cijenu europske call opcije u trenutku ¢t modeliramo sluc¢ajnom varijablom

d d
C«tCALL =5, (I)( Tl_ t> . Ke—r(T—t)(p( T2_t>'

Vrijednosti europske call opcije i europske put opcije povezuje identitet koji se naziva
call-put paritet. On definira njihov odnos za istu financijsku imovinu, isti trenutak
dospijeca, te istu cijenu izvrSenja. Stoga, izraz za call-put paritet dan je s:

CrAtt —Cf"T = (Sr—K)4 — (K = Sr)4

{ST—K,ST>K { 0 ,ST>K

0 7ST§K K—ST,STSK

ST—K,ST>K
0  Sr<K
= Sr— K.

U nastavku ¢emo, koristeéi call-put paritet, odrediti cijenu europske put opcije:
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QCALL _ OPUT . pe[o—r(T=0(QGALL _ oPUTY| F,)
= B[Sy - K)|F]
— B e T08|F] — B le"TOK|F)
= 5— Ke 0,

Posljednja jednakost slijedi iz toga Sto je:

e TS| F] = E*[Se”Br—B0-302T=0)| F
— S,E* [ea(BT—Bt)—%UQ(T—t)]
= Sie” 10X(T—t)+302(T—1)
= 8
Uotimo da je e?Br=Bo=z0%(T=1) logN(—302(T —t),0*(T —t)) uz vjerojatnosnu mjeru

&

Iz dobivenih izraza za call-put paritet i cijene europske call opcije CEALE | te koristenje
svojstava simetri¢nosti funkcije gustoce standardne normalne slucajne varijable slijedi
izraz za cijenu europske put opcije:

OtPUT _ CtCALL . St +Ke—r(T—t)

d d
= St@(ﬁ) — Ke_r(T_t)© (ﬁ) — St -+ Ke_r(T_t)

~ (s o1 e( )

d d
= K —T(T—t)¢,<_72) _Sq)(_—l)_
‘ VT —t ! Tt

Dobivene izraze nazivamo Black Scholes Mertonovim formulama za odredivanje cijena
rizi¢ne financijske imovine na financijskom trzistu u neprekidnom vremenu. Te ¢e nam
formule koristiti kao podloga za vrednovanje barijernih opcija u nastavku rada.
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Poglavlje 3

Barijerne opcije

Barijerne opcije (opcije s barijerom) su vrsta egzoti¢nih opcija na neku financijsku imo-
vinu ¢ija validnost ovisi o kretanju cijena odredene financijske imovine odnosno dostiza-
nju odredenog nivoa cijene tj. barijere. Svrstavaju se u egzotic¢ne opcije jer su slozenije
od americkih i europskih opcija. Nakon dostizanja barijere opcija ¢e biti vazeéa ili neva-
zeca, ovisno o terminima u ugovoru. Mozemo reéi da je barijera fiksna cijena po kojoj
se ugovor aktivira ili deaktivira. Prema tome, razlikujemo dvije vrste barijernih opcija.
To su knock-in i knock-out barijerne opcije.

Knock-in barijerna opcija je ugovor koji postaje vaze¢i kada cijena financijske imovine
dosegne barijeru. Tada postaje vazeca vanilla opcija. S druge strane, knock-out bari-
jerna opcija je ugovor koji prestaje biti vazeéi kada cijena financijske imovine dosegne
barijeru. Dakle, nakon dostizanja barijere ugovor je nevaze¢i. Prije dostizanja barijere
je vazeca vanilla opcija.

Postavlja se pitanje zaSto bi se investitor odlu¢io za kupovinu barijerne opcije, a ne
vanilla opcije. Glavni razlog je niza cijena premije za barijerne opcije. Naime, dodatak
barijere kod opcija povecava rizik za kupca opcije. No, ako kupac opcije vjeruje npr. da
¢e neka rizi¢na financijska imovina ¢ija je trenutna vrijednost 100 u nekoj proizvoljnoj
valuti, porasti u narednih Sest mjeseci ali da nece doseci razinu visu od 150 on moze
kupiti barijernu opciju za nizu premiju od vanilla opcije.

Kako je vec receno barijerne opcije, prije nego cijena financijske imovine dosegne barijeru
ili nakon $to cijena financijske imovine dosegne barijeru, jesu vanilla opcije. Dakle, prije
ili nakon dosezanja barijere opcije mogu biti americke ili europske. Kako smo se ranije
u radu ograni¢ili na europske opcije, njih ¢emo koristiti i u ovom poglavlju. Imamo
Cetiri kombinacije, prema prethodnoj podjeli barijernih opcija na knock-in i knock-out
barijerne opcije, to su knock-in call, knock-out call, knock-in put i knock-out put opcije.
S obzirom na odnos barijere i pocetne vrijednosti financijske imovine razlikujemo down
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i up barijerne opcije. Kod down opcija barijera je ispod pocetne vrijednosti financijske
imovine, dok je kod up opcija barijera iznad pocetne vrijednosti financijske imovine.
Uoc¢imo, kako zapravo imamo osam kombinacija kod barijernih opcija. To su down-and-
in call, up-and-in call, down-and-out call, up-and-out call, down-and-in put, up-and-in
put, down-and-out put i up-and-out put opcija. Pogledajmo navedene opcije detaljnije.

3.1 Knock-in call i put barijerne opcije

Knock-in call te put opcije po¢inju vrijediti nakon Sto cijena rizi¢ne financijske imo-
vine dosegne barijeru. Dok cijena ne dosegne barijeru, opcije su vlasniku nevrijedece.
Mozemo rec¢i da su mu opcije beskorisne dok cijena ne dosegne barijeru. Nakon $to
cijena dosegne barijeru, opcija postaje europska call odnosno put opcija i time vlasnik
opcije ima pravo kupiti odnosno prodati rizi¢nu financijsku imovinu po cijeni izvrSenja
na dan dospijeca. Ranije smo spomenuli podjelu s obzirom na odnos barijere i pocetne
vrijednosti financijske imovine. Prema tome, razlikujemo sljedece vrste barijernih opcija:

e down-and-in call i put opcija - barijera je ispod pocetne vrijednosti rizi¢ne finan-
cijske imovine

e up-and-in call i put opcija - barijera je iznad pocetne vrijednosti rizi¢ne financijske
imovine.

Pogledajmo na konkretnim primjerima neke od navedenih opcija.

Primjer 3.1. Up-and-in call opcija

Recimo da winvestitor ocekuje rast cijene odredene rizicne financijske imovine na finan-
cigskom trzistu, do odredenog nivoa cijene. On Zeli kupiti rizicnu financijsku imovinu,
no prije svega se Zeli osigurati od prevelikog rasta cijene. Neka je trenutna trzisna cijena
rizicne financijske imovine 300 u odredenoj valuti. Investitor odlucuje kupiti up-and-in
call opciju od njezinog prodavatelja. Neka je barijera postavljena na 400, a cijena izvr-
senja opcije 350 na dan dospijeca. Pitamo se je li investitor donio dobru odluku kupivsi
up-and-in call opciju 1 hoce lv koristiti svoje pravo iz te opcije.

Navedena opcija pocinje vrijediti nakon Sto cijena rizicne financijske imovine dosegne
barijeru od 400. Pretpostavimo da je cijena dosegnula barijeru. Cijena se kretala prema
ocekivangima investitora. Sada, vlasniku, opcija postaje vrijedeéa europska call opcija
¢t time on ima pravo kupiti rizicnu financijsku tmovinu po cijeni izvrsenja od 350, na
dan dospijeca. Vlasnik opcije koristi svoje pravo i kupuje rizicnu financijsku imovinu
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po cijeni izvrsenja od 350, dok je njezina trzisna cijena visa. Time vlasnik opcije bi-
ljezi zaradu i moZemo reci da je donio dobru odluku kupivsi up-and-in call opciju. Za
posjedovanje prava na kupovinu morao je prodavatelju opcije platiti premiju. Mogao se
odluciti 1 za kupovinu europske call opcije po visoj premiji, no kako je vjerovao da ce
cijena porasti samo do odredene razine kupio je jeftiniju opciju.

Da cijena rizi¢ne financijske imovine nije dosegnula barijeru, up-and-in call opcija bi
vlasniku bila nevrijede¢a. Tada bi vlasnik opcije bio na gubitku za iznos premije koju
je platio prodavatelju opcije. Za takav slu¢aj moguéa povoljna opcija za investitora
bila bi up-and-out call opcija, ovisno o tome kakvim intenzitetom bi rasla cijena rizi¢ne
financijske imovine. Mogao bi kupiti rizi¢nu financijsku imovinu na dan dospije¢a po
cijeni izvrSenja ukoliko bi mu to odgovaralo u ovisnosti o trzisnoj cijeni na dan dospijeca.
Naravno, riskirao bi i s takvom opcijom.

Primjer 3.2. Down-and-in put opcija

Recimo da investitor ocekuje pad cijene odredene rizicne financijske imovine na finan-
cijskom trzistu, do odredenog nivoa cijene. On Zeli prodati rizicnu financijsku imovinu,
no prije svega se zZeli osigurati od prevelikog pada cijene. Neka je trenutna trZisna cijena
rizicne financijske imovine 450 u odredenoj valuti. Investitor odlucuje kupiti down-and-
in put opciju od njezinog prodavatelja. Neka je barijera postavljena na 400, a cijena
wzvrsenja opcije 350 na dan dospijeca. Neka je trZisna cijena rizicne financijske imovine
u trenutku dospijeca 300. Pitamo se je li investitor donio dobru odluku kupivsi down-
and-in put opciju © hoce li koristiti svoje pravo iz te opcije.

Navedena opcija pocinje vrijediti nakon sto cijena rizicne financijske tmovine dosegne
barieru od 400 tj. w ovom slucaju dok cijena ne padne ispod 400. Cijena se kretala
prema ocekivanjima investitora. Sada, vlasniku, opcija postaje vrijedeca europska put
opcija 1 time on ima pravo prodati rizicnu financijsku tmovinu po cijent izvrsenja od
350, na dan dospijeca. Vlasnik opcije koristi svoje pravo i prodaje rizicnu financijsku
imovinu po cijeni 1zvrsenja od 350, dok je njezina trzisna cijena 300. Time vlasnik
opcyje biljezi zaradu v mozZemo reéi da je donio dobru odluku kupivsi down-and-in put
opciju. Za posjedovanje prava na kupovinu morao je prodavatelju opcije platiti premiju.
Mogao se odluciti i za kupovinu europske put opcije po visoj premiji, no kako je vjerovao
da ce cijena padati samo do odredene razine kupio je jeftiniju opciju.

Da cijena rizi¢ne financijske imovine nije dosegnula iznos barijere, down-and-in put op-
cija bi vlasniku bila nevrijede¢a. Tada bi vlasnik opcije bio na gubitku za iznos premije
koju je platio prodavatelju opcije.
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3.2 Knock-out call i put barijerne opcije

Knock-out call odnosno put opcija vrijedi dok cijena rizi¢ne financijske imovine ne do-
segne barijeru, nakon $to cijena dosegne barijeru opcija je nevrijedeca. Prije nego cijena
dosegne barijeru ona je europska call odnosno put opcija i time vlasnik opcije ima pravo
kupiti odnosno prodati rizi¢nu financijsku imovinu po cijeni izvrSenja na dan dospijeca.
Kako kod knock-in call i put barijernih opcija, imamo podjelu s obzirom na odnos ba-
rijere i pocetne vrijednosti financijske imovine. Prema tome, razlikujemo sljedeée vrste
barijernih opcija:

e down-and-out call i put opcija - barijera je ispod pocetne vrijednosti rizi¢ne finan-
cijske imovine

e up-and-out call i put opcija - barijera je iznad pocetne vrijednosti rizi¢ne financij-
ske imovine

Pogledajmo na konkretnom primjeru jednu od navedenih opcija.

Primjer 3.3. Up-and-out call opcija

Recimo da investitor ocekuje rast cijene odredene rizicne financijske imovine na finan-
cijskom trzistu, do odredenog mivoa cijene. On Zeli kupiti rizicnu financijsku imovinu,
no prije svega se Zeli osigurati od prevelikog rasta cijene. Neka je trenutna trZisna cijena
rizicne financijske imovine 200 u odredenoj valuti. Investitor odlucuje kupiti up-and-out
call opciju od njezinog prodavatelja. Neka je barijera postavlijena na 400, cijena izvrse-
nja opcije 300 na dan dospijeca, te trZisna cijena u tom trenutku 350. Pitamo se je li
wnwestitor donio dobru odluku kupivsi up-and-out call opciju @ hoce li koristiti svoje pravo
12 te opcije.

Navedena opcija vrijedi sve dok cijena rizicne financijske imovine ne dosegne barijeru od
400. Ciyena rizicne financijske imovine nije dosegnula barijeru. Cijena se kretala prema
ocekivanjima investitora. Viasniku je opcija vrijedeca europska call opcija @ time on ima
pravo kupiti rizicnu financijsku imovinu po cijeni izvrSenja od 300, na dan dospijeca.
Vlasnik opcije koristi svoje pravo i kupuje rizicnu financijsku imovinu po cijent izvrsenja
od 300, dok je njezina trzisna cijena visa. Time vlasnik opcije biljezi zaradu i moZemo
re¢i da je donio dobru odluku kupivsi up-and-out call opciju. Za posjedovanje prava na
kupovinu morao je prodavatelju opcije platiti premiju. Mogao se odluciti 1 za kupovinu
europske call opcije po visoj premiji, no kako je vjerovao da ce cijena porasti samo
do odredene razine kupio je jeftiniju opciju. Da je cijena rizicne financijske imovine
dosegnula barijeru, up-and-out call opcija bi vlasniku bila nevrijedeca.
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Poglavlje 4

Vrednovanje barijernih opcija

U prethodnom poglavlju izveli smo formule za nearbitrazno vrednovanje europskih call i
put opcija Black Scholes Mertonovim modelom. Napomenuli smo kako ée nam upravo ti
izvodi biti podloga za odredivanje nearbitrazne cijene barijernih opcija. Izvod formule
za nearbitrazno vrednovanje barijernih opcija prati izvod nearbitraznog vrednovanja
europskih call i put opcija. No, ono sto je kod barijernih opcija drugacije jest ukljuciva-
nje barijere. Vrijednosti barijernih opcija mogu se izracunati na analogan nacin u Black
Scholes Mertonovom modelu, kao $to je to bilo kod europskih call i put opcija. Prema
tome, neka nam i dalje vrijede sve pretpostavke Black Scholes Mertonovog modela.

Promotrimo dvije barijerne opcije koje su istog tipa, ali je jedna knock-in opcija dok je
druga knock-out opcija. Neka su to knock-in call opcija i knock-out call opcija. Knock-in
call opcija pocinje vrijediti nakon $to cijena rizi¢ne financijske imovine dosegne barijeru
i tada postaje europska call opcija. Prije dostizanja barijere ona je nevrijede¢a. Knock-
out call opcija vrijedi dok cijena rizi¢ne financijske imovine ne dosegne barijeru, za to
vrijeme ona je europska call opcija. Nakon dosezanja barijere ona je nevrijede¢a. Prema
tome, mozemo uociti da je knock-out call opcija nevrijedec¢a dok knock-in call opcija
vrijedi i obrnuto. Stoga, vidimo da vrijedi identitet koji nazivamo in-out paritet. Vri-
jednost europske call opcije jednaka je sumi knock-in call opcije i knock-out call opcije.

Opcenito, navedeni identitet nam govori da je vrijednost vanilla opcije jednaka sumi
vrijednosti odgovarajué¢ih knock-in i knock-out opcija. Vrijedi:

Vanilla opcija = odgovarajuca knock-in opcija + odgovarajuca knock-out opcija.

Kako barijerne opcije razlikujemo i prema polozaju barijere, uz postojeée oznake, uve-
dimo oznake za vrijednosti barijernih opcija u trenutku ¢ i pogledajmo moguce slucajeve
in-out pariteta:
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up(down)-and-out opcija up(down)-and-in opcija in-out paritet
call CtCUO CtCUI CtCALL _ CtCUO Je CtCUI
call CtCDO CtCDI CtCALL — CtCDO Je CtCDI
put CPUO CPUT CPUT — CPUO | CPUI
put CPPO CPDI CPUT — OPPO | OPDI

Vrijednosti barijernih opcija u trenutku ¢, pri ¢emu su K cijena izvrSenja i B iznos ba-
rijere, prikazane su u nastavku.

Barijerne knock-in call odnosno put opcije su vrijedeée nakon $to cijena dosegne iznos
barijere, te tada postaju europske call odnosno put opcije. Prije dosezanja cijene bari-
jere te opcije su nevrijede¢e. Cijena knock-in call opcije jednaka je cijeni europske call
opcije tek kada cijena dosegne iznos barijere B, do tog trenutka njezina je vrijednost
jednaka nuli. Isto vrijedi za knock-in put opciju. Oznac¢imo s V' vrijednost opcije, te
pogledajmo navedene graficke prikaze:

1y

SR i

K

knock-in call knock-in put
Slika 4.1: Barijerne knock-in call i put opcije

Kako barijerne knock-in call odnosno put opcije razlikujemo i prema polozaju barijere,
imamo sljedece vrijednosti opcija:

cCuI _ mazx(S; — K,0), ako je S; > B za svaki t € [0, 7]
t 0 , inace.
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CCDI _ mazx(S; — K, 0), ako je S; < B za svaki t € [0, T
I 0 , inace.

CPUL _ max(K — S, 0), ako je Sy > B za svaki t € [0,T]
S 0 , inace.

OPDI _ mazx(K — S;,0), ako je Sy < B za svaki t € [0,T]
5 0 , inace.

Barijerne knock-out call odnosno put opcije su vrijedece prije nego cijena dosegne iznos
barijere, te su do dostizanja iznosa barijere europske call odnosno put opcije. Njihova
vrijednost, prije dosezanja barijere, jednaka je vrijednosti europskih call odnosno put
opcija. Nakon dosezanja barijere vrijednost tih opcija jednaka je nuli. Pogledajmo na-
vedeno na grafickom prikazu:

K B 5. K s

knock-out call knock-out put
Slika 4.2: Barijerne knock-out call i put opcije

Kako barijerne knock-out call odnosno put opcije razlikujemo i prema polozaju barijere,
imamo sljedece vrijednosti opcija:

U0 _ maz(S; — K,0), ako je Sy < B za svaki t € [0,T]
t 0 , inace.

coPO _ { maz(S; — K,0), ako je S; > B za svaki t € [0, T]

0 , inace.

CPUO _ maz(K — S;,0), ako je Sy < B za svaki t € [0,T]
b 0 , inace.
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(PDO _ maz(K — St 0), ako je Sy > B za svaki t € [0, 7]
. 0 , inace.

Pogledajmo detaljnije knock-in i knock-out call opcije radi odredivanja njihovih cijena.

4.1 Vrednovanje barijernih call opcija

Kao $to je ranije receno, knock-in opcije su opcije koje poc¢inju vrijediti nakon $to cijena
rizi¢ne financijske imovine dosegne iznos barijere, a knock-out opcije su one opcije koje
vrijede dok cijena rizi¢ne financijske imovine ne dosegne iznos barijere. Iznos barijere
mozZe biti ispod pocetne vrijednosti rizi¢ne financijske imovine (down) ili iznad pocetne
vrijednosti rizi¢ne financijske imovine (up). Investitor se odluc¢uje za kupovinu, neke od,
barijernih call opcija ukoliko si Zeli osigurati pravo kupovine rizi¢ne financijske imovine
po cijeni izvrSenja K u trenutku dospijeca 1. Dakle, mogucnosti koje imamo su:

- down-and-in i down-and-out call opcija
- up-and-in i up-and-out call opcija

Promotrimo down-and-in call opciju. Njezinu vrijednost u trenutku ¢ oznacili smo s
CEPI Kako je reeno, moze se izracunati slicno kao ranije u BSM modelu za europsku
call opciju. Opcija pocinje vrijediti nakon $to cijena rizi¢ne financijske imovine dosegne
barijeru. U nastavku ¢emo pogledati njezinu cijenu kada je:

K> B.

Opcija je nevrijedec¢a sve dok vrijednost rizicne financijske imovine ne dosegne barijeru.
Nakon sto dosegne barijeru opcija postaje europska call opcija. Vrijednost navedene
opcije u trenutku ¢ mozemo racunati, slicno kao ranije, na sljedec¢i nacin:

OtCDI I [e—r(T—t)(ST — K); - Its,<m} | Fi,

pri ¢emu je 14 indikator sluc¢ajna varijabla na istom vjerojatnosnom prostoru kao proces
cijena rizi¢ne financijske imovine, takva da je

1,akojew < B
[a(w) =

0, inace.
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Sli¢no kao ranije, imamo:

OOVl = B [T (SpeoBrte=3edT _ k), Loy | Fi ]

B [T (S Br BBt T L) L oy | )

_ B [T (5, B BOse TN ) g o | F )

Uz argumente navedene u proslom poglavlju, definirajmo funkciju ¢(,x) na sljedeci
nacin:

c(t,z) = E'[e T (5rBr=Bite—3oT-0 _ Ky [0 p|F, ]

B[ (wer(Br=B0+ed T _ e TD) - fis,py|Fi .

Tada je c(t, S;) = CFYL.

a—rT

Ukoliko stavimo B = B, + “—u, onda je prema Girsanovljevom teoremu uz q = *

proces (B, t € [0,T]) Brownovo gibanje na vjerojatnosnom prostoru (€, F, P*) gdje je
vjerojatnosna mjera zadana s P*(A) = E[I4S;] za A € F. Vrijedi sljedece:

= a—r

By = Byt

u
o

B, = oBy+(a—r)u
o(Br —Bi) = o(Br—By)+(a—7)(T—t).

Prema tome, imamo:

C(t,(E) _ E*[ (l,ea(BT—Bt)—%(r?(T—t) _ e—r(T—t)K>+ . ]{StSB}|JT_;5]'

Primjetimo kako se slucajna varijabla u eksponentu nalazi na istom vjerojatnosnom
prostoru kao i promatrano matematicko ocekivanje. Uo&imo da je Br— B, ~ N (0, T-1),
pa je promatrana slucajna varijabla , ¢ije je ocekivanje potrebno izracunati njezina
transformacija:

oo 2

/ (l,eay—%crz(T—t) . e—r(T—t)K>+ 1 e—ﬁdy.
| i \2m(T —t)

Mora vrijediti da je x < B. Nakon odredivanja granica integrala, te ra¢unanja integrala

slicnih integralima u izvodu Black Scholes Mertonove formule dobivamo formulu za

nearbitraznu cijenu promatrane opcije, t;j.
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261 261—2
ofPr = 8, (E) ®(ey) — Ke"T) <§t) ®(ey — VT —t),

pri ¢emu su

€y = —— + 610’\/1Tt.

Koristeci in-out paritet mozemo odrediti cijenu down-and-out call opcije na sljedeéi
nacin:

CALL __ CDO CDI
o = (FOP0 1.t

CDO CALL CDI
G Cy o = G

= s,@( i ) — Ke—’”<T—t><1><L) — St(E>261<I>(eQ) + Ke n(T-Y
VT — 1 t Si

@)261_2@(62 —oVT —t).

Promotrimo sada up-and-out call opciju. Njezinu vrijednost u trenutku ¢ oznacili smo
s CEUT TIznos barijere je iznad pocetne vrijednosti riziéne financijske imovine. Formula
za nearbitraznu cijenu promatrane opcije dana je s:

OVl = S&(f) — Ke " T08(f, — o/T — 1) — St(s%) h [D(—e2) — (—f2)]

+Ke @) (E

St) (g + VT =) — B(fy + VT )],

pri ¢emu su

= —— 4 goy/T —



Koristeéi in-out paritet, analogno kao ranije, mozemo odrediti cijenu up-and-out call
opcije:

CALL CcUI CUO
¥ — (@ L(F
cUO CALL CcUI
7 (OHEE _ i

- su{ii)mere )
—S,®(f1) + Ke " T00(f, — /T — ) + 5, (Sﬁt)% [B(—e3) — B(—f>)]

_Ke—r(T—t) <§) " [@(—62 +oVT — t) — (I)(fg +ovT — t)]

4.2 Vrednovanje barijernih put opcija

Kada si investitor zeli osigurati pravo prodaje rizi¢ne financijske imovine po cijeni iz-
vrsenja K u trenutku dospijeca T, jedna od opcija je odluéiti se za kupovinu neke od
barijernih put opcija. Moguénosti su:

- down-and-in i down-and-out put opcija
- up-and-in i up-and-out put opcija.

Kao i kod vrednovanja barijernih call opcija, zanimaju nas nearbitrazne cijene barijernih
put opcija.

Barijerna down-and-in put opcija poc¢inje vrijediti nakon Sto cijena rizi¢ne financijske
imovine dosegne iznos barijere, koji je ispod pocetne vrijednosti financijske imovine.
Formula za nearbitraznu cijenu navedene opcije dana je s:

B 261—2 B 261
= @(—62 —|—O'\/T—t) = St e @(—62).
St St

Koristeéi in-out paritet mozemo odrediti cijenu down-and-out put opcije na sljedeci
nacin:

CtPDI _ Ke—r(T—t)(
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PUT PDO PDI
G o= G HG

PUT PDI
G -G

—d —d By
= Ke‘T(T_t)QD( - ) - S <1>( - ) = Ke "0 (—)
S = g W ey S

O(—ey +0VT — 1)+ S (§>281¢(—62).

PDO
Cy

Promotrimo sada up-and-in put opciju. Njezinu vrijednost u trenutku ¢ oznacili smo s
CFPYI. lIznos barijere je iznad pocetne vrijednosti rizi¢ne financijske imovine. Formula
za nearbitraznu cijenu promatrane opcije dana je s:

CPVT = —S0(—fi) + Ke T D0(—fi + /T — 1) + S <§) 61 [D(e2) — O(f2)]

-1 (g) " [@(ea —oVT —t) — ®(—fo — oVT —t)].

Koristeéi in-out paritet, analogno kao ranije, mozemo odrediti cijenu up-and-out put
opcije.

CtPUT — CtPUI + CtPUO
PUO PUT PUL
& G -G

—d —d
= e ) - se( )
c T—1¢ ! T —¢

+5,®(—f1) — Ke " TD®(—f; + o/T — t) — S, (g) h [®(e5) — (f2)]
L Ke (T (g) 261_2[(1)(62 —oVT —t) = ®(—fo—oVT —1t)].

4.3 Usporedba cijena vanilla i barijernih opcija

Ranije je receno da je niza cijena barijernih opcija u odnosu na vanilla opcije najveci
razlog zaSto bi se investitor odlucio za kupovinu iste. Nakon odredivanja formula za
nearbitrazno vrednovanje vanilla opcija i barijernih opcija pokazat ¢emo na konkretnom
primjeru odnos tih cijena. To¢nije, bit ¢e izracunate cijene europskih call i put opcija,
te barijernih down-and-in put, down-and-out put, up-and-in call i up-and-out call opcija.
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Primjer 4.3.1. Neka je trenutna cijena neke rizicne financijske imovine 100 u odredenoj
valuti. Neka je cijena izvrsenja 120, dok je barijere postavljena na 80. Trenutak izvrsenja

je godinu dana od sadasnjeg trenutka. Iznosi koji se navode u nastavku izracunati su uz
o =10% i r = 5%. Dakle, imamo:

= 100

= 120

80

= 1

= 0.1

= 5% = 0.05.

s 9 9w =RN
I

U sljedecoj tablici prikazane su cijene navedenih opcija.

Europska put opcija 14.610
Down-and-in put opcija 0.323
Down-and-out put opcija || 14.287

Tablica 4.1: Cijene europske put i barijernih put opcija

Zamislimo scenarij u kojem investitor o¢ekuje pad cijena na trzistu i iz tog razloga si
zeli osigurati pravo na prodaju rizi¢ne financijske imovine po cijeni izvrsenja K = 120
u trenutku dospijeca koji ¢e biti za to¢no godinu dana od sadasnjeg trenutka. Da bi
stekao to pravo, prodavatelju europske put opcije platit ¢e 14.610 u odredenoj valuti.
No, ono Sto se on pita je moze li si povoljnije osigurati takvo pravo. Recimo da moze,
kupovinom drugacije opcije, iako je rizik veéi jer se ukljucuje dodatni uvjet, tj. barijera.

Neke od takvih opcija su down-and-in put opcija i down-and-out put opcija. Ukoliko
investitor odluc¢i kupiti down-and-in put opciju, platio bi prodavatelju iznos od 0.323
u odredenoj valuti. No, svoje pravo bi mogao koristiti samo ako uvjeti opcije budu
zadovoljeni. U suprotnom, opcija je njezinom vlasniku beskorisna. Dakle, opcija vrijedi
samo dok je cijena manja ili jednaka od iznosa barijere jer se radi o knock-in opciji.
Down-and-out put opcija vrijedi dok cijena rizi¢ne financijske imovine ne dosegne iznos
barijere. U tom slucaju investitor bi platio 14.287 prodavatelju opcije. Uoc¢avamo kako
su cijene barijernih opcija nize od cijene europske put opcije.

MozZemo jos uod¢iti da vrijedi in-out paritet. Ukoliko bismo zbrojili cijenu down-and-in

put opcije s cijenom down-and-out put opcije, dobili bismo cijenu europske put opcije.
Odnos navedenih opcija mozemo vidjeti i na sljede¢im grafickim prikazima:
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barrier option  =— strike
vanilla ootion  =—— barrier ===~

Slika 4.3: Cijene barijernih down-and-in put i down-and-out put opcije

Pogledajmo u sljedecoj tablici sto se dogada kada raste cijena izvrsenja:

Cijena izvrienja K | CFUT | PP | CFPO
130 23.727 | 0.406 | 23.321
140 33.179 | 0.488 | 32.691
150 42.685 | 0.571 | 42.114
160 52.197 | 0.654 | 51.543

Tablica 4.2: Rast cijene izvrSenja - put opcije uz vrijednosti Sy = 100, K = 120, B =
80T =1.6=011ir=006

Sto je cijena izvrSenja veca, veca je i cijena opcije. Dakle, cijena opcije raste s rastom
cijene izvrsenja. Pogledajmo u sljedecoj tablici sto se dogada kada cijena izvrSenja pada.

Cijena izvidenja K | CPUT | GPDI | GPDO
110 6.809 | 0.240 | 6.569
100 1.928 | 0.158 | 1.770
90 0.239 | 0.076 | 0.164
80 0.008 | 0.008 0

Tablica 4.3: Pad cijene izvrSenja - put opcije uz vrijednosti Sy = 100, K = 120, B =
80,7 =1, 6= 01i+r=10056

Smanjenjem cijena izvrSenja smanjuje se i cijena navedenih opcija. Uo¢imo u zadnjem
retku tablice da je cijena izvrSenja jednka iznosu barijere i da je tada cijena down-and-in
put opcije jednaka cijeni europske put opcije, dok down-and-out put opcija uopée nema
smisla.
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Primjer 4.3.2. Neka je trenutna cijena neke rizicne financijske imovine 100 u odredenoj
valuti. Chijena izvrsenja je 120, a barijera je postavljena na 130. Trenutak izvrsenja je
godinu dana od sadasnjeq trenutka. Iznosi koji se navode u nastavku izracunati su uz
o =10% i r = 5%. Dakle, imamo:

100

= 120

130

= 1

= 0.1

= 5% =0.05

s 9 g xN
I

U sljedecoj tablici prikazane su cijene navedenih opcija.

Europska call opcija 0.46
Up-and-in call opcija | 0.28
Up-and-out call opcija || 0.18

Tablica 4.4: Cijene europske call i barijernih call opcija

Zamislimo scenarij u kojem investitor ocekuje rast cijena na trzistu i iz tog razloga si zeli
osigurati pravo na kupovinu rizi¢ne financijske imovine po cijeni izvrsenja K = 120 u
trenutku dospijeca koji ¢e biti za to¢no godinu dana od sadasnjeg trenutka. Da bi stekao
to pravo, prodavatelju europske call opcije platit ¢e 0.46 u odredenoj valuti. No, ono sto
se on pita je moze li si povoljnije osigurati takvo pravo. Recimo da moze, kupovinom
drugacije opcije, iako je rizik vedci jer se ukljuc¢uje dodatni uvjet, tj. barijera.

Neke od takvih opcija su up-and-in call opcija i up-and-out call opcija. Ukoliko investi-
tor odluc¢i kupiti up-and-in call opciju, platio bi prodavatelju iznos od 0.28 u odredenoj
valuti. No, svoje pravo bi mogao koristiti samo ako uvjeti opcije budu zadovoljeni. U
suprotnom, opcija je njezinom vlasniku beskorisna. Dakle, opcija vrijedi samo ako ci-
jena rizi¢ne financijske imovine dosegne iznos barijere. Up-and-out call opcija vrijedi
dok cijena rizi¢ne financijske imovine ne dosegne iznos barijere. U tom slu¢aju investitor
bi platio 0.18 prodavatelju opcije. Uocavamo kako su cijene barijernih opcija nize od
cijene europske call opcije.

Mozemo, kao i kod barijernih put opcija, uociti da vrijedi in-out paritet. Ukoliko bismo

zbrojili cijenu up-and-in call opcije s cijenom up-and-out call opcije, dobili bismo cijenu
europske call opcije.
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Odnos navedenih opcija mozemo vidjeti i na sljede¢im grafickim prikazima:

Up-and-in call opcija Up-and-out call opcija

barrier option == strike  srereee
vanilla ootion = barrier ====

Slika 4.4: Cijene barijernih up-and-in call i up-and-out call opcija

Pogledajmo u sljedecoj tablici sto se dogada kada raste cijena izvrSenja:

Cijena izvrsenja K | CFALL | CCUT | CCUO
121 0.39 0.26 | 0.13
122 0.32 0.29 | 0.09
123 0.27 0.21 | 0.06

Tablica 4.5: Rast cijene izvrSenja - call opcije uz vrijednosti Sy = 100, K = 120, B =
130,T =1,0 = 0.1ir = 0.05

Sto je cijena izvrSenja veca, cijena opcije je manja. Dakle, cijena opcije se smanjuje s
rastom cijene izvrSenja. Cijena opcije se povecava sa smanjenjem cijene izvrSenja, Sto
mozemo vidjeti u sljedecoj tablici:

Cijena izvrSenja K || CSALL | CCUI | CEUO
1189 0.55 0.30 | 0.25
118 0.65 0.33 | 0.32
117 0.77 0.41 | 0.35

Tablica 4.6: Pad cijene izvrSenja - call opcije uz vrijednosti Sy = 100, K = 120, B =
130, 7T =1,0=0.1ir=10.05

4.4 Primjer na stvarnim podacima

U ovom primjeru promatrat ¢emo portfelj koji je kreiran na Virtualnoj burzi u sklopu
Zagrebacke burze. Portfelj je sastavljen od 60 dionica tvrtke "Uljanik plovidba d.d." i
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80 dionica tvrtke "Atlantska plovidba d.d.". Cijene dionica i vrijednost portfelja pro-
matrani su u razdoblju od 1. sije¢nja 2017. godine do 20. srpnja 2017. godine. Analizi-
rat éemo log-povrate i razmatrati moguénosti modeliranja cijena dionica geometrijskim
Brownovim gibanjem. Osim toga, odredit ¢emo nearbitrazne cijene europske call opcije
i barijerne up-and-in call opcije za kupovinu dionica Uljanik plovidbe. Vrijednosti, koje
¢e u nastavku biti navedene, iskazane su u hrvatskim kunama.

Pogledajmo osnovne numericke karakteristike cijena dionica u sljedecoj tablici:

Minimum | Donji | Medijan | Aritmeticka | Gornji | Maksimum
kvartil sredina kvartil
Uljanik 144 137.4 163.8 159.2 174.1 201.2
plovidba d.d.
Atlantska 274 330 383.5 374.2 404.9 479.7
plovidba d.d.

Tablica 4.7: Numericke karakteristike cijena dionica

Cijene dionica Uljanik plovidbe d.d. kretale su se u rasponu od 144 do 201.2 kune, dok
su se cijene dionica Atlantske plovidbe d.d. kretale od 274 do 479.7 kuna.

Pogledajmo graficke prikaze koji su nam korisni za zakljucivanje o distribuciji cijena
dionica.

Uljanik plovidba d.d.

Slika 4.5: Kretanje cijena dionica, stupcasti i kutijasti dijagram kretanja cijena dionica
tvrtke Uljanik plovidba d.d.
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Atlantska plovidba d.d.

Slika 4.6: Kretanje cijena dionica, stupcasti i kutijasti dijagram kretanja cijena dionica
tvrtke Atlantska plovidba d.d.

Na temelju pripadnih grafickih prikaza, za cijene dionica obje tvrtke, ne mozemo naslu-

titi nista o njihovoj distribuciji.

U nastavku é¢emo analizirati log-povrate cijena dionica. Diferenciranjem logaritma vri-
jednosti cijena dionica pokusSat ¢emo dobiti niz koji ima smisla modelirati slabo staci-
onarnim procesom.

Pogledajmo osnovne numericke karakteristike log-povrata cijena dionica u sljedecoj ta-
blici:

Minimum Donji Medijan | Aritmeticka | Gornji | Maksimum
kvartil sredina kvartil
Uljanik -0.089390 | -0.021720 | -0.00517 | -0.000825 | 0.019890 | 0.116700
plovidba d.d.
Atlantska -0.094130 | -0.022060 | 0.00010 0.003355 | 0.025200 | 0.099890
plovidba d.d.

Tablica 4.8: Numericke karakteristike log-povrata cijena dionica
Log-povrati cijena dionica Uljanik plovidbe d.d. kretale su se u rasponu od -0.08939 do
0.1167 kuna, dok su se cijene dionica Atlantske plovidbe d.d. kretale od -0.09413 do
0.09989 kuna.

Pogledajmo graficke prikaze koji su nam korisni za zakljucivanje o distribuciji log-
povrata cijena dionica.
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Uljanik plovidba d.d.

Log povratl - Uljanik

Slika 4.7: Kretanje log-povrata cijena dionica, stupcasti i kutijasti dijagram kretanja
log-povrata cijena dionica tvrtke Uljanik plovidba d.d.

Atlantska plovidba d.d.

Log povraki - Aianiska plovidba d.d

Slika 4.8: Kretanje log-povrata cijena dionica, stupcasti i kutijasti dijagram kretanja
log-povrata cijena dionica tvrtke Atlantska plovidba d.d.

Kod kretanja log-povrata cijena dionica, za obje tvrtke, mozemo uociti osciliranje oko

konstantne vrijednosti bliske nuli, Sto nam intuitivno govori da su pogodniji za modeli-
ranje slabo stacionarnim procesima od samih vrijednosti cijena dionica.
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Pogledajmo qqPlotove na sljede¢em grafickom prikazu:

Slika 4.9: qqPlotovi log-povrata cijena dionica Uljanik plovidbe d.d. i Atlantske plovidbe
d.d.

Na qqPlotu log-povrata cijena dionica Uljanik plovidbe d.d. uoc¢avamo da se sve vri-
jednosti, osim jedne u gornjem desnom kutu, nalaze unutar pouzdanog podrucja. Na
qqPlotu log-povrata cijena dionica Atlantske plovidbe d.d. uocavamo da se sve vrijed-
nosti, osim nekoliko vrlo malih, nalaze unutar pouzdanog podrucja. Stoga, mozemo
naslutiti da su log-povrati cijena dionica, obje tvrtke, normalno distribuirani. Slut-
nja je testirana Shapiro-Wilk testom o normalnosti distribucije i Jarque-Berra testom.
Pripadne p-vrijednosti mozemo vidjeti u sljedecoj tablici:

Test Uljanik plovidba d.d. | Atlantska plovidba d.d.
Shapiro-Wilk 0.4141 0.0938
Jarque-Berra 0.1503 0.2083

Tablica 4.9: p-vrijednosti testova za testiranje normalnosti

Analiza portfelja

Kako je re¢eno na pocetku primjera, promatrani portfelj se sastoji od 60 dionica tvrtke
"Uljanik plovidba d.d." i 80 dionica tvrtke "Atlantska plovidba d.d.". Pogledajmo u
sljedecoj tablici numericke karakteristike portfelja:

H Minimum | Donji | Medijan | Aritmeticka | Gornji | Maksimum

kvartil sredina kvartil
Portfelj | 31286.8 | 36576 | 39631.32 | 39160.1 | 41973 | 50316

Tablica 4.10: Numericke karakteristike vrijednosti portfelja
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Pogledajmo graficke prikaze koji su nam korisni za zakljuc¢ivanje o distribuciji vrijednosti
portfelja:

f \ v ““v :
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Slika 4.10: Kretanje vrijednosti portfelja, stupcasti i kutijasti dijagram kretanja vrijed-
nosti portfelja

Vrijednost portfelja kretala se od 31286.8 kuna do 50316 kuna. Kod kretanja vrijednosti
portfelja mozemo uociti trend rasta slican kao kod Atlantske plovidbe.

Pogledajmo osnovne numericke karakteristike log-povrata vrijednosti portfelja u sljede-
¢oj tablici:

Minimum Donji Medijan | Aritmeticka | Gornji | Maksimum
kvartil sredina kvartil
Portfelj || -0.058600 | -0.0179700 | 0.003467 | -0.00075 | 0.018280 | 0.06848

Tablica 4.11: Numericke karakteristike log-povrata vrijednosti portfelja
Iz tablice vidimo da se log-povrati vrijednosti portfelja kreé¢u u rasponu od -0.0586 kuna

do 0.06848 kuna. Pogledajmo graficke prikaze koji su nam korisni za zakljuc¢ivanje o
distribuciji vrijednosti:

Log povrati - porttel)

| R —

Slika 4.11: Kretanje log-povrata vrijednosti portfelja, stupcasti i kutijasti dijagram kre-
tanja log-povrata vrijednosti portfelja
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Kod kretanja log-povrata vrijednosti portfelja mozemo uociti osciliranje oko konstantne
vrijednosti, Sto nam intuitivno govori da su pogodniji za modeliranje slabo stacionarnim
procesima od samih vrijednosti portfelja. Na stupcastom dijagramu mozemo uociti neka
odstupanja od normalne distribucije.

Pogledajmo qqPlot na sljede¢em grafickom prikazu:

T e

Slika 4.12: qqPlot log-povrata cijena portfelja

Na qqPlotu log-povrata vrijednosti portfelja uocavamo da se glavnina vrijednosti na-
lazi unutar pouzdanog podrucja. Stoga, mozemo naslutiti da su log-povrati vrijednosti
portfelja normalno distribuirani. Pogledat ¢emo p-vrijednosti dobivene Shapiro-Wilk
testom o normalnosti distribucije i Jarque-Berra testom. Vrijednosti mozemo vidjeti u
sljedecoj tablici:

Test H Shapiro-Wilk ‘ Jarque-Berra
p-vrijednost || 0.0426 |  0.183

Tablica 4.12: p-vrijednosti testova za ispitivanje normalnosti log-povrata cijena portfelja
Na razini znac¢ajnosti 0.01 ne odbacujemo hipotezu o normalnosti distribucije log-povrata.

Da bi se mogle kupovati europske call i put opcije, ¢ija je nearbitrazna cijena modelirana
geometrijskim Brownovim gibanjem, pretpostavke o normalnosti i nekoreliranosti mo-
raju biti zadovoljene. Uz dosadasnje procjene i testove, nakon provjere nekoreliranosti,
mogli bismo cijene dionica obje tvrtke modelirati geometrijskim Brownovim gibanjem.
[zradit ¢emo samo model za cijene dionica tvrtke Uljanik plovidbe.

Hipotezu o normalnosti log-povrata cijena dionica te tvrtke smo potvrdili ranije u pri-
mjeru. Preostaje nam provjeriti jesu li log-povrati cijena tih dionica nekorelirani. U
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kontekstu geometrijskog Brownovog gibanja log-povrati su nezavisni, a kako su pod
pretpostavkom normalne distribuiranosti nezavisnost i nekoreliranost ekvivalentne, pro-
vodimo Ljung-Box test o nekoreliranosti. Neodbacivanje nul-hipoteze o nekoreliranosti
sugerira da ih, uz pretpostavku o normalnosti, ima smisla modelirati geometrijskim
Brownovim gibanjem. U intuitivnom zakljuc¢ivanju nam moze pomodi i graficki prikaz
uzoracke funkcije autokorelacije log-povrata. Autokorelacijska funkcija slabo stacionar-
nih procesa trebala bi vrlo brzo opadati u nulu. Pogledajmo navedeno na sljede¢em
grafickom prikazu:
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!

06

00

Slika 4.13: Uzoracka funkcija autokorelacije log-povrata cijena dionica tvrtke Uljanik
plovidba d.d.

Ljung-Box testom dobivena p-vrijednost iznosi 0.8634. Prema tome, na razini znacaj-
nosti 0.05 nemamo razloga odbaciti hipotezu o nekoreliranosti log-povrata.

Cijene dionica promatrane su u razdoblju od 1.1.2017. do 20.7.2017. godine, pri ¢emu
imamo da je pocetni iznos Sy = 156.1 kuna. Nakon procjene vrijednosti parametara
geometrijskog Brownovog gibanja, koristenjem sto trideset i jednog log-povrata dobi-
venog na temelju podataka u promatranom razdoblju, iz procjene metodom momenata
dobivamo da su o = 0.03433451 i o = —0.0002405629. Prema tome, pretpostavimo da
je cijena dionice u trenutku ¢ > 0 dana izrazom:

il 2
St = 156.1 - 60.03433451-Bt+(—0.0002405629—§~0.03433451 )At‘
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Pogledajmo na sljedecoj slici kretanje cijena dionica Uljanik plovidbe u razdoblju od
1.1.2017. do 6.3.2017. godine:

Vingeme:

Slika 4.14: Kretanje cijena dionica tvrtke Uljanik plovidba d.d. u razdoblju od 1.1.2017.
do 6.3.2017.

Uocimo rast cijena dionica Uljanik plovidbe u posljednih par dana. Pretpostavimo da se
investitor nada jos vecem rastu cijena dionica u nadolazeéem vremenu. On zeli povecati
broj tih dionica jer se nada da ¢e zaraditi na njima u buduénosti. Investitor se odlucuju
na kupovinu europske call opcije.

Na dan 6.3.2017. godine cijena dionice iznosila je 353.98 kuna. Pretpostavimo da je
T = 32 tj. da je dan izvrSenja 6.4.2017. godine. Neka je cijena izvrSenja K = 270.
Odredit ¢emo nearbitraznu cijenu europske call opcije koristenjem Black Scholesovog
modela. Uzmimo da je r = 0.02. Nearbitrazna cijena europske call opcije tada iznosi
84.453 kuna. Ocekivanja investitora su se ostvarila i cijena je rasla do dana izvrSe-
nja. Na dan izvrSenja trziSna cijena iznosila je 414 kuna. Investitor koristi svoje pravo,
te kupuje dionicu po cijeni izvrSenja od 270 kuna. Na taj nacin je investitor ustedio
414 — 84.453 — 270 = 59.547 kuna kupovinom jedne dionice.

Investitor si postavlja pitanje je li si mogao povoljnije osigurati pravo kupovine. Iz tog
razloga razmotrit ¢emo kupovinu barijerne up-and-in call opcije. Iznos barijere veéi je
od pocetnog promatranog iznosa cijene dionice, te je investitoru opcija vrijedeca nakon
Sto cijena dionice dosegne iznos barijere. Neka je barijera postavljena na iznos od 360
kuna i neka su sve ostale vrijednosti jednake kao kod kupovine europske call opcije.
Nearbitrazna cijena barijerne up-and-in call opcije iznosi 11.4364 kune. Ukoliko se
investitor odluéi za kupovinu navedene opcije, ustedio bi 414 —11.4364 — 270 = 132.5636
kuna kupovinom jedne dionice. Uocavamo znacajnu razliku izmedu nearbitrazne cijene
europske call opcije i barijerne up-and-in call opcije.
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4.5 Dvostruke barijerne opcije

Kako smo ranije naveli, jedna vrsta egzoti¢nih opcija su barijerne opcije. Govorili smo
o barijernim opcijama podrazumijevajuéi postojanje jedne barijere. Postoje i barijerne
opcije s dvostrukom barijerom, tj. barijerom odozdo i odozgo. Dakle, jedna barijera je
ispod trenutne trzisne cijene rizi¢ne financijske imovine, dok je druga barijera iznad te
cijene.

Dvostruka barijerna opcija moze poceti vrijediti nakon sto cijena financijske imovine
izade iz intervala barijera ili vrijedi ako cijena financijske imovine ne izade iz intervala
kojeg zatvaraju barijere. Uo¢imo da i ovdje imamo knock-in i knock-out opcije. Investi-
tori se odlucuju kupiti dvostruku barijernu opciju kada o¢ekuju rast (pad) cijene rizi¢ne
financijske imovine, ali ne mogu procijeniti intenzitet rasta (pada). Investitori ¢ak ne
mogu procijeniti hoce li cijena rizi¢ne financijske imovine koja raste u jednom trenutku
poceti padati i obrnuto. Poticaj investitoru za ulaganje u ovakvu vrstu opcije moze
biti jeftinija premija. Premija je niza od premije barijernih opcija s jednom barijerom.
Ograni¢imo se na europske dvostruke barijerne opcije i razmotrimo moguénosti s obzi-
rom na barijere:

e knock-in dvostruka barijerna opcija - ugovor koji postaje vazeci kada cijena rizi¢ne
financijske imovine dosegne barijeru odozdo ili barijeru odozgo. Dok se cijena krece
unutar tog intervala, ona je vazeca europska call (put) opcija

e knock-out dvostruka barijerna opcija - ugovor koji je vazeci sve dok cijena rizi¢ne
financijske imovine ne dosegne iznos barijere odozdo ili odozgo. U tom slucaju
ona je vazeca europska call (put) opcija.

Zamislimo scenarij u kojem investitor oc¢ekuje rast cijene rizicne financijske imovine.
Investitor vjeruje kako cijena nece porasti iznad odredenog nivoa. Zeli si osigurati pravo
kupovine te rizi¢ne financijske imovine u buduénosti. Smatra dobrom odlukom kupovinu
europske call opcije, no zeli poslovati §to povoljnije. Odlucuje se za kupovinu europske
dvostruke barijerne knock-in call opcije.

Primjer 4.5.1. Neka je trenutna vrijednost rizicne financijske imovine Sy = 100, ba-
rijera odozdo By = 150, barijera odozgo By = 300, cijena izvrsenja nakon godinu dana
K =200, a trzisna cijena u trenutku dospijeca St = 250.

Cijena rizicne financijske imovine je dosegnula By, te je tako postala vaZeca europska
call opcija. Prestaje vrijediti tek kada cijena prijede By. Do trenutka dospijeca se to nije
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dogodilo, sto znaci da vlasnik opcije moze koristiti svoje pravo ukoliko mu to odgovara.
U trenutku dospijeca cijena izvrsenja niZa je od trZisne cijene, pa vlasnik opcije koristi
svoje pravo iz ugovora i kupuje rizicnu financijsku imovinu po cijent izvrsenja od 200.
Prodavatelju opcije platio je premiju.

Formule za nearbitrazno vrednovanje dvostrukih barijernih opcija ne razmatramo u

ovom radu.!

17a vise informacija pogledati E.G.Haug, Option Pricing Formulas, McGraw-Hill
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Sazetak

Na pocetku rada definirane su i pojasnjene vanilla opcije tj. europska call (put) opcija.
Geometrijsko Brownovo gibanje je model za kretanje cijena rizi¢ne financijske imovine.
Taj je model opisan u drugom poglavlju rada. Nakon uvedenih osnovnih pojmova,
potrebnih za rad, izvedena je Black Scholes Mertonova formula za nearbitrazno vredno-
vanje vanilla opcija. Upravo je taj dio rada podloga za vrednovanje barijernih opcija u
nastavku. U tre¢em poglavlju rada predstavljene su europske barijerne opcije, te su po-
jasnjene na konkretnim primjerima. U ¢etvrtom poglavlju rada predstavljene su formule
za njihovo nearbitrazno vrednovanje. Kroz primjere usporedene su cijene vanilla opcija
s cijenama barijernih opcija. Na kraju rada kratko su objasnjene dvostruke barijerne
opcije.

Kljucne rijeci
Brownovo gibanje, geometrijsko Brownovo gibanje, Black Scholes Mertonova formula,

europska call opcija, europska put opcija, barijerne opcije, knock-in opcije, knock-out
opcije
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Barrier options

Abstract

In the first part of this diploma thesis the Vanilla options are defined and explained.
Geometric Brownian motion is model for a stock price and that model is described in
the second part of paper. Necessary theoretical results and Black Scholes Merton for-
mula for the price of the options are presented. That part is important for the price
of the barrier options. In the third part of paper, barrier options are explained and
some examples are presented. In the fourth part of paper, formulas for the prices of
the barrier options are presented. Relation between prices of vanilla options and barrier
options are observed. Finally, double barrier options are briefly explained.

Key words

Brownian motion, geometric Brownian motion, Black Scholes Merton formula, European
call option, European put option, barrier options, knock-in options, knock-out options
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