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1 Uvod

U posljednjih nekoliko godina u suvremenom bankarstvu upravljanje trzisnim rizi-
cima jedan je od najznacajnijih oblika upravljanja rizicima. Trzisni rizik predstavlja
gubitak uzrokovan promjenama na trzistu kao sto su promjene deviznih tecajeva,
cijena, indeksa te kamatnih stopa. Trgovanje financijskim izvedenicama osim na
burzovnom trzistu veoma je prosireno i na OTC (tzv. over the counter) trzistu.
OTC trziste je trziste na kojemu se prodaja odvija neposredno izmedu dvije zainte-
resirane strane. Na ovakvom trzistu mogu se pronaci razlic¢ite vrste investitora te ne
postoji jedinstveno mjesto trgovanja kao na burzi. Opcije na OTC trzistu su obi¢no
strukturirane specificno prema potrebama klijenata. U posljednjih nekoliko godina
na ovom trzistu uvelike se povecao interes za analizom opcija na kamatnu stopu.
Tri najpopularnije OTC opcije na kamatnu stopu su kamatni cap i floor te swap
opcije (tzv. swaptions). Standardni model koji se koristi za nearbitrazno vrednova-
nje opcija vezanih uz kamatne stope je Black model ili Black 76 koji je proSirenje
Black-Scholes-Mertonovog modela. Originalnu formulu Black modela predstavio je
Fisher Black 1976.-te godine. Iako je pocetna ideja Black modela bila odredivanje
cijena opcija kod kojih je vezana imovina u odnosu na koju odredujemo cijenu opcije
(tzv.underlying asset) futures ugovor, pokazalo se da je ovaj model primjenjiv i za
odredivanje cap, floor i swap opcija kod koji je vezana imovina kamatna stopa. Black
model nasljeduje osnovne pretpostavke Black-Scholes-Mertonovog modela, odnosno
pretpostavlja da je vezana imovina log-normalna sluc¢ajna varijabla s konstantnom
volatilnos¢u. Jos jedna od pretpostavki originalnog Black modela, jednako kao i
Black-Scholes Mertonovog modela je da je stopa povrata na nerizi¢nu imovinu za
neprekidno ukamacivanje konstantna, odnosno 1 kn uloZena u trenutku 0 vrijedi e
u trenutku ¢, pri ¢emu je r konstantna. U ovom radu postroziti ¢emu ovu pretpos-
tavku realnijom pretpostavkom, a to je da je stopa povrata promjenjiva, odnosno
opisujemo je stohastickom diferencijalnom jednadzbom. Buduéi da je u modelima
za cap, floor i swap opcije vezana imovina kamatna stopa i buduéi da kamatne stope
mogu poprimiti negativne vrijednosti Black model se sve manje primjenjuje u praksi
te se CeSce koriste prosireni modeli, poput shifted Black modela i Bachelier modela
koje ¢emo samo ukratko predstaviti na kraju rada.



2 Izvedeni financijski instrumenti

Mjere rizika odnose se na prognozu moguce Stete odnosno nastanka nepovoljnog ili
Stetnog dogadaja. Cilj svakog pojedinca, jednako kao i financijskih institucija koje
trguju na financijskom trzistu je upravljati rizikom. Upravljati rizikom znaci gledati
u buduénost i unaprijed razmisljati o mogué¢im dogadajima i posljedicama s kojima
se mozemo suociti u buduénosti te na vrijeme reagirati kako bi se rizici minimizirali i
nepovoljni u¢inci izbjegli. Za kontrolu i ograni¢avanje rizika na financijskom trzistu
Cesto se koriste izvedeni financijski instrumenti. Izvedeni financijski instrumenti jesu
ugovori ¢ija je vrijednost izvedena iz vrijednosti nekog drugog osnovnog instrumenta.
Medu najrasirenijima su forward i futures ugovori te europske put i call opcije. Prije
samih definicija forward i futures ugovora i europskih put i call opcija navesti ¢emo
osnovne pretpostavke modela na financijskom trzistu.

2.1 Osnovne pretpostavke matematickih modela na financij-
skom trzistu

Oznac¢imo sa S} cijenu i-te financijske imovine u trenutku t, i € {0,1,...d},d € N,
t € {0,1,..T},T € N. Pretpostavljamo da na trzistu trgujemo s d rizi¢nih finan-
cijskih imovina i jednom neriziénom financijskom imovinom, novcem ¢iju vrijednost
u trenutku ¢ oznacavamo sa SP. Cijena nerizi¢ne financijske imovine poznata je u
svakom trenutku ako je poznata efektivna kamatna stopa. U diskretnom vremenu
cijena nerizi¢ne financijske imovine je

SY=82(1 + r’)t,
odnosno
S0 = §le"

u neprekidnom vremenu, pri ¢emu pretpostavljamo da su efektivna kamatna stopa
r’ i neprekidna kamatna stopa r konstantne.! Cijene rizi¢ne financijske imovine poz-
nate su u trenutku ¢ = 0 dok ih u preostalim trenucima modeliramo nenegativnim
sluéajnim varijablama. Osim toga pretpostavljamo i efikasnost trzista, svi investitori
imaju pristup svim informacijama i te se informacije odrazavaju na cijene rizi¢ne
financijske imovine. Financijska imovina je beskonac¢no djeljiva i likvidna, Sto znadi
da se moze prodavati i kupovati u proizvoljnim i neograni¢enim koli¢inama. Postoje
i pretpostavke da se na financijskom trzistu trguje bez transakcijskih troskova te da
posjedovanjem financijskih instrumenata ne ostvarujemo dodatni prihod ili trosak.
Jedna od pretpostavki koja ée nam biti vrlo vazna u nastavku je teorija irelativ-
nosti politike dividendi koja kaze da ¢e se u slucaju isplati dividendi na savrsenom
trzistu cijena financijske imovine u trenutku isplate dividendi smanjiti upravo za
iznos dividende. Odgovor na pitanje vrijede li ove pretpostavke u stvarnom svijetu
vrlo je jasan. Imovinu ne mozemo kupovati i prodavati u neograni¢enim koli¢inama
ve¢ postoji odgovarajucéi broj jedinica imovine koji mozemo kupiti ili prodati, osim
toga posjedovanjem neke imovine kao npr. kuponske obveznice, koja ¢ée detaljnije

U nastavku rada, umjesto SY koristit ¢éemo samo oznaku S;.



biti objasnjena u nastavku rada, ostvarujemo dodatni prihod jednak iznosu kupona
za vrijeme posjedovanja te obveznice. Takoder, ostvaruju se i razni transakcijski
troskovi koji u teoriji nisu ukljuc¢eni u samu cijenu financijskih instrumenata.

2.2 Europske call i put opcije

Definicija 1. Furopska Call (Put) opcija je ugovor koji daje vlasniku pravo ali ne i
obvezu kupiti (prodati) neki financijski instrument po unaprijed dogovorenoj cijent,
cijent izvrsenja, na odredeni datum v buducénosti, datum dospijeca.

Ozna¢imo sa S; cijenu financijske imovine u trenutku ¢t > 0, sa S trzisnu cijenu
financijske imovine u trenutku dospijeca te sa K cijenu izvrSenja. U svakom trenutku
t > 0 moguce su sljedece dvije situacije:

1. 5K
2. 5<E.

U prvom slucaju, odnosno u slucaju kada je cijena financijske imovine u trenutku
t veéa od cijene izvrSenja vlasnik call opcije koristi svoje pravo i kupuje financijski
instrument po dogovorenoj cijeni izvrSenja te time biljezi zaradu od Sy — K. Ova
situacija ne odgovara vlasniku put opcije buduéi ne Zeli prodati financijsku imovinu
po cijeni koja je manja od njene trzisne. Iz tog razloga u ovom sluc¢aju vlasnik Put
opcije ne koristi svoje pravo.

U drugom slucaju kada je cijena financijske imovine manja od cijene izvrsenja
vlasnik call opcije ne koristi svoje pravo na kupnju te time ne biljezi zaradu ali niti
gubitak. Vlasnik put opcije koristi svoje pravo te prodaje financijsku imovinu po
cijeni koja je manja od njene trzisne te time biljezi zaradu od K — Sp. Ono Sto
mozemo vidjeti je da vlasnici opcija nikada nisu u gubitku, odnosno, maksimalam
gubitak im je visina premije koju su platili za opciju. Vrijednost call opcije za
vlasnika je maz(0, Sy — K) = (St — K),, dok je vrijednost put opcije za vlasnika
maz(0, K — St) = (K — Sr)+. Vrijedi

CtCall _ C’f'“t - (ST — K)+ — (K—ST)+ = St — J.

Ovaj identitet naziva se call-put paritet i bit ée nam koristan u izra¢unu cijena op-
cija. Buduéi da bi s obzirom na prethodno re¢eno prodavatelj opcije uvijek bio na
gubitku, kupac pla¢a premiju prodavatelju opcije, odnosno placa pravo da koristi
opciju. U nastavku rada cilj nam je odrediti koliko iznosi ta premija, odnosno kolika
je cijena opcije. Klju¢na pretpostavka je da se vrijednost opcije odreduje u kontekstu
financijskog trzista na kojemu nema arbitraze 2, odnosno nitko ne moze zaraditi bez
rizika. Jedna od najpopularniji metoda za odredivanje vrijednosti Europskih call
i put opcija je Black-Sholes-Mertonova formula. Do Black-Scholes-Mertonove for-
mule jednako kao i do Black modela do¢i ¢emo konstrukcijom bezrizi¢nog portfelja.
Portfelj je sastavljen od razli¢itih financijskih instrumenata kojima trgujemo.

Definicija 2. Vektor p = (p°,...p%) € R4, gdje p', i = 0,1,...,d, oznacava broj
jedinica i-te financijske imovine, naziva se portfels.

2 Arbitraza - istodobna kupovina (po niZoj cijeni) i prodaja odredenog financijskog instrumenta
(po viSoj cijeni, ali na drugom trzigtu) nacinjena s ciljem ostvarivanja zarade na razlici u cijeni.
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2.3 Forward i futures ugovori

Definicija 3. Forward ugovor je ugovor izmedu dvije strane o kupnji (odnosno pro-
daji) financijskog instrumenta na specificirani buduéi datum (tzv. ’delivery date’)
uz cijenu izvrsenja (tj. stopu prinosa, tecaj) Fy dogovorenu danas (tzv. ’delivery
price’).

Ovisno o vrsti financijske imovine cijenu izvrSenja forward ugovora na savrse-
nom trzistu mozemo vrlo lako odrediti. Najjednostavnije je odrediti cijenu forward
ugovora uz pretpostavku da posjedovanjem financijske imovine ne ostvarujemo ni-
kakav dodatni prihod niti trosak. Primjer takve financijske imovine su obveznice
bez kupona koje ¢emo detaljnije objasniti u nastavku.

Lema 1. Ako financijsko trziste ne dopusta arbitrazu, cijena izvrsenja forward ugo-
vora s dospijecem u trenutku T za financijsku imovinu ¢ija je sadasnja vrijednost Sy
1 ¢ijim posjedovanjem ne ostvarujemo nikakav dodatni prihod niti trosak, mora biti

F() = S()GTT. (1)

Dokaz. Pokazat ¢emo da u oba slucaja, Fy > Spe’” i Fy < Spe™, mozemo doéi do
bezrizi¢ne zarade, odnosno da je jedina nearbitrazna cijena Fy = Spe™”.

1. Fy > Sge’”T
Posudimo Sy novaca uz intenzitet kamate r i kupimo obveznicu. Sklopimo
forward ugovor o prodaji obveznice s dospije¢em u trenutku 7' i s cijenom
izvrsenja I, > Spe’?. U trenutku T izvr§imo obvezu iz forward ugovora,
odnosno prodajemo obveznicu po cijeni Fyy. Banci dugujemo Spe’” te kad to
vratimo ostaje nam zarada od Fy — Spe’? > 0.

2, Fy < Sye™
Napravimo short selling ? jedne obveznice i dobijemo Sy novaca. Novac ulozimo
u banku uz intenzitet kamate r. Sklapamo forward ugovor u poziciji kupca
s dospijecem u trenutku 7' i cijenom izvrsenja Fy < Spe™”. U trenutku T
iz banke podignemo ulog u iznosu od Spe’! te izvrSavamo obvezu iz forward
ugovora i kupujemo obveznicu. Ostaje nam zarada Spe™” — Fyy > 0.

0

U prethodnoj lemi pretpostavili smo da posjedovanjem financijske imovine ne
ostvarujemo dodatni prihod ili trosak. Pretpostavimo nadalje da Zelimo sklopiti
forward ugovor vezan uz financijsku imovinu koja vlasniku osigurava savrseno pre-
dvidljivi novcani prihod. Primjer takvih financijskih imovina su dionice za koje nam
je totno poznata vrijednost isplate dividendi i kuponske obveznice za koje nam je
poznat iznos kupona.

3Short sell - jedna od arbitraznih tehnika koja se provodi u o¢ekivanju pada cijene vrijednosnih
papira. Opisno, investitor posuduje vrijednosne papire od brokera te ih prodaje kako bi ih otkupio
prema oCekivanom padu njihovih cijena te zaradio nakon Sto ih vratiti brokeru.



Lema 2. Ako financijsko trziste ne dopusta arbitrazu, cijena izvrsenja forward ugo-
vora s dospijecem u trenutku T za financijsku imovinu ¢ija je sadasnja vrijednost Sy
1 ¢ijim posjedovanjem ostvarujemo prihod c¢ija je sadasnja vrijednost I, mora biti

Fy=(Sy—Ie™. (2)

Dokaz. Pretpostavimo da se radi o dionici i da se vlasniku dionice u trenutku ¢ €
[0, T'] isplacuje dividenda u iznosu C. U tom sluc¢aju sadasnja vrijednost dividende
jednaka je I = C'e™™. Analogno dokazu u prethodnoj lemi, pretpostavimo:

1. Fy > (S() — I)e’"T

Posudimo iznos [ uz intenzitet kamate r na ¢t vremena i iznos (Sy — I) na T
vremena. Ukupno smo posudili iznos Sy kojim kupujemo dionicu. Sklapamo
forward ugovor u poziciji prodavatelja po cijeni izvrgenja Fy > (Sg — I)e’?. U
trenutku ¢ ispla¢uje nam se iznos dividende C, a kako smo banci duzni Ie" =
Ce e = (| vrijednost dividende pokriva obveze koje dugujemo banci. U
trenutku 7" izvrsavamo obvezu forward ugovora te prodajemo dionicu po cijeni
Fy. Banci dugujemo (Sy — I)e’! te nam ostaje zarada Fy — (Sy — I)e™” > 0.

2. Fy < (Sg—1I)eT

Napravimo short selling dionice i prodajemo je po cijeni Sy novaca. Dobivenih
So ulozimo u banku ali tako da iznos I uloZzimo na t vremena uz intenzitet
kamate r, a preostali iznos (Sy — I') ulozimo na 7" vremena. Sklapamo forward
ugovor u poziciji kupca s dospije¢em u trenutku 7' i cijenom izvrSenja Fy <
(So—I)e™. U trenutku ¢ iz banke podignemo ulog u iznosu od Ie™" = C kako
bismo mogli isplatiti obveze dividendi. U trenutku 7" iz banke podignemo ulog
u iznosu od (Sy — I)e™T, izvrsavamo obvezu iz forward ugovora i kupujemo
dionicu. Ostaje nam zarada od (Sy — I)e"" — Fyy > 0.

U

Pretpostavimo nadalje da nam je umjesto vrijednosti isplate dividende poznat
prinos dividende. Prinos dividende pokazuje postotak ispla¢enih dividendi u pro-
teklih godinu dana prema tekucoj trzisnoj cijeni dionice. Odnosno,

prinos dividendi = godinja dividenda \ cijena dionice.

Lema 3. Ako financijsko trziste ne dopusta arbitrazu, cijena izvrsenja forward ugo-
vora s dospijecem u trenutku T za financijsku imovinu ¢ija je sadasnja vrijednost Sy
1 prinosom dividendi q, mora biti

FO = Soe(T_q)T. (3)
Dokaz. Sliéno kao prethodna dva dokaza. Moguce pronaci u [17], Problem 5.20. [J

Osim forward ugovorima na financijskim trzistima trguje se i futures ugovo-
rima. Futures ugovori su standardiziran vrijednosni papir kojim se slobodno i
organizirano trguje. Samim time likvidnost je puno veca nego kod forward ugovora.
Futurs ugovorima se trguje na burzi dok se forward ugovorima trguje na OTC trzi-
stu. Ono $to je vazno je da su u sluc¢aju kada je bezrizicna kamatna stopa konstantna
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i kada je datum dospijeca jednak, futures i forward ugovori u teoriji jednaki*. Kada
kamatna stopa nije konstanta i nije prediktivna, forward i futures ugovori u teoriji
nisu u potpunosti jednaki ali je razlika zanemariva u slucéaju kada su ugovori dogo-
voreni na krac¢i period od nekoliko mjeseci. U praksi postoje razlike koje teorijski
modeli nece razlikovati, poput razlike u transakcijskim troskovima i rizika da druga
strana nece ispuniti obveze ugovora koji je ¢es¢e manji kod futures ugovora. Unato¢
razlikama koje u praksi postoje u nastavku pretpostavljamo da su futures i forward
cijene jednake odnosno opisujemo ih slu¢ajnim procesom (Fi,t > 0) i pretpostav-
ljamo da je F; log-normalno distribuirana slu¢ajna varijabla.

3 Black-Scholes-Mertonov model

Osnova za opisivanje matematickih modela na financijskom trzistu u neprekidnom
vremenu je Brownovo gibanje i neke njegove transformacije, dok je Black—Scholesov-
Mertonov model najpoznatiji model za nearbitrazno vrednovanje izvedenica, a polazi
od pretpostavke da cijene dionica modeliramo geometrijskim Brownovim gibanjem.
U nastavku su dane osnovne definicije i kratka objasnjenja zasto cijene dionica ima
smisla modelirati upravo na ovaj nacin.

Definicija 4. Slucajni proces {B;,t > 0} na vjerojatnosnom prostoru {, F, P}
naziva se Brownovo gibanje, odnosno Wienerov proces, ako za njega vrijedi:

1. By=0 g.s., odnosno P(By =0) =1

2. By — By ~ N(0,t — s),Vt,s takve da je t > s > 0, odnosno prirasti Browno-
vog gibanja na jednako dugim vremenskim intervalima su jednako distribuiran:
(stacionarnost prirasta)

3. Vo, ..., t, >0 td. jety <--- <ty slucajne varijable By, — By,, ... By, — By,
su nezavisne, odnosno prirasti Brownovog gibanja na disjunktnim vremenskim
intervalima su nezavisni.

Definicija 5. Geometrijsko Brownovo gibanje je slucajan proces {Sy,t > 0} gdje je
St = SoeaBt—i_(a_%o—Q)t, o€ R, o> O,
pri éemu je { By, t > 0} Brownovo gibanje.

Jedno od vaznih svojstava prethodno definiranih procesa je to da su ti procesi
Markovljevi. Stohasticki proces je Markovljev ako za dano trenutno stanje i sva
prosla stanja, buduénost procesa ovisi samo o trenutnome stanju i niti o jednom
drugome prethodnom. Markovljevo svojstvo Brownovog gibanja ocito je iz same de-
finicije, odnosno svojstva 3. Geometrijsko Brownovo gibanje takoder je Markovljev
proces. Pretpostavimo da je t sadasnjost, h > 0, tada je

Sty = SerBtJrh"‘(O‘—%UQ)(t'f‘h) — Soeg(Bt+h—Bt+Bt)+(Oé—%02)15—{-(&—%0'2)]1
— Stea(BHh—Bt)-F(a—%UQ)h_

4Dokaz se moze pronaci u [16], Appendix 5.



Uz dano S;, buduénost Sy, ovisi samo o prirastu Brownovog gibanja (B, — By), a
kako Brownovo gibanje ima nezavisne priraste taj je prirast nezavisan o Brownovom
gibanju prije trenutka ¢.

Definicija 6. Markovljeve procese u neprekidnom vremenu s neprekidnim skupom
stanja i g.s. meprekidnim trajektorijama zovemo difuzije.

Trajektorije Brownovog gibanja su gotovo sigurno neprekidne i nigdje diferenci-
jabilne.

Definicija 7. Slucajan proces {X;,t > 0} je h-sebi slican za neki h > 0 ako za
njegove konacno dimenzionalne distribucije vrijeds

(T"Xs, ... T"X,) < (Xa, ---Xm,), YT 20

1 za prowzvoljne 0 < t; <tg < --- < 1,.

Nediferencijabilnost trajektorija Brownovog gibanja slijedi iz tvrdnje da je Brownovo
gibanje %—sebi sli¢an proces °i sljedeceg teorema.

Teorem 1. Ako je {X;,t > 0} h-sebi slican proces za h € (0,1), tada za svaki

fiksirani ty vrijeds

li |Xt - Xt0| .
m sup———— = 00,
t—to t—1g

tj. trajektorije takvih h-sebi slicnih procesa su nigdje diferencijabilne funkcije g.s..
Dokaz. Dokaz moguée pronaci u [21], str. 188. O
Dinamiku difuzije opisujemo stohastickim diferencijalnim jednadzbama. ©
Oznadimo sa AB; prirast Brownovog gibanja na [t,t + At). Prema definiciji
Brownovog gibanja

ABt — Bt+At - Bt (3] N(O, At)

Kada At — 0 koristit ¢emo oznaku dB;. Drugim rije¢ima, dB; ima svojstva slucajne
varijable AB; kada At — 0. Brownovo gibanje mozemo generalizirati procesom
{Xt,t > 0} koji opisujemo stohastickom diferencijalnom jednadzbom

dXt = adt + det, (4)

pri ¢emu su a € Rib > 0 konstante, a proces kreée iz Xy = 0.”Jednadzbu 4 moZzemo
zapisati kao diferencijsku jednadzbu

AXt = a/t + bABt
Prema definiciji Brownovog gibanja slijedi

AX; ~ N(aAt, B> At).

Vise moguce pronadi u [21], str. 36-40.

6Vise o stohastitkim diferencijalnim jednadZbama mogucée je pronadi u [21], poglavlje 3. i [10],
poglavlje 5.

"Zaa=01b=1 proces {X;,t > 0} je standardno Brownovo gibanje.
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Prethodno znadi da su oc¢ekivana stopa povrata i varijanca prirasta procesa X; na
intervalu duljine At konstantne. Primamljivo bi bilo pretpostaviti da cijene dionica
prate ovako definirani proces. No, to bi znacilo da je ocekivana stopa povrata na
dionicu neovisna o samoj cijeni dionice. Drugim rije¢ima investitor bi ocekivao
jednak povrat u sluc¢aju dionice ¢ija je cijena 100kn i ¢ija je cijena 200kn. Iz tog
razloga definiramo sljedeci proces.

Definicija 8. Neka je {B;,t > 0} Brownovo gibanje. Itov proces je slucéajni proces
{X},t > 0} oblika
dXt = a(Xt, t)dt + b(Xt, t)dBt, (5)

pri cemu su a: [0,T] x [0,00) — [0,00) @ b: [0,T] x [0,00) — [0,00) funkcije, a
Xo =0.

Analogno prethodnom
AX; ~ N(a( Xy, t)At, b( Xy, t)2At),

odnosno ocekivana stopa prirasta jednako kao i varijanca ovisit ¢e o samom slucaj-
nom procesu kojeg modeliramo i vremenu ¢ > 0.

Nadalje, moze se pokazati da je geometrijsko Brownovo gibanje, koji smo defini-
rali definicijom 5, jako rjeSenje stohasticke diferencijalne jednadzbe

dSt = aStdt + O'StdBt, (6)

pri ¢emu proces krece iz Sy = 0, odnosno u integralnom obliku

t t
8 = a/ Ssds + O’/ 5.d8,. (7)
0 0

Prvi integral je obi¢an Riemannov integral, a drugi Itov stohasticki integral.®

Definicija 9. Za familiju o-algebri (Fi,t > 0) na vjerojatnosnom prostoru {Q, F, P}
kaZemo da je filtracija ako je Fs C Fi,Vs < t, odnosno ako je to rastuca familija
o-algebri.

Definicija 10. Jako rjesenje Itove stohasticke diferencijalne jednadzbe je stohastick:
proces X = {X;,t € [0,T)} koji zadovoljava sljedeéa svojstva

e X je adaptiran na Brownovo gibanje, tj. u vremenu t je funkcija od By, s < t.
e Riemannov i Itév stohasticki integral u jednadzbi 7 su dobro definirana.
o X je funkcija slucajnih varijabili Bs, 0 < s <t i koeficijenata a(t,z) i b(t, x).

Teorem 2. Pretpostavimo da pocetni uvjet Xo ima konacan drugi moment (EXZ <
o0), tada Itéva stohasticka diferencijalna jednadzba (5) ima jedinstveno jako rjesenje
X ={X,t€[0,T]} akoVt € [0,T] i z,y € R funkcije a(t,x) i b(t,x) zadovoljavaju
sljedece uvjete:

8Vise o Itévom stohastitkom integralu moguée pronadi u u [21].



o a(t,x)i b(t,x) su neprekidne funkcije,

o a(t,z) ib(t,x) za neku konstantu K zadovoljavaju Lipschitzov uvjet s obzirom
na prostornu varijablu:

la(t, z) — a(t,y)| + [b(¢, 2) — b(t,y)| < Kl|z —yl.

Dokaz. Dokaz moguce pronaci u [10], str. 119-121. O

Uocimo, da je (6) Itov proces kod kojeg su funkcije a(St,t) = aS; i b(S;,t) = 05;
Sto znaci da vrijedi

ASt i N(OéStAt, (O'St)2At),
pri cemu je
ASt == OéStAt T O'StABt. (8)

Odnosno,

ATSt = aAt + cAB; ~ N(aAt, 0?At).
t

Uocimo da je izraz na lijevoj strani relativni povrat na intervalu duljine At. Para-
metre a i o uslucaju jedini¢nog intervala mozemo interpretirati kao oc¢ekivanu stopu
povrata i standardnu devijaciju povrata tzv. volatilnost. Takoder, mozemo uociti
da ovaj proces zadovoljava jednadzbu (5). Ono §to za sada znamo je distribucija
relativnog povrata cijena dionica, u nastavku je cilj do¢i do same distribucije kojom
modeliramo cijenu dionice, odnosno jednodimenzionalne distribucije geometrijskog
Brownovog gibanja. Vrlo vazna bit ¢e sljedeca lema.

Lema 4. (Ttova formula za Itov proces)

Neka je {X;,t > 0} Itov proces dan formulom (5) i neka je G(t,x) funkcija s nepre-
kidnim parcijalnim derivacijama Gy(t,x), G,(t,x) i Gy, (t,x) . Tada za svakit > 0
vrijeds

1
dG(t, X;) = (a(Xt, )Gt Xe)+Crlt, Xe)+5b(Xs, 12 Cia(, Xt))dter(Xt, 1)Ga(t, X;)dB:.
(9)
Dokaz. Moguce pronaci u Vondracek [13]. O

Prema Lemi, buduéi da je geometrijsko Brownovo gibanje [tov proces, vrijedi

dG(L, S,) = (ozSth(t, S))+Gi(t, S,) + %ﬁsfc:m(t, st)) dt+0S,G,(t, S,)dB,. (10)

Pretpostavimo da je G(t,S;) = In(S;). Prema It6voj lemi

1 1

:§t7 GSSz_S_E, Gt:O
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Uvrstavajucu u jednadzbu (10) dobivamo

2

dG(t, S,) = (a - %)dt +0dB,. (11)

Buduéi da su a i o konstante slijedi da G(t,S;) = InS; prati generalizirani proces
Brownovog gibanja definiranog sa (4). Promatramo promjenu na intervalu [0, 7.
Vrijedi da je

In(St) — In(Sy) ~ N ((a - %Q)T, aQT) ;
" In(St) ~ N (ln(So) + (o — %Q)T, 02T> : (12)

Bududi da je logaritam cijena normalno distribuirana sluc¢ajna varijabla, ono $to smo
ovime pokazali je da je cijena dionice S; log-normalno distribuirana $to ima smisla
buduéi da cijene dionica ne mogu poprimati negativne vrijednosti. Takoder, moze
se pokazati

E(S;) = Spe®”, (13)

Var(S;) = 82e2T (7T — 1), (14)

odnosno St ~ logN (SoeaT, S T _ 13

S ciljem odredivanja vrijednosti call opcije, ozna¢imo sa f(t,z) vrijednost call
opcije u trenutku ¢ ako je x = S;, (S prati proces (6)). Uoc¢imo, f(t,z) je deter-
ministicka funkcija f : [0,7] x [0,00) — [0,00) dok je (f(¢,S:),t € [0,T]) slucajni
proces. Zelimo izracunati funkciju f(t,z). Za pocetak prema Itovoj formuli odre-
dimo diferencijal od f(t,S;). Imamo

(1,5 = (aSufelt, S) + ity ) + 50°S2 fualt, 1))t + oS, Lol S)AB,  (15)

odnosno u diferencijskom obliku
1
Af(t,S)) = (aSt folt, S0) + Filt, S1) + 50°S2 fuslt, st))At + 0S,fa(t, S)AB,. (16)

Oznacimo sa (I, t € [0,T]) slucajni proces kojim opisujemo vrijednosti portfe-
lja. Ocito je da je izdavanje opcija rizicna aktivnost pa je iz tog razloga investitoru u
cilju minimizirati ili u potpunosti ukloniti taj rizik. Rizik mozemo eliminirati kons-
truirajuci bezrizi¢ne portfelje (tzv. hedging portfelje). Konstrukeija takvih portfelja
naziva se strategija trgovanja. Buduéi da trgujemo bez arbitraze za sve bezrizi¢ne
portfelje vrijedi da im je povrat jednak bezrizi¢noj kamatnoj stopi. Pretpostavimo
za pocetak da investitor zauzima kratku poziciju u jednoj opciji i dugu poziciju
u A; dionica. Kazemo da investitor zauzima dugu poziciju, odnosno odlué¢i "iéi
dugo" ako kupuje imovinu za koju smatra da ¢e njena cijena porasti. Ako je u
pravu ostvaruje dobit prodajom po nizoj cijeni. Zauzeti kratku poziciju, odnosno
"i¢i kratko", znaci prodati imovinu za koju smatramo da ¢e njena cijena pasti, te
ostvariti dobit kupnjom po nizoj cijeni. Dakle, u ovom slucaju investitor konstruira
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portfelj p = (As, —1). Ovakav portfelj mozemo konstruirati zbog pretpostavke da je
financijska imovina beskonac¢no djeljiva i likvidna. Vrijednost takvog portfelja je

Il = Ay — f(L, S), (17)

odnosno,

dHt - AtdSt - df(t, St) (18)

Uocimo da smo fiksirali A; na vremenskom intervalu [t,t + dt). Uvrstavanjem jed-

nadzbi (15) 1 (6) u jednadzbu (18) slijedi
L 5o
dll; = oS, <At — fa(t, St)>dBt - (OéSt(At — fo(t,5) — filt, St) — 5@ St faal(t, St))dt-

Pretpostavimo da je
At ES fz<t, St)
Slijedi

L, = (f(t,5) - %(7253 Feslt, S0) )t

Dakle, uz pretpostavku da je koli¢ina dionica koju posjedujemo jednaka f, (¢, S;),
eliminirali smo izvor nesigurnosti B; te vrijednost naseg portfelja postaje trenutno
bezrizi¢na, odnosno bezrizicna na intervalu duljine dt. To znaci da ako zZelimo tr-
govati bezrizi¢no za vrijeme trajanja opcije moramo u svakom novom intervalu re-
balansirati nas portfelj. Ovakva strategija trgovanja naziva se dinamicka strategija
trgovanja. Generalno, A; se naziva delta opcije i definiramo ju kao stopu promjene
vrijednosti opcije s obzirom na promjenu cijene vezane imovine (tzv. underlying
asset).

Buducdi da je sada portfelj bezrizican na intervalu duljine dt i buduéi da trgujemo
bez arbitraze mora vrijediti

dll, = rlldt, (19)
pri ¢emu je r bezrizi¢na kamatna stopa. Uvrstavanjem (17) i (18) slijedi
( Ffult, S0) + % Fualt, St)a2St2>dt = r( F(£,8)) — fult, S)S,, )dt, (20)
odnosno )
fe(8, Se) + rSifa(t, St) + 50253fm(t, 8} = v {8, 5). (21)

Ono §to trebamo odrediti je funkcija f(t,z) koja Vt € [0,T) i © > 0 zadovoljava
jednadzbu

b, ) + T2 fult, 7) + 207 fualt, 7) = (7). (22)

Ova jednadzba naziva se Black-Scholes-Mertonova parcijalna diferencijalna jednadzba.
Drugi nacin kojim mozemo do¢i do je Black-Scholes-Mertonove parcijalne dife-
rencijalne jednadzbe je konstrukcija portfelja koji ¢e u svakom trenutku biti jednak
vrijednosti opcije. Takav portfelj naziva se replicirajuéi portfelj, a strategija staticka
strategija trgovanja. Kod staticke strategije trgovanja rizik je u potpunosti elimini-
ran i nije potrebno rebalansirati portfelj kao u slu¢aju dinamicke strategije trgovanja.
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Pokazat ¢emo da u tom sluc¢aju cijena opcije zadovoljava Black-Scholes-Mertonovu
jednadzbu (22).

Pretpostavimo da investitor zauzima kratku poziciju u N obveznica koje ¢emo
oznaciti sa Oy, pri ¢emu je dO; = rO;dt? i dugu poziciju u A; dionica, odnosno
konstruira portfelj p = (A, —N). Vrijednost takvog portfelja je

Ht = AtSt = NOt, (23)

odnosno,

dHt = AtdSt — TNOtdt (24)
Trazimo portfelj takav da vrijedi dIl; = df (¢, S;). Odnosno prema (15) i (24)

AdS; — rNOydt = (aStfx(t, Si) + fi(t, ) + %U2S§fm(t, St))dt + oS fu(t, St)dB;.
Koristeci jednadzbu (6)

(AaS,—rNOdt)dt+o A SidB; = (ozSt Falt, S)+Filt, St)%o—?Sf Foalt, St)>dt+aSt f.(t, S,)dB,
slijedi da je Ay = fu(t,5;), a (—rNO;) = fi(t, S;) + 10257 fou(t, S;). Buduéi da

je Il = ApS; — NO; i trazili smo dII; = df(t,S;) , slijedi da je NO; = fi(t,S5)S: —
f(t,St). Odnosno,

1
0= ’I"NOt = TNOt = ’I"(fx(t, St)St = f(t, St)) -+ ft(t, St) + §O-QSt2fraj(ta St),
Sto znadi da cijena opcije zadovoljava Black-Scholes-Mertonovu jednadzbu

Flt, ) + rafult; 2) - 5023:2]6“(75, @) =it 2] (25)
Rjesenje ove jednadzbe u slu¢aju Europske Call opcije trazimo uz terminalni uvjet
f(T,z) = (z - K)4
i rubne uvijete z = 0 i = oo. ' Kona¢no, rjesenje je dano formulom
ft,z) =zN(d (T —t,z)) - Ke "TIN(dy(T — t,2)), 0<t<T, >0, (26)
pri cemu je
In(z/K)+ (r £0%/2)/(T —t)
oVT —t ’

N funkcija distribucije standardne normalne razdiobe

N(y) = \/% /_ e N (28)

9Umjesto obveznica mozemo uzeti bilo koju drugu nerizié¢nu financijsku imovinu, vise mogucée
pronadi u [12].
0Detaljnije objasnjenje mogude je pronadi u [1].

dis(T" — &, x)= (27)

13



K cijena izvrSenja, x trenutna cijena dionice, o volatilnost i r konstantna kamatna
stopa. Ozna¢imo s ¢ vrijednost call opcije u trenutku ¢t = 0. Tada je

c = S()N(dl) — KS_TTN(dQ), S() > 0, (29)

g In(So/K) + (r £02/2)/T

1,2 T :

U nastavku rada doé¢i éemo i do cijene europske put opcije koristeéi vjerojatnost

neutralnu na rizik, odnosno ekvivalentnu martingalnu mjeru. Slijedi jedna tvrdnja
koja ¢e nam takoder biti vrlo vazna u nastavku rada.

(30)

Teorem 3. Neka X; log-normalno distribuirana slucajna varijabla i o standardna
devijacija slucajne varijable InX;. Tada vrijedi

E[maz(X; — K, 0)] = E[X,]N(d1) — KN(d2) (31)
In(E[X;]/K) £ 0%/2
Dokaz. Moguce pronaci u [16], str. 329-330. O

3.1 Black-Scholes-Mertonov model s dividendama

Promatramo financijsku imovinu koja neprekidno isplacuje dividende kroz vrijeme.
Prinos dividendi jednak je g. Jednako kao i ranije pretpostavka je da cijenu finan-
cijske imovine modeliramo geometrijskim Brownovim gibanjem. Takoder, pretpos-
tavka je da se u trenutku isplate dividendi cijena financijske imovine smanjuje upravo
za iznos dividendi. Ako pretpostavimo da se radi o dionicama, prethodno bi znacilo
da ako u sluc¢aju prinosa dividendi g vrijednost dionice naraste sa Sy na St u tre-
nutku 7', tada ta ista dionica ako se dividende ne ispla¢uju naraste sa Sy na Sped”
u trenutku 7. Odnosno, ako pretpostavimo da nema isplate dividendi cijena Sye =47
danas, u trenutku ¢t = T iznosi S7. Zbog ove pretpostavke vrlo lako odredimo cijenu
call opcije za financijsku imovinu koja neprekidno ispla¢uje dividende uvrstavajuci
u (29) Spe~ % umjesto Sp. Slijedi

c = Spe” T N(dl) — Ke "I N(d2), (33)

. In(So/K)+ (r —q+0%/2)/T
1,2 T -
Cijena dionice koja neprekidno ispla¢uje dividende opisana je sljede¢om diferen-
cijalnom jednadzbom

dSt = (T‘ = q>5tdt + O'StdBt. (34)

Jednakom kao u prethodnom sluc¢aju, eliminacijom rizika i konstruiranjem replici-
rajuceg portfelja mozemo doéi do modificirane Black-Scholes-Mertonove parcijalne
diferencijalne jednadzbe

Flt,50) + (7 = St 50) + 302 fan(0, S0) = 711, 5) (3)

¢ijim rjesenjem takoder mozemo doéi do vrijednosti call opcije definirane s (33). M

1Vige o tome moguce pronaci u [16], poglavlje 15.3.
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3.2 Black model

Do sada smo pretpostavljali da odredujemo cijenu opcije vezanu uz odredenu finan-
cijsku imovinu, dionice. U nastavku zZelimo odrediti cijenu opcije futures ugovora.
Oznacimo sa (F,t € [0,...,T]) proces kretanja cijena futures ugovora. Uobicajena
pretpostavka je da je F} log-normalno distribuirana slucajna varijabla koju opisu-
jemo sljedec¢om stohastickom diferencijalnom jednadzbom

dF, = o F,dB, (36)

pri ¢emu je o konstanta te B; Brownovo gibanje. Koristeéi jednu od prethodno
navedenih strategija trgovanja pri odredivanju cijene opcije futures ugovora dolazimo
do sljedece diferencijalne jednadzbe

Flt, F) + 30°F fua(t, F) = (1, ) 2 (37)

MoZemo uoditi da je ova diferencijalna jednadzba jednaka jednadzbi (35) uz pret-
postavku da je r = ¢ Sto bi znacilo da se cijene futures ugovora ponasaju kao cijene
opcija na dionice koje ispla¢uju dividendu q. To mozemo vidjeti i u Lemi 3. Dakle,
uz pretpostavku da su cijene futures ugovora log-normalno distribuirane, cijenu call
opcije vezanu uz futures ugovore mozemo dobit iz jednadzbe (33) zamjenom Fy sa
Sp, te r sa q. Slijedi

c=e "T[FyN(d1) — KN(d2)], (38)
In(Fy/K) + 0?T/2
ovT '

Ovaj model naziva se Black model ili Black 76 model za odredivanje vrijednosti
opcija futures ugovora i koristi se kao osnova za odredivanje cijena opcija vezanih uz
kamatne stope. Jo$ jedan nacin na koji mozemo shvatiti ovaj model je kao Black-
Scholes-Mertonov model kod kojeg je bezrizi¢na kamatna stopa jednaka (r — q). 3.
Buduéi da nam je u radu cilj odrediti cijene opcija vezanih uz kamatne stope i buduéi
da vrijednosti kamatnih stopa u stvarnosti nisu poznate u nastavku rada cilj nam
je relaksirati pretpostavke ovog modela i do¢i do modela u kojem pretpostavljamo
da je proces kamatnih stopa neki sluc¢ajni proces.

dip =

3.3 Ekvivalentna martingalna mjera

Uoc¢imo da je do sada uvijek pretpostavka bila da je kamatna stopa r konstanta
i ne mijenja se tijekom trajanja opcije. U nastavku ¢emo ovu pretpostavku os-
labiti i pretpostaviti da je r stohasticka. Samim time rjesavanje Black-Scholesove
parcijalne diferencijalne jednadzbe je otezano. Jos jedan od nacina kojim mozemo
doéi do cijene opcije (29) je koristeci tzv. ekvivalentnu martingalnu mjeru, odnosno
vjerojatnost neutralnu na rizik P*.

12Detaljnije moguée pronaci u [16], poglavlje 16.
13Vige moguce pronadi u [16], poglavlje 17.
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Definicija 11. Slucajni proces (X;,t € [0, ..., T]) je martingal u odnosu na filtraciju
(Fy,t > 0) ako vrijedi

1. E[|X,[] < oo, ¥t >0

2. X je F-adaptiran tj. VYt > 0 X; je Fi-izmjerwa slucajna varijabla tj. ¥t > 0 je
O'(Xt) C E

3. E[X,|F)) = X,,0<s<t.

Svojstvo 3 iz prethodne definicije kaze da je o¢ekivana promjena vrijednosti pro-
cesa u bilo kojem trenutku u buduénosti jednaka njenoj vrijednosti danas. Slijedi
da je svaki proces (0;,0 <t < T) oblika

d@t = O'thBt (39)

martingal.

Za pocetak ¢emo na vrlo jednostavnom modelu objasniti ideju odredivanja vri-
jednosti opcije koristeéi vjerojatnost neutralnu na rizik. Pretpostavimo da trgujemo
dionicom u dva vremenska trenutka t = 0 (danas) i t = 1 (bilo koji trenutak u
buduénosti). Oznacimo sa Sganas cijenu dionice u ¢t = 0 te sa S; cijenu dionice
u trenutku ¢t = 1 koju modeliramo slucajnom varijablom S; : Q@ — [0, 00). Skup
Q = {w1,ws} nazvat ¢emo skup stanja svijeta. Pretpostavimo da cijena dionice u
trenutku ¢ = 1 moze porasti na iznos Sj(wy) = Syast 8 Vjerojatnoséu p* te da moze
pasti na iznos Sj(wy) = Spaa § Vjerojatnoséu 1 — p*. Zanima nas njena cijena danas
odnosno njena ocekivana diskontirana vrijednost,

Sdanas = e_rt(p*srast + (1 = p*)Spad)-
Definiramo X; = S;e"". Tada slijedi iz prethodne jednadzbe da je
XO — Xdanas — p*Xrast I (1 - p*>Xpad =E* [Xl];

Sto je martingal s obzirom na vjerojatnost P*. Ova vjerojatnosna mjera P* opisuje
"stanje svijeta " u kojem je investitor neutralan na rizik promijene cijene financijske
imovine i u odnosu na koju je diskontirana vrijednost financijske imovine martingal.
Iz tog razloga P* zovemo vjerojatnost neutralna na rizik ili ekvivalentna martingalna
mjera.

3.3.1 TrzZiSna cijena rizika ili Sharpeov omjer

Promatramo financijsku imovinu ¢iju cijenu opisujemo procesom (6;,¢t > 0). Od-
nosno, cijena je u diferencijalnom obliku dana s

d@t = mtﬁtdt + ntQtdBt,
gdje slucajni procesi (my,t > 0) i (n4,t > 0) modeliraju srednju stopu povrata i

volatilnost, redom. Pretpostavimo da su (f(¢,6;),0 <t < T) 1 (g(t,6:),0 <t <
T') procesi adaptirani na filtraciju Brownovog gibanja kojima opisujemo cijene dva
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financijska derivata koji ovise o financijskoj imovini ; (tzv. underlying asset) u
vremenu t. U diferencijalnom obliku

df(t,0,) = oy f (£, 0,)dt + op, f(£,0,)dB, (40)

dg<t> Ht) = agﬂfg(ta 6t>dt + O'g,tg(t, 0t>dBta (41)

pri ¢emu su oy, g 1 054,04, srednja stopa povrata i volatilnost financijskih deri-
vata f(t,0;), odnosno g(t,0;). Zbog jednostavnosti i dalje pretpostavljamo da nema
isplata dividendi. Analogno prethodnom kako bi eliminirali rizik konstruiramo por-
tfelj p = (0449(t,0:), —07:f(t,0;)) Eija je vrijednost:

Iy = (0g,t9(t, 00)) f (£, 00) + (—op f(2,64))g(t,0) = (090 — o1.t) f(T,0)g(¢,6%). (42)

Odnosno,
dlly = (og,:9:)df (t,0:) + (—o0fi)dg(t, 6r). (43)
Uvrstavajuci (40) i (41) u jednadzbu (43) slijedi
dIl = (g0 ps — 0109:) (2, 0:)g (2, Or)dt. (44)
Buduéi da je portfelj bezrizi¢an vrijedi dII = rJ1dt, odnosno iz (42) i (44) slijedi
(0giare = fi1) = T1(0g1 — Oft)- (45)

Odnosno,
af,t — Tt . ag,t — Ty

= Xg. (46)
O'fﬂf Ug,t

Proces (At,0 < t < T') nazivamo trziSna cijena rizika ili Sharpeov omjer.
Sharpeov omjer je mjera koja pokazuje koliko o¢ekivanog prinosa daje portfelj po
jedinici preuzetog rizika. Uo¢imo da A; ovisi o vremenu ¢ i procesu (6;,0 <t < T,
a neovisan je o procesima (f(¢,60;),0 <t < T) i (g(t,6;),0 <t < T). Takoder,
buduéi da su (f(¢,60;),t € [0,7]) i (g(¢,6:),0 < t < T) dva proizvoljna procesa i
buduéi da vrijedi (46) slijedi da na trzistu bez arbitraze mora vrijediti da je trzisna
cijena rizika \; jednaka za svaki proces (f(t,6;),t € [0,T]). Odnosno, za svaki proces
(f(t,0:),0 <t <T)koji je u diferencijalnom obliku dan s

df(t,0,) = auf(t,0,)dt + o f(t,0,)dB, (47)

vrijedi
Qp — T

= S, (48)

gt

Nadalje, u slucaju kada je Ay = 0, slijedi da je ay = r;. Odnosno,
df (t,0¢) = ref (¢, 00)dt + or f (£, 6)dBy. (49)

Prethodno definirani proces (49) nazivamo procesom neutralnim na rizik. Sli-
jedi tvrdnja koja povezuje Black-Scholesovu parcijalnu diferencijalnu jednadzbu s
vjerojatnoséu neutralnom na rizik. Zbog jednostavnosti ponovo ¢emo pretpostaviti
da financijsku imovinu opisujemo jednadzbom (6), odnosno da su kamatna stopa i
volatilnost konstantne.
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Teorem 4. Pretpostavimo da f(t,S;) zadovoljava Black-Scholesovu-Mertonovu par-
cijalnu diferencijalnu jednadzbu (22) pri éemu je Sy opisana jednadzbom (6) i pret-
postavimo da je A = 0. Tada vrijedi da je (f(t,S)e™" t > 0) martingal.

Dokaz. Vrijedi
d(f(t,Sy)e ™) = e "df (¢, Sy) — re " f(t, 0;)dt. (50)
Kako je pretpostavka da je A = 0 vrijedi
df(t,S)) = rf(t, So)dt + o f(t, S,)dB,. (51)
Koristeci Itovu formulu (9) i uvritavanjem (51) u (50) slijedi
d(f(¢,S)e™) = e [(rtstfxu, S)) + fult, Si) + %UQSE foalt, St)>dt + oS fult, st)dBt}
—re " f(¢, Sy)dt =
= " (RSufa(t, 5) + Filt, S+ %0253 es(t,5) = (2,5, di

N 4

—0(BSM)
+ e_TtO'Stfm(t, St)dBt

Odnosno,

d(f(t, St)e_Tt) = O'St(f<t, St)e—’l“t)mdBt7
Sto znaci da je prema (39) (f(t, Sp)e "t > 0) martingal. O

Dakle uz odabir A\; = 0 pokazali smo da ¢e diskontirani proces biti martingal,
odnosno mozemo reé¢i da je odabir \; ekvivalentan definiranju nove vjerojatnosti uz
koju ée diskontirani proces biti martingal. Na temelju prethodne tvrdnje zaklju-
¢ujemo da vrijednost opcije mozemo, umjesto rjesavanjem Black-Scholes-Mertonove
parcijalne diferencijalne jednadzbe, odrediti ra¢unajuci oc¢ekivanu diskontiranu vri-
jednost opcije s obzirom na vjerojatnost P* neutralnu na rizik. Drugim rije¢ima,
vrijedi

fo = e TEf2]. (52)
Slijedi,

E*[St] = Spe™. (53)
Usporedimo 1i prethodnu jednadzbu s (13) moZemo uociti da je jedina razlika Sto
umjesto a imamo 7, a ono $to nam daje pretpostavka A\; = 0 je upravo o = 7.
Prema Lemi 1 je Fy = Spe™”, a iz jednadzbe (53) slijedi Fy = Spe™? = E*[Sr] §to
znaci da vjerojatnost neutralna na rizik takoder osigurava da ne postoji arbitraza,
odnosno pretpostavka A\; = 0 je jedna od arbitraznih tehnika.

Prema (52) vrijednost europske call opcije mozemo odrediti kao

c = e "TE* [max(Sy — K)).

Zbog (53) i bududi da je S; log-normalno distribuirana pa mozemo primijeniti Te-
orem 3 slijedi

c = SoN(dy) — Ke ™" N(dy), So > 0, (54)
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ey — In(So/K)+ (r £ 02/2)/T‘
) U\/T
Nadalje, koristeci call-put paritet i (53) moZemo lako izracunati i vrijednost put
opcije. Slijedi

(55)

COCall _ CéDut — E*[eH(CSe — CRuty] (56)
= E*[e " (Sr — K)] K6}
— G — Ke™, (58)

Uz koristenje svojstva parnosti funkcije gustoce standardne normalne sluc¢ajne vari-
jable i iz (54) slijedi da je vrijednost put opcije u trenutku ¢ = 0 koju ¢emo krace
oznaditi sa p, odnosno CI* = p, jednaka

p=Ke"TN(—dy) — SyN(—d;), Sy > 0, (59)
o In(So/K) + (r £6%/2)/T
142 a\/T :

(60)

3.4 Promjena trziSne cijene rizika

U nastavku pretpostavljamo da financijski derivati f(¢,6;) i g(t,6;) uvijek ovise o
procesu 6, te koristimo oznake f; i g; umjesto f(t,60;) i g(t,6;). Pokazali smo da je
trzisna cijena rizika, Sharpeov omjer, jednako definirana za svaki financijski derivat.

Pretpostavimo da je
@ —Tr a —

N=t o (61)

T Otg

nova trzisna cijena rizika. Slijedi
dft = (Tt + )\Igt,f)ftdt + O-t,fftdBty (62)
dgt = (T‘t 1 A:at,g)gtdt + Ut,ggtdBt- (63)

Uo¢imo da trzisna cijena rizika odreduje srednju stopu povrata i nema utjecaja
na volatilnost. Dakle, odredivanje trzisne cijene rizika ekvivalentno je odredivanju
srednje stopa povrata. U nastavku ¢emo pokazati da za \; = o0y, vrijedi da je g—z
martingal. U tom slucaju kazemo da smo definirali novu vjerojatnost Py neutralnu
na rizik s obzirom na numerar ¢;. Numerar (g(t),t > 0) je slu¢ajni proces kojim
modeliramo vrijednost neke financijske imovine koja ne isplac¢uje dividende i u ter-
minima koje mozemo izraziti neku drugu financijsku imovinu. Zbog jednostavnosti
oznaclmo o4 = 014 1 0f = 0y f.
Uvrstavajuéi Af = o4 u (62) i (63) slijedi

dft = (Tt -+ O'gUf)ftdt + O'fftdBt,
dgt = (Tt + O'S)gtdt + UggtdBt-

Koristeéi Itovu formulu (9) slijedi,

1
dln ft = (Tt + O'gO'f — §O'J2c)dt + deBt7 14 (64)

14Vige moguce pronadi u [16].
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1
dm%:@ﬁiﬁMwa&. (65)

Odnosno,

dmﬁ—ﬂmﬁ—mm

gt
=dln f; —dlng;.
Koristeci (64) i (65) slijedi
g dt — L i
n §(Uf —0g)%dt + (05 — 04)dBs. (66)
9t

U nastavku zelimo iskoristiti prethodno kako bi izracunali d (%) . Pretpostavimo

dX = ,uth +0’X
dln X = pdt + odB;.

Zanima nas odnos izmedu (px,ox) i (1, o). Kako je

1 1 1
dlan—dX—f——a%( )dt

X 2 X=
1 1, 1
Slijedi,
1 1,5 1
= — —o
ox
oc=—.
X
Odnosno,
L,
WX w+ ool X
ox = ocX.

Na analogan nacin koristeé¢i (66) mozemo odrediti d (%) Vrijedi

d(L) = (~3tos o+ lor — e+ oy~ o Lan o)

= oy — ag)gdBt. (68)

Na ovaj nacin zbog (39) pokazali smo da je (ﬁ, t> O) martingal §to znadi da vrijedi

fo iy
90 gr ] k%)

Pri ¢emu su procesi (fi,t > 0) i (g¢, ¢t > 0) adaptirani na filtraciju (F;, ¢ > 0).

_W[
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Teorem 5. Da bi proces (g;,t € [0, ..., T|) mogli koristiti kao numerar mora vrijediti
da je diskontirani proces

&
~ s sds
Ge = e Jomdsg,

martingal s obzirom na vjerojatnost P* neutralnu na rizik.

Dokaz. Moguce pronaci u [9], 15.2 Change Numeraire and Forward Measures.  []

4 OTC trziste obveznica i kamatnih stopa

U financijama, obveznica je duznicki vrijednosni papir koji se izdaje s ciljem pri-
kupljanja financijskih sredstava s unaprijed definiranim rokom povrata. Iz pozicije
izdavatelja, obveznica je alternativa bankovnom kreditu. Vrednovanje obveznica
odredeno je nominalnom vrijednosti, kuponskom stopom (kuponom), dospije¢em
obveznice te sustavom amortizacije. Prema sustavu amortizacije razlikujemo jed-
nokratne obveznice, odnosno obveznice bez kupona te visekratne medu mojima su
najzastupljenije kuponske i anuitetske obveznice. Pretpostavimo da se radi o obvez-
nici s vremenom dospije¢a T, ¢ija je nominalna vrijednost 1, te da su kuponi koje
¢emo oznaciti sa C' fiksni i isplac¢uju se u trenucima 77, ...T;,. Priljev novéanih tokova
ovakve kuponske obveznice prikazan je na slici 1.

| |

| I
T

c

|

T 1T 1
¥

(k+1} len—1| Tn

c
|
[
0 Ty T2 T3 Ta Ts Tk

Slika 1: Nov¢ani tokovi kuponske obveznice

Obveznice bez kupona ne isplacuju kupone. Definiramo sa P(t,T") obveznicu bez
kupona ¢ija je vrijednost u trenutku dospije¢a T" jednaka 1 tj. P(T,7T) = 1. Tada je
P(t,T) nista drugo nego vrijednost u trenutku ¢ iznosa 1 koji dospijeva u trenutku
T, odnosno diskontni faktor.

Pt T) ]

| i
i T

Slika 2: Obveznica bez kupona

U nastavku definiramo novi proces (M (t),t > 0) koji nazivamo vrijednost ban-
kovnog ra¢una ili ra¢un na trzistu novaca (Money-market account).
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Definicija 12. Vrijednost bankovnog racuna ili racun na trzistu novaca je slucajni
proces (Mg, t > 0) oblika

th = ’f’tMtdt, (70)
za koji vrijedi My =1, (r,t € [0, ..., T]) je proces kamatnih stopa.
Slijedi,
AM,
Mtt = 1A, (71)

Proces kamatnih stopa (r4,t € [0, ..., T]) Cesto se naziva proces kratkoro¢nih kamat-
nih stopa (tzv."short interest rate process"). Pretpostavljamo da je (r,t € [0, ..., T)
[tov proces oblika (5)

dry = a(re, t)dt 4 b(re, t)dB;.

Ovisno o tome kako su definirane a(ry,t), b(r, t) postoje razni modeli za opisivanje
procesa kamatnih stopa. Jedan od prvih i osnovnih modela je Vasicek-ov model

dry = a(b—ry)dt + 0By, 1(0) =19 >0, (72)

pri cemu su a > 0,b > 0,0 > 0 konstante. U praksi se ¢es¢e primjenjuju prosireni
modeli poput Ho-Lee modela koji pretpostavlja da je kamatna stopa normalno dis-
tribuirana slu¢ajna varijabla.!® Koristeéi proces (ry, ¢ € [0, ..., T]) moZemo odrediti
vrijednost obveznica bez kupona. Ako pretpostavimo da je r, = r konstanta, tada
je jedina nearbitrazna cijena obveznice bez kupona P(t,T') jednaka

P, T)=e "1 (73)

Ako je P(t,T) > e """ mozemo izdati obveznicu i novac koji smo dobili proda-
jom uloziti u banku po kamatnoj stopi r. U trenutku 7" morali bi ispuniti obvezu
obveznice i isplatiti iznos 1 te bi podigli novac iz banke u iznosu P(t, T)e™" T~ > 1.
S druge strane ako pretpostavimo da je P(t,T) < e """ mozemo posuditi iznos
P(t,T) po kamatnoj stopi r i kupiti obveznicu po cijeni P(t,T). U trenutku dos-
pijeca T primili bi iznos 1 te bi u banku morali vratiti P(¢, T)e" ™ < 1, odnosno
ostaje nam zarada 1 — P(t,T)e""="). Analogno, moze se pokazati da je u slu¢aju
kada je (ry,t € [0,...,T]) deterministicki proces nearbitrazna cijena obveznica bez
kupona jednaka

P(t,T) = e~ Ji reds. (74)

Ono $to ¢emo pretpostavljati u nastavku rada je da je (r,t € [0,...,T]) slucajni
proces adaptiran na filtraciju (£}, ¢ > 0) i tada cijenu obveznice bez kupona mozemo
odrediti kao .

P(t, T) =E* [e— i ’”sdsuﬂ, (75)

pri ¢emu je P* vjerojatnost neutralna na rizik.

Propozicija 1. Diskontirani proces P(t,T) = e~ I s dsP(t,T) je martingal s obzi-
rom na vjerojatnost P* neutralnu na rizik.

Dokaz. Moguce pronaci u [9] , Propozicija 16.1. O

15Vige moguce pronadi u [2] i [14].
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Zbog Teorema 5 prethodna propozicija omoguéava nam da proces P(t,T) ko-
ristimo kao numerar. Kako je gy = P(T,T) =11 g9 = P(0,T) iz jednadzbe (69)
slijedi

fo = P(0, T)Eg[fr|F], (76)
pri ¢emu je E} ocekivanje neutralno na rizik s obzirom na numerar g, = P(t,T).

Pretpostavimo nadalje da imamo futures ugovor s dospije¢em u trenutku 7' koji
je vezan uz financijsku imovinu S; koju mozemo zapisati u terminima obveznica bez
kupona. Futures ugovor u trenutku 7' donosi zaradu (ili gubitak) Sy — K, gdje je
K ugovorena cijena futures ugovora. Oznacimo sa f; cijenu ovog future ugovora. Iz
jednadzbe (76) slijedi

fo = P(0,T)(Eg[ST|F] — K). (77)

Pravedna vrijednost ugovorene cijene future ugovora je vrijednost za koju je fo = 0.
Oznacimo je sa F. Slijedi

P(0,T)(Eg[ST|F] — F) =0, (78)

odnosno,

F =E;[$1|F). (79)

Prethodnom jednadzbom pokazali smo da je pravedna vrijednost bilo kojeg future
ugovora, osim kada se radi o kamatnim stopama, jednaka ocekivanoj cijeni financij-
ske imovine u svijetu neutralnom na rizik, pri ¢emu je za numerar uzeta obveznica
bez kupona tj. ¢ = P(t,T). U nastavku zelimo vidjeti §to se desava u sluc¢aju kada
je futures ugovor vezan uz kamatne stope. Odnosno kada je vezana imovina ka-
matna stopa, te ugovorena cijena K ugovorena kamatna stopa koju ¢esto nazivamo
izvrsna stopa ugovora. Vrijednost prethodno spomenutih kuponskih obveznica ¢iji
je novcani tok prikazan na slici 1 mozemo odrediti pomoc¢u obveznica bez kupona
P(t,T). Ozna¢imo cijenu u trenutku ¢ sa p(t). Vrijedi

p(t) = Z P(t,T;)C; + P(t, T,)N. (80)

1=1

Iznos kupona C; najéesée je dan kao fiksni postotak nominalne vrijednosti N, od-
nosno C; = KON, pri éemu je § = T,y — T; 19, te K fiksna kamatna stopa. Tada
prethodnu jednadzbu mozemo zapisati kao

p(t) = N(éKiP(t,Ti) + P(t,Tn)). (81)

1=1

Osim kuponskih obveznica s fiksnim kamatnim stopama K vrlo su ¢este i kuponske
obveznice kod kojih se kamatna stopa K mijenja u svakom trenutku 71,75...T,, u
kojem se kuponi isplacuju, tzv. Floating rate notes (FRN). Jedna od promjenjivih
kamatnih stopa koja se vrlo ¢esto koristi u praksi kod takvih obveznica je LIBOR.

16U stvarnosti najcescée pretpostavljamo da je § = broj dana u obracunskom razdoblju / 360.
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4.1 LIBOR

LIBOR(London Inter Bank Offering Rate) predstavlja prosje¢nu kamatu na medu-
bankarskom trzistu u Londonu po kojoj su banke spremne jedna drugoj posudivati
novee na jedan dan (overnight rate), 1 tjedan, 2 tjedna te 1 do 12 mjeseci. LIBOR se
odreduje na temelju dnevnih kotacija banaka s visokim kreditnim rejtingom. Iz tog
razloga LIBOR je relativno niska kamatna stopa, te se u praksi smatra bezrizicnom
kamatnom stopom, iako, vjerojatnost defaulta banaka uvijek postoji. Na sljedecoj
slici prikazano je kretanje Sestomjese¢nog LIBORA, odnosno stope po kojoj su banke
spremne jedna drugoj posudivati novce na Sest mjeseci, u razdoblju od 6.8.2018. do
6.8.2019. Podaci su preuzeti s bankarskog softvera Bloomberg.

2 Message
Usoooé6M 0.00000 /0 .00000
At 8/5d Op 2.08588 Hi 2.08588 Lo 2.08588 Prev 2.13300 Vol O
95 Compare 96) Actions ~ 97 Edit ~ Line Chart
Mov Avgs Key Events
« an Chart Content *

ate = News C. Zoom

Suggested Functions HS You are in ICBETA. More info {FNRC} GPO Track the open/high/low/close price

® oo m e e B Q0B =

Slika 3: Kretanje Sestomjesecnog LIBOR-a u razdoblju od 6.8.2018. do 6.8.2019.

4.2 Forward rate Agreement (FRA)

Forward rate agreement (FRA) je dogovor dviju strana o fiksiranju kamatne stope
na odredeni iznos glavnice na neki period ¢iji su pocetak i kraj u buduénosti. FRA
se dogovara na danasnji datum, a na kraju perioda isplacuje se samo razlika izmedu
referentne i dogovorene fiksne stope izracunate na iznos glavnice. FRA se koristi za
zaStitu od promjena referentnih stopa te pri fiksiranju budué¢ih kamatnih prihoda
ili rashoda. Oznac¢imo sa F'(t,S,T) forward kamatnu stopu (forward interest rate),
pri ¢emu je t < S < T, odnosno t je trenutak u kojem se ugovara FRA, a S 1T su
pocetak i kraj perioda. Na trzistu bez arbitraze za F(t,S,T) vrijedi

51 - 7 [P ] Ly [PLT=P

- S-T =T (82)

1"Detaljnije moguce pronaci u [9] i [4].
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Stavljajuci

fi = g—=IP(T) = P(t,5)]

gt:P(t>S>

koriste¢i prethodne rezultate vezane za ekvivalentnu martingalnu mjeru i s obzirom
na to da prema Propoziciji 2 mozemo obveznice koristiti kao numerar, moze se
pokazati da vrijedi

F(0,5,T)=E,[F(T,S,T)|Fy], (83)

pri ¢emu je E? ocekivanje u svijetu neutralnom na rizik s obzirom na P(t,T) i

F(t,S,T) adaptiran s obzirom na filtraciju (F;,¢ > 0). Odnosno, F(¢,S,T) je mar-

tingal s obzirom na vjerojatnost P, s obzirom na koju se racuna ocekivanje u (83).
U slucaju kada je S =t, F(t,t,T) nazivamo spot kamatna stopa i vrijedi

il 1
F(t,t,T) = F(t, T :—[ —1]. 4
t0.T) = F.T) = 5 (84)

Prethodno definirani LIBOR je takoder forward kamatna stopa, odnosno LIBOR
opisujemo sa (82) i vrijedi (83).

4.3 Floating rate notes

Kao sto je prethodno spomenuto postoje obveznice kod kojih kupon, odnosno kupon-
ska stopa nije fiksna veé se u svakom trenutku isplate kupona ona moze promijeniti.
Takve obveznice nazivaju se Floating rate notes. U tom slucaju iznos kupona jednak
je

O =i, — T JFOT o, TN (5)

Pri ¢emu je F(T;_1,T;) prethodno definirana spot kamatna stopa. Uo¢imo da je ova
kamatna stopa odredena veé¢ u trenutku 7;_; te ¢emo iz tog razloga osim trenutaka
Ti, ..., T, u kojima ispla¢ujemo kupone imati i trenutak 7j u kojem ¢e biti odredena
kamatna stopa koja ¢e odredivati iznos kupona u trenutku 7;. Ako pretpostavimo
da je N = 1, uvrstavajuci (84) u (85) dobivamo

1

Grmam -

Buduéi da iznos 1 koji dospijeva u T; u trenutku t vrijedi P(¢,7T;) slijedi da je
vrijednost iznosa —1 koji dospijeva u 7T; u trenutku ¢ jednaka —P(¢,T;). Osim toga

iznos m koji dospijeva u trenutku 7; u trenutku ¢ jednak je P(t,T;_1). Slijedi

da je iznos C; koji dospijeva u trenutku 7; u trenutku ¢ jednak
Co= P(t, T;1) — P(t, T3). (87)

Vrijednost FRN-a je u trenutku ¢
p(t) = (D P(t,Tia) - P(tT)) - P(t,T) = P(t, To), (88)
i=1
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4.4 Kamatni Swap

Kamatni swap je dogovor izmedu dviju strana o zamjeni fiksne kamatne stope za
promjenjivu kamatnu stopu. NajceSée se dogovara na iznos nominalne vrijednosti
koja se nikada ne izmjenjuje nego samo sluzi kao baza za izra¢un. Izmjenjuje se
samo razlika izmedu fiksne i promjenjive kamatne stope tzv. Net cash flow. Strana
koja plac¢a fiksnu kamatnu stopu i prima promjenjivu naziva se platilac fiksne stope
(fixed leg payer), dok je druga strana koja placa promjenjivu, a prima fiksnu ka-
matu primatelj fiksne stope (floating leg receiver). Pretpostavimo da su isplate u
trenucima 711, ... T,. Dakle, platioc swapa u trenutku 7; placa fiksnih KON i prima
promjenjivih F(T;_1,T;)0N. Slijedi da je novéani priljev u tom slucaju jednak

[F(Ti, T}) — KON, (39)
odnosno koristeéi (85) i (87) slijedi
N[P(t,Ti)) — P(t,T}) — KSP(t, T,)]. (90)
Slijedi da je vrijednost II,(¢) swapa za platioca u trenutku ¢ < 7Tj jednaka
() = N[P(t,To) — P(t,T) — K6 S P(t, ). (91)
i=1
Dok je vrijednost II,.(t) swapa za primatelja u trenutku ¢ jednaka
L) = —IL,[8) (92)

Pravedna stopa swapa u t < T tzv. swap rate je ona stopa za koju je vrijednost
swapa jednaka 0 odnosno ona za koju je II,(t) = II,(¢) = 0. Oznac¢imo tu stopu sa
Rgwap(t), iz jednadzbe (91) slijedi

P(t,Ty) — P(t,T,)

Besaplt) = o 93
) = Sy PaT) e
Prethodnu jednadzbu mozemo zapisati u obliku
P(t,Ty) — P(t,T,)
Bl = (94)

A(t) ’
gdje je
A(t)y=6) P(t,T)).
i=1
U praksi najéesée duljine intervala [T;_1, T;] nisu jednake pa koristimo izraz

A(t) = f: 5:P(t,T}).

A(t) se naziva anuitetni faktor.
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Propozicija 2. Diskontirani proces A(T) = e~ Iy r<ds A(t) je martingal s obzirom na
vjerojatnost P* neutralnu na rizik.

Dokaz. Dokaz moguce pronaci u [9], Remark 18.5. O

Slijedi da A(t) mozemo koristiti kao numerar. Za forward swap kamatnu stopu
Rgwap(t) vrijedi da je martingal u odnosu na vjerojatnost neutralnu na rizik uz
numerar A(t). Odnosno, ako uzmemo da je f; = P(t,Ty) — P(t,T,) i g¢ = A(t)
slijedi

stap(t) = EZ [stap(TO)lFt]- (95)
Takoder, prema (69) za bilo koji financijski derivat f; vrijedi
_ il
fo = AO)ER | 75| P (96)

Posljednja dva rezultata bit ée kljuéna za razumijevanje swap opcija.

Vazno je napomenuti da prethodno definirana swap kamatna stopa Rgy,,(t) nije
realna buduéi da u stvarnosti ne¢emo ugovarati stopu koja nam ne donosi nikakav
prinos. Kako bi bilo jasnije o ¢emu se radi pogledajmo jedan primjer. Pretpostavimo
da poduzeée A ima obveze prema Banci A, odnosno pretpostavimo da se radi o
kreditu u trajanju od 5 godina ¢ija je nominalna vrijednost 10 000 000 USD, te da
je kamata koju poduzece placa Sestomjese¢ni LIBOR koji se isplacuje svakih Sest
mjeseci. Varijabilna kamatna stopa, odnosno LIBOR je forward kamatna stopa sto
znaCi da se dogovara u trenutku prije isplate kamate, odnosno u trenutku ¢ = 0
dogovorena je stopa koje ¢e se isplatiti u ¢t = 1, te je u t = 1 dogovorena nova stopa
za t = 2 i tako sve do kraja trajanja ugovora. Varijabilna stopa se ¢esto naziva i
reset rate. Kako bi se poduzecée A zastitilo od promjena LIBOR-a odlucuje uéi u
kamatni swap u kojem ¢e primati Sestomjesecni LIBOR te placati fiksnu kamatnu
stopu.

6m LIBOR

6m LIBOR Banka A

A
< Fiksna kamatna stopa |
N

Slika 4: Kamatni swap

Na prethodnoj slici mozemo vidjeti da Poduzeée A prima i placa Sestomjesecni
LIBOR, preostaju mu obveze u fiksnoj kamatnoj stopi, odnosno poduzece A zastitilo
se od rizika promjene LIBOR-a. Pretpostavimo dodatno da je swap dogovoren s
Bankom B na dan 8.8.2019. Koristeé¢i Bloomberg mozemo odrediti vrijednost ovog
swap ugovora. Podaci su preuzeti na dan 6.8.2019.

a4y



ICE LIBOR USD 6M Index v § SWPM Related Functions Menu ¥ ¥ Message

91 Actions ~ 92 Products ~ 93) Views ~ 94 Info ~ 95) Settings -~ Swap Manager

Solver (Premium) -~ Load Save Trade ~ CCP ~
| 3 Main WEONSENE 5 Curves 6 Cashflow 7) Resets 9 Scenario 10) Risk 1) CVA 12 Matrix
Deal (L] Fixed Float Swap Counterparty ISWAP CNTRPARTY EIE JRETe << o4 20) Properties
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Market

Leg 1: NPV 10,011,618.21 Leg 2: NPV 10,031,70¢

Accrued 0.00 Accrued

Premium 100.12 Premium

DVO1 5,053.73 DVO1 8!

Valuation Results 22) Calculators ~

Par Cpn 1.541269 Premium . PVO1 4,868.40
Principal 20,091.16 BP Value 20.09116 BRO1 51:USD (v 4,877.29
Accrued 0.00 DVO1 4,790.88

NPV 20,091.16 Gamma (1bp) 2.77

Suggested Functions IRDL You are in ICBETA. More info {FNRC} YCDF Customize your cash curve defaults
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Slika 5: Primjer swap ugovora u trajanju od 5 godina s nominalom 10000000 USD,
fiksnom stopom 1.5% i varijabilnom stopom koja je Sestomjesecni LIBOR sklopljen
na 6.8.2019.

Ono sto mozemo vidjeti na slici 5 jesu dvije strane swap ugovora, payer §to
je prema naSem primjeru poduzece A i receiver banka B. Cesto se te dvije strane
nazivaju fixed leg i float leg, odnosno kazemo da imamo dvije noge u ugovoru, fiksnu
i varijabilnu. Pretpostavljamo da se nalazimo u poziciji platioca odnosno plac¢amo
fiksnu stopu. Nominalna vrijednost swapa je 10000000 USD (na slici 5 notional
10MM). Swap je ugovoren s pocCetkom na 8.8.2019. (Bloomberg za datum koristi
mm/dd/yyyy) i traje 5 godina, odnosno traje do 9.8.2024., a isplate su polugodisnje
Sto znac¢i da sve ukupno imamo deset trenutaka u kojima se razmjenjuju isplate.
Promjenjiva kamatna stopa je kao $to smo rekli Sestomjesecni LIBOR (na slici 5 je to
index US0006M). Pretpostavimo takoder da je fiksna stopa 1.5% (na slici coupon).
U izracunu za ¢; koristimo formulu §; = dani u obracunskom razdoblju/360 (na
slici 5 Day Count = ACT/360). Sadasnja vrijednost ovog swap ugovora koju ¢emo
izrac¢unati u nastavku takoder je vidljiva na slici 5 i iznosi 20 091.16 (NPV). Na
slikama 6 i 7 prikazan je predvideni novéani tok za vrijeme trajanja swapa, te forward
stopa, odnosno ocekivana stopa LIBOR-a.

Pogledajmo detaljnije prvu isplatu swapa. Nominalna vrijednost je 10 000000
USD, promjenjiva kamatna stopa dogovorena je na 6.8.2019. i iznosi 2.08588% (Slika
7), dok je fiksna kamatna stopa jednaka 1.5%. Prva isplata je Sest mjeseci nakon
ulaska u swap, odnosno na 10.2.2020. sto je 186 dana od pocetka dogovora. Buduci
da smo u ovom swapu u poziciji platitelja fiksne stope, pla¢amo fiksnu stopu, a
primamo varijabilnu §to znac¢i da moramo platiti iznos jednak

10 000 000 - 0.015 - = Ll = 77 500.00
360
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91 Actions ~ 92 Products ~ 93) Views ~ 94 Info ~ 95 Settings ~
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Currency usbD B2 Zero Rate NPV

Date Payments(Rcv) Payments(Pay) Net Payments Discount Zero Rate
3/2019 10,000,000.00 10,000,000.00 0.00
10/2020 107,770.47 3
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Slika 6: Novcani tok swapa ugovora

1 primamo iznos

10 000 000 - 0.0208588 - % =107 770.47,

Sto znad¢i da smo ostvarili zaradu od
107 770.47 — 77 500.00 = 30 270.47
¢ija je sadasnja vrijednost
30 270.47 - 0.989721 = 29 959.32.

Prethodna vrijednost je sadasnja vrijednost prve isplate vidljiva na slici 6 u prvom
trenutku isplate, zbog zaokruzivanja imamo malenu razliku na zadnjoj decimali.
Prethodno znac¢i da u prvom trenutku ostvarujemo zaradu od 29959.32 koja nastaje
zbog toga $to je naSa fiksna stopa 1.5% manja od varijabilne stope koja iznosi
2.08588%, odnosno u prvom trenutku primamo veéi iznos, a placamo manji. U
trenucima kada je predvidena LIBOR stopa manja od fiksne stope dolazi do gubitka.
Ukupna zarada tj.vrijednost swap ugovora je suma svih isplata, odnosno kada bi na
isti nacin izracunali sadasnje vrijednosti svih isplata dobili bismo vrijednost swap
ugovora koja iznosi

NPV =29959.32 + 3905.61 — 2056.5 — 6 533.55 — 2 901.55 — 6 519.61
—976.69 — 2 033.31 + 3 561.28 4 3 686.70 = 20 091.63

Uoc¢imo da opet imamo malu razliku u odnosu na vrijednost koju je izracunao Blo-
omberg. Osim toga na slici 6 mozemo vidjeti da je u posljednjoj isplati jednako
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Slika 7: Predvideni LIBOR na 6.8.2019

kao i u trenutku ugovaranja swap ugovora ura¢unata i nominalna vrijednost swap
ugovora, no kako smo ve¢ spomenuli nominalne vrijednosti nece se razmjenjivati. U
slucaju kada bi nominalne vrijednosti razmjenjivali mogli bismo ovaj swap ugovor
promatrati kao zamjenu dvije kuponske obveznice pri ¢emu je iznos kupona jedne
fiksan dok je kupon druge varijabilan, odnosno prethodno spomenuti floating rate
notes. Vrijednost ovog swap ugovora kada bi se nalazili u poziciji primatelja fiksne
stope, poziciji banke B, iznosila bi —20091.63. Odnosno, u svim trenucima u kojima
je varijabilna stopa veca od fiksne trpjeli bi gubitak. Na slici 8 prikazan je graf
fiksne i varijabilne stope za vrijeme trajanja ovog swap ugovora. U svim trenucima
u kojima je varijabilna stopa vec¢a od fiksne ostvarujemo dobit zbog pla¢anja manje
stope dok u preostalim ostvarujemo gubitak.

U nastavku pogledajmo sto bi se dogodilo da smo ovaj isti swap dogovarali jedan
dan kasnije, odnosno na dan 7.8.2019. s istim pocetkom i zavrSetkom, te istom
kuponskom stopom koju zamjenjujemo Sestomjese¢nim LIBOR-om. Swap ugovor
prikazan je na slici (9).

Mozemo primjetiti da je sada vrijednost swap ugovora —11 997.29 Sto znaci da
smo u ovom sluc¢aju u gubitku. Naravno, promjena je nastala zbog promjena u
LIBOR kamatnoj stopi ¢ije su vrijednosti prikazane na slici 10.

Bududi da je LIBOR stopa u odnosu na dan prije manja za 0.03475 to je utjecalo
na procjenu buduéih kretanja LIBOR stopa. Na sljedecoj slici prikazan je odnos
varijabilne i fiksne stope u ovom slucaju.

Vidimo da je u odnosu na sliku (8) u ovom slu¢aju LIBOR stopa samo u prvom
i drugom trenutku isplate vec¢a od fiksne stope 1.5%. Kako bi se dodatno zastitili
od rizika koji nastaje zbog promjena u trzisnim stopama poput LIBOR-a mozemo
koristiti swap opcije (tzv. Swaptions). Osim swap opcija za zaStitu od porasta
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Fiksnai varijabilna kamatna stopa

5 W —
1

10.2.2020 10.8.2020 9.2.2021 9.8.2021 9.2.2022 9.8.2022 9.2.2023 9.8.2023 9.2.2024 9.8.2024
—Fiksna stopa 1.5 1.5 15 1.5 1.5 1.5 15 1.5 1.5 15
——Varijabilna stopa 2.08588 1.57868 1.45851 1.36584 1.44098 1.36431 1.47986 1.45708 1.57451 1.57857

Slika 8: Varijabilna i fiksna kamatna stopa na 6.8.2019.
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Slika 9: Primjer swap ugovora u trajanju od 5 godina s nominalom 10000 000 USD,
fiksnom stopom 1.5% i varijabilnom stopom koja je Sestomjesecni LIBOR sklopljen
na 7.8.2019

kamatnih stopa mozemo koristi cap opcije dok za zastitu od pada kamatnih stopa
mozemo koristiti floor opcije. Ove opcije te nacin na koji ih vrednujemo objasnjene
su u sljede¢em poglavlju.
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Slika 10: Promjena LIBOR stope u posljednjih 17 dana

Fiksna i varijabilna kamatna stopa

10.2.2020 10.8.2020 9.2.2021 9.8.2021 9.2.2022 9.8.2022 9.2.2023 9.8.2023 9.2.2024 9.8.2024
= Fiksna stopa 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
—\/arijabilna stopa| 2.05113 1.56535 1.36788 1.37996 1.36344 1.27372 1.3985 1.36734 1.47751 1.47519

Slika 11: Varijabilna i fiksna kamatna stopa na 7.8.2019.

5 Opcije na OTC trzistu

5.1 Black model za odredivanje cijena opcija na OTC trzistu

Rekli smo da ée nam Black model biti klju¢an za odredivanje opcija na OTC tr-
zistu. U nastavku ¢emo odrediti Black-ov model za izra¢un cijena opcija koristeci
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prethodne rezultate oc¢ekivanja neutralnog na rizik kada za numerar uzmemo obvez-
nicu bez kupona. Pretpostavimo da se radi o europskoj call opciji s cijenom izvrSenja
K i dospijecem T Zelimo odrediti vrijednost opcije u trenutku ¢ = 0 iz jednadzbe
(76) slijedi

c = P(0,T)E;[max(0, St — K)]. (97)
Neka su Fy i Fr forward cijene u trenucima ¢ = 0 i trenutku dospijeca T. Kako je
FT = ST Slljedl

c = P(0,T)E;[maz(0, Fr — K)]. (98)
Pretpostavimo da je Fr log-normalno distribuirana sluc¢ajna varijabla te da je stan-
dardna devijacija od In(Fr) konstanta i iznosi orv/T. Prema Teoremu 3 slijedi

ESlmaz(0, Fr — K)| = Eg[Fr]N(d1) — KN(d), (99)
gdje su
In(EX[Fr]/K) & 0%T/2
diy = n(E5[Frl/K) £ 05T/ (100)
O'F\/T
Bududi da je zbog (79) Ej[Fr] = E;[St] = Fp slijedi
c= P(0,T)[FyN(dy) — KN(dy)], (101)
gdje su
2
2
4, = In(Fo/K) £ 02T/ ‘ (102)
’ O'F\/T
Odnosno vrjednost put opcije u t = 0 jednaka je
p=P(0,T)[KN(—d2) — FyN(—dy))]. (103)

Uoc¢imo da ako je pretpostavka da je r konstantna tada vrijedi prema (73) da
je P(0,T) = e~ odnosno, jednadzba (117) jednaka je jednadzbi (38) u poglavlju
Black model.

5.2 Cap i floor opcije
5.2.1 Cap opcije

Krovna (cap) opcija sluzi kao zaStita od porasta kamatnih stopa. Kupac opcije
placa premiju da bi utvrdio gornju granicu na odredenu kamatnu stopu po kojoj
se financira. Odnosno, prodavatelj opcije duzan je kupcu nadoknaditi razliku ako
trzisna kamatna stopa prede dogovorenu gornju granicu. Dogovorena gornja granica
naziva se izvrSna stopa cap-a. Osim izvr$ne stope, kupac i prodavatelj dogovaraju
nominalu vrijednost, koja se jednako kao kod kamatnog swapa ne izmjenjuje veé
sluzi kao baza za izracun, te vrijeme trajanja ugovora. Na ovaj na¢in kupac cap-a
postavlja gornju granicu svojih troskova financiranja. Pogledajmo jedan jednosta-
van primjer. Pretpostavimo da je nominalna vrijednost 10 000 000 USD, te da se
zelimo zastiti od promjena Sestomjesecnog LIBOR-a. Pretpostavimo da opcija traje
2 godine, te da su isplate svakih Sest mjeseci,odnosno imamo 4 isplate za vrijeme
trajanja opcije. Pretpostavimo da je gornja granica, odnosno izvrsna stopa cap-a
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3%. Pretpostavimo da je nakon Sest mjeseci, u prvom trenutku isplate, LIBOR
jednak 4%. Bududi da je LIBOR veéi od izvrSne kamatna stope prodavatelj kupcu
mora vratiti iznos koji je jednaki razlici izmedu LIBORA i izvrsne kamatne stope,

odnosno iznos
(0.04 —0.03) - 0.5 - 10 000 000 = 50 000.

Prethodna isplata naziva se caplet. Suma svih caplet-a jednaka je naSoj mogu-
¢oj zaradi za vrijeme trajanja opcije. Za svaki caplet racunamo opciju zasebno te
¢emo vrijednost opcije dobiti sumiranjem vrijednosti opcija za svaki pojedini ca-
plet. Uo¢imo, da je nakon Sest mjeseci LIBOR bio manji od 3% kupac ne bi imao
nikakvu zaradu u prvom trenutku isplate. Oznac¢imo sa L nominalnu vrijednost i
pretpostavimo da se radi o cap opciji s vremenom dospijeca T = t,,1, te da su
isplate u trenucima t; ...,%,, a izvrsna stopa jednaka r.,,. Pretpostavimo takoder
da je §; = t;11 —t;, a sa R; ozna¢imo LIBOR odreden u trenutku ¢; koji se isplac¢uje
na kraju perioda ¢;. Slijedi da je vrijednost i-tog capleta jednaka

Léimaz(R; — 7eqp, 0).

kako bi odredili vrijednost i-tog capleta koristimo P(t,t;11) (vrijednost obveznice
bez kupona u trenutku £, ¢ija je vrijednost u trenutku dospijeca t; ;1 jednaka 1) kao
numerar. Prema (78) slijedi

F(0,t;,ti11) = Ep(o,1) [ Rl (104)

gdje je F'(t,t;,t;41) forward kamatna stopa definirana u trenutku ¢ za period (;,t;11).
[z prethodne jednadzbe vidimo da je vrijednost u trenutku 0 forward kamatne stope
jednaka ocekivanoj vrijednosti spot kamatne stope za period (t;,%;11), pri ¢emu
o¢ekivanje racunamo u odnosu na vjerojatnost neutralnu na rizik te za numerar
koristimo P(0,¢;+1). Oznac¢imo sa cap;(t) vrijednost opcije i-tog caplet-a u trenutku
t. Ako u jednadzbu (76) stavimo da je f; = cap;(t) vrijedi da je vrijednost opcije
1 — tog caplet-a jednaka

cap;(0) = P(0,t;41)LO; Ep(ot,, 1) [maz(R; — Teap, 0)]. (105)

Uz pretpostavku da je R; log-normalna slucéajna varijabla te da je standardna
devijacija In(R;) = 0;1/%; slijedi da je vrijednost i-tog capleta u trenutku 0 jednaka

cap;(0) = L5; P(0, 41 [Rs(0)N(dy) — TeapN (o)), (106)

gdje su

d1 , = ln(Ri(O)/rcap) st U?ti/z
Prethodna formula je prosirenje Black modela. R; je forward kamatna stopa za
period izmedu t; i t;,1, o; je volatilnost ove forward kamatne stope. P(0,%;11) je
diskontni faktor buduci da su isplate u trenucima ¢;,1, a ne u trenucima ¢; kada je
dogovorena forward stopa.
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5.2.2 Floor opcije

Suprotno cap opcijama, podne (floor) opcije sluze kao zastita od pada kamatnih
stopa, odnosno ugovara se minimalna kamatna stopa koju je kupac spreman platiti.
Ako referentna kamatna stopa padne ispod razine izvrSne kamatne stope odredene
floor opcijom, prodavatelj je duzan kupcu nadoknaditi tu razliku. Isplatu u i-tom
trenutku nazivamo flooret. Vrijednost floor opcije jednaka je sumi opcija izrac¢unanih
za pojedini flooret. Slijedi da je vrijednost i-tog flooreta jednaka

Léimaz(rfioor — R, 0).

Odnosno u trenucima kada je izvrsna stopa 7.0 veca od trzisne kamatne stope R;
kupac ostvaruje zaradu, dok u trenucima u kojima je trzisna kamatna stopa veé¢a od
izvrSne ne ostvaruje nikakav dobitak. Premija koju vlasnik mora platiti za ovakvu
opciju u trenutku 0 jednaka je

flOOTZ'(O) = L(SlP(O, ti+1)[7"floorN<_d2> — RZ(O)N(—dl)], (107)

gdje su
l’I’L(RZ’(O)/TﬂOOT) + O'?tl/Q

oiv/ti

5.2.3 Primjer cap i floor opcije koristeé¢i Bloomberg

dip =

Koriste¢i ponovno bankarski softver Bloomberg mozemo odrediti vrijednosti cap i
floor opcija. U prethodno opisanom primjeru kamatnog swap ugovora na slici 8 vi-
djeli smo predvideno kretanje Sestomjese¢nog LIBOR i odnos s fiksnom kamatnom
stopom od 1.5%. Jednako tako vidjeli smo da je dan kasnije LIBOR pao te ¢emo iz
tog razloga sada odrediti vrijednosti floor i cap opcije u kojem je varijabilna stopa
Sestomjesecni LIBOR, dok je izvr§na stopa cap ugovora jednaka 1.4%. U sluc¢aju cap
opcije ono §to Zelimo je zastiti se od rasta Sestomjesecnog LIBOR-a iznad 1.4%, dok
u slucaju floor opcije Zelimo zastitu od pada kamatnih stopa ispod 1.4%. Prvo ¢emo
izracunati vrijednost floor opcije. Promatramo opciju koja je dogovorena na dan
7.8.2019. s pocetkom za godinu dana, odnosno na dan 6.8.2020. s izvrSnom stopom
od 1.4% te promjenjivom stopom Sestomjeseénim LIBOR-om i nominalnom vri-
jednoscéu 10 000 000 USD. Isplate su polugodisnje. Pretpostavka modela za izrac¢un
floor, jednako kao i cap opcija je konstantna volatilnost, no buduéi da vrijednost cap
i floor opcije rac¢unamo kao sumu svih capleta i flooret-a u izrac¢unu koristimo tzv.
spot volatilnosti odnosno pretpostavka je da je volatilnost konstantna za vrijeme tra-
janja jednog flooret-a te se jednako kao kamatna stopa mijenja svakih Sest mjeseci,
odnosno nakon svake isplate. Pretpostavka modela za izra¢un floor, jednako kao i
cap opcija je konstantna volatilnost za vrijeme trajanja jednog caplet-a, odnosno
flooret-a. Podatke o volatilnosti preuzeti ¢emo s Bloomberg-a. Razlikujemo povi-
jesnu volatilnost 1 podrazumijevanu volatilnost (tzv. implied volatility). Povijesna
volatilnost odreduje se na temelju povijesnih podataka o volatilnosti. Bloomberg u
izracunu koristi podrazumijevanu volatilnost koja se za razliku od povijesne volatil-
nosti odreduje na temelju trzisnih cijena opcija. Odnosno, koriste¢i poznate trzisne
vrijednosti opcija kojima se kotira na trzistu i poznate vrijednosti svih ostalih para-
metara koje koristimo u izra¢unu opcije, metodom pokusaja i pogresaka odredujemo
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volatilnost vezane imovine, u ovom slu¢aju volatilnost LIBOR-a. Na slici 12 prika-
zana je floor opcija dok je na slici 13 prikazana tablica svih podataka koje mozemo
preuzeti s Bloomberg-a i koje ¢emo koristiti za izracun floor opcije.
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Slika 12: Floor opcija sklopljena na 8.7.2019. s poc¢etkom za godinu dana i trajanjem
5 godina, nominalnom vrijednoséu 10 000 000, izvrsnom stopom 1.4% te trzisnom
stopom Sestomjese¢nim LIBOR~om.

Floor Strike  Floor Vols ResetRate Payment Discount IntrinsicPV Time PV PV
08/06/2020 | 02/09/2021 183| 10,000,000.00 1.40 51.67 1.39102 | 14,651.52 0.98 445.10 | 13,848.34 14,293.44
02/05/2021 | 08/09/2021 181| 10,000,000.00 1.40 52.96 1.32180 | 19,407.73 0.97 3,811.75 | 15,002.60 18,814.34
08/05/2021 | 02/09/2022 184| 10,000,000.00 1.40 53.84 1.36144 | 21,889.03 0.96 1,898.13 | 19,181.65 21,079.78
02/07/2022 | 08/09/2022 181| 10,000,000.00 1.40 55.89 1.27105 | 26,299.97 0.96 6,205.89 | 18,968.73 | 25,174.62
08/05/2022 | 02/09/2023 184( 10,000,000.00 1.40 54.16 1.38980 | 25,961.43 0.95 495.82 | 24,188.07 24,683.90
02/07/2023 | 08/09/2023 181| 10,000,000.00 1.40 55.11 1.35702 | 28,391.53 0.94 2,041.59 | 24,779.09 26,820.68
08/07/2023 | 02/09/2024 184| 10,000,000.00 1.40 50.05 1.46887 | 26,358.53 0.94 - 24,724.42 24,724.42
02/07/2024 | 08/09/2024 182| 10,000,000.00 1.40 50.41 1.46510 | 27,869.73 0.93 = 25,959.91 25,959.91
181,551.09 |

Slika 13: Tablica s podacima floor opcije preuzeta s Bloomberg-a.

Nalazimo se u long poziciji odnosno kupujemo floor opciju sto znaci da océekujemo
pad kamatne stope. Ova opcija daje nam pravo da nakon godinu dana, toc¢nije na
dan 8.6.2020., imamo pravo izbora hoé¢emo li uéi u ovakav floor ili ne. Na slici 12
zaokruzena je vrijednost opcije. Uoc¢imo za pocetak da veé¢ sada ako usporedimo
vrijednosti opcije na slikama 12 i 13 zbog zaokruzivanja imamo malu razliku u
vrijednosti cap opcije iako su podaci na slikama izravno preuzeti s Bloomberg-a. Ono
$to mozemo vidjeti u desnom kutu slike 12 jesu tzv."Grci" *® koji mjere izloZenost
riziku, odnosno mjere utjecaj pojedinih varijabli na vrijednost opcije. Generalno,

18Vige moguce pronadi u [16] poglavlje 17.
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pretpostavimo da cijenu opcije opisujemo funkcijom f(S, K, t,r, o), gdje je S vezana
imovina, K izvrSna cijena ili izvrSna stopa , r i su kamatna stopa i vrijeme dospijeca,
te o volatilnost. "Grei" su parcijalne derivacije funkcije f:

_of
A= 39 delta

_ B
928
_9f
p_37“

of
=%t
_9f
o

¥

gama
ro
theta

v vega.
Deltu opcije veé smo prethodno spomenuli, mjeri promjenu u odnosu na promjenu
trzisne cijene, odnosno vezane imovine. Gama je mjera promjene delte, ro je mjera
promjene kamatne stope dok su theta i vega mjere promjene vremena dospijeca i
volatilnosti. Na slici 12 je A = DV 01 = 1480.18. Promjena je mjerena u baznim
tockama (basis points, oznaka bp) Sto znac¢i da ako se vrijednost vezane imovine,
LIBOR-a, promjeni za 1pb= 0.01% = 0.0001 vrijednost opcije promijenit ¢e se
za 1480.18. Vrijednost game jednaka je Gamma(lbp) = 36.14 §to znaci da ce se
vrijednost opcije promijeniti za 36.14 ako se vrijednost A promjeni za 1bp. Dalje
mozemo vidjeti da ¢e se vrijednost opcije promijeniti za 3 116.87 ako se volatilnost
promjeni za 1%, te ¢e se vrijednost opcije smanjiti za 18.87 ukoliko trenutak dos-
pijeca bude jedan dan ranije. Pogledajmo detaljnije iznos prvog flooret-a sa slike
13. Prva isplata je Sest mjeseci nakon pocetka floor-a odnosno na dan 9.2.2020..
Imamo sljede¢e podatke: LIBOR stopa (Reset rate) R;(0) = 1.39%, volatilnost
o1 =51.67% , t; = 365/360 = 1.01389 zbog toga Sto smo dogovorili opciju s pocet-
kom za godinu dana, a na¢in izra¢una je kao $to mozemo vidjeti na slici 12 jednak
ACT/360, odnosno (trenutak ugovaranja opcije - trenutak pocetka flooret-a ) /360,
9, = 183/360 = 0.5083 odnosno vrijeme izmedu pocetka flooret-a i trenutka isplate
izrazeno u godinama, P(0,ty) = 0.975561 je diskontni faktor koji je takoder izracu-
nat u Bloomberg-u (stupac Discount). UvrStavajuéi prethodne podatke u jednadzbu
(107) slijedi

In(0.0139/0.014) 4+ 0.5167% - 1.01389/2
0.5167+/1.01389

1n(0.0139/0.014) — 0.51672 - 1.01389/2
iy — L JO014) /2 _ —0.27080393,

0.5167+/1.01389
Floory(0) = 10000000 - 0.5083 - 0.975561[0.014N (—ds) — 0.0139N (—dy)] = 14 427.49

& — — 0.24589607,

Razlika koja nastaje zbog zaokruzivanja i zbog toga Sto u Bloomberg-u broj dana
u godini mozda nije uzet to¢no 365 jednaka je 14 427.49 — 14 293.44 = 134.05. U
sljedecoj tablici izracunate su vrijednosti preostalih opcija za svaki flooret.
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i 01'2 t; O'\/%—i hl(Ri(O)/Tfloor) d1 dg 51 ﬂOOI‘i(0>

210.2131 | 1.52 | 0.6528 -0.0575 0.2384 | -0.4145 | 0.503 | 18 942.22
310.2931 | 2.02 | 0.7656 -0.0279 0.3463 | -0.4193 | 0.511 | 21 223.97
4| 0.3957 | 2.53 | 0.8896 -0.0966 0.3362 | -0.5534 | 0.503 | 25 304.36
5| 0.4453 | 3.04 | 0.9437 -0.0073 0.4641 | -0.4796 | 0.511 | 24 852.93
6 | 0.5387 | 3.55 | 1.0379 -0.0312 0.4889 | -0.5490 | 0.503 | 26 973.40
710.5073 | 4.05 | 1.0072 0.0480 0.5513 | -0.4559 | 0.511 | 24 885.70
8 1 0.5795 | 4.56 | 1.0766 0.0455 0.5805 | -0.4961 | 0.506 | 26 123.19

Ukupna suma svih flooret opcija iznosi

8
> floor;(0) = 182 733.26,

1=1

Sto znaci da je razlika u naSem izrac¢unu i Bloomberg-a jednaka 1 182.17 $to nije
toliko velika razlika buduéi da je nominalna vrijednost 10 000 000 i opcija traje 4
godine. Ono §to jo§ mozemo vidjeti na slici 13 je intrinzi¢na, unutarnja vrijednost
opcije (Intrisic PV). To je vrijednost koja pokazuje profit za trenutno izvrSenje
opcije. Odnosno, to je sadaSnja vrijednost razlike koju je prodavatelj floor opcije
duzan platiti u odredenom trenutku ako je trzisna stopa, LIBOR, pala ispod izvrsne
kamatne stope. U prvom trenutku intrinzi¢na vrijednost imovine jednaka je

10 000 000 - 0.975561 - 183/360 - (0.014 — 0.0139) = 445.33.

Analogno mozemo izrac¢unati preostale vrijednosti koje su prikazane u tablici 1. U

Intrinzi¢na imovina (SV)
3811.51
1897.98
6 205.90
495.68
2041.38
0
0

QO | O T =] W DO

Tablica 1: Intrinzi¢na imovina floor opcije

trenucima u kojima je vrijednost izvrsne stope iznad trzisne ne ostvarujemo zaradu,
odnosno intrinzi¢na vrijednost imovine je 0. U nastavku mozemo vidjeti vrijednost
cap opcije dogovorene na isti datum 7.8.2019. s istim stopama, istom nominalnom
vrijednosti te istim vremenom trajanja. Na slici 14 prikazana je ova cap opcija na
Bloomberg-u, a na slici 15 tablica s podacima preuzeta s Bloomberg-a.

Za pocetak mozemo izraCunati intrinzicnu imovinu. Vrijednosti su prikazane
u tablici 2. Mozemo uociti da je intrinzi¢na vrijednost u svim trenucima osim u
posljednja dva jednaka 0 zbog toga Sto je u svim trenucima izvrSna stopa iznad
razine LIBOR-a. Iz tog razloga i vrijednost cap opcije je manja. S obzirom na tako
predvidenu situaciju mozda bi bilo za ocekivati i veéu razliku u cijeni opcija, no
izvrsna stopa uvijek je vrlo blizu trziSne stope. Buduéi da je izracun skoro jednak
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Slika 14: Cap opcija sklopljena na 8.7.2019. s poc¢etkom za godinu dana i trajanjem
5 godina, nominalnom vrijednoséu 10 000 000, izvrsnom stopom 1.4% te trzisnom
stopom Sestomjesecnim LIBOR-om.

PayDate  Days  Notional Capstrike  CapVols  ResetRate Payment Discount IntrinsicPV TimePV PV

08/06/2020 | 02/09/2021 183] 10,000,000.00 1.40 51.67 1.39 | 14,195.26 0.98 - | 13,8834 13,848.34
02/05/2021 | 08/09/2021 181| 10,000,000.00 1.40 52.96 1.32 15,475.76 0.97 - 15,002.60 15,002.60
08/05/2021 | 02/09/2022 184| 10,000,000.00 1.40 53.84 1.36 19,918.03 0.96 - 19,181.65 19,181.65
02/07/2022 | 08/09/2022 181] 10,000,000.00 1.40 55.89 1.27 | 19,816.67 0.96 - | 18,968.73| 18,968.73
08/05/2022 | 02/09/2023 184| 10,000,000.00 1.40 54.16 1.39 25,4359.95 0.95 - 24,188.07 24,188.07
02/07/2023 | 08/09/2023 181| 10,000,000.00 1.40 55.11 1.36 26,230.36 0.54 - 24,779.09 24,779.09
08/07/2023 | 02/09/2024 184| 10,000,000.00 1.40 50.05 1.47 29,878.66 0.94 3,301.90 24,724.42 28,026.32
02/07/2024 | 08/09/2024 182| 10,000,000.00 1.40 50.41 1.47 31,160.65 0.93 3,065.40 25,959.91 29,025.32

173,020.12

Slika 15: Tablica s podacima cap opcije preuzeta s Bloomberg-a.

Intrinzi¢na imovina (SV)

SO o) e

0
3 301.80
3 065.63

O || U = | W DN~

Tablica 2: Intrinzi¢na imovina cap opcije

izracunu floor opcije u nastavku je samo tablica s izracunima pojedinih opcija za
svaki caplet.
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i o7 t; ovt; | In(R;(0)/reep) d; ds cap;(0)

11]0.1353 | 1.01 | 0.5167 -0.0064 0.2478 | -0.2725 | 13 982.16
2102131 | 1.52 | 0.6528 -0.0575 0.2384 | -0.4145 | 15130.71
3 10.2931 | 2.02 | 0.7656 -0.0279 0.3463 | -0.4193 | 19 325.99
4 10.3957 | 2.53 | 0.8896 -0.0966 0.3362 | -0.5534 | 19 098.45
510.4453 | 3.04 | 0.9437 -0.0073 0.4641 | -0.4796 | 24 357.25
6 | 0.5387 | 3.55 | 1.0379 -0.0312 0.4889 | -0.5490 | 24 932.02
7 10.5073 | 4.05 | 1.0072 0.0480 0.5513 | -0.4559 | 28 187.50
8 1 0.5795 | 4.56 | 1.0766 0.0455 0.5805 | -0.4961 | 29 188.82

Ukupna suma svih caplet-a iznosi

8
> " cap; = 174 202.91,

1=1

Sto znaci da je razlika u nasem izracunu cap opcije i Bloomberg-a jednaka 1182, 79.
U prethodnim primjerima izvrsne stope bile su jednake reqp = 7f100r = 1.4% pa ove
opcije mozemo promatrati kao call i put odnosno mozemo vidjeti da vrijedi call-put
paritet

cap; — floor; = L;(R; — 0.014). (108)

1 cap; floor; | cap; — floor; | Lé;(R; —0.014)
1| 13982.16 | 14 427.49 - 445.33 - 445.33
21 15130.71 | 18 942.22 - 3811.51 - 3811.51
3119325.99 | 21 223.97 - 1897.98 - 1897.98
4119098.45 | 25 304.36 - 6205.90 - 6205.90
5| 24357.25 | 24 852.93 - 495.68 - 495.68
6 | 24932.02 | 26 973.40 -2041.38 -2041.38
7| 28 187.50 | 24 885.70 3 301.80 3 301.80
8 | 29 188.82 | 26 123.19 3 065.63 3 065.63

Takoder mozemo uociti da su to vrijednosti prethodno izra¢unatih intrinzi¢nih imo-
vina ¢ije vrijednosti mozemo naéi u tablicama 1 i 2, razlika je u odnosu na tablicu
1 u predznaku buduéi da smo u tom slucaju racunali L6;(0.014% — R;). Bududi da
je Lé;(R; — 0.014%) zapravo vrijednost jedne isplate swap ugovora, ozna¢imo je sa
swap;, vrijedi

(109)

cap; — floor; = swap;.

5.3 Swap opcije

Swap opcije (tzv. swaptions) su opcije koje vlasniku daju pravo na zamjenu fiksne
i varijabilne kamatne stope, odnosno ulazak u kamatni swap. Kupac i prodavatelj
dogovaraju vrijeme pocetka opcije, nominalnu vrijednost, fiksnu stopu te vrijeme
dospije¢a. Razdoblje od pocetka do kraja trajanja opcije naziva se tenor. Jednako
kao kod kamatnog swapa postoje dvije strane, kupac tzv. payer swaption i pro-
davatelj tzv. receiver swaption, odnosno postoje call i put swap opcije. Kod call
opcije kupac, payer, ima pravo ali ne i obvezu ué¢i u swap i placati fiksnu stopu, dok
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kod put swap opcije kupac ima pravo ali ne i obvezu ué¢i u kamatni swap i primati
fiksnu kamatnu stopu, odnosno biti receiver. Ono $to odgovara kupcu put opcije,
odnosno prodavatelju call opcije, je porast kamatnih stopa dok kupcu call opcije,
odnosno prodavatelju put opcije, odogovara pad kamatnih stopa. To smo zaklju-
¢ili na prethodno objasnjenom primjeru swap ugovora u poglavlju 4.4, a mozemo
vidjeti i na slici 16. Odredimo za pocetak cijenu call swap opcije. Pretpostavimo

Payer Swaption Receiver Swaption

ProfitLoss
ProftiLoss

2

ke

STTLAE

Swaption Premium Swap Rate Swa -
} / Swapbon Premium Swap Ran

Slika 16: Prikaz vrijednosti call i put swap opcija.

da se nalazimo u poziciji kupca call opcije, odnosno ako odlu¢imo iskoristiti opciju
placat ¢emo fiksnu stopu, a primati promjenjivu kamatnu stopu. Pretpostavimo da
je nominalna vrijednost swap ugovora jednaka L te da je opcija sklopljena u tre-
nutku ¢y = 0. Pretpostavimo da je pocetak opcije, odnosno vrijeme ulaska u swap u
trenutku ¢,, , a prva isplata u trenutku ¢,,.;. Pretpostavimo takoder da imamo m —n
isplata, odnosno zadnja isplata je u trenutku trenutka ¢,, pri ¢emu je ty < t,, < t,,.
Ozna¢imo sa 7gyaption govorenu fiksnu stopu. Vrijednost swap ugovora u trenutku
ti,it=n-+1,...m jednaka je

L(Simaac(stap (tz) — Tswaption 0)7 (110)

pri ¢emu je Ryqp(t) pravedna swap stopa, odnosno stopa za koju je vrijednost ovog
swap ugovora koji traje od trenutka ¢, do t,, jednaka 0 i definirana je

Pl &, h— PUE )

Ao (D) X L)

Rsuap(t) =

pri cemu je

Anm(t) = > &iP(t,1;).
i=n-+1

Ako usporedimo jednadzbe (110) i (89) buduéi da nam je Ry, varijabilna forward
stopa vidimo da je jedina razlika u tome Sto umjesto (Rswap — Tswaption) IMamo
maz(Rswap — Tswaption, 0). Naravno, razlog tome je to §to u ovom slucaju imamo
opciju, odnosno biramo hocemo li izvrsiti zamjenu ili ne. Jednako tako mozemo
uociti da je jedina razlika jednadzbi (111) i (91) u diskontiranju.

Pretpostavimo da je Ryyq,(t) log-normalno distribuirana slu¢ajna varijabla te da
je standardna devijacija od In(Rgyqp(t)) konstanta i iznosi oy, ,/1,. Buduéi da je
swap kamatna stopa martingal u odnosu na vjerojatnost neutralnu na rizik kada
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za numerar uzmemo anuitetni faktor, slijedi zbog (96) i prema Teoremu 3 da je
vrijednost call swap opcije u trenutku ugovaranje ¢y = 0, jednaka

Fswapean = LAnm(0) (Rswap(0)N(d1) = Tsuwaption N (d2)) , (112)

gdje su
ln(stap<O>/7'swaption) i Ug,mtﬂ/2
o — .

Uocimo da je prethodna formula takoder prosirenje Black formule u svijetu neutral-
nom na rizik kada za numerar uzmemo anuitetni faktor. Na slican na¢in mozemo
odrediti vrijednost put opcije

dyp =

(113)

fswapput — LAn,m(()) (TswaptionN(_d2) - stap<O)N(_d1)) 3 (114)

gdje su
ln(stap(())/rswaption) = Uz,mtn/Q

g o —
= e

(115)

5.3.1 Primjer swap opcije koriste¢i Bloomberg

Pretpostavimo da Zelimo sklopiti swap opciju na dan 7.8.2019. s pocetkom za go-
dinu dana, odnosno jednako kao i kod cap i floor opcija na dan 9.8.2019. i datumom
dospijec¢a 9.8.2024. i istom fiksnom stopom od 1.4% i Sestomjeseénim LIBOR-om.
Ono sto mozemo vidjeti sa slike 11 je da je u tom vremenu predvideno da ¢e vari-
jabilna kamatna stopa biti niza od fiksne kamatne stope prvih Sest isplata dok ¢e u
preostale dvije biti iznad fiksne stope. Ono $to bi nam odgovaralo je da se u ovom
sluéaju nalazimo u poziciji u kojoj placamo varijabilnu stopu, a primamo fiksnu
buduéi da ¢emo tako u vecini slucaja placati nizu kamatnu stopu. Iz tog ulazimo u
long receiver poziciju, odnosno kupujemo put opciju. Na slici 17 prikazana je swap
opcija.

Volatilnost je konstantna i ponovno izrac¢unata u Bloomberg-u i iznosi 52.61%.
Osim toga u Bloomberg-u je izra¢unata i swap kamatna stopa, Reyep(0) = 1.383524%
(ATM (at-the-money) Strike) za koju je vrijednost swap ugovora jednaka 0. Buduéi
da nemamo podatak o tome na koji nac¢in su definirane i izracunate vrijednosti
LIBOR-a u Bloomberg-u, odnosno opisujemo li LIBOR jednadzbom (80), nec¢emo
za izra¢un koristiti jednadzbu (111) veé ¢emo je odrediti koriste¢i procijenjene vrijed-
nosti LIBOR stope preuzete s Bloomberg-a prikazane u tablici 3 i pomoc¢u podataka
na kojima je prikazan nov¢ani tok swap ugovora prikazan na slici 18.

Na slici (18) vidimo da je vrijednost swap ugovora uz fiksnu stopu 1.4% jednaka
6371.60. Za pocetak ¢emo izracunati sadasnje vrijednosti svih isplata, a nakon toga
¢emo izraCunati swap kamatnu stopu. Prisjetimo se, buduéi da se nalazimo u poziciji
u kojoj placamo varijabilnu stopu u svakom trenutku isplate moramo platiti

L- 51 ' RLIBOR7

a primamo iznos
L 51 * Tswaption -
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Dscnt Curve v mv USD (30/360, S/A vs. 3M LIBOR)  (ICVS Deijid

Fwd Curve 51 KM Mid K8 M EHUSD (vs. 6M LIBOR) with IBOR  (IC'E2

Vol Cube CELAT [

Valuation Results 2) Calculators ~

ATM Strike 1.383524 >Implied Vol (%) DVO1 1,679.39
Yield Value (bp) 29.836 Underlying Prem 0.06372 Gamma (1bp) 23.49
NPV Without Fee 115,281.63 Forward Prem 1.17491 Vega (1%) 2,082.41

NPV | 115,381.63 mde=iniig 1.15382 Theta (1-day) -141.80
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Slika 17: Swap opcija sklopljena na 8.7.2019. s poc¢etkom za godinu dana i trajanjem
5 godina, nominalnom vrijednoséu 10 000 000, izvrsnom stopom 1.4% te trzisnom
stopom Sestomjesecnim LIBOR-om.

Svodenjem na sadasnju vrijednost dobivamo sadasnje vrijednosti svih isplata i uplata
te sumiranjem razlika dobivamo vrijednost swap ugovora. U sljedecoj tablici prika-
zane su vrijednosti isplata:

Rrisor(%)
9.2.2021 1.36674

9.8.2021 1.34917
9.2.2022 1.35702
9.8.2022 1.26755
9.2.2023 1.39974
9.8.2023 1.36901
9.2.2024 1.48266
9.8.2024 1.48000

Tablica 3: LIBOR stopa swap ugovora
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CROATB CDS USD SR 2Y D14 Curncy v | SWPM v [ Related Functions Menu ¥ ¥ Message

91) Actions ~ 92 Products ~ 93) Views ~ 94) Info ~ 95) Settings ~ Swap Manager
Solver (Premium) ~ Load Save Trade ~
3 Main 4 Details 5 Curves 6) Cashflow 7) Resets 9 Scenario 10) Risk 12 Matrix

PN CRECl 22 Cashflow Graph
Cashflow Net

Accrued

Currency USD ® Zero Rate NPV

Pay Date Payments(Rcv) Payments(Pay) Net Payments Discount Zero Rate
08/10/2020, -10,000,000.00 10,000,000.00 0.00 0.982047 1.783485
02/09/2021 71,166.67 -69,475.87 1,690.80 0.975468 1.640125
08/09/2021 70,388.89 -67,833.20 2,555.69 0.969280 1.561826
02/09/2022 71,555.56 -69,358.64 2,196.91 0.962867 1.515960
08/09/2022 70,388.89 =63,729.51 6,659.38 0.957027 1.466768
02/09/2023 71,555.56 -71,542.24 13.32 0.950560 1.451623
08/09/2023 70,388.89 -68,830.91 1,557.97 0.944386 1.433634
02/09/2024 71,555.56] =75,780.35 -4,224.79 0.937674 1.433424
08/09/2024 10,070,777.78/ -10,074,822.44 -4,044.66 0.931093 1.431434

Suggested Functions FWCM See implied & historical forward rates REDL Get all RED data for CDS in one place

oo m € v B B @

Slika 18: Novcani tok swap ugovora na koji smo dogovorili opciju

i R'LIBORZ- (%) rswaption(%) (51 Uplate Isplate DObltl/gubltak SVZ

| 1.36674 1.4 0.508 | 71166.67 | -69 475.95 1690.72 1649.24
2 1.34917 1.4 0.503 | 70 388.89 | -67 833.27 2 555.62 247711
3 1.35702 1.4 0.511 | 71 555.56 | -69 358.80 2196.76 2 115:18
4 1.26755 1.4 0.503 | 70 388.89 | -63 729.60 6 659.29 6373.12
5 1.39974 1.4 0.511 | 71 555.56 | -71 542.27 13.29 12.63
6 1.36901 1.4 0.503 | 70 388.89 | -68 830.78 1558.11 1471.46
7 1.48266 1.4 0.511 | 71 555.56 | -75 780.40 -4 224.84 -3961.53
8 1.48000 1.4 0.506 | 70 777.78 | -74 822.22 -4 044.44 -3765.75

Vrijednost swap ugovora prema nasem izracunu jednaka je

8
Z SV: = 6 371.46.

1=1

Uocavamo male razlike u odnosu na izracune s Bloomberg-a prikazane na slici 18.
Dalje zelimo odrediti swap kamatnu stopu Rsuqp 1 odnosu na koju vrijednost swap
ugovora 0. Da bi vrijednost swap ugovora bila 0 mora vrijediti

m 8
Z5ip(0, tiva)Rirsor; = Z5ip(07ti+1)35wap(0),

tj.

Z?Zl 6 P(0,tiy1)Rrror, Z?:I 0;P(0,ti41)RrrBor,

sta 0) = —
A S AP0 ) A0
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Koristeci podatke iz prethodne tablice i diskontne vrijednosti sa slike 18 slijedi

8
> " 6:P(0,ti41) Rurpor, = 051+ 0.975 - 0.01367 + ... + 0.51 - 0.931 - 0.01480 = 0.0535027,
=1
A5(0) = 0.51-0.97540.5-0.969 + ... + 0.51 - 0.931 = 3.867132,
~0.0535027

Ropar(0) = ————— = 1.383524062.
p(0) 3.867132

Swap stopa koju smo dobili izracunom jednaka je swap stopi koju je izrac¢unao
Bloomberg. Pogledajmo sada vrijednost swap opcije. Nominalna vrijednost jednaka
je L = 10000 000, 7syaption = 1.4%, Rspap(0) = 1.383524%, A;5(0) = 3.867132
uvrstavajuéi vrijednosti u jednadzbu (114) dobivamo sljedece

_ 1n(0.01383524/0.014) + 0.05261%(365/360) /2
0.5261+/(365/360)
In(0.01383524,/0.014) — 0.052612(365/360) /2

dy = — —0.287217909,
0.5261/(365/360)

d

= (.242522965,

Fwapyer = 10000 000 - 3.867132 (0.014 - N (—0.24) — 0.01383524 - N(0.28))
— 38671 321.86 (0.014 - 0.6130 — 0.01383524 - 0.4042)
— 115 640.82.

Razlika u odnosu na Bloomberg je 115 640.82 — 115 381.63 = 259.19.
Na slici 19 prikazana je swap opcija u kojoj umjesto Sestomjesecnog LIBOR-a
zelimo koristiti Sestomjese¢ni EURIBOR(Euro Interbank Offered Rate).

EUR-HRK X-RATE Curncy ~ Related Functions Menu ¥ ¥ Message *v v 3tv [l

91) Actions ~ 92) Products ~ 93) Views ~ 94) Info ~ 95) Settings ~ Swap Manager
Solver (Premium) ~ Load Save Trade ~
| 3 Main WRIDESIS 5 Curves 6 Cashflow 7) Resets 9 Scenario 10) Risk 12 Matrix
Deal » Swaption Counterparty
Option Valuation Settings
Style | Furopean  [AENGICLEN Curve Date | 08/09/2019 [:]
Position v Currency - Valuation 08/09/20109 [=
Type A X Strike % Model [Black-Schole
Expiration | 08/10/2020  [=IEESIRVYSY - Volatility Type -
Swap Start | 08/12/2020  |=EEYGEWD) . ocoo | CSA Coll Ccy v
Swap End | 08/12/2025  [=E=rNEL OIS DC Stripping
Notification Days [ IEEEEIIEERI- ™ Premium Paid At Expiry
Underlying
Leg 1:Fixed v Leg 2:Float | Pay [
Coupon % Index | 6M | EUROO6M |
Pay Freq * Spread bp
Day Count v Leverage
Calc Basis TSNS Reset Freq | SemiAnnual [
Pay Freq | SemiAnnual &
Day Count v

Market =

Valuation Results 22) Calculators ~
ATM Strike Implied Vol (%) ] DVO1

Yield Value (bp) Underlying Prem Gamma (1bp)
NPV Without Fee Forward Prem Vega (1%)

NPV Premium ] Theta (1-day)

Slika 19: Swap opcija s trzisnom stopom Sestomjesecnim EURIBOR-om.
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EURIBOR je referentna kamatna stopa koja se odreduje dnevno kao prosjecna
stopa na europskom medubankarskom trzistu. U ovom sluc¢aju ne mozemo odrediti
vrijednost opcije koriste¢i Black model zbog toga sto je EURIBOR ¢esto negativna
stopa. Rjesenje problema navodimo u nastavku.

5.4 Generalizirani modeli

Nedostatak prethodnog Black modela je pretpostavka log-normalne distribucije forward
kamatne stope. Nakon financijske krize 2007.-2009. godine drzave poput gvicarske,
Finske, Danske u kojim postoji snazna valuta bile su preplavljene depozitima iz ino-
zemstva te su kako bi odvratile tu poplavu banke pocele plac¢ati negativnu kamatnu
stopu. Odnosno, banke u tim drzavama zara¢unaju odredenu proviziju za drzanje
depozita u bankama. Iz tog razloga je EURIBOR ¢esto negativna kamatna stopa.

5.4.1 Shifted Black model

Jedan od modela koji rjesava prethodni problem je Shifted Black model ili Shifted
lognormal model. U ovom modelu dodan je pomak © na forward kamatnu stopu F; =
F(t,T,95), odnosno forward kamatna stopa definirana je sljede¢om stohastickom
diferencijalnom jednadzbom:

dFt - O'(E — @)dBt, (116)

pri ¢emu je © <0, F;—© >0, 0 > 01 (B, t > 0) Brownovo gibanje. U tom slu¢aju
vrijednost call opcije u trenutku ¢t = 0 jednaka je

Carigi = PO, T)[(Fy — ©)N(dy) — (K — ©)N(dy)] (117)
RS In((Fo —0)/(K —0))+0iT/2
dip = TT - (118)
Odnosno vrijednost put opcije u t = 0 jednaka je
Pshigt = P(0, T)[(K — ©)N(—dz) — (Fo — ©)N(—dy))]. (119)

Pomak je dodan i na vrijednost K pa je jos jedna pretpostavka ovog modela i
K —© > 0. Tada je In((Fy —©)/(K — ©)) dobro definirano, a forward kamatne
stope mogu poprimiti negativne vrijednosti, odnosno moguce vrijednosti forward
kamatnih stopa pripadaju intervalu (0, 00), © < 0.

5.4.2 Bachelier model

Bachelier model pretpostavlja da je vezana imovina normalno distribuirana i tako
omogucuje da forward kamatne stope budu negativne. Forward kamatne stope u
tom slucaju opisujemo sljedecom diferencijalnom jednadzbom

dFt = O'dBt
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Vrijednost call i put opcije Bachelier modela u trenutku ¢ = 0 jednake su

CBachelier = P(O’ T)[(FO - K)N<d) I UTN/<d)]7 (120)
PBachetier = P(0, T)[(K — Fy)N' (—d) + oTN(d)], (121)
gdje je _—
¥ .

VT

a N i N funkcija gustoce i distribucije standardne normalne razdiobe

Y _22
/ ez dz, (122)

2

o 1
)_—
1 =Y

Niy) = \/%67. ke

Bloomberg u sluc¢aju negativnih kamatnih stopa za izracun predlaze koristenje
Bachelier-ovog modela.

N(y

5.5 Zakljucak

U radu smo se fokusirali na tri najpopularnije opcije OTC trzista, cap, floor i swap
opcije. Vidjeli smo da su formule za vrednovanje ovih opcija prosirenje Black modela.
Za svaku od opcija naveli smo jedan primjer te smo uz pomo¢ bankarskog softvera
Bloomberg odredili njihovu cijenu. Vidjeli smo da se cijena koju smo dobili koristeéi
Bloomberg ne razlikuje znacajno od cijene koji smo izrac¢unali koriste¢i prosirenje
Black modela. Razlika koja postoji nastaje zbog razlika u zaokruzivanju i nedostatka
informacija o na¢inu izracuna koji koristi Bloomberg. Problem se pojavljuje kada
vezana imovina za koju odredujemo vrijednost opcije poprima negativne vrijednosti,
kao u slucaju EURIBOR kamatne stope, zbog toga sto je pretpostavka Black modela
da je vezana imovina log-normalno distribuirana sluc¢ajna varijabla. Zbog toga smo
na kraju rada naveli dva generalizirana modela koja se u posljednje vrijeme sve vise
koriste u praksi zbog toga Sto vecina referentnih kamatnih stopa moze poprimiti
negativne vrijednosti.
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Sazetak

Ideja rada je primjena Black model za vrednovanje opcija na OTC trzistu. Na
pocetku rada predstavljen je model Brownovog gibanja te model geometrijskog
Brownovog gibanja koji sluzi kao osnova za modeliranje cijena vezane imovine. Na-
dalje, budué¢i da je Black model prosirenje Black-Scholes-Mertonovog modela za
vrednovanje call i put opcija u nastavku su predstavljene osnovne teorijske pret-
postavke Black-Scholes-Mertonovog modela koji nasljeduje i sam Black model. U
radu prosirujemo Black model, odnosno predstavljen je model kod kojeg kamatne
stope opisujemo sluc¢ajnim procesom. Za prosirenje Black modela vrlo bitna bit ¢e
ekvivalentna martingalna mjera te trziSna cijena rizika, Sharpeov omjer. U cetvr-
tom poglavlju predstavljeno je trziste obveznica i kamatnih stopa te su nakon toga
detaljnije analizirane tri najpopularnije opcije na OTC trzistu, cap, floor te swap
opcije. Za svaku od opcija analiziran je primjer za koji su podaci preuzeti s bankar-
skog softvera Bloomberg. Na kraju rada prokomentiran je problem Black modela te
su navedena dva generalizirana modela koja se ¢eSce koriste u praksi.

Kljucne rijeci

Brownovo gibanje, call opcije, put opcije, Black-Scholes-Mertonov model, Black
model, Sharpeov omjer, numerar, OTC trziste, swap kamatna stopa, obveznice bez
kupona, cap opcije, floor opcije, swap opcije.
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Pricing of Interest rate options on OTC market

Abstract

The main idea of this graduate thesis is to apply the Black model to evaluate inte-
rest rate options in the OTC market. At the beginning of thesis, a model of Brown
motion is presented, as well as a model of geometric Brown motion which is used as
basis for modeling the prices of underlying assets. Furthermore, basic theoretical re-
sults about Black-Scholes-Merton model and Black model are presented. We extend
Black model by assuming that interest rates are stohastic. The equivalent martin-
gale measure and the market price of the risk (Sharpe ratio) will be very important
to extend the Black model. In chapter four we introduced the bond and interest rate
markets and then we analyzed the three most popular options on the OTC market,
cap, floor and swap options. For each option an example in Bloomberg software is
given. At the end of the paper one problem of Black model is discussed and as a
solution of that problem two generalized models that are more commonly used in
practice are introduced.

Key words

Brown motion, call option, put option, Black-Scholes-Merton model, Black model,
Sharpe ratio, numerar, OTC market, swap rate, zero-coupon bonds , cap option,
floor option, swaption.
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