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Sazetak

U ovome radu proucavat ¢emo posebnu kategoriju matrica. Definirat ¢emo nenegativne matrice
te uvesti pojam M-matrice. Navest ¢emo primjere te karakterizaciju navedenih matrica. Pro-
motrit ¢emo nenegativne matrice ¢iji inverzi su M—matrice. Ako je A nenegativna matrica reda
n i A7! je M-matrica, onda su gotovo glavni minori od A svakog reda nenegativni. Pokazat
¢emo da je nesingularna matrica A reda p inverzna M-matrica ako i samo ako je QT AQ + D
inverzna matrica reda n, pri ¢emu je () nenegativna matrica dimenzija p X n, s to¢no jednim
pozitivnim elementom u svakom stupcu i D je pozitivna dijagonalna matrica. Ovo obuhvaca
nekoliko ¢injenica o inverzima M-matrica kao posebnim slucajevima.

Kljuéne rije¢i: M-matrice, nenegativne matrice, inverz, spektralni radijus, primitivne ma-
trice, Stieltjesova matrica

Abstract

This paper studies special matrix categories. We will define nonegative and introduce the term
M-matrices. A characterization of a class of totally nonnegative matrices whose inverses are
M-matrices is given. It is then shown that if A is nonnegative of order n and A~! is an
M-matrix, then the almost principal minors of A of all orders are nonnegative. We show that
a nonsingular p-by-p matrix A is an inverse M-matrix if and only if QT AQ + D is an n-by-n
inverse M-matrix whenever () is a p-by-n nonnegative matrix with exactly one positive entry
in each column and D is a positive diagonal matrix. This includes few facts about inverse
M-matrices as special cases.

Key words: M-matrices, nonnegative matrices, inverse, spectral radius, primitive matrices,
Stieltjes matrix
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1 Uvod

Tema ovog rada su nenegativne i M—matrice.

U prvom dijelu ponovit ¢emo veé¢ poznate pojmove koji ¢e biti koristeni u radu. Definirat
¢emo navedene matrice, navesti primjere te ustanoviti da postoji veza izmedu njih kojom ¢emo
se baviti u drugom dijelu rada.

Nenegativnim matricama smatramo kvadratne matrice ¢iji elementi su vedi ili jednaki nuli.
Matrice ¢iji elementi su strogo veéi od nule nazivamo pozitivnim matricama. Matrica je potpuno
nenegativna ako su svi njeni minori nenegativni odnosno potpuno pozitivna ako su svi njeni
minori pozitivni.

Nakon sto uvedemo pojam M-matrice, definirat ¢emo reducibilne i ireducibilne matrice te
spomenuti pojam Stieltjesove matrice. M-matrice se u matematici koriste za uspostavljanje
granica na svojstvenim vrijednostima i utvrdivanje kriterija konvergencije iterativnih metoda
za rjeSavanje sustava linearnih jednadzbi.

Osim u matematici, javljaju se u proucavanju konacnih Markovljevih lanaca u podrucju
teorije vjerojatnosti te u teoriji cekanja. Ekonomisti su proucavali M-matrice u vezi s brutom
zamjenjivosti, stabilnoséu opée ravnoteze i Leontiefovom input-output analizom u ekonomskim
sustavima. U inzenjerstvu, M-matrice se javljaju u problemima stabilnosti te u teoriji kontrole.

Oznaka M,,, oznacavat Ce vektorski prostor matrica tipa m x n dok ¢e M, oznacavati
vektorski prostor kvadratnih matrica reda n.

Neka je A = (aij) € My, realna matrica. Uvedimo sljedeée oznake: A > 0 predstavlja
a;; > 0 zasvakii,j, A>0znaci A>01A#0, A> 0 oznacava a;; > 0 za svaki 1, j.



2 Osnovni pojmovi

2.1 Nenegativne matrice

Sljedeéi pojmovi potrebni su nam za razumijevanje ovog rada. Sve definicije preuzete su iz [1],
[2] 1 [5].

Nenegativnim matricama smatramo kvadratne matrice ¢iji elementi su vedi ili jednaki nuli.
Matrice ¢iji elementi su strogo veéi od nule nazivamo pozitivnim matricama. Matrica je pot-
puno nenegativna ako su svi njeni minori nenegativni odnosno potpuno pozitivna ako su svi
njeni minori pozitivni.

) I . 1 @ 1 4 8 4 9 4
Promotrimo sljedece matrice: A—{ 47 ], B= { 5 3 ], C= { 9 1 ], D= { 9 6 ]
Matrica A je nenegativna, B je pozitivna, C' je potpuno nenegativna te je D potpuno pozi-
tivna.

Definicija 2.1. KaZe se da je matrica A € M, reqularna ako postoji matrica B € M, takva
da vrijedit AB = BA = 1. U tom se slucaju matrica B zove multiplikativni inverz ili inverzna
matrica od A i oznacava s A7'. Za matricu A € M,, koja nema multiplikativni inverz kaZemo
da je singularna.

2 2 2
Neka su A = [ 9 2 ] i B:[ 3 3 } . Matrica A je regularna dok je B singularna.
Definicija 2.2. Neka je F polje i A € M,,(F). Kazemo da je skalar A\ € F svojstvena vrijedost
matrice A ako postoji x € M, (F), x # 0 takav da je Ax = A\xz. Skup svih svojstvenih vrijednosti
matrice A naziva se spektar matrice A i oznacava sa o(A).

Skup Va(A\) = {z : Az = Az} naziva se svojstveni potprostor pridruzen svojstvenoj vrijednosti

A

Vektor x iz navedene definicije naziva se svojstveni vektor pridruzen svojstvenoj vrijednosti
A. Kratnost svojstvene vrijednosti A € o(A) kao nultocke svojstvenog polinoma nazivamo
algebarska kratnost od A. Svojstvene vrijednosti ¢ija je algebarska kratnost jednaka 1 nazivaju
se jednostavnim svojstvenim vrijednostima.

Definicija 2.3. Spektralni radijus matrice A € M,, definiramo sa:
p(A) = maz{ |\ : X svojstvena vrijednost matrice A}.

1 4

Primjer 2.4. Neka je A = { 0 2

p(A) = 2.

}, det(A— M) = (1= N2 -)) = o(4) = {1,2},

Teorem 2.5. Za nenegativnu kvadratnu matricu A vrijede sljedece tvrdnje:
a) p(A), spektralni radijus od A, je svojstvena vrijednost,
b) A ima nenegativan svojstveni vektor koji odgovara p(A),

c) AT ima nenegativan svojstveni vektor koji odgovara p(A).

2



Tvrdnje prethodnog teorema mogu se lako pokazati.

Definicija 2.6. Matrica A € M,, je kongruentna matrici E ako postoji matrica permutacije P
B

0
C D

su B 1 D kvadratne matrice ili ako je n=11 A=0. U suprotnom, A je ireducibilna.

takva da je PAPT = E. A je reducibilna ako je kongruentna matrici E = , pri cemu

Dakle, matrica A je reducibilna ako nije ireducibilna.

100 1 Z 0
Promotrimo sljede¢e matrice: A= | 2 3 4 |,B= |0 3 4 |. A jereducibilna dok je B
56 7 56 T

ireducibilna.

Dokazi sljedeéih tvrdnji mogu se pronadi u [2].

Teorem 2.7. Svaki od sljedecéih uvjeta karakterizira ireducibilnost nenegativne matrice A € M,
L = 1)s

a) Niti jedan nenegativan svojstveni vektor od A nema koordinatu 0.

b) A ima jedinstven (do na mnoZenje skalarom) nenegativan svojstveni vektor, koji je poziti-
van.

c) ax > Az, z > 0=z > 0.

d) (I+A)" >0

e) AT je ireducibilna.
Nenegativne ireducibilne matrice ukljucuju pozitivne.
Teorem 2.8.

a) Ako je matrica A pozitivna, onda je p(A) jednostavna svojstvena vrijednost, veéa od bilo
koje druge svojstvene vrijednosti.

b) Ako je A > 0 ireducibilna, onda je p(A) jednostavna svojstvena vrijednost, svaka svoj-
stvena vrijednost od A istog modula je takoder jednostavna, A ima pozitivan svojstven:
vektor x koji odgovara p(A) i svaki nenegativan svojstveni vektor od A je visekratnik od x.

Korolar 2.9.

a) Ako je 0 < A < B, onda je p(A) < p(B).

b) Ako je 0 < A< B i A+ B je ireducibilna, onda je p(A) < p(B).
Korolar 2.10.

a) Ako je B glavna podmatrica od A > 0, onda je p(B) < p(A).

b) p(A) je svojstvena vrijednost glavne podmatrice nenegativne matrice A ako i samo ako je
A reducibilna.



Teorem 2.11. Za nenegativnu matricu A sljedece turdnje su ekvivalentne:
a) A je ireducibilna i p(A) je veéi od bilo koje druge svojstvene vrijednosti.
b) Jedini neprazan podskup od R, koji ostaje invarijantan za A, je {0}.
c¢) Postoji prirodan broj m takav da je A™ pozitivna.

Definicija 2.12. Matrice koje zadovoljavaju uvjete prethodnog teorema nazivaju se primitivne
matrice.

Korolar 2.13. Ako je A primitivna i | je prirodan broj, onda su AT i A" primitivne.

0

Promotrimo sljede¢e primjere: A = { 11 ] je primitivna matrica, B = |: :| nije primi-

10
tivna.
Korolar 2.14.

a) Ako je A > 0 ireducibilna i B > 0, onda je A+ B ireducibilna.

b) Ako je A >0 primitivna i B > 0, onda je A+ B primitivna.

Teorem 2.15. Za A > 0,
ar < Az = a < p(A)

Az < Bz, x> 0= a < p(A) < B(iz > 0).

Dodatno, ako je A ireducibilna, onda
ar < Az < fr,z >0=>a < p(4) <p (iz>0).

Korolar 2.16. Ako je x pozitivan svojstveni vektor menegativne matrice A onda x odgovara

p(A).

2.2 M-matrice

Vrlo ¢esto problemi u raznim znanostima mogu se svesti na probleme koji uklju¢uju matrice koje
imaju neku posebnu strukturu. Jedna od najceséih situacija je kada matrica A ima nepozitivne
nedijagonalne elemente i nenegativne dijagonalne elemente. Odnosno, A je konacna matrica
sljedeceg tipa:

aix —aij2 —ais
—a21 Q22 —Q23
—asy —as2 a33



pri cemu su a;; nenegativni. Buduéi da A mozemo izraziti u obliku:
A=sl-B,s>0,B>0 (1)

nije iznenadujuca ¢injenica da teorija nenegativnih matrica igra dominantnu ulogu u proucavanju
odredenih tipova ovakvih matrica. Matrice oblika (1) vrlo ¢esto se pojavljuju u vezi s linearnim
ili nelinearnim jednadzbama, svojstvenim problemom te u razli¢itim podru¢jima ukljucujuéi
metode konacnih razlika za parcijalne diferencijalne jednadzbe, modele proizvodnje i rasta u
ekonomiji, Markovljeve procese u vjerojatnosti i statistici . ..

Oznacimo:

TP — {A — (aij) € Mn(R) Qg <0,1 7& j}
Definirajmo sada posebnu podvrstu matrica u Z™*™ koju nazivamo M-matrice.

Definicija 2.17. Matrica A = (a;j) naziva se M-matrica ako je a;; < 0 za svaki i # j i svi
glavni minori od A su pozitivna.

8 -3 -2 7 _4
Navedimo nekoliko primjera M—matrica: | =5 9 —1 |, :
-6 8
-1 -1 11
Definicija 2.18. Svaku matricu A oblika (1) za koju je s > p(B)', nazivamo M-matrica.

Oznacimo .# skup svih M-matrica te &/ skup svih matrica A = (a;;) koje zadovoljavaju
a; > 0 za svaki i te a;; < 0 za svaki 7 # j.

Teorem 2.19. Neka je A € of. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

a) A = \l—B za nenegativne matrice B i \g > p, gdje je p maksimalna svojstvena vrijednost
od B.

b) Realni dio svake svojstvene vrijednosti od A je pozitivan.
c¢) Svi glavni minori od A su pozitivni.

d) Svi vodeci glavni minori od A su pozitivni.

e) Postoji A™' 1 vrijedi A= > 0.

f) Postoji vektor x > 0 takav da je Az > 0.

g) Ako je B€ o/ i B> A, onda postoji B™'.

h) Postoji dijagonalna matrica D € < takva da je ADe > 0, pri ¢emu je e vektor Cije
komponente su sve jednake 1.

i) Postoji donjetrokutasta matrica Ty @ gornjetrokutasta matrica Ty takve da vrijedi:
To, Th € &, svi vodeéi glavni minori od Ty @ 11 su pozitivni i@ A = Ty - T}.

Dokaz prethodnog teorema mozete pogledati u [5].

Ispektralni radijus od B



Definicija 2.20. Matrica A € &/ naziva se M-matrica ako zadovoljava bilo koji od uvjeta
prethodnog teorema.

Neka je u nastavku A matrica reda n, i § strogo rastuéi nizovi u {1,2,--- ,n}. Ala, ]
oznacava podmatricu od A ¢iji retei i stupci su odredeni s o i 5. A(a, ) oznacava komple-
mentarnu podmatricu od Ala, ], det Ala, 5] je glavni minor od A kadgod je o = 3. Nadalje,
det Ala, o], gdje je a = {1,2,--- ;n —r} za neke r, naziva se vodeéi glavni minor.

Korolar 2.21. Neka je A € o7 .
a) Sve gornjetrokutaste i donjetrokutaste matrice v @/ su M-matrice.

b) Ako je red od A < 3, onda je A € M ako i samo ako je det A > 0.

c) Ako je red od A > 3,onda je A M-matrica ako i samo ako je det Ala,a] > 0 za sve
a € {1,2,...,n} ¢ija duljina je veéa od 2. Specijalno, ako je A reda 4 onda vrijedi
A€ M ako i samo ako det A(n,n) > 0 idet A > 0.

d) Ako je A M-matrica, onda je A¥ M-matrica ako i samo ako AF € o .

e) Ako je A blok matrica A = { e & ], onda je A € M ako i samo ako B,De A .

0 D

Teorem 2.22. Neka A = (a;;) zadovoljava uvjete: a; > 0 za svaki i te a;; <0 za i # j. Tada
su sljedece tvrdnje ekvivalentne:

a) A= Xl — B za neke nenegativne matrice B i neke \g > p, gdje je p maksimalna
(nenegativna) svojstvena vrijednost od B.

b) Realni dio svake nenul svojstvene vrijednosti od A je pozitivan.
c¢) Svi glavni minori od A su nenegativni.

Dokaz.

a) = b) Neka je 7 = a+ fi svojstvena vrijednost od A takva da vrijedi:
0 = det[r] — A] = det[r] — (Aol — B)] = det[(7 — Xo)I + B] = det[(A\o — 7)] — B].

Dakle, \o—7 = (Ao—a) — 37 je svojstvena vrijednost od B. Ako je a < 0, onda je \g—a > A9 > 0
paje |do —7]* = Mo—a)2+ 82 > M2 ili |Ao — 7| > Ao > p. Ovo je kontradikcija s maksimalnoséu
od p. Stoga a > 0. Akoje o = 01 8 # 0, onda je |[Ag — 7> = |Xo — Bi|> = A2+ 8% > A2 te
dobivamo kontradikciju kao i ranije. Stoga, realni dio svake nenul svojstvene vrijednosti je po-
zitivan.

b) = ¢) Postoji maksimalni nenegativan dijagonalni element za A i mozemo pretpostaviti
Ao = ai1. Neka je sada A = Al — B (Ao > 0), pri ¢emu je b;j = —a;j za i # j i by =0,
by = Ao — @22, .., by = Ao — Gpyp. Neka je p maksimalna (nenegativna) svojstvena vrijednost
od B. Buduéi da je Ay — p svojstvena vrijednost od A, prema pretpostavci \g — p > 0 ili
Ao > p. Ako je v maksimalna svojstvena vrijednost bilo koje glavne podmatrice od B, onda je
p > 7. Stoga, po slicnom argumentu iz prvog dijela dokaza, mozemo pokazati da svaka nenul
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svojstvena vrijednost bilo koje glavne podmatrice od A ima pozitivan realni dio. Buduéi da
su sve glavne podmatrice od A realne i njihove determinante su produkt vlastitih svojstvenih
vrijednosti, slijedi da je svaki glavni minor nenegativan.

¢) = a) Kao u drugoj implikaciji, A = X\ogI — B. Zelimo pokazati da je Ao > p, gdje je p
maksimalna svojstvena vrijednost od B. Ako je 7 > 0,

n

det [(7 + Xo)] — B] = det [r] + (Aol — B)] = det(r] + A) = Y _[r" My,
k=0

gdje M oznacava sumu svih glavnih minora reda k (My = 1) od A. Nadalje, ako su svi glavni
minori od A nenegativni, det [(7 + \g)/ — B] > 0.

Slucaj 1: Ako su svi glavni minori od A jednaki nuli, onda je Ay = 01 A = —B. No tada su
svojstvene vrijednosti od A i B sve jednake nuli tako da je A\g > p.

Sluéaj 2: Ako su neki glavni minori od A pozitivni, onda je det [(T + \o)I — B] > 0 za svaki
7 > 0. To implicira da niti jedan realan broj 7 + Ay > A\g ne moze biti svojstvena vrijednost od
B i zato je A\p > p. g

Definicija 2.23. Za matricu A kaZemo da je inverz pozitivna ako je reqularna i A= > 0.

Teorem 2.24. Neka je A € M,(R), n > 2. Sljedeée turdnje ekvivalentne su tvrdnji: A je
nesingularna M-matrica.

a) A+ D je inverz pozitivna za svaku nenegativnu dijagonalnu matricu D.
b) A+ ol je inverz pozitivna za svaki skalar o > 0.

c¢) Svaka glavna podmatrica od A je inverz pozitivna.

d) Svaka glavna podmatrica od A redova 1,2 i n je inverz pozitivna.

Dokaz. Pretpostavimo da je A nesingularna M-matrica i neka je D pozitivna dijagonalna ma-
trica. Tada buduéi da su svi glavni minori od A pozitivni slijedi da su svi glavni minori od
A+ D pozitivni. Iz uvjeta A;, Teorema 2.2.3 iz [2], A+ D je nesingularna M—matrica. Tada
iz. Definicije 2.23, A + D je inverz pozitivna. Dakle, a) i b) vrijede. Takoder iz Teorema 2.2.3,
svaka glavna podmatrica nesingularne M—matrice je takoder nesingularna M-matrica. Dakle
vrijede ¢) i d). Pretpostavimo sada da je A € M,(R) te da je A + ol inverz pozitivna za svaki
a > 0. Slijedi A= > 0 za o = 0. Po Definiciji 2.23 kako bismo pokazali da je A nesingu-
larna M-matrica trebamo samo utvrditi da je A € M,(Z). Pretpostavimo da A ima pozitivne
nedijagonalne elemente, a;; > 0,7 # j. Tada za proizvoljno mali a > 0,

(I+aA) ™ =T—aA+ (ad)? - (ad)’ +...
ima negativne (7, j) elemente. To je kontradikcija s pretpostavkom

7% L
OS(A+E) =a(l +aA)™.

Buduéi da a) = b) takoder slijedi da ako a) vrijedi za A € M,(R) onda je A nenegativna
singularna M—matrica. Neka je sada A € M,,(R) sa svojstvom da su sve njene glavne podmatrice

T



redova 1,2 i n inverz pozitivne. Tada A ima sve pozitivne dijagonalne elemente i vrijedi A=! > 0.
Preostaje pokazati da je A € M,(Z). Neka je

a b
2= ]
glavna podmatrica od A reda 2. Tada je a > 0,d > 0, i

B a2 ( d _b> > 0.

—C a

Iz pozitivnosti dijagonalnih elemenata matrice B slijedi da je b < 01 ¢ < 0. Zaklju¢ujemo
kako A ima sve nepozitivne nedijagonalne elemente. Konacno, iz ¢) = d) slijedi da vrijedi ¢)
za A € M,(R), tada je A nesingularna M—matrica.

O

Definicija 2.25. Simetricna nesingularna matrica naziva se Stieltjesova matrica.

A= [ ; 2 ] je primjer takve matrice.

Lema 2.26. Simetricna matrica A € Z™" je Stieltjesova matrica ako i samo ako je A pozitivno
definitna.

Teorem 2.27. Neka je A € Z™" ireducibilna. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne s turdnjom: A
je nesingularna M - matrica:

a) At B
b) Az > 0 za neki x > 0.

Dokaz. Pretpostavimo da je A nesingularna M-matrica. Za K = R iz [2] u Korolaru 5.2.10.,
slijedi da je A™1 > 0 pa vrijedi a). Uvjet b) slijedi direktno iz Teorema 2.2.3. Obrnuto, ako
a) vrijedi onda je A nesingularna M—matrica iz Teorema 2.2.3. .Preostaje razmotriti uvjet b).
Pretpostavimo da je Ax > 0 za neki x > 0. Tada, buduci da je A ireducibilna slijedi da
je A definirana u uvjetu L33 Teorema 2.2.3 ireducibilna iz cega slijedi da je A nesingularna
M-matrica. 0

Buduéi da svojstvene vrijednosti proizvoljne matrice A ¢esto nisu racionalne, aproksimacija
igra veliku ulogu u odredivanju spektra od A. Poznavanje granica svojstvenih vrijednosti moze
odrediti kada ¢e odredeni iterativni proces konvergirati. Na primjer, pogledajmo sustav linearnih
jednadzbi

Az =1b. (2)

Kada je A nesingularna, mnoge iterativne metode za rjeSavanje (2) mogu se dobiti rastavom

matrice A na matrice M i N te koristenjem iteracije

£ = M~ N2' + M~'b. (3)

Navedena iteracija konvergira za svaki 2° ako i samo ako je spektralni radijus od M !N manji
od 1.

Buduéi da su spektar od A i A™! povezani, informacije o spektru od A~! daju informacije

o spektru od A. Dakle, ako je A~™! > 0 (8to je sluc¢aj s nesingularnim M-matricama) imamo
informacije o A.



3 Nenegativne matrice €Ciji inverzi su M—matrice

U ovom poglavlju promotrit éemo povezanost izmedu nenegativnih i M-matrica. Ako je A
nenegativna matrica reda n i A~! M-matrica, onda su svi glavni minori od A nenegativni.
Osnovni pojmovi koristeni u ovom poglavlju preuzeti su iz [3] i [4].

Neka je A = (a;;) € M,. Pisemo A > 0 ako je a;; > 0 za svaki par (4,7). U tom slucaju
kazemo da je A potpuno nenegativna.

Za nesingularnu  kvadratnu matricu A kazemo da je inverzna M-matrica
ako je A~! M-matrica. Inverzna M-matrica je nenegativna. Nesingularna matrica s nepo-
zitivnim nedijagonalnim elementima je M-matrica ako i samo ako je njen inverz nenegativan.
Slijedi da je nesingularna nenegativna matrica inverzna M-matrica ako i samo ako njen inverz
ima nepozitivne nedijagonalne elemente.

Lema 3.1. Neka je A realna matrica reda n sa nepozitivnim nedijagonalnim elementima. A je
M-matrica ako i samo ako je A nesingularna i A~1 > 0.

Teorem 3.2. Neka je A € M, inverzna M-matrica @ Q € M,, nenegativna matrica s tocno
jednim pozitivnim elementom u svakom stupcu. Tada je

QTAQ+ D
inverzna M-matrica za bilo koju pozitivnu dijagonalnu matricu D € M,,.

Dokaz. Buduéi da su inverzi M-—matrica invarijantni pod pozitivnim dijagonalnim mnozenjem
i sli¢nosti permutacija bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da matrica () ima oblik

[ 0 .- 0 ]

0 €2T swe 0

Q= : :
0 s D eg
[ 0 ... 0 0 ]

gdje je el = (1,1,...,1) € My,,,,i = 1,...,q. Buduéi da je glavna podmatrica inverza M-
matrice opet inverz M-matrice [2,4], zbog pravila racunanja s blok—matricama slijedi da u
nastavku bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je ¢ = p, tj. da ne postoje nul
retci na dnu matrice (). Definirajmo sli¢nu blok-matricu Q na nacin:

f1T 0O --- 0 0
. o fF .-~ 0 0
£ 8 : :T
0 @ -« ¥ g
gdje je fI' =(1,0,...,0) € My,,,,i=1,...,p. Sadazai=1,...,p, definiramo m; X m; matrice
Yi
[ )
pri éemu je el = (1,1,.. .A, 1) € My, —11 1 U; definirana kao



0 0
i[5 7]

gdje je jedini¢ni blok (m; — 1) x (m; — 1). Neka je

Y = Vi0n®...0Y,

U=U00®...0U,

Za £ # 0 moze se pokazati da vrijedi
A A~ 1
(QFAG el =0t A Q8 Y.
€

Buduéi da desna strana ima nepozitivne nedijagonalne elemente, slijedi da je QT AQ + U
inverzna M—matrica za svaki € > 0. Za bilo koju pozitivnu dijagonalnu matricu D, postojie > 0
takav da je U < D, &to slijedi iz ¢injenice da je QT AQ + D inverzna M-matrica. Pretpostavili
smo da je p < n no zbog pravila racunanja s blok-matricama pokazuje se da nema smanjenja
opcenitosti koristeci tu pretpostavku.

O

Lema 3.3. Ako je A € M, inverzna M-matrica « D € M,, pozitivna dijagonalna matrica, onda
je A+ D takoder inverzna M-matrica.

Ova lema je poseban slucaj Teorema 3.2. Slijedi da je nesingularna nenegativna kvadratna
matrica reda n inverzna M-matrica ako i samo ako je A+ D inverzna M—matrica za sve pozitivne
dijagonalne matrice D.

Oznac¢imo M, ! skup inverznih matrica reda n te neka je W zatvarac toga skupa.

Teorem 3.4. Neka je A € M, nenegativna matrica. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
a) A€Mt
b) (A+ D)™ < D! za svaku pozitivnu dijagonalnu matricu D,
c) (A+ D)™ je M-matrica za svaku pozitivnu dijagonalnu matricu D,
d) (A+al)™! je M-matrica za svaki a > 0,
e) (A+ D)™ A > 0 za svaku pozitivnu dijagonalnu matricu D,
f) I+cA)P<T za svakic> 01
g) cA*(I +cA)™' < A za svakic > 0.

Dokaz. Pretpostavimo da vrijedi tvrdnja a). Neka je A inverzna M-matrica. Za svaku pozitivnu
dijagonalnu matricu D tada imamo:

At o A2 JE
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Buduéi da je A~! + D~! M-matrica, mnoZenjem obje strane prethodne nejednakosti nenegativ-
nom matricom (A™! + D717 slijedi:

AMAL 2PN < L
Algebarski, ova nejednakost ekvivalentna je sa:
ATND N A+ DA <,
sto implicira:
(A+D)'D< I

Buduéi da je prethodna nejednakost ekvivalentna sa:
(A+D)' <D™,

dobivamo tvrdnju b). Za dokaz b) = c), uo¢imo da b) implicira da (A + D)~! postoji. Stoga
slijedi ¢). Implikacija ¢) = d) je ocita. Kako bi pokazali da d) implicira a) dovoljno je izabrati
niz (a;) koji konvergira prema nuli takav da je a; > 0 za svaki i. Tada je A+ a; € M1 tj.
A € M. Dakle, tvrdnje od a) do d) su ekvivalentne. Zapisimo tvrdnju (A + D)™ < D! iz
b) u ekvivalentnom obliku I — (A+ D)™'D > 0. Iz (A+ D)'A=1— (A+ D)7'D slijedi da
su b) i e) ekvivalentne. Nadalje, b) oc¢igledno implicira f). Dokaz f) = d) analogan je dokazu
b) = c). Ekvivalencija izmedu f) i g) slijedi iz izraza (I +cA)™' =1 — cA + 2A*(I + cA)~L.
U

Korolar 3.5. Ako je A nesingularna nenegativna matrica reda n, onda je A inverzna M-matrica
ako i samo ako je A+ D nesingularna 1

(A+D)'A>0
za sve pozitivne dijagonalne matrice D reda n.

Primijetimo da u prethodnom korolaru ”pozitivne dijagonalne” mozemo zamijeniti sa ”ne-
negativne dijagonalne”.

Korolar 3.6. Nilpotentna matrica A je iz Mt ako i samo ako je A >0 1 A2 =0.

Dokaz. Akoje A > 01 A? = 0, onda je zadovoljena tvrdnja e) Teorema 3.4 pa imamo A € M-L.
Nadalje, neka je A € M 1. Ocito je A > 0. Buduéi da je A nilpotentna, permutacijskim
slicnostima mozemo bez smanjenja opéenitosti pretpostaviti da je A gornjetrokutasta (i da je
a; = 0 za sve 7). Pretpostavimo da je A? # 0. Neka je (i, k) par indeksa takav da je (A?); # 0
sa svojstvom da je k — ¢ minimalan medu svim takvim parovima. Ako je s > 3, onda je

(A% = ) [(A%)(A )k =0, jer je j —i <k — 4,

i<j<k

zato $to je A (a time i njezine potencije) gornjetrokutasta. Stoga, (i, k) element s lijeve strane
od e), koji je polinom u A, je

[cA* (I + cA)_ILk = c(A)i.
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Sada e) implicira
(A)ik > c(A?)ik za sve ¢ > 0,

Sto je ocito kontradikcija. Prema tome, A% = ( ¢ime je dokaz gotov.
]

Pretpostavimo sada da su sve matrice reda n. Oznacimo A;; podmatricu od A dobivenu
ispustanjem ¢-tog retka i j-tog stupca.

Teorem 3.7. Neka je A nesingularna, potpuno nenegativna matrica. Tada je A~* M-matrica
ako i samo ako je det A;; =0 za i+ j = 2K, pri cemu je K pozitivan cijeli broj, 1 # j.

Dokaz. Pretpostavimo da je A™' = (a;;) M-matrica. Tada je a;; < 0 za sve i # j. No
a;; = %. Bududi da je A potpuno nenegativna, imamo det A;; > 0 i A nesingularna
sto implicira det A > 0. Prema tome, det Aj; = 0zai+j = 2K i7 # j. Ako je det Aj;; =0
zai+j=2Kii# j, onda je ocito a;; < 0 za i # j. Cinjenica da je A~! M-matrica slijedi iz
Leme 3.1.

O

Nadalje ¢emo promatrati matrice ¢iji svaki element ima M-matricu kao inverz. U tu svrhu
kazemo da je A = (a;;) matrica tipa D ako

) ZS]?
Q5 = . .
a;, 1>]

pri ¢emu je @, > Qp_3 > ¢+ > 0y
Teorem 3.8. Neka je A matrica tipa D i ay; > 0. Tada je det A;j; =0 za | i —j |> 1.

Teorem 3.9. Neka je A = (a;;) matrica tipa D i ay; > 0. Tada je A™' trodijagonalna
M-matrica.

Dokaz. Kako je A simetricna mozemo pretpostaviti j > ¢+ + 1. Ako je ¢« = 1, onda je drugi
stupac od A;; visekratnik prvog stupca i det A;; = 0. Ako je j = n, onda su zadnja dva retka
od A;, identi¢na i det A;, = 0. Pretpostavimo da je i # 11 j # n. Neka je

detA,-j = det ( g; gz ) 5

gdje je By (i —1) x (i 4+ 1), a By jereda (n —1i) X (n —i — 2). (Primjetimo n > 4). Koristedi
Laplaceov razvoj za det A;; i razvojem po zadnjih n —i redaka vidimo da 2 stupca moraju uvijek
biti izabrani iz Bs jer Bj sadrzi samo n — ¢ — 2 stupca. Svi retci u Bs su visekratnici prvog
stupca. Prema tome, u sumi determinanti u Laplaceovom razvoju svaki izraz je jednak nuli i
zbog toga je det A;; = 0. O

Teorem 3.10. Ako je A >0 11 A™! je M-matrica, onda su glavni minori od A nenegativni.

Dokaz prethodnog teorema mozete vidjeti u [2].
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