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Uvod

U svakodnevnom se zivotu cesto sluzimo cijelim brojevima. Prirodne brojeve
koristimo za prebrojavanje razli¢itih objekata, dok su pozitivni i negativni cijeli
brojevi potrebni za prikaz stanja na bankovnom rac¢unu, definiranje mjernih ljes-
tvica, npr. pri mjerenju temperature, brzine, sile, nadmorske visine i slicno. U
matematici se skup cijelih brojeva Z ubraja u prebrojive skupove, koje uz konacne
skupove zajednickim imenom nazivamo diskretnim skupovima. Problemima veza-
nim uz diskretne strukture bavi se diskretna matematika koja obuhvaca razlicita
podru¢ja matematike poput teorije brojeva, algebre, racunalne znanosti, kombina-
torike, matematicke logike, teorije grafova i drugih.

Pri modeliranju i rjesavanju problema iz podru¢ja diskretne matematike koja
se bave prirodnim i cijelim brojevima cesto se koriste cjelobrojne funkcije. To su
funkcije koje elementima svoje domene pridruzuju cjelobrojne vrijednosti, odnosno,
njihova je slika skup cijelih brojeva ili neki od njegovih podskupova. Matematicki:
za funkciju f ¢ija je domena proizvoljan, (ne nuzno diskretan) skup D kazemo da je
cjelobrojna ako je f(D) < Z.

Pri analiziranju i interpretaciji podataka iz svakodnevnog zivota, moze se dogo-
diti da egzaktni matematicki izracuni daju rezultate koji u stvarnosti nemaju smisla
te ih je potrebno doraditi primjenjujuci neku cjelobrojnu funkciju.

Primjerice, prema Eurostatovom istrazivanju 2017. godine, broj ¢lanova po
kuéanstvu u Republici Hrvatskoj iznosi 2.8 ¢lanoval, no prirodnije je taj podatak
opisati najblizim prirodnim brojem te reé¢i kako on iznosi priblizno 3. Slicno, kada se
u Hrvatskom saboru koji trenutno broji 151 zastupnika treba apsolutnom veé¢inom
izglasati neki vazni zakon, nema smisla govoriti o 75.5 glasova potrebnih za njegovo
usvajanje nego tu vrijednost zaokruzimo na prvi vedi cijeli broj, koji je 76.

Razlicite funkcije za zaokruzivanje brojeva na cjelobrojne vrijednosti implemen-
tirane su i u racunalima. Ubrzanim razvojem racunalne znanosti, stvorila se potreba
za upotrebom i detaljnijim proucavanjem cjelobrojnih funkcija. Bez elementarnog
znanja o njima gotovo je nemoguce razumjeti rad racunala i brojnih programskih

algoritama u kojima se koriste.

'https://ec.europa.eu/eurostat/statistics—-explained/index.php/Household_
composition_statistics\#Household_size
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U ovom ¢emo radu definirati izabrane cjelobrojne funkcije, navesti neka njihova
svojstva i osnovne rezultate te ih potkrijepiti odgovaraju¢im primjerima. Ogranicit
¢emo se na funkcije realne varijable, ¢ija je domena skup realnih brojeva ili neki
njegov podskup. U duhu konkretne matematike vise ¢emo se koncentrirati na pri-
mjenu na numerickim primjerima i primjerima iz svakodnevnog zivota, a manje na
primjenu pri dokazivanju matematickih tvrdnji i opisivanje apstraktnih svojstava i
struktura vezanih uz cjelobrojne funkcije.

U prvom ¢emo poglavlju definirati karakteristi¢cnu (indikator) funkciju, opéenito
re¢i nesto o neprekidnosti cjelobrojnih funkcija te pomocu karakteristicne funkcije
definirati stepenaste funkcije. Navest ¢emo i neke njihove primjene.

U drugom poglavlju posebno ¢emo izdvojiti stepenaste cjelobrojne funkcije
najvece i najmanje cijelo zbog potrebe navodenja razli¢itih primjena u nastavi, te-
oriji brojeva i ra¢unalnoj znanosti.

U treé¢em ¢emo poglavlju spomenuti nekoliko vaznih funkcija iz teorije brojeva
koje se koriste pri proucavanju svojstava prirodnih brojeva i njihovih djelitelja, a u
posljednjem, cetvrtom poglavlju, skup svih cjelobrojnih funkcija karakterizirat ¢emo
kao prsten te kratko navesti neka algebarska svojstva skupa cjelobrojnih polinoma
kao njegovog podskupa.



1 Karakteristicna funkcija

Korisna funkcija za ispitivanje pripadnosti nekog elementa skupa X nekom pod-
skupu od X je tzv. karakteristi¢na ili indikator funkcija. Intuitivno, za njenu
sliku mozemo uzeti bilo koji dvoclani skup, npr. {istinito, lazno} u ovisnosti pri-
pada li element danom podskupu ili ne. Ipak, u standardnoj matematickoj definiciji
za sliku karakteristicne funkcije uzima se skup {0, 1} pa ju mozemo promatrati kao
cjelobrojnu funkciju.

1.1 Definicija i svojstva

Definicija 1. Neka je X neki skup i A < X. Funkciju X4 : X — {0,1} definiranu s

Xa(z) 1, ako xze€ A
I’ —
4 0, ako z¢ A

nazivamo karakteristicna funkcija podskupa A < X.

U nastavku rada karakteristicnu funkciju oznacavat ¢emo s 14 $to je najcesce
koristena oznaka u literaturi, a jos se koriste i oznake I4, K4 te [x € A], pri ¢emu

su [-] Iversonove zagrade®.

Navedimo neka od svojstava karakteristicne funkcije:

Propozicija 1. (vidi [1, Theorem 2, Theorem 3, Theorem 4, Theorem 5])
Neka su A, B, Ay, Ay, ..., A, € X. Tada vrijedi:

(a) I[AC =1- ]lA,
(b) lanp=14-1p,

& ﬂn — ]]‘AH
(@ 1a , =11

.
=1

(d) 7;1:]1,4, VnEN,

() Luup=1a+1p—14-1p.

2[P] = 1, ako je logicki izraz P istinit; [P] = 0, ako je lazan



Primjer 1. Jedan od standardnih primjera karakteristicne funkcije jest

Dirichletova funkcija, definirana kao f: R — {0,1} s pravilom pridruzivanja

)1, akozeQ
f@)_{o, akoz ¢ Q . 9

Dirichletova se funkcija najcéesée navodi kao primjer funkcije neprekidne u svakoj
tocki svoje domene (vidjeti [12, Zadatak 1.85]).

Opcenito, za primjer funkcija koje imaju prekid u jednoj ili vise toc¢aka, neri-
jetko se uzimaju upravo cjelobrojne funkcije definirane na skupu realnih brojeva ili
nekom njegovom povezanom podskupu. Dakle, ako cjelobrojna funkcija definirana
na povezanom skupu nije konstantna, sigurno ima prekid. Kako bismo se uvjerili u

istinitost te tvrdnje, prisjetimo se osnovnih pojmova i rezultata metrickih prostora.

Definicija 2. Par (X,d) nepraznog skupa X i realne funkcije d : X x X — R koja

zadovoljava uvjete:

(M) d(z,y) =0, VYx,yelX,

(Mz) d(z,y) =0 <= z =y,

(Ms) d(z,y) = d(y,z), Vr,yeX,

(My) d(z,y) <d(z,z) +d(z,y), Vzr,y,zeX

naziva se metricks prostor. Funkciju d nazivamo metrikom na X.
(Ukoliko je nevazno o kojoj se to¢no funkeiji d radi, mozemo govoriti samo o me-
trickom prostoru X.)

Definicija 3. Neka je (X, d) metricki prostor. Skup
K(mg,7) ={ge X1d(g,zq) €7} = X

zovemo otvorenom kuglom oko xy radijusa r.

Definicija 4. Neka je X metricki prostor. Za skup U < X kaZemo da je otvoren
ako za svaku tocku x € U postoji realan brojr > 0 takav da je K(x,r) € U. Za skup

F < X kazemo da je zatvoren ako je njegov komplement X\F otvoren skup.

Primjer 2. (vidi [22, Primjer 1.1])

s

Skup R™ je metricki prostor uz metriku d(z,y) = (x; — y;)?. Svaka otvorena

=1

kugla uw R™ je otvoren skup.



U [22] se moze vidjeti kako familija U svih otvorenih skupova u metrickom
prostour (X, d) ima sljedeca svojstva:

(T1) prazan skup 7 i cijeli skup X su otvoreni skupovi,
(T») unija proizvoljne familije otvorenih skupova je otvoren skup,

(T3) presjek svake konacne familije otvorenih skupova je otvoren skup.

Opcenito, uz familiju podskupova nekog skupa koja zadovoljava ova svojstva vezemo
sljede¢u definiciju:

Definicija 5. Neka je X neprazan skup i U < P(X) neka familija podskupova od
X koja ima svojstva (T4),(Tz) i (T3). Tada uredeni par (X,U) zovemo topoloski

prostor, familiju U topologijom na X, a elemente familije U otvorenim skupovima.

Teorem 1. (vidi [22, Teorem 2.1])
Neka su X 1Y metricke prostori. Preslikavanje f : X — Y je neprekidno ako i

samo ako je za svaki zatvoreni skup F <Y njegova praslika f<(F) = {zx € X :
f(x) e Y} € X zatvoren skup u X.

Definicija 6. Za metrick: prostor X kaZemo da je nepovezan ako postoje neprazni
otvoreni podskupovi U,V € X takvi da je X =U oV iU NV = . Prostor X je
povezan ako nije nepovezan, tj. ako se ne moze prikazati kao unija dvaju disjunktnih
nepraznih otvorenih podskupova. Skup A < X je povezan ako je A povezan kao
topoloski prostor.

(Rije¢ “otvoren”, u ovoj se definiciji moze zamijeniti rije¢ju “zatvoren”, pri cemu se

smisao definicije ne mijenja.)

Primjer 3. (vidi [15, Primjer 3.26. c)])
Skup R je povezan.

Teorem 2. (vidi [22, Teorem 2.14])

Topoloski prostor X je nepovezan ako i samo ako postoji neprekidna surjekcija

f: X —{0,1}.

Dokaz:

Neka je X nepovezan. Po Definiciji 6 postoje disjunktni zatvoreni neprazni
skupovi U,V < X takvi da je X = U u V. Tada je karakteristicna funkcija od
Uc X, f:X — {0,1} definirana s

1, akozxeU
fl@) = {O, akox eV

neprekidna surjekcija.



Neka je f : X — {0, 1} neprekidna surjekcija. Tada su prema Teoremu 1
skupovi U == f<(0) i V = f<(1) neprazni zatvoreni disjunktni podskupovi od X
za koje vrijedi X = U u V. Prema tome, X nije povezan. U

Dakle, ako bi postojala neprekidna nekonstantna cjelobrojna funkcija definirana
na skupu realnih brojeva, slicno dokazu Teorema 2, skup R bi mogli prikazati kao
disjunktnu uniju njegovih zatvorenih podskupova koju bi cinile praslike elemenata
iz skupa cijelih brojeva koji se nalaze u slici. To bi znacilo da skup R ne bi bio
povezan, Sto je u kontradikeciji s Primjerom 2.

1.2 Karakteristicna funkcija u teoriji vjerojatnosti i statistici

U teoriji vjerojatnosti se za funkciju iz Definicije 1 uvijek koristi naziv indikator
funkcija jer je izraz karakteristicna funkcija rezerviran za nesto drugacije definiranu,
kompleksnu funkciju (vidi [10, stranica 12]). Stoga ¢emo se i mi u nastavku drzati
takve terminologije.

Osnovni predmet proucavanja teorije vjerojatnosti je vjerojatnosni prostor. Za
njegovo precizno definiranje potrebno je poznavati pojmove o-algebre i funkcije vje-

rojatnosti koje se mogu pogledati u [2, Definicija 1.3, Definicija 1.4].

Definicija 7. Neka je ) prostor elementarnih dogadaja slucajnog pokusa. Neka je
F o-algebra na Q i P vjerojatnost na F. Uredenu trojku (2, F, P) zovemo vjerojat-
nosni prostor. Ako je Q) konacan ili prebrojiv skup, onda (2, F, P) zovemo diskretan

vjerojatnosni prostor.

Iz sljedece definicije vidljivo je kako indikator funkciju mozemo promatrati kao
diskretnu slucajnu varijablu te pomocu nje opisati odredene slucajne pokuse.

Definicija 8. Neka je dan diskretan vjerojatnosni prostor (2, P (), P). Svaku

funkciju f : Q — R nazivamo diskretna slucajna varijabla.

Pojasnimo kako to radimo na primjeru.



Primjer 4. Promotrimo slucajni pokus bacanja dviju simetriénih igraéih kockica.

Pomocéu indikator funkcije modelirajmo dogadaj ako su se okrenula dva ista broja.

Neka je Q = {(w1,ws) : w; € {1,...,6}} ¢ A = {(w1,w2) € Q: wy = wy}. Vjerojatnost
dogadaja A iznosi P(A) = % = = = ¢, gdje je k(A) broj elemenata skupa A.
Trazena sluc¢ajna varijabla definirana je s X : Q@ — {0,1} 4

1, ako (wy,wy)€A

0, ako (wi,ws)¢ A 1a ((wr,w2))-

X ((wi,wy)) = {

Varijabla X oéito ima Bernoullijevu distribuciju (vidi [2, Poglavije 2.4.2])

0 1
6 6

Opcenito, iz ¢injenice da indikator funkcija ima Bernoullijevu distribuciju, mo-

§ parametrom p = %, t7.

zemo izvesti korisnu vezu izmedu vjerojatnosti slu¢ajnog dogadaja i matematickog

ocekivanja slucajne varijable
E[14]=0-(1—p)+1-p=p= P(A)

koja se, uz svojstva karakteristicne funkcije iz Propozicije 1, koristi za elegantno
dokazivanje slozenih tvrdnji, npr. vidi [2, Teorem 2.4.].
U statistici, indikator funkciju mozemo koristiti za definiranje empirijske funk-

cije distribucije dane slu¢ajne varijable (vidi [7, Definition 1.]).

1.3 Stepenaste cjelobrojne funkcije

U ovom ¢emo potpoglavlju pomocu karakteristicne funkcije definirati veliku
klasu stepenastih funkcija, a posebno ¢emo spomenuti cjelobrojne stepenaste funk-

cije.
Definicija 9. Neka su A;, 1 = 1,...,n u parovima disjunktni intervali realnih bro-
jeva takvi da vrijedi | ] A; = R i neka su a;, i = 1,...,n realni brojevi. Za funkciju

i=1
f R — R kaZemo da je stepenasta ako ju mozemo prikazati kao linearnu kombi-

naciju karakteristicnih funkcija podskupova A; s koeficijentima a;:

f = Zailz“i'
i=1

Ako su svi koeficijenti a; € Z, 1 = 1,...,n, rijec je o cjelobrojnoj stepenastoj funkciji.



Stepenaste funkcije ime su dobile zbog svojih grafova koji se sastoje od dijelova

pravaca paralelnih s osi apscisa (npr. Slika 1), a koji podsje¢aju na stepenice.

Primjer 5. Promotrimo stepenastu funkciju f : R — Z definiranu s

(3, ze(-3,0] fx)
4, ze{0,2] 5|
flz)=13 1, ze{25] 4 f—
-1, ze{5,7.5] b ]
0, inace. ' 2F
1} —_—

'
1

-3 0 2

PN 5 - [ -
-

Slika 1: Graf funkcije f
Prema Definiciji 9, funkciju f moZemo zapisati u obliku
J=0Teon—3 +3 Lz +4- Log + 1 Leos) = 1 L) + 0 Lezson)

Radi jednostavnosti zapisa, u nekim slucajevima smijemo zanemariti uvjete disjun-
ktnosti intervala pomocu kojih definiramo stepenastu funkciju, te uvjet da njihova

unija mora biti skup R. Tada funkciju f moZemo prikazati u ekvivalentnom obliku
f=3Lsg+1-Log—1 Lerg)-

Heavisideova funkcija

Jednu stepenastu cjelobrojnu funkciju, vaznu u matematickoj analizi, koriste
fizicari i elektroinzenjeri za opisivanje mehanickih vibracija i analiziranje strujnih

krugova. To je tzv. Heavisideova funkcija, koju ¢emo oznaciti s H, definirana s

H(t) — {0, t<0

1, t>0

ili s pomakom kao



Pri racunanju s Heavisideovom funkcijom najcesée se koriste operacije u ko-
jima nije bitna vrijednost funkcije u svakoj pojedinoj tocki pa se, u ovisnosti o

problemu, vrijednost Heavisideove funkcije moze dogovorno posebno definirati za

t = 0, najcesce sa H(t) = 1.

U literaturi se moze pronadi i pod nazivom skok funkcija, u oznakama u, S,Y

ili ©. Na Slici 2 mozemo vidjeti grafove funkcija H i H,.

H(r) H;(1)
1k
i
I
0 t
0 a
(a) Graf funkcije H (b) Graf funkcije H,

Slika 2: Graf Heavisidove funkcije

U ovom kontekstu pomocéu Heavisidove funkcije mozemo definirati i karakte-
risticnu funckiju intervala [a,b] pod imenom pravokutna ili “gate” funkcija u

oznaci G, ), na nacin

G[:.b[(U

Glop(t) = H(t —a) — H(t - )
_ {1, t e [a,b] 1t

0, inace

= La,(0)- |

Slika 3: Graf funkcije G,y

Pomoéu Heavisideove i gate funkcije mogu se modelirati vrijednosti napona ili
struje u strujnom krugu, u ovisnosti je li i kada sklopka zatvorena. Pogledajmo kako

to izgleda na jednostavnom primjeru.



Primjer 6. Promatramo strujni krug koji se sastoji od 1zvora napona od 5V, sklopke

i trosila (vidjeti Sliku 4).

T

Slika 4: Jednostavan strujni krug

prekidad csklopka) —_—

5V

Opisimo pad napona u strujnom krugu u sljedecim situacijama:

(a) ako je sklopka jednokratno zatvorena u trenutku t = 0, pad napona opisujemo

Heavisideovom funkcijom: 5H (t);

(b) ako je sklopka jednokratno zatvorena u trenutku t = 3, pad napona opisujemo

Heavisideovom funkcijom s pomakom: 5H(t — 3);

(¢) ako je sklopka zatvorena w trenutku t = 1, te ponovno otvorena u trenutku

t = 15, pad napona opisujemo gate funkcijom: 5Gpi15(t).

U slozenijim se strujnim krugovima veze izmedu napona, struje, otpora i os-
talih veli¢ina opisuju diferencijalnim jednadzbama. Pri njihovom rjesavanju koriste
se Laplaceove transformacije (vidi [4, Chapter 6]). Prethodno navedene funkcije
prigodne su za opisivanje danih veli¢ina upravo zbog jednostavnosti primjene La-

placeove transformacije nad njima, u odnosu na transformiranje funkcije dio po dio.

Funkcija predznaka

Funkcija predznaka sgn : R — {—1,0, 1} negativnim brojevima pridruzuje vri-
jednost —1, a pozitivnima 1. Dodatno se broju 0 pridruzuje vrijednost 0. Dakle,

sgn(x)
1
—1, <0
sgn(z) =< 0, =0
1, z>0 > ¥
%
ili  sgn(z) = 2l r#0 4

Slika 5: Graf funkcije sgn



Ova funkcija svoju primjenu nalazi u matematickoj analizi kao derivacija funk-
cije apsolutne vrijednosti, a zbog toga sto ima prekid (kao nekonstantna cjelobrojna
funkcija definirana na R), korisna je i u konstruiranju kontraprimjera brojnim tvrd-
njama (vidi [3, page 62., Remark 1]).

U inzenjerstvu se pomocu funkcije predznaka mogu modelirati binarni kontrolni
sustavi paljenja i gasenja razlicitih uredaja.

Primjer 7. Ako Zelimo dizajnirati termostat kuénog klima uredaja tako da se upali
kada je sobna temperatura visa od T = 26 1 ugasi kada rashladi sobu na Zeljenu
temperaturu, elektricni uredaj koji ocitava trenutnu sobnu temperaturu @ signalizira
potrebu za paljenjem (Salje signal 1) ili gasenjem (Salje vrijednost 0) uredaja treba

modelirati pomocu funkcije

0, t <26
f(®) =0.5+0.5-sgn(t —26) = < (0.5, t=26) (2)
1, t>26.

(Vrijednost u trenutku t = 26 mozZemo i izostaviti iz definicije funkcije, zbog pret-

postavke da je temperatura vrlo promjenjiva i vrlo kratko ée iznositi toéno 26°).

Uocimo iz (2) opéenitu vezu funkcije predznaka i Heavisidove funkcije

+=-sgn(t—T)=H({t—-T), T = 0.

DN | —
N =
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2 Funkcije “pod” i “strop”

Nastavljajuéi se na navodenje primjera cjelobrojnih stepenastih funkcija iz pret-
hodnog poglavlja, zbog brojnih zanimljivih primjena u svakodnevnom zivotu, za-
dacima iz nastave, teoriji brojeva i racunalnoj znanosti, u ovom ¢emo poglavlju
posebnu paznju posvetiti cjelobrojnim stepenastim funkcijama najveée i najmanje

cijelo, jednostavnije zvanima funkcije pod i strop.

2.1 Definicija i osnovna svojstva

Definicija 10.

Funkciju |-] : R — Z koja realnom broju x pridruzuje najveéi cijeli broj mangi ili
jednak od x nazivamo funkcija najveée cijelo ili funkcija pod (eng. floor).

Funkciju [-] : R — Z koja realnom broju x pridruzuje nagmangi cijeli broj veci ili

jednak od x nazivamo funkcija najmange cijelo ili funkcija strop (eng. ceiling).

Primjer 8. Uocimo kako vrijedi:

Oznake |z|, [z] te nazive pod i strop, uveo je Kenneth E. Iverson 1960.-ih.
Do tada nisu postojale zasebne oznake za ove funkcije. Funkcija pod uobicajeno
se oznacavala s [z], uz uvijek potrebno dodatno pojasnjenje oznake. Izrazi koji
su zahtijevali upotrebu funkcije strop zapisivali su se pomocu odgovarajuce veze s
funkcijom pod.

Za lakse razumijevanje svojstava ovih dvaju funkcija, korisno je najprije pro-

motriti njihove grafove koji imaju karakteristican oblik stepenica.

el F————
3 &0 3 o—=0
2 —0 2 o—e
1 0 1 G——a
3 2 —‘1 1 2 3 - % -4 3 2 1 1 2 3 #
*—ip o—s 1
——o 2 o—a 2
p— -3 —o 3
(a) Graf funkcije |z| (b) Graf funkcije [z]

Slika 6: Grafovi funkcija pod i strop
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Iz definicije i grafa, za svaki x € R oc¢igledno vrijede nejednakosti
g—l<|lzl€z<p]l <z+l (3)

e €& < @] +1 1 [8]—1<& < [&] (4)

Posebno, za cjelobrojne argumente vrijedi
|z] =2 <= 2€Z = [z]=1=.

Uocimo i kako su grafovi funkcija pod i strop simetri¢ni obzirom na ishodiste, pa je
lako zapisati vezu izmedu ovih dvaju funkcija

Ako u (4) pribrojimo n € Z, dobivamo sljedeé¢e nejednakosti

lz]+n<z+n<|z]+n+1 (7)
[zZ] +n—1<z+n<[z]+n. (8)

Kako su |z|, [z],n € Z, onda su i sume |z| + n i [z] + n cjelobrojne.
Iz (5) 1 (7), te (6) 1 (8) tada slijedi

|z +n|=|z]+n 9)
[z 4+ n] = [z] +n. (10)

Iz posljednjih svojstava intuitivno se namece da bi slicno moglo vrijediti i za
mnozenje: |nz| = n|z|, te da za sve z,y € R vrijedi |z + y| < |z] + |y].

No, treba biti oprezan, jer te jednakosti opcenito ne vrijede. Primjerice, za
n=3izx=zjel3-3|=[1]=1,alije3-|3| =3-0=0. Takoder,zaz =1iy=3
je |3 +1] = 1] =1, ali je |3] + 4] = 0.

Jos neka od brojnih svojstava funkcija pod i strop pokazat ¢emo u nastavku,
kako nam budu bila potrebna za pojasnjenje razlic¢itih primjena.
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2.2 Primjene u radu s ucenicima

U redovnoj se osnovnoskolskoj i srednjoskolskoj nastavi cjelobrojne funkcije
gotovo uopce ne spominju. Tek u ponekom udzbeniku mogu se pronaci definicije i
osnovna svojstva, najcesce funkcija pod i strop, u sklopu sadrzaja “za one koji zele
znati vise”. Na temelju razumijevanja jednostavnih svojstava cjelobrojnih funkcija
mogu se generirati brojni zanimljivi zadaci za ucenicka natjecanja. Steta je i ne
koristiti ih kao vrlo ilustrativne primjere nekih svojstava funkcija. Zato ¢emo u
nastavku navesti nekoliko primjera kako uklopiti rezultate vezane uz funkcije pod i
strop u redovnu i dodatnu nastavu ili neku zanimljivu radionicu za ucenike.

Prilikom obrade navedenih funkcija zbog lakseg razumijevanja navest ¢emo pri-

mjere iz svakodnevnog zivota u kojima se one i koriste.

Primjer 9. Jedan osjecki taxi prijevoznik cijenu usluge prijevoza na podrucju grada
Osijeka naplacuje 20 kn za udaljenost do 5 km, te 5 kn za svaki sljedeci prijedeni
kilometar. U praksi to ne znaci da se cijena nakon 5 kilometara obracunava propor-
cionalno prijedenim kilometrima, nego se broj kilometara k zaokruzuje na najmanji
sljedeci cijeli broj, sto odgovara definiciji funkcije strop. Cijenu prijevoza mozZemo

zapisati kao cjelobrojnu funkciju po varijabli k € RT na nacin

2 k
Ck) = 0, <5
20+ [k —5], k=5.

Glavna mjera kuta

Jedino mjesto na kojem se u redovnoj nastavi koristi funkcija pod jest u tre¢em
razredu srednje skole pri uvodu u gradivo trigonometrijskih funkcija, kada se govori
o mjeri kuta.

Znamo kako svaki kut ima beskona¢no mnogo mjera, a svake se dvije razlikuju
za neki visekratnik broja 360. Drugim rijecima, ako je o jedna mjera nekog kuta,
tada je i svaki broj iz skupa {a + k - 360°, k € Z} takoder mjera tog kuta.

Medu svim tim mjerama, posebno ¢e nas zanimati ona za koju vrijedi
0° < o < 360° koju nazivamo glavna mjera kuta, a mozemo ju izracunati pomocu
formule

o = — [iJ 360°
B 360 '
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Svojstva funkcija

U cetvrtom razredu srednje skole sistematizira se i nadograduje svo znanje o
funkcijama i njihovim svojstvima. Upravo je funkcije pod i strop prigodno navesti
kao primjer monotono rastué¢ih funkcija ili funkcija koje imaju beskona¢no mnogo
prekida, Sto je ucenicima vrlo lako zakljuciti gledajuéi grafove tih funkcija.

Takoder, geometrijsku interpretaciju racunanja odredenog integrala lako je pre-
dociti u¢enicima racunajuéi povrsine pravokutnika sto ih “stepenice” grafa funkcije

pod zatvaraju s osi apscisa.
3

Primjer 10. Vrijedi: J |z de=—-1-1+0-1+1-142-1=2.
1

LX)

P
e

—

Slika 7: Graf funkcije |z|, za z € [—1, 3]

Broj cijelih brojeva u danom skupu

Na drzavnoj maturi ¢esto se pojavljuju zadaci u kojima treba odrediti broj
cijelih brojeva u nekom skupu (intervalu, segmentu).
Primjerice, segment [—1,4] sadrzi 6 cijelih brojeva: —1,0,1,2,3 1 4.

Rjesenje se moze jednostavno dobiti prebrojavanjem, ali i pomoc¢u formula koje
ukljucuju funkcije pod i strop.

Veé¢ u petom razredu osnovne skole, ucenicima je jasno kako se broj cijelih
brojeva koje sadrzi segment [a,b], gdje su a,b € Z,a < b, moze dobiti pomocu
formule b —a + 1.
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Ako su a i b realni brojevi, tada je najmanji cijeli broj koji se nalazi u segmentu
[a,b] prema definiciji funkcije strop, upravo [a|, dok je najveéi cijeli broj u danom
segmentu |b|, pa se problem svodi na trazenje broja cijelih brojeva u segmentu
[ [a], |b] ], a on iznosi |b] — [a] + 1.

Sliénim razmatranjem, za a,b € R, a < b, dobiju se sljedeée formule:

Skup Broj cijelih brojeva u skupu
[a,b) [6] = [a]

(a, b] 6] —|a]
{a,by, a < b [b] — |a] — 1.

Broj znamenaka u prikazu prirodnog broja u bazi b

Pri ucenju pretvaranja brojeva iz jednog brojevnog sustava u drugi, moze nas

zanimati koliko ¢e znamenaka neki broj imati u trazenoj bazi b.

Primjer 11. Koliko ¢e mjesta u memoriji racunala zauzeti dekadskr broj 23, zapisan

u binarnom sustavu?

Rjesenje: Kako je 2319 = 101115, za zapis u bazi 2 potrebno je 5 znamenaka, od-

nosno 5 bitova memorije.

Opcenito, prirodni broj n € N, zapisan u bazi b € N, ima r € N znamenki ako je

Uoc¢imo kako je r — 1 najveci cijeli broj manji ili jednak od logn, odnosno
logyn|=r—1 = r=|log,n|+1.

Zanimljivi zadaci na ovu temu mogu se pojaviti na ucenickim natjecanjima, nakon

obrade logaritamske funkcije.
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22019

Zadatak 1. Neka je x broj znamenaka u decimalnom zapisu broja , ay broj

znamenaka u decimalnom zapisu broja 52°Y. Odredi x + y.

Rjesenje: Prema prethodno izvedenoj formuli, vrijedi

z = [log2?"| + 1 = |[20191og 2] + 1
y = [log52"| + 1 = [20191og 5] + 1.

Iz svojstva (4) znamo da vrijedi |z| + 1 > z, Vo € R iz cega slijedi

120191og 2| + 1 > 2019 log 2
|201910g 5| + 1 > 20191og 5,

pa je
z +y = |2019log2| + 1+ |20191log5| + 1

(>)201910g 2 + 20191log 5
= 2019 (log2 + log 5) = 20191og 10 = 2019.

S druge strane, za x ¢ Z zbog (3) vrijedi |z| + 1 < x + 1. Kako brojevi 20191og 2 i
20191log 5 nisu cijeli, slijedi

|20191og 2| + 1 < 201910og2 + 1
|201910og 5| + 1 < 20191log5 + 1,

pa je

z +y =|20191log 2| + 1+ |20191og 5| + 1
@201910g2 + 20191ogb + 2
= 2019 (log2 + log ) + 2 = 201910g 10 + 2 = 2021.

Konacno, iz izraza 2019 <z +y < 2021 i  + y € N, dobivamo z + y = 2020.

Odredivanje dana u tjednu iz datuma

Za brojne vazne dogadaje iz osobnog zivota ili one od povijesne vaznosti, znamo
tocne datume kada su se dogodili, ali za rijetko koji dogadaj znamo kojeg se dana u
tjednu dogodio. Zbog slozenosti kalendara koji koristimo, to nije tako lako odrediti.
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Za rjesenje ovog problema dano je vise matematickih formula, a jedna od njih,
koju je osmislio njemacki matematicar Karl Zeller, moze se izvesti uz elementarno
znanje o funkciji pod. Izvod i primjena ove formule moze biti zanimljiva tema jedne
matematicke radionice za ucenike.

Svaki datum mozemo prikazati u obliku (d,m,g), gdje d oznacava redni broj
dana u mjesecu, m je broj pridruzen svakom mjesecu koji ocitavamo iz Tablice
1, a g je godina po Gregorijanskom kalendaru. Zbog specificnosti formule koju

¢emo navesti potrebno je za datume u sijecnju i veljaci uzeti prethodnu kalendarsku

godinu.
s, | N || B | =
~ S g .—|'=]| O S g1 g g .8
SEEEBEIHEIEIEEE
m| 1234|5678 |9|10]11]12
Tablica 1
Brojeve d,m i g uvrstavamo u formulu
g g g 13m — 1
Dl mg)=drgs || |L| o] L] [Ent .
(d,m, ) 9714~ 100 ™ Laoo 5 (1)

te na osnovu ostatka pri dijeljenju dobivenog broja D brojem 7, iz Tablice 2 dozna-

jemo koji dan u tjednu pripada trazenom datumu.

nedjelja | ponedjeljak | utorak | srijeda | ¢etvrtak | petak | subota
0 i 2 3 4 5 6

Tablica 2

Detaljno obrazlozenje formule (11) moze se pronaéi u [9].
Primjer 12. Koji je dan u tjednu bio 9. srpnja 1995. godine?
Rjesenje: Stavimod =9, m =51 g = 1995. Uvrstavanjem u formulu (11) dobivamo

D(9,5,1995) = 2499. Kako ostatak pri dijeljenju broja 2499 sa 7 iznosi 0, prema
Tablici 2 znamo da je 9.7.1995. bila nedjelja.
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2.3 Primjene u kombinatorici i teoriji brojeva

Koristeci definiciju i svojstva funkcija pod i strop, mnoge se tvrdnje i formule
kombinatorne matematike i teorije brojeva mogu (jednostavnije) izraziti pomocéu
upravo spomenutih funkcija, te pomocu njih rijesiti mnostvo zanimljivih zadataka.

Broj deranzmana

Definicija 11. Za dani se skup S svaka bijekcija f : S — S naziva permutacija
skupa S. Za s € S kazemo da je fiksna tocka permutacije f ako vrijedi f(s) = s.

Definicija 12. Permutacije n-clanih skupova bez fiksnih tocaka nazivamo deranzma-

nima.

Primjer 13. Broj deranzmana troélanog skupa {a, b, c} je 2, jer su {b,c,a} i {c,a, b}

jedine njegove permutacije bez fiksnih tocaka.

Za velike n-ove, broj deranzmana D,, nije jednostavno izracunati prema uobicaje-

1 @ 1
=nl — s — i elamy O
Dy, = 0l (1 TR +(-1) m).

noj formuli

a se aproksimiranjem broja D, brojem nle™! i zaokruzivanjem na naijblizi cijeli
p J J n i ] J ]

broj (izvod vidjeti u [23, IV, Propozicija 2]|) dobiva jednostavnija formula

n! 1
D,=|—+=].
]

Tako, jednoga dana na nasoj promociji, vjerojatnost da procelnik podijeli diplome
stotini studenata tako da svatko dobije neciju tudu diplomu iznosi cak

. . D,
broj deranzmana _ _ Du _ 1 56788 — 36.79%.
ukupan broj permutacija  n!

Nadajmo se da se to ipak nece dogoditi.

Dirichletov princip prebrojavanja

Jaku formu Dirichletovog principa mozemo izreéi u sljede¢em obliku:

Propozicija 2. (vidi [11, Excercise 3.8])
Ako n predmeta smjestimo v m kutija, tada barem jedna kutija sadrzZi najmanje

[n/m] predmeta, i barem jedna kutija sadrzi najvise |n/m| predmeta.
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Dokaz: Kada bi sve kutije sadrzavale manje od [n/m| predmeta, tada bi ukupan
broj predmeta bio n < m([n/m| — 1), pa bi vrijedilo n/m < [n/m| — 1, a to je u
kontradikeiji s (3).

Slicno, kada bi sve kutije sadrzavale vise od |n/m| predmeta, ukupan broj
predmeta bio bi n = m(|n/m| + 1), iz ¢ega slijedi n/m > |n/m| + 1, sto ponovno
dovodi do kontradikcije s (3). O

Broj visekratnika prirodnog broja manjih ili jednakih od zadanog broja

Primjenom sljedeceg teorema u kojem se koriste osnovna svojstva funkcije pod

mogu se rijesSiti brojni problemi iz teorije brojeva.

Teorem 3. (vidi [17, Lema 1])
Neka jen € N iz € RY U{0}. Tada je broj visekratnika od n koji su manji ili jednaki
od x jednak [%J

Dokaz: Ako s k ozna¢imo broj visekratnika od n manjih ili jednakih od z, onda
vrijedi
kn <z < (k+1)n, odnosno k<= <k+1
n
a prema svojstvu (5) funkcije pod slijedi k = [ﬁj O

n

Primjer 14. Odredimo broj cetveroznamenkastih prirodnih brojeva koji su djeljivi s
4, ali ne v s 20.

Rjesenje: Medu brojevima 1000, 1001, . ..,9999 treba odrediti broj visekratnika od
4 koji nisu visekratnici broja 20. Kako je svaki visekratnik od 20 ujedno i viSekratnik
od 4, treba oduzeti broj visekratnika broja 20 od broja visekratnika od 4.

Broj cetveroznamenkastih visekratnika od 4 je

9999 | | 999
o[22 = 2250
Ea

a broj cetveroznamenkastih visekratnika od 20 je

9999 | | 999
Z22 - | =2 = 450.
EaNEEE

Stoga, trazeni broj iznosi 2250 — 450 = 1800.
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Najveca potencija prostog broja p koja dijeli n!

Rezultat iz Teorema 3 moze se iskoristiti u dokazu sljedece tvrdnje. Dokaz
ne¢emo navoditi nego se moze pogledati u [17], a navest ¢emo primjer zadatka u

kojem se tvrdnja moze iskoristiti.

Teorem 4. (vidi [17, Teorem 1))
Neka je n € N, p prost broj i s € N takav da je p° < n <p

)

Rjesenje: Opcenito, broj zavrsava s onoliko nula koliki je eksponent najvece po-

sTL te a najvedi prirodan

broj takav da p*|n!. Tada je

L3l

Primjer 15. S koliko nula zavrsava broj 2019!?

tencije broja 10 koja ga dijeli. Kako je 10 = 2 -5, a 2 je prosti faktor s najveéim
eksponentom u rastavu broja 2019! na proste faktore, broj nula kojim zavrsava broj
2019! jednak je eksponentu broja 5 u rastavu broja 2019! na proste faktore. Prema
Teoremu 15, taj eksponent iznosi

2019 | 2019| 2019 | 2019
= 403 + 80 + 16 + 3 = 502.
N M e R

Prema tome, broj 2019! zavrsava s 502 nule.

Teorem o dijeljenju s ostatkom

Sada ¢emo iskazati jedan od polaznih teorema vezan uz djeljivost dvaju cijelih
brojeva te ukratko objasniti primjenu funkcije pod pri njegovu dokazivanju.

Teorem 5. (Teorem o dijeljenju s ostatkom, vidi [18, Teorem 1.1.2])
Neka su a,be Z i a > 0. Tada postoje jedinstvent q,r € Z takvi da jeb=q-a+r,

pre cemu je 0 < r < a.

U svrhu dokazivanja egzistencije brojeva ¢ i r iz prethodnog teorema, biramo
q takav da za broj 2 vrijedi ¢ < 2 < ¢ + 1. Prema svojstvu (5) funkcije pod to je
upravo q = [%J Tada jer =b—a [gJ Broj ¢ nazivamo kvocijent, a r ostatak pri

cjelobrojnom dijeljenju.
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2.4 Primjene u racunalnoj znanosti

Cjelobrojne funkcije pod i strop, kao i brojne druge operacije i funkcije izvedene
pomocu njih, implementirane su u gotovo svim racunalnim programima te se vrlo

¢esto primjenjuju u razlicitim algoritmima.

Binarne operacije mod i div

U prethodnom smo potpoglavlju razmatrali kvocijent i ostatak pri cjelobrojnom
dijeljenju. Izraze koji ih opisuju mozemo generalizirati tako da vrijede za sve realne

brojeve x,vy, y # 0 te na taj nacin definiramo binarne operacije div i mod sa
x
z divy = {—J '
Yy

xmodyzx—y{£|.
Y

Operacije mod i div u razli¢itim su programskim jezicima implementirane u
obliku razli¢itih operatora. Primjerice, u Python-u je // operator koji predstavlja
div, a % oznaka za mod.

Pogledajmo primjer trivijalnog algoritma u kojem se koriste ove operacije.

Primjer 16. Za uneseni troznamenkasti prirodan broj n, program treba ispisati

znamenke stotica, desetica i jedinica unesenog broja u obrnutom poretku.
Rjesenje: Pseudokod trazenog algoritma glasi:

ulaz(n);

J = m mod 10;

d = (n div 10) mod 10;

s :=n div 100;

izlaz(j,d, s);

Nakon unosa zeljenog troznamenkastog broja n, algoritam racuna njegovu znamenku
jedinica kao ostatak pri dijeljenju broja n brojem 10 i sprema ju u varijablu j. Zatim
pronalazi broj koji predstavlja dvoznamenkasti pocetak zadanog broja n kao rezultat
cjelobrojnog dijeljenja broja n brojem 10, za Sto se koristi operacija div. Ostatak
dijeljenja dvoznamenkastog pocetka broja n brojem 10 jest znamenka desetica tog
broja te se ona sprema u varijablu d. Znamenka stotica dobiva se kao rezultat
cjelobrojnog dijeljenja broja n brojem 100 i sprema se u varijablu s. Konacno, u
posljednjem se retku znamenke broja n ispisuju redoslijedom: jedinica, desetica,
stotica.
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Metoda “Podijeli pa vladaj”

Veliki je problem lakse rijesiti podjelom na nekoliko manjih istovrsnih problema,
pa objedinjenjem njihovih rjesenja do¢i do konacnog rjesenja polaznog problema.
Metoda “podijeli pa vladaj” koristi se u algoritmima kako bi se smanjila njihova
vremenska slozenost.

Jednu od podjela problema koji se sastoji od n elemenata, na dva potproblema,

mozemo naciniti koristedi sljedecu jednakost.

Propozicija 3. (vidi [11])
Za svaki n € Z vrijedi n = |n/2| + [n/2].

Dokaz: Ako je n paran, mozemo ga prikazati u obliku n = 2k, k € Z. Tada je
|n/2]| = |2k/2| = |k] = k. Sli¢no je i [n/2] = k, pa tvrdnja vrijedi.

Za n neparan oblika n = 2k + 1,k € Z, imamo |n/2| = [(2k+1)/2| = |k +1/2].
Koristedi svojstvo (9) funkcije pod dobivamo |k + 1/2] = k + |1/2] = k. S druge
strane, vrijedi [n/2] = [k + 1/2], a zbog svojstva (10) funkcije strop to je jednako
k+[1/2] = k + 1, pa tvrdnja vrijedi i u ovom slucaju. O

Najpoznatiju primjenu ove jednakosti nalazimo u MergeSort algoritmu za sor-
tiranje nekog niza. Algoritam radi na principu podjele niza duljine n € N na dva
podniza iste duljine (u slu¢aju neparnog brojan = 2k+1, k € N jedan niz sadrzi k, a
drugi k£ + 1 element), sortiranja svake polovice rekurzivno te kombiniranja rezultata

spajajudi ih u jedan niz (detaljnije vidi u [8, 2.3]).

Zaokruzivanje realnog broja na cjelobrojne vrijednosti

Ovisno o prirodi zadanog problema, nekada je potrebno ulazne vrijednosti i/ili
(medu)rezultate zaokruziti na cjelobrojne. Mnogo je nacina na koje to mozemo
uciniti, pa spomenimo one najcesce koristene, koji se mogu pronaci u obliku gotovih

funkcija u programskim jezicima.
e Zaokruzivanje na najveci cijeli broj manji ili jednak od zadanog broja

Zaokruzivanje provodimo tako da na zadani broj primijenimo funkciju pod.
U Python-u i Wolfram Mathematica-i na taj nacin rade funkcije floor(), odnosno

Floor| ]. Matematicki, za uneseni argument z € R, vracaju vrijednost |z|.
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e Zaokruzivanje na najmanyji cijeli broj vedi ili jednak od zadanog broja

Ovu metodu provodimo tako da na zadani broj primijenimo funkciju strop. U
Python-u za to postoji gotova funkcija ceil(), a u Wolfram Mathematica-i Ceil[ ].
Matematicki, broju = € R pridruzujemo vrijednost [z].

e Zaokruzivanje “prema nuli”

Jos jedna zanimljiva funkcija koja zaokruzuje realne brojeve na cijele najcesée
se naziva trunc(), a ponasa se kao funkcija pod za pozitivne brojeve te kao funkcija
strop za negativne brojeve. Cesto se interpretira i kao funkcija koja jednostavno
odbacuje decimalni dio zadanog broja. Pomoc¢u funkcije poda i predznaka mozemo

ju zapisati kao trunc(z) = sgn(x) - ||z|].
Primjer 17. Vrijedi:  trunc(1.34) =1, trunc(—1.34) = —1.
e Zaokruzivanje na “najblizi” cijeli broj

Zadani realni broj mozemo zaokruziti i na najblizi njemu cijeli broj po apso-
lutnoj vrijednosti. U Python-u to radi funkcija round(), u Wolfram Mathematica-i
Round| ], a u njihovoj je pozadini funkcija koja broju x € R pridruzuje vrijednost
[m + %J Graf te funkcije mozemo vidjeti na sljedecoj slici.

round(x)

Slika 8: Graf funkcije round

Primjer 18. Vrijedi: round(1.4) =1, round(1.5) =2, round(1.6) = 2.
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3 Cjelobrojne funkcije u teoriji brojeva

U teoriji brojeva posebno se proucavaju brojne aritmeticke funkcije. To su
funkcije ¢ija je domena skup prirodnih brojeva, a poprimaju vrijednosti nekog pod-
skupa skupa kompleksnih brojeva C. Aritmeticke se funkcije cesto ne mogu opisati
jednostavnom formulom, ve¢ to ¢inimo opisno ili aproksimativno. U ovom ¢emo
poglavlju navesti nekoliko cjelobrojnih aritmetickih funkcija te dati primjere kako i
gdje se mogu koristiti.

Kako ¢emo se u nastavku poglavlja baviti djeliteljima prirodnih brojeva, pros-
tim brojevima te navesti neka posebna svojstva aritmetickih funkcija, navedimo

najprije njihove definicije i osnovni rezultat na koji éemo se Cesto pozivati.

Definicija 13. Neka su a @ b cijeli brojevi te neka je a # 0. KazZemo da a dijeli b
ako postoji cijeli broj d takav da vrijedi b = a - d. Tada pisemo alb, broj a nazivamo

djeliteljem broja b, a broj b visekratnikom broja a.

Napomena: U nastavku poglavlja bavit ¢emo se samo pozitivnim djeliteljima pri-

rodnih brojeva pa to ne¢emo uvijek posebno naglasavati.

Definicija 14. Prirodan broj n, n > 1 nazivamo prostim ako mema niti jednog

djelitelja d za koji vrijedi 1 < d < n. Broj koji nije prost naziva se sloZen.

Definicija 15. Za cijele brojeve a i b kaZemo da su relativno prosti ako je njihov
najvedi zajednicki djelitelj jednak 1. Tada pisemo (a,b) = 1.

Primjer 19. Broj 3 dijeli broj 15, u oznaci 3|15, jer postoji d = 5 € Z takav da
vrijedi 15 = 3 - 5. Svi pozitivni djelitelji broja 15 su 1,3,5 i 15, pa je on sloZen broj.
Broj 23 je prost broj. Jedini njegovi djelitelji su broj 1 © on sam. Brojevi 15 1 23 su
relativno prosti.

Teorem 6. (Osnovni teorem aritmetike, vidi [18, Teorem 1.4.3])

Svaki prirodan broj n, n > 1 mozZemo zapisati u obliku produkta potencija prostih

brojeva, jedinstvenog do na poredak faktora.
Primjer 20. Broj 360 moZemo zapisati kao 360 = 23 - 3% - 5.

Definicija 16. Aritmeticka funkcija f: N — C je multiplikativna ako vrijedi f(1)=1
i za sve parove relativno prostih prirodnih brojeva a i b vrijedi f(a-b) = f(a)- f(b).
Svojstvo multiplikativnosti opc¢enito ima vaznu primjenu u gotovo svakom do-

kazu tvrdnje vezane uz multiplikativne funkcije, a olakSava i racunanje vrijednosti

samih funkcija.
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3.1 Broj djelitelja prirodnog broja

Definicija 17. Broj djelitelja prirodnog broja opisan je funkcijom 7 : N — N koja

prirodnom broju n pridruzuje broj razlicitih djelitelja od n.

Vrijednosti funkcije 7 se u literaturi mogu pronaé¢i u oznakama d(n),v(n) i

7(n) = 2 1.

dn

op(n), a definirane su kao

Broj djelitelja nekog prirodnog broja n mozemo odrediti postupkom slicnim
trazenju prostih brojeva pomocu Eratostenovog sita. Postupamo na sljedeéi nacin:
redom zapisemo brojeve 1,2, ..., n te svaki od njih podcrtamo. Zatim u zapisanom
nizu dodamo jos jednu crticu ispod svih visekratnika broja 2, pa jos jednu crticu
ispod svih visekratnika broja 3, itd. Na kraju dodamo crticu ispod broja n. Broj
crtica ispod svakog od brojeva u nizu predstavlja broj njegovih djelitelja.

Primjer 21. Odredimo broj djelitelja prirodnih brojeva od 1 do 12 pomocu prethodno

opisanog postupka.
Rjesenje: Zapisemo brojeve od 1 do 12 te ih podcrtamo na opisani nacin pa imamo

12

Prebrojavanjem crtica ispod svakog od brojeva dobivamo:

n |1]2]3]4]5]6]7]8|9]|10]11]12
m(n) [ 1]2 41216
Sljededi teorem daje nam matematicku formulu za odredivanje 7(n).

Teorem 7. (vidi [20, CH IV, Theorem 2.])

Broj djelitelja, 7(n), prirodnog broja n ¢iji je rastav na faktore dan s
n=pPps -, o= 0Yi=1,...,k

7(n) =(an + 1)(aa + 1) (ar + 1). (12)

Primjer 22. Odredimo 7(360) pomocu formule iz prethodnog teorema.

Rjesenje: U Primjeru 20 vidjeli smo kako je rastav broja 360 na proste faktore oblika
360 = 2335 pa je 7(360) = (3+1) - (2+1) - (1+1) = 24
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Graf i svojstva funkcije 7
Graf na Slici 9 prikazuje vrijednosti funkcije 7 za prvih 50 prirodnih brojeva.

T(n)

== R L P R Oh = 0 W
T
L ]

10 20 30 40

Slika 9: Graf funkcije 7

Uocimo na grafu kako je 7(n) =1 <= n =1, a to slijedi i iz (12) jer je

7n) =1 < o =0,%¥i =1,...,n,tj. n =1. Iz Definicije 14 slijedi kako svaki
prost broj ima tocno 2 djelitelja, a to je ponovno vidljivo i iz (12) jer je 7(n) = 2
samo ako je a; = 1 za totno jedan i € {1,...,k}, a svi ostali a;, j # ¢ su jednaki
0. Dakle, bez smanjenja opéenitosti mozemo staviti a; = 1 1 slijedi kako je n prost
broj. Takoder, za sve slozene prirodne brojeve vrijedi 7(n) > 3, a za svaki n € N
vrijedi i ocjena 7(n) < 24/n (ideja dokaza moze se vidjeti u [20, CH IV, Excercise
i

Pokazimo sada jos neka svojstva funkcije 7.
e 7(n) je neparan prirodan broj ako i samo ako je n potpun kvadrat.

Zaista, prema formuli (12) vrijedi da je 7(n) neparan ako i samo ako je o; + 1

neparan za svaki ¢ = 1,...,k, a to vrijedi ako i samo ako je a; paran za svaki
@ g ok 2
¢t =1,...,k. Tada n mozemo zapisati u obliku n = (pl2 Dy Py ) , tj. postoji
a1 23 ol

cijeli broj m = p® py> ---p,° takav da je n = m? pa je n potpun kvadrat.
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e Za svaki prirodan broj s > 1 postoji beskonacno mnogo prirodnih brojeva n

koji tmaju tocno s djelitelja.

Dokaz prethodne tvrdnje takoder slijedi iz (12). Za svaki n € N oblika n = p*~!,

p prost, vrijedi 7(n) = s — 1+ 1 = s. Kako je prostih brojeva beskonacno mnogo
(vidi [18, Teorem 1.4.5.]), slijedi da je i prirodnih brojeva n takvih da je 7(n) = s

beskona¢no mnogo.

Primjer 23. Odredimo sve prirodne brojeve n koji imaju tocno 15 djelitelja.

Rjesenje: Vrijedi 7(n) = 15 & (g + 1)(ag + 1)+ (ax + 1) = 15. Broj 15

mozemo rastaviti na umnozak nekoliko prirodnih brojeva na dva nac¢ina: 15 =1-15
ili 15 = 3-5. U prvom slu¢aju mora biti £ = 2 i bez smanjenja opéenitosti mozemo
staviti oy = 2,9 = 4, a u drugom je k = 1 i bez smanjenja opcenitosti a; = 14.
To znaéi da su svi prirodni brojevi koji imaju toéno 15 djelitelja oblika n = p?¢* ili

n = p', za medusobno razli¢ite proste brojeve p i q.

Nadalje, vrijedi:
o Funkcija T je multiplikativna.
Ovo svojstvo slijedi direktno iz (12) i Osnovnog teorema aritmetike, a dokaz se
moze vidjeti u [18, 1.4.3.].
Od primjena funkcije 7 spomenimo kako se pojavljuje kao koeficijent u razvoju
nekih funkcija u redove potencija.
Primjer 24. (detaljnije vidi u [20, CH IV, §3.])

(a) U razvoju Lambertovog reda u red potencija, T(n) je koeficijent uz élan x™.

o) o )
];1 T ;T(n)m”

(b) Funkcija T pojavljuje se u razvoju u red potencija kvadrata Riemannove zeta

o0
funkcije ¢, koja ima oblik Dirichletovog reda ((s) = ¥, 1. Vrijedi
k=1

€=y

nS

=1
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3.2 Suma djelitelja prirodnog broja

Razmotrimo jos jednu cjelobrojnu aritmeticku funkciju uz koju se vezu zanim-

ljivi rezultati u teoriji brojeva.

Definicija 18. Funkcija o : N — N prirodnom broju n pridruzuje vrijednost sume

svih njegovih pozitivnih djelitelja.

Ponekad se za sumu djelitelja prirodnog broja koristi i oznaka o, a matematicki

se moze zapisati kao o(n) = > d.
din
Vrijednosti o(n) mozemo izracunati pomoc¢u formule iz sljedec¢eg teorema:

Teorem 8. (vidi [20, CH IV, Theorem 3.])

Suma svih pozitivnih djelitelja prirodnog broja n, ¢iji je rastav na proste faktore dan

sn=pitpy? - pet iznosi:
a;+1 a+1 ap+1
— 1. —1 — 1
;-1 p2—1 pr—1

Primjer 25. Izracunajmo o(360).
Rjesenje: Bududi je 360 = 23 - 3% - 5, prema formuli (13) imamo

23+1 -1 32+1 -1 51+1 -1

(2832 5) — — 1170.
{360 = e ) =1 3-1T 5.1

Graf i svojstva funkcije o
Na sljede¢em grafu vidimo vrijednosti funkcije o za prvih 40 prirodnih brojeva.

aln)

80
7O *

60 - . .
50
40+ 1 *e =
301 - . . .
20 .

10 * *

Slika 10: Graf funkcije o
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Gledajudi graf, uocimo kako bi donja granica ove funkcije mogao biti zamisljeni
pravac n + 1. Opravdajmo tu pretpostavku sljede¢om tvrdnjom.
e Za svaki prirodan brojn > 1 vrijedi o(n) = n + 1.

Naime, prost proj p ima samo dva djelitelja, 11 p, pa je o(p) = p + 1. Nadalje,
za slozen broj n, neka su a,b > 1 takvi da je n = ab. Tada n ima barem tri djelitelja,
lL,ain,pajec(n)=>1+a+n>n+1.

Broj 1 mozemo zapisati kao p°, pri éemu je p bilo koji prost broj. Tada je

1
(13 p- —1
o) =o() =1 =1

Osim toga, moze se pokazati i sljedec¢a tvrdnja:
e Postoji beskonacno mnogo prirodnih brojeva s takvih da je o(n) # s,¥n € N.

Dokaz se moze vidjeti u [20, CH IV, Theorem 4.], a mi pokazimo kako je, pri-
mjerice, broj 10 jedan od takvih brojeva. Vrijednosti funkcije o za prvih 9 prirodnih
brojeva dane su u tablici:

[3]4]5]6]7]8]9

n ‘ 3
|4[7]6]12[8]15[13

|1]2
on)1]2

Uocimo kako je za svaki n < 9,0(n) # 10. Prema prethodno pokazanom svojstvu,
za svaki n = 10 vrijedi o(n) = 11, pa broj 10 zaista nije vrijednost funkcije o(n)

niti za jedan prirodan broj n.

Nadalje, u [18, 1.4.3.] je pokazano je kako je i funkcija o multiplikativna.
Sliéno kao i funkcija 7, funkcija o pojavljuje se u razvoju nekih posebnih funkcija
u redove potencija (detaljnije vidjeti u [20, CH IV, §8.]).

SavrsSeni i prijateljski brojevi

Kada je rije¢ o funkciji o, gotovo je neizostavno spomenuti brojeve ¢ija su
egzistencija i svojstva vrlo zanimljiv predmet proucavanja teoriji brojeva. To su
savrSeni i prijateljski brojevi. Vise o njima moze se procitati u [18] ili [20], a mi

¢emo navesti njihove definicije i jednostavne primjere.
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Definicija 19. Prirodan broj n nazivamo savrsenim ako vrijedi o(n) = 2n.
Primjer 26. Broj 6 je savrsen broj. Zaista, 0(6) =1+2+3+6=12=2-6.

Definicija 20. Prirodne brojeve m © n nazivamo prijateljskima ako je

o(m) =m+n = o(n).

Primjer 27. Prvi (ujedno i najmangji) par prijateljskih brojeva otkrili su jos Pita-
gorejci. To su brojevi 220 1 284. Zaista:

0(220) =1+24+4+5+10+ 11 + 20 + 22 + 44 + 55 + 110 + 220 = 504
0(284) =1+2+4+ 71+ 142 + 284 = 504.

Ako bismo gledali samo sume pravih djelitelja d broja n (d|n,d # n), uoc¢imo
kako za prijateljske brojeve m = 220 i n = 284 vrijedi o(m) = n i o(n) = m.

Prijateljski se brojevi ponekad definiraju i na taj nacin.

3.3 Eulerova funkcija

Eulerova funkcija jedna je od najvaznijih funkcija u teoriji brojeva. U mnogim
su radovima detaljno opisana svojstva, rezultati i problemi vezani uz ovu funkciju,
pa ¢emo, kako se ne bi ponavljali, u ovom potpoglavlju, uz definiciju i primjer

racunanja vrijednosti Eulerove funkcije, navesti samo neke od njenih primjena.

Definicija 21. Fulerova funkcija ¢ : N — N definirana je s
pn) =44{keN: 1 k<nikn) =1}

Dakle, Fulerova funkcija prirodnom broju n pridruzuje broj prirodnih brojeva manjih

il jednakih od n, koji su relativno prosti s n.

Uocimo odmah kako vrijedi ¢(1) = 1 te kako za svaki prost broj p vrijedi da
je relativno prost sa svim prirodnim brojevima strogo manjim od samog sebe, tj.
©(p) = p— 1. Da je p — 1 maksimalna moguéa vrijednost Eulerove funkcije vidljivo

je 1 iz njezinog grafa.
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Slika 11: Graf Eulerove funkcije

Vrijedi i sljededi rezultat:

Teorem 9. (vidi [18, Teorem 2.2.7])

Fulerova funkcija ¢ je multiplikativna.
Svojstvo multiplikativnosti ponekad uvelike olaksava racunanje vrijednosti ¢(n).
Primjer 28. Izracunajmo ©(2019).

Rjesenje: Rastavimo broj 2019 na proste faktore. Dakle, 2019 = 3 - 673. Kako su 3

i 673 relativno prosti, primjenom svojstva multiplikativnosti lako se izracuna
©(2019) = p(3) - p(673) = 2- 672 = 1344.

Vrijednosti Eulerove funkcije za proizvoljan n € N, ¢iji je rastav na proste

k
faktore oblika n = [ [ pi"*,a; = 0,7 = 1,...,k mozemo izra¢unati pomoc¢u formule
i=1

p(n)=n]] (1 - %) = lﬂp?"_l(pi —1) (14)

pln
¢iji se izvod moze vidjeti u [20, CH VI, Theorem 3].
Primjer 29. Izracunajmo ¢ (20").
Rjesenje: Kako je 2019 = (22.5)" = 238. 519 prema (14) je

e(20%) =28.(2-1)-5%-(5—1) =29 .58,
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Eulerova je funkcija sastavni dio dvaju vaznih teorema teorije brojeva na koje
se nadovezuju brojne njezine primjene. U njima se spominju kongruencije, pa ih
prije navodenja samih teorema definirajmo, a vise o njihovim svojstvima moze se

pronadi u [18, 2.1].

Definicija 22. Neka je n € N te a,b € Z. Ako n dijeli razliku a — b, tada kazZemo

da je a kongruentan b modulo n i pisSemo a = b (mod n).
Primjer 30. 5 =1 (mod 2), jer 2 dijeli razliku 5 — 1 = 4.

Teorem 10. (Eulerov teorem, vidi [18, Teorem 2.2.2])
Neka sua€Z ineN takvi da je (a,n) = 1. Tada vrijedi

a?™ =1 (mod n).
Kao direktna posljedica Eulerovog teorema slijedi Mali Fermatov teorem:

Teorem 11. (Mali Fermatov teorem, vidi [18, Korolar 2.2.3])
Neka su a € Z 1 p prost broj. Ako pta, vrijedi a?~* =1 (mod p). Nadalje, za svaki
a € Z vrijedi a? = a (mod p).

Primjene Eulerove funkcije

Koristeci prethodne rezultate, pokazimo primjenu Eulerove funkcije na nekoliko

razli¢itih primjera.
Primjer 31. Odredimo ostatak pri dijeljenju broja 2019%° brojem 22.

Rjesenje: Zbog ¢©(22) = p(2)-¢(11) = (2—1)-(11—1) = 101 (2019, 22) = 1, prema
Eulerovom teoremu vrijedi
2019'° =1 (mod 22)

pa je
2019 = (2019'°)? = 1 (mod 22),

tj. trazeni ostatak je 1.
Na slican se nacin Eulerova funkcija koristi pri rjeSavanju linearnih kongruencija

(primjere pogledati u [20, CH VIJ), a vaznu ulogu ima i u kriptografiji, posebice RSA
kriptosustavu.
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Definicija 23. Neka je n = pq gdje su p @ q prosti brojevi. Neka je

Zn ={0,1,...,n — 1} skup svih moguéih elemenata otvorenih tekstova i Sifrata, a

K ={(n,p,q,d,e) : n = pq, p,q prosti, de =1 (mod ¢(n))}

skup svih mogucih kljuceva.

Za K = (n,p,q,d,e) € K definiramo funkcije Sifriranja i desifriranja
ex(z) =2°modn i dg(y) =y? mod n
gdje su x,y € Z,. Vrijednosti n v e su javne, a p,q @ d tajne.

Eulerov teorem koristi se u dokazu da su gore navedene funkcije medusobno
inverzne, tj. da je di(ex(z)) = x, a to je najvaznije svojstvo kriptosustava (vidi

[13]).
Primjer 32. Koristenjem RSA kriptosustava Sifrirajmo poruku NE.

Rjesenje: Slovima iz otvorenog teksta pridruzimo broj koji predstavlja njihovu po-
ziciju u medunarodnom (engleskom) alfabetu koristeéi dogovorenu korespondenciju
A—0, B—1, C-2,..., Z—25. Dakle, slovu N pridruzujemo broj 13, a slovu E broj
4, pa numericki ekvivalent otvorenog teksta glasi 134.

Odaberimo p =51 ¢ = 13. Tada je n = 651 ¢(65) = 4 - 12 = 48. Odaberimo e
relativno prost s ¢(65), npr. e = 11.

Za z = 13 i z = 4 odredimo ek (13) = 13! mod 65 i ex(4) = 4 mod 65.

Imamo:
13 =13%-13%.13%-132 =52 - 52- 52 - 39 = 52 (mod 65)
41 =4%.4* . 43 =61-61-64 = 49 (mod 65),

tj. ex(13) = 52, ex(4) = 49, pa uz javni kljuc (n, e) = (65, 11) sifrat glasi 52 49. Pri
desifriranju bi bilo potrebno odrediti d takav da je 11d = 1 (mod ¢(65)). Nekom od
metoda rjeSavanja linearne kongruencije dobili bi d = 35 i polazni tekst NE.

Obrat Malog Fermatovog teorema opcenito ne vrijedi, ali moze posluziti za
ispitivanje prostosti prirodnih brojeva. Naime, ako postoji prirodan broj a <n —1
takav da a"! # 1 (mod n), tada n nije prost. No, treba biti oprezan, ako za
prirodan broj n vrijedi a"~! = 1 (mod n), za svaki a € {2,3,...,n—1}, ne znaci da je
n prost. Stoga se za brojeve koji zadovoljavaju neka od ovih svojstava uvode pojmovi
pseudoprostih i Carmichaelovih brojeva o kojima se detaljnije moze procitati u [18],

a mi ¢emo navesti samo njihove definicije.
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Definicija 24. Neka je n neparan slozen broj i a cijeli broj takav da je (n,a) =1 i

a" ' =1 (mod n). Tada za n kaZemo da je pseudoprost u bazi a.

Definicija 25. SloZen prirodan broj n naziva se Carmichaelov broj ako za sve pri-

n—1 =

rodne brojeve a koji su relativno prosti s n vrijedi a (mod n).

Primjer 33. Zan =8 i a = 3 vrijedi 3" = 3 # 1 (mod 8) pa broj 8 nije prost. S
druge strane, zan = 91 i a = 3 vrijedi 3°° =1 (mod 91), ali 91 = 7 - 13 nije prost
broj. On je pseudoprost u bazi 3.

Zanimljiv problem vezan uz Eulerovu funkciju javlja se i u konstruktivnoj geometriji.

Teorem 12. (Gauss - Wantzelov teorem, vidi [16])
Pravilan n-terokut moze se konstruirati ravnalom i Sestarom ako i samo ako je n

prirodan broj veéi od 2 takav da je o(n) potencija broja 2.

Dakle, neki konstruktibilni pravilni n—terokuti su 3,4, 5,6, 8,10,12,15,16,17,... —
erokuti.

3.4 Jos neke cjelobrojne aritmeticke funkcije

Navedimo definicije i eventualne primjene jos nekoliko zanimljivih cjelobrojnih
aritmetickih funkcija, uz izuzetak funkcije 7 za ¢iju se domenu najcéesée uzima skup

realnih brojeva.
e 01(n) - suma k-tih potencija pozitivnih djelitelja od n
Definicija 26. Funkcija o}, : N — R definirana sa op(n) = . d* prirodnom broju n
dln

pridruzuje sumu k—tih potencija njegovih pozitivnih djelitelja.

Ako je k prirodan broj, onda je o cjelobrojna funkcija. Primijetimo kako su

funkcije 7 i o zapravo specijalni sluc¢ajevi ove funkcije za k = 0, odnosno k = 1.

Primjer 34. Pozitivni djelitelji broja 10 su 1,2,5 7 10 pa je 03(10) = 13 + 23 + 53 +
107 = 1134.
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e w(n) - broj razlicitih prostih faktora od n

Definicija 27. Funkcijom w : N — Ny definiranom s
0, n=1

k tj. w(n)= > 1,p prost
b on=llgm, O U 2L
i=1

pln

w(n) =

dan je broj razlicitih prostih faktora prirodnog broja n.
Primjer 35. Vrijedi:
(a) w(p) =1, za prost broj p;
(b) w(900) = w(2%-3%.52%) =3.
e Mobiusova funkcija

Definicija 28.
Funkcija p: N — {=1,0,1} definirana s

n=1
k
pu(n) =< (=1k, n=T]pi; gdje su p; razliciti prosti brojevi
i=1
0, inace

zove se Mobiusova funkcija.
Primjer 36. Vrijedi: 1(2) =1, pu(4) = p(2-2) =0, wu(6) =p(2:3) = (-1)>=1.

Kako bismo lakse izracunali vrijednosti p(n) za slozene prirodne brojeve n,

navedimo i sljedeci rezultat:

Teorem 13. (vidi [14, Theorem 2.1.])

Mobiusova funkcija je multiplikativna.
Mébiusovu je funkeiju moguée dovesti u vezu s Eulerovom (vidi [14, Theorem 2.8.]).
Vrijedi:
p(d)
= —. 15
p(n)=n), d (15)

din
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Primjer 37. Pomocu formule (15) mogu se racunati vrijednosti funkcije @. Pri-

myjerice, djelitelji broja 20 su 1,2,4,5,10,20, pa je

o(20) = 20 ) 19 _ . (Ml) p(2) | p) | p6) | p00) u(20)> |

+

1 2 4 5 10 20
dJ20

slijeds
1 1 1

20)=20 (1-=—>+—) =8
#(20) ( g 5+10)

Neke zanimljive primjene Mobiusove funkcije mogu se detaljnije vidjeti u [14, 3.2].
e Liouvilleova funkcija

Definicija 29. Funkcija A : N — N definirana s

: n=1
)\(n) - altag+-ta — ®¥1,%2 (895
(—Ujpateettn, = pFal® gy

zove se Liovilleova funkcija.

Moze se pokazati (vidjeti u [20, CH IV, Theorem 7.]) da je

2 )\(d) - {1’ ako je n potpun kvadrat

™ 0, ako n nije potpun kvadrat.

Liouvilleova se funkcija, kao i neke prethodno spomenute aritmeticke funkcije, moze

pronaci u razvoju odredenih funkcija u redove potencija. Primjerice:

¢(2s) _ 50 Aln)
¢(s) 2 e’

m=l

gdje je ¢ Riemannova zeta funkcija.
e mw(x) - broj prostih brojeva manjih ili jednakih od x

Definicija 30. Funkcija m : R — Ny svakom realnom broju x pridruzuje broj prostih

brojeva koju su mangji ili jednaki od x.
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Na Slici 12 vidimo vrijednosti funkcije 7 za pozitivne brojeve x < 100. Uoc¢imo
kako je m(z) = 0, Yz < 2.

20 40 60 a0

Slika 12: Vrijednosti funkcije 7

Za male vrijednosti varijable z, vrijednost m(x) moguce je pronaéi tako da
pomocu algoritma Eratostenovog sita pronademo sve proste brojeve manje od x te
ih prebrojimo. No, taj postupak predugo traje za velike vrijednosti od z. Zato su za
funkciju 7 dane brojne numericke aproksimacije, a najcesce koristenu, predstavljenu
kao Prime Number Theorem, dokazali su Hadamarde i de la Valée Poussin 1896.
godine (vidi [24]). Ona govori o asimptotskom ponasanju funkcije 7 kada x tezi u
beskonac¢nost: .

7T($) ~ m, €T —> 0.

Korisna interpretacija funkcije 7w jest da vjerojatnost da je slucajno izabran

pozitivan cijeli broj prost iznosi priblizno

@) b _ 1

x z Ilnz
Primjerice, imamo li kriptosustav u kojem su za sigurno Sifriranje potrebni vrlo
veliki prosti brojevi, cak do 1000 znamenaka, i pokrenemo li neki algoritam koji
generira slucéajne brojeve do 10'°% te provjerava jesu li prosti, vjerojatnost da ée

prvi generirani broj biti prost iznosi

broj prostih brojeva manjih od 10190 7 (10!00) 1

101000 = 710000 " p101000°

Sto znaci da u prosjeku treba testirati In(101°%°) ~ 2302 broja dok ne pronade prvog

koji je prost.
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4 Cjelobrojni polinomi

U ovom ¢emo poglavlju izdvojiti skup cjelobrojnih polinoma kao podskup skupa

cjelobrojnih funkcija te pojasniti zasto je zanimljiv predmet proucavanja u algebri.

Definicija 31. Neka je n € Ny te ag,aq,...,a, € D, pri cemu je D € R ili D < C
v a, # 0. Funkcija
% .
Pa(®) = ana” + ap2™ '+ i+ ag = ) aia’
i=0
naziva se polinom n-tog stupnja u varijabli x nad skupom D. Brojeve ag,aq, ..., ay

nazivamo koeficijentima polinoma p,, .

Polinome koji za svaki element domene poprimaju cjelobrojne vrijednosti nazi-
vamo cjelobrojnim polinomima.

Napomena: U daljnjem ¢emo radu promatrati polinome cjelobrojne varijable,

sto ponekad necemo vise posebno naglasavati.

Ako promatramo polinome ¢&ija je domena skup cijelih brojeva, ocito je kako
tada polinom s cjelobrojnim koeficijentima uvijek poprima cjelobrojne vrijednosti.
Pitanje je mozemo li i kako konstruirati cjelobrojne polinome cjelobrojne varijable s
koeficijentima iz nekog drugog skupa. Pokusajmo to uciniti induktivno u ovisnosti
o stupnju polinoma u varijabli z € Z:

on=1:
polinom a - z je cjelobrojan za svaki x € Z samo ako je a € Z (jer je skup Z

zatvoren obzirom na mnozenje);

o n =2

polinom a - I(IQ_I), a € Z je cjelobrojan jer je x(’;—l) = (3) binomni koeficijent?;
e n=3:

zaanjea-m%Wza-(g)eZ;

e n € N proizvoljan:

zaa€lijea- x(x_l)(x_fl)!"'(x_"ﬂ) =a- (ffl) € Z.

3binomni je koeficijent pozitivan cijeli broj (vidi [23, strana 81.])
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Na ovaj smo nacin definirali cjelobrojne polinome cjelobrojne varijable s koefici-
jentima iz skupa racionalnih brojeva. Ispravnost ovog razmatranja i jedinstvenost

ovakve konstrukcije potvrduje sljedeé¢i teorem:

Teorem 14. (vidi [19, Chapter 2., 85.])
Polinom p,(x) cjelobrojne varijable x, stupnja n, je cjelobrojan ako i samo ako

se moze prikazati kao linearna kombinacija polinoma definiranih pomocéu binomnih

pn(‘r):an ! + Qp—1 ! gren iy v + ayp,
n n—1 1

DI EET S Bny @i ¢ 58n € Lo

koeficijenata

Prema [19], ovaj su rezultat ve¢ u 17. stolje¢u neformalno poznavali poznati ma-
tematicari poput Newtona i Briggsa, no tada su cjelobrojne polinome koristili samo
u sklopu tehnika racunanja poput Gregory - Newtonove formule za odredivanje in-
terpolacijskog polinoma uz ekvidistantne ¢vorove ili pri izradi logaritamskih tablica.
Tek su u 20. stolje¢u Georg Pélya i Alexander Ostrowsky u svojim radovima objavili
prve rezultate koji opisuju algebarska svojstva cjelobrojnih polinoma.

Prsten cjelobrojnih polinoma

I danas se u algebri proucavaju brojne tvrdnje vezane uz cjelobrojne polinome,
no zbog opseznosti bi njihovo navodenje izaslo iz okvira ovog rada, pa ¢emo samo
kratko pokazati algebarsku strukturu prstena cjelobrojnih funkcija i njegovog pot-
prstena cjelobrojnih polinoma te spomenuti primjenu u algebarskoj geometriji.

Definicija 32. Prsten je neprazan skup R na kome su zadane binarne operacije

zbrajanja (a,b) — a + b i mnozenja (a,b) — ab za koje vrijedi:
(a) (R,+) je Abelova grupa;
(b) (R,-) je polugrupa;

(¢) mnozenje je i s lijeva i desna distributivno u odnosu na zbrajange.
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Primjer 38. (Z, +,-) je prsten.

Rjesenje: Za operaciju zbrajanja na skupu Z ocito vrijede svojstva asocijativnosti
i komutativnosti. Za zbrajanje je 0 neutralni element, a za svaki element a € Z je
broj —a € Z njemu suprotan element, pa je (R,+) Abelova grupa. Za operaciju
mnozenja ocito vrijedi asocijativnost, a broj 1 je neutralni element za mnozenje, pa
je (R, -) polugrupa. U skupu Z vrijedi i obostrana distributivnost mnozenja obzirom

na zbrajanje.

Primjer 39. Skup svih funkcija f : D — Z je prsten uz binarne operacije zbrajanja

© mnozenja “po tockama” definirane s

(f +9)(x) = f(z) + g(=),
(f-9)(x) = f(z) - g(x),

za svaki x € D, pri cemu su operacije zbrajanja © mnozZenja s desnih strana jednakost:

(16)

standardne operacije na 7.

Rjesenje: Nasljedujuéi svojstva skupa Z, na skupu cjelobrojnih funkcija za opera-
ciju zbrajanja i mnozenja iz (16) vrijede svojstva asocijativnosti. Isto tako vrijedi i
komutativnost zbrajanja i obostrana distributivnost mnozenja u odnosu na zbraja-
nje. Ulogu neutralnog elementa za zbrajanje ima funkcija f(x) = 0, za svaki x € D.
Za svaku cjelobrojnu funkciju f postoji funkcija —f koja je takoder cjelobrojna i
funkciji f je suprotan element obzirom na zbrajanje. Ulogu neutralnog elementa za

mnozenje ima funkcija f(x) = 1, za svaki z € D.

Navedimo sada definiciju potprstena nekog prstena koja ¢e nam koristiti za
jednostavnija pojasnjenja buduéih tvrdnji.

Definicija 33. Potprsten prstena R je podskup S skupa R koji je i sam prsten u

odnosu na operacije od R.

Dakle, kako bi pokazali da je skup cjelobrojnih polinoma prsten, dovoljno je
pokazati da je potprsten skupa cjelobrojnih funkcija.

Teorem 15. (Karakterizacija potprstena, vidi [5, Teorem 2.2.2.])
Neprazan podskup S prstena R je potprsten prstena R ako za sve a,b € S vrijedi
a—beSiabe§.
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Primjer 40. Skup cjelobrojnih polinoma je potprsten prstena cjelobrojnih funkcija.

Rjesenje: Oznac¢imo sa S skup svih cjelobrojnih polinoma i s R skup svih cjelobroj-
nih funkcija. Skup S je ocito neprazan jer npr. za h € R definiranu s h(z) = 1 za
svaki x iz njene domene vrijedii h € S.

Neka su f,g € S. Razlika i umnozak dvaju polinoma ponovno je polinom.
Slicno dokazu Primjera 39, zbog svojstava naslijedenih is skupa cijelih brojeva, po-
linomi f — g i f - g su cjelobrojni. Prema karakterizaciji iz Teorema 15, skup S je
potprsten od R.

Kako smo pokazali da vrijedi tvrdnja iz Primjera 40, prema Definiciji 33 skup
svih c¢jelobrojnih polinoma je i sam prsten uz operacije definirane sa (16).

Proucavanje svojstava prstena cjelobrojnih polinoma i njegovih modula dovodi
nas do brojnih primjena u algebarskoj geometriji. Sve se to detaljnije moze vidjeti
u [21].
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Sazetak

Glavni cilj ovog rada jest upoznati citatelje s nekima od cjelobrojnih funkcija
te njihovim primjenama u svakodnevnom zivotu i raznim podruc¢jima matematike
i drugih znanosti. Iz same definicije cjelobrojnih funkcija kao funkcija ¢ija je slika
podskup skupa cijelih brojeva jasno je kako se radi o vrlo velikom skupu funkcija, pa
su za prezentaciju u ovom radu odabrane one od posebne vaznosti u teorijskoj ma-
tematici te cjelobrojne funkcije sa zanimljivim primjenama u modeliranju situacija
iz stvarnog zivota. Rad je podijeljen u ¢etiri smisleno odijeljena i tematski podosta
razli¢ita poglavlja.

Na samom smo pocetku definirali vrlo trivijalnu cjelobrojnu funkciju zvanu ka-
rakteristi¢cna ili indikator funkcija. Naveli smo neka njena svojstva te pokazali kako se
u razli¢itim oblicima moze primijeniti u matematickoj analizi, teoriji vjerojatnosti i
statistici. Iskoristili smo ju i pri dokazu tvrdnje da nekonstantne cjelobrojne funkcije
imaju prekid. Uzimajudi linearnu kombinaciju karakteristi¢nih funkcija, definirali
smo veliku klasu stepenastih funkcija te naveli jednostavne primjere s primjenama.

Zbog brojnih zanimljivih primjena, cjelobrojne stepenaste funkcije pod i strop
zasluzile su posebno poglavlje u ovom radu. Istaknuli smo kako bi bilo pozeljno cesce
ih obradivati u redovnoj i dodatnoj nastavi, zbog lakog razumijevanja i predocavanja
njihovih svojstava te brojnih primjena u bliskim situacijama iz svakodnevnog zivota.
Pomocéu funkcija pod i strop pojednostavili smo neke slozenije matematicke formule
te definirali druge operacije i funkcije koje primjenu nalaze u kombinatorici, teoriji
brojeva i racunalnoj znanosti.

U tre¢em je poglavlju dan pregled cjelobrojnih aritmetickih funkcija u teoriji
brojeva. Najpoznatije od njih, broj i suma djelitelja te Eulerova funkcija, detalj-
nije su opisane te su kratko navedene njihove primjene. Definirali smo i nekoliko
zanimljivih funkcija koje se vezu uz svojstva prirodnih, posebice prostih brojeva.

Na kraju smo se dotaknuli algebarskih svojstava skupa cjelobrojnih funkcija
te izdvojili njegov podskup cjelobrojnih polinoma, ¢ija struktura prstena vodi do
brojnih primjena u algebri i algebarskoj geometriji.

Kljuéne rijeci: cjelobrojne funkcije, karakteristicna funkcija, stepenaste funk-
cije, funkcije pod i strop, aritmeticke funkcije, cjelobrojni polinomi
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Integer-valued functions and applications

Summary

The aim of this paper is to introduce the readers to some of integer-valued fun-
ctions, their real-life applications, and applications in different fields of mathematics
and other sciences. The integer-valued functions are functions whose image is some
subset of integers. It yields from the definition that the set of integer functions
includes a large number of functions. In this paper, we chose and present those with
great importance in theoretical mathematics and has an application in real-life.

In Chapter 1, we defined a trivial integer function called characteristic or indica-
tor function and gave some of its properties and applications in analysis, probability,
and statistics. It is used to show that every integer function, not equal to constant,
has discontinuity. By taking the linear combination of characteristic functions, we
defined a big class of step functions. Through examples we illustrated some of their
applications.

The next chapter deals with interesting properties and applications of floor and
ceiling function. Since they are easily understandable and have lots of applications
in familiar real-life situations, we pointed out that they should be more involved in
school curriculum. Moreover, by using these functions we simplified some complex
formulae and defined some other operations and functions, used in combinatorics,
number theory and computer science.

The Chapter 3 of this paper gives the review of integer-valued arithmetic func-
tions in number theory. We shortly listed the most important of them, i.e., number
and sum of divisors of positive integer, Euler function and their applications. Mo-
reover, we defined some other interesting functions which mostly deal with primes.

Finally, we explained the algebraic properties of integer-valued functions and
integer-valued polynomials whose ring structure leads to numerous applications in
algebra and algebraic geometry.

Keywords: integer-valued functions, characteristic function, step functions,

floor and ceiling functions, arithmetic functions, integer-valued polynomials
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