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Sazetak U ovome radu ukratko ¢emo obraditi definiciju i osnovna svojstva gama i beta
funkcija. Navest ¢emo nekoliko osnovnih nejednakosti, te iskazati Cebisevljevu, Hélderovu i
Griissovu nejednakost. Pokazat ¢emo nejednakosti za gama i beta funkcije izvedene
primjenom Cebisevljeve nejednakosti na funkcije iste odnosno razli¢ite monotonosti.
Dokazat ¢emo log - konveksnost gama i beta funkcija. Na kraju rada ¢emo iz Griissove
nejednakosti izvesti nekoliko nejednakosti.

Kljuénerije¢i: gama funkcija, beta funkcija, Cebisevljeva nejednakost, Hélderova
nejednakost, Griissova nejednakost

Inequalities for Gamma and Beta function

Abstract In this paper we will process definition and elementary properties of Gamma and
Beta functions. We will present some basic inequalities. Then, we will state Chebychev’s,
Holder’s and Griiss’ inequality. We will show inequalities for Gamma and Beta functions which
can be derived from Chebychev’s inequality for synchronous and asynchronous functions. We
will prove that Gamma and Beta functions are logarithmically convex. In the last chapter of
this paper we will prove some general inequalities derived from Griiss’ inequality.

Keywords: Gamma function, Beta function, Chebychev’s inequality, Hélder’s inequality,
Griiss’ inequality
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1 Uvod

U ovome radu bavit cemo se nejednakostima koje vrijede za gama i beta funkcije. Uvest c¢emo
pojam gama i beta funkcija te navesti svojstva koja vrijede za njih, od kojih ¢emo neka i do-
kazati. U tre¢em poglavlju navest ¢emo Jensenovu nejednakost te definirati aritmeticku, kva-
dratnu i geometrijsku sredinu. Zatim ¢emo navesti diskretne i integralne oblike Cebisevljeve,
Holderove i Griissove nejednakosti. U zadnjem poglavlju ¢emo iz navedenih nejednakosti iz-
vesti nejednakosti koje vrijede za gama i beta funkcije. Prvo éemo primjenom Cebisevljeve ne-
jednakosti na funkcije iste odnosno razli¢ite monotonosti te primjenom svojstava gama i beta
funkcija pokazati nejednakosti koje vrijede za umnoske beta funkcija, a isto tako i za umnoske
gama funkcija. Pokazat ¢emo uz koje uvjete vrijedi nejednakost izmedu gama funkcije zbroja
i umnoska dvije gama funkcije. Pomo¢u Holderove nejednakosti dokazat ¢emo kako su gama
i beta funkcije log - konveksne. Zatim ¢emo definirati digama funkciju i pokazati njezinu kon-
kavnost. Na kraju rada ¢emo pomocu Griissove nejednakosti dokazati nekoliko nejednakosti
za gama i beta funkcije.



2 Gamaibeta funkcije

U ovom dijelu ¢emo navesti definiciju i neka od svojstava za gama i beta funkcije te pokazati
vezu izmedu beta i gama funkcije.

2.1 Gama funkcija

Definicija 2.1. Funkcijul': R — R* danu izrazom:

T'(x) :foo e tdr 1)
0

nazivamo gama funkcija.

Gama funkcija definirana je za pozitivne realne brojeve jer tada integral (1) uniformno konver-
gira te postoje njezina prva i druga derivacija :

I'(x) = fo t*le'logtdt, x>0, )

o0
I (x) :f t* e~ 'log? tdt, x>0.
0

Kako je izraz pod integralom (2) pozitivan na cijelom intervalu (0,00) druga derivacija gama
funkcije je pozitivna, te je funkcija konveksna na tom intervalu. Gama funkciju moZemo zapi-
sati i na drugaciji na¢in. Ako u izraz (1) umjesto ¢ uvrstimo u? dobivamo

Oo ® ox-2 2 * 5 2
I'(x) :f tx_le_[dt:f U e 2udu:2f u?le % du.
0 0 0

Dakle, formula za gama funkciju dana je izrazom
T(x)=2 f e du, 3)
0

Kako racunanje integrala moze biti zahtjevno, navest ¢emo dva teorema koji nam omogucuju
eksplicitno racunanje gama funkcije. Dokaze ovih teorema mozete pronaci u [9] odnosno [3,
str. 35].

Teorem 2.1. Neka je x pozitivan realan broj. Tada vrijedi:
[(x+1)=x-T(x). (4)

Teorem 2.2. (Bohr - Mollerupov teorem) Neka je f : R* — R* funkcija koja zadovoljava sljedeca
svojstva:

(D) f=1
@) fx+D)=xf(x), VxeR*
(3) log f je konveksna funkcija naR™.

Tada je f(x) =T(x), VxeR".



Korolar 2.1. Neka je n prirodan broj. Tada vrijedi:
I'(n)=m-1D!.
Dokaz: Neka je n prirodan broj. Primjenjujuci svojstvo (2) iz Bohr - Mollerupovog teorema
dobivamo
I'n)=(n-1)-T(n-1)=nn-1)-(n-2)-I'(n-2)
=-.=(n=-1-(n=2)----2-1-T(1).
Nakon §to primjenimo svojstvo (1) iz prethodnog teorema slijedi
rm=mn-1)-n-2)----2-1-1=(n—-1)L

O
Sada ¢emo navesti nekoliko korisnih svojstava gama funkcije (dokazi ovih svojstava mogu se
pronaciu [4, str. 63-65]):

[e,0]
F(x):sxf *le=Stde, x,5>0;
0

I'(x) —foo e tdt+ i 07
h nl(n+x)

n=0

x>0
F(x):(logb)xf " 'b7'dt, x>0,b>1;
0
(01> <T@Ir"x), x>0. (5)

2.2 Beta funkcija

Definicija 2.2. Funkciju : R* x R* — R danu izrazom:

1
B(x,y) = fo i1 -nr tde (6)

nazivamo beta funkcija.

Beta funkciju moZemo zapisati pomocu funkcija sinus i cosinus §to moZemo vidjeti u iducoj
propoziciji [9].

Propozicija 2.1. Neka su x i y pozitivni realni brojevi. Tada vrijedi:

T

Bx,y) = 2[2 sin” ! tcos™ ! tdt. )
0

Dokaz: Uvodimo supstituciju ¢ = sin® ¢. Tada je (1 - t) = cos®> ¢ i dt = 2sin¢@ cospd. Kada to
primjenimo na (6) dobivamo

Bx,y) =f2 sin®* Y pcos?V ™V - 2singcospde
0

B

:Zfo sin®* " Lpcos® Lpde.



Propozicija 2.2. Neka su x i y pozitivni realni brojevi. Tada vrijedi:

By, x) = B(x,y).
Dokaz: 1z izraza (6) imamo X
ﬁ(y,x):‘/‘ty‘l(l—-nx‘ldt.
0

Uvrstimo supstituciju u = 1 — ¢ i dobivamo

0 1
B(y,x) = —f Q-w'u"du =f W A-wY du=px, ).
1 0

O
Iako je ova funkcija dviju varijabli vrlo korisna, Cesto je zanemarena jer se moZe izvesti koris-
te¢i gama funkciju. Vezu ove dvije funkcije daje nam sljedeci teorem [9].

Teorem 2.3. Neka su x iy pozitivni realni brojevi. Gama i beta funkcija povezane su izrazom:

F'(x)I'(y)

L(x+y) ®

B(x,y) =
Dokaz: 1z formule (3) dobivamo
oo 2 oo 2
INEIING)) :2[ u? et du-2f v le " qy
0 0
= 4f f e~ W 212y gy ).
0o Jo
Uvodimo polarne koordinate u = rcos i v = r sing pa vrijedi

LX) (y) =4f fz e_rzrz(“y)_lcoszx_lq)sinzy_l<pdrd(p
o Jo

§to moZemo rastaviti na dva integrala

2 _ 2 1oy
e " 2ty 1dr-2f cos® Lpsin? L pde.
0

Iy = 2[

0
Ocito je
® 2 2xty)-1
2[ e " r Y dr =T(x+ y).
0

Iz (7) vidimo da je

]

2]2 cos?* Lpsin® L pde = B(y, x) = B(x, ).
0

Prema tome imamo

Ty =Trx+ypxy
te vrijedi
rx)ry)

Pl =Tty



Sada ¢emo navesti nekoliko korisnih svojstava beta funkcije (dokaze moZete pronaciu [4,
str. 68-70]):
Bx+1, )+ px,y+1)=px,y), xy>0;

ﬁ(“_l’ 1-p

) :nsec(—), O<p<lI;
2 2 2

B(x,x) =217"2*p (x, %), x>0.



3 Nejednakosti

Definicija 3.1. KaZemo da je funkcija f : I — R konveksna na I < R ako za sve x1, x; € I i svako
A €[0,1] vrijedi:
fAx1+ A =Nx2) < Af(x1) + (1= A) f(x2).

Ako za sve x1,x2 € I, x1 # x2 i A €(0,1) vrijedi:

fAx1+ A=V x2) < Af(x1)+ 1A =A) f(x2)

kazemo da je funkcija f strogo konveksna.

Napomena 3.1. Ako u prethodnoj definiciji vrijedi suprotna nejednakost kazemo da je funkcija
fkonkavna.

Prvo ¢emo navesti Jensenovu nejednakost iz koje su izvedene Cebisevljeva, Holderova i Grii-
ssova nejednakost.

Teorem 3.1. Funkcija f : I — R je konveksna na I < R ako i samo ako za svakin e N, n = 2,
X1, X2, 00 Xp € T i A1,..., An €10,1] takvedaje}! | A; =1 vrijedi:

n n
f(Z itixi) <) Aif(xy). 9)
i=1 i=1

Dokaz ovoga teorema moZete pronaci u [8].
Napomena 3.2. Ako u (9) vrijedi suprotna nejednakost kazemo da je funkcija f konkavna na L.

Moze se dogoditi da je suma teZina A1, A,...,A, razlicita od jedan pa ¢emo navesti Jensenovu
nejednakost i za taj slucaj. Neka je p = (py, ..., pn) n-torka nenegativnih realnih brojevaisa P,
oznacimo Y7, p; > 0. Tada Jensenova nejednakost za konveksnu funkciju glasi:

1 & 1 o
fl=> pixi| ==Y pifxn, (10)
Pn i=1 Pn i=1

a za konkavnu funkciju u (10) vrijedi suprotna nejednakost.
Sada ¢emo definirati aritmeticku, kvadratnu i geometrijsku sredinu [8] koje su vazne za dokaz
Griissove nejednakosti.

Definicija 3.2. Neka sua = (ay,...,a,) i p = (p1,..., pn) N-torke pozitivnih realnih brojeva i

P, = 2’7:1 pi, n €N, n = 2. Aritmeticka sredina brojeva ay, ..., a, s tezinama py, ..., p,, definirana

jes

1(11 + vos + pnan
Py

at+...+ p,a?
K(d;p)z\/pl 1 > Pn ny
n

Ala; p) = P

)

kvadratna sredina s

a geometrijska sredina s

Gla; p) = (“fl ...agn)# )



Sljedeci teorem nam daje odnose izmedu prethodno definiranih sredina (za dokaz teorema
pogledajte [8]).

Teorem 3.2. Neka su a = (ay,...,a) i p = (py,..., pn) n-torke pozitivnih realnih brojeva i P,, =
Y, pi- Tada vrijedi:
K(a;p) =z Ala; p) =z G(a; p) (11)

pri cemu jednakost vrijedi ako i samo ako sua, = a, = ... = ay.

3.1 Cebisevljeva nejednakost

Teorem 3.3. (Diskretni oblik Cebi§evljeve nejednakosti) Neka su a = (ay, a, ..., a,) i
b = (by, by, ..., by) dvije n-torke pozitivnih realnih brojevaip = (p1, p2, ..., Pn) Nenegativna n-
torka realnih brojeva. Ako su n-torke iste monotonosti ', onda vrijedi:

n n n n
Y pi)_piaibi=) pia; Y pib;.
=1 =1 i=1 i=1

Ako su n-torke razlicite monotonosti, ? vrijedi suprotna nejednakost:

n n n n
Y pi)_piaibi<) pia; Yy pib;.
=1 i=1 i-1 i-1

U oba slucaja jednakost vrijedi ako i samo ako jea, = ay = ...= a, iliby = b, = ... = by,.

Dokaz ovog teorema moZe se pronaci u [5].
Navest ¢emo i integralni oblik ove nejednakosti [1] jer ¢e nam biti potreban u nastavku.

Teorem 3.4. (Integralni oblik Cebi§evljeve nejednakosti) Neka su f, g : [a, b] — R integrabilne
funkcije na [a,b] koje su obje rastucée? ili obje padajuce*. Neka je p : [a,b] — Ry integrabilna
funkcija na [a,b]. Tada vrijedi:

b b b b
f p(x)dxf p(x)f(x)g(x)dxzf p(x)f(x)dxf px)g(x)dx. (12)
Ako je jedna od funkcija fili g rastuca, a druga padajuca onda vrijedi:
b b b b
f p(x)dxf p(x)f(x)g(x)dxsf p(x)f(x)dxf px)g(x)dx. (13)

111-torke su iste monotonosti akojeay<..<apiby<..s<bjiliay=..2a,iby=...2 by
2n-torke su razli¢ite monotonosti ako jeaj<..<ayibyz..zbiliaqy=...za,ib; <...
3Funkcija fjerastucana [a, b] ako Vx € [a, D], x1 < X2 = f(x1) < f(x2) .

4Funkcija fje padajucana [a, b] ako Vx € [a, b], x1 < X2 = f(x1) = f(x2) .

<b,



3.2 Holderova nejednakost

Sada ¢emo navesti jo$ jednu nejednakost [8] koja ¢e nam biti potrebna.

Teorem 3.5. (Diskretni oblik Hélderove nejednakosti) Neka su a = (a1, ay, ..., a,) i b= (b1, b, ..., by)
dane n-torke pozitivnih realnih brojevaip,q € R, p #0, q # 0 takvi da je % + % =1.Tadazap> 1
vrijedi:

U oba slucaja jednakost vrijedi ako i samo ako su aP i b9 proporcionalne n-torke.
Sljedeci teorem nam daje integralni oblik Hélderove nejednakosti [1].

Teorem 3.6. (Integralni oblik Holderove nejednakosti) Neka je [a, b] < R interval realnih bro-
jevatep,qeR takvidajep>1i %+% = 1. Neka su fi g funkcije takve da su integrali ff |f($)IPds

if f |g(s)|9d s konacni. Tada je funkcija f - g integrabilna na [a, b i vrijedi sljedeéa nejednakost

b 5 b 7
s(f If(s)lpds) (f Ig(s)l"ds) ) (14)

b
f f(s)gls)ds

3.3 Griissova nejednakost

Teorem 3.7. (Diskretni oblik Griissove nejednakosti) Neka je p = (p1, p2, ..., Pn) n-torka pozitiv-
nih realnih brojeva i neka su a = (ay, ay, ..., a,) i b = (by, by, ..., by) dvije n-torke realnih brojeva
takvedavrijedip < a;<¢iy<b; <T',Vi=1,..,n. Tada vrijedi:

1
< Z(¢—(P)(F—Y),

1 n 1 n n
P_Zpiaibi_P_% l lpiai ;Pibi

nij=1

gdje je Py, = 2?21 pi.
Dokaz ovog teorema pomocu nejednakosti (11) moZete pronaciu [7, str. 29].

Teorem 3.8. (Integralni oblik Griissove nejednakosti) Neka su f'i g funkcije definirane i integra-
bilne na intervalu a, b]. NekaV x € [a, b] vrijedip < f(x) < ¢ iy < gx) <T, gdjesu,p,yil’
dani realni brojevi. Tada vrijedi:

1

Sz(gb—tp)(F—Y). (15)

b—a

1 b 1 b 1 b
mfa f(x)g(x)dx—mfa fx)dx- Lg(x)dx

Dodatno, konstanta i je najbolja moguca.

Ovaj teorem necemo dokazivati, dokaz se moZe pronaciu [6, str. 295]. U nastavku ¢e nam biti
potreban i tezinski oblik Griissove nejednakosti koji navodimo u idu¢em teoremu [1].



Teorem 3.9. Neka su fi g funkcije definirane i integrabilne na intervalu |a, b]. Neka ¥V x € [a, b]

vrijedip < f(x) < ¢ iy < gx) <T, gdjesu@,$,y i1 dani realni brojevi. Neka je funkcija h :
[a, b] — [0,00) takva da je ffh(x)dx > 0. Tada vrijedi:

—f f(x)g(x)h(x)dx——f fx)h(x)dx-
f h(x)dxJa

f—)df gx)h(x)dx
h(x)dx

siw—ww—w.

(16)
Dodatno, konstanta i je najbolja moguca.



4 Nejednakosti za gama i beta funkcije

U nastavku ¢emo izvesti neke od nejednakosti koje vrijede za gama i beta funkcije, za viSe in-
formacija o ovoj temi pogledajte [2].

4.1 Nejednakostiizvedene iz Cebisevljeve nejednakosti

U ovome dijelu rada nejednakosti ¢emo dokazivati pomoéu integralnog oblika CebiSevljeve
nejednakosti.

Teorem 4.1. Neka su a, b, ¢, d pozitivni realni brojevi za koje vrijedi:

(c—a)d—-b)=<0. (17)
Tada vrijede sljedece nejednakosti:
B(c,d)B(a,b) = B(c,b)p(a,d) (18)
i
IF'b+c)l'(a+d)=T(c+dTI(a+Db). (19)

Dokaz: Definiramo funkcije f, g, h: [0,1] — [0,00) na sljede¢i nacin:

f=x7% gx=0-0%" he@=x"'1-0""

Deriviranjem funkcija fi g dobivamo
f’(x) — (C— a)xc—a—l
g =b-da-xn*"" xe©D.

Zbog (17) funkcije fi g su iste monotonosti na [0, 1]. Takoder, h je nenegativna funkcija na in-
tervalu [0,1]. Koristeci Cebiéevljevu nejednakost (12) za f,g i h dobivamo

1 1
f x4 - x)b_ldxf 11 -0l 1x 21 -x)%bax
0 0

1 1
zf x“‘l(l—x)b_lxc_“dxf 11—t -x0%lax
0 0

tj.
1 1
f x4 1 - x)b_ldxf x11-x)%tdx
0 0
1 1
2[ xc_l(l—x)b_ldxf x* 11 -x9dx.
0 0
Prema (6) iz prethodne nejednakosti dobivamo (18), a zbog svojstva (8) vrijedii (19). O

Napomena 4.1. Uz pretpostavku (c — a)(d —b) =0 u (18) i (19) vrijede suprotne nejednakosti.

10



Korolar 4.1. Za svaka dva pozitivna realna broja a i c vrijede sljedece nejednakosti:

Bla,c) = [B(c, ) fla, )2

NoI—

I'a+c)=[T'2al(20)]z.
Dokaz: Iskoristimo Teorem 4.1uza=bic=d. Tadaje

(c—a)d-b)=(c-a)?’*=0

B(c,c)Bla,a) < B(c,a)B(a,c) = f(c,a)
pa vrijedi 1
Bla,c) = [B(c,c)fla,a)lz.
NejednakostI'(a+c¢) = [T'(2 a)F(Zc)]% slijedi iz prethodno dokazanog. O

Teorem 4.2. Neka su a, b i c realni brojevi, a, b > 0 takvi da vrijedi b > ¢ > —a. Ako je

clb—a-c)<0 (20)
onda vrijedi:
r'(a)<T(b-c)l'(a+c) (21)
i
B(b,a)<pBb-c,a+c). (22)

Dokaz: Neka su funkcije f, g, h: [0,00) — [0,00) zadane formulama
f)=x"% gx)=x° hx)=x""e "

Zbog uvjeta (20) funkcije fi g su razlicite monotonosti na (0,00) pa primjenom Cebisevljeve
nejednakosti (13) na [0,00) dobivamo
o0

o0 o0 o0
f x“_le_xdxf xb_c_“xcx“_le_xdxsf xb_c_“x“_le_xdxf xx e *dx.
0 0 0 0

Nakon §to sredimo gornji izraz dobivamo

* a1 * b1 ® b1 o 1
f x4 e‘xdxf x?- e_xdxsf x?-¢ e_xdxf xt e dx.
0 0 0 0

Prema (1) prethodna nejednakost je jednaka

I'@I'b)<Tb-0I(c+a).
Zbog svojstva (8) vrijedi i sljedeca jednakost
I'b-col'(a+c)

'+ a)
Kada to primjenimo na (21) lako se pokaZze da vrijedi i (22). O

Bb—c,a+c)=

11



Napomena 4.2. Akojec(b—a—c) =0, onda u (21) i (22) vrijede suprotne nejednakosti.
Kao posljedicu prethodnog teorema navodimo idu¢i korolar.

Korolar 4.2. Neka je b >0 it realan broj takav da je |t| < b. Tada vrijedi:

(b)) <T(b- 0T (b+1)

B(b,b)<B(b—t,b+t).
Dokaz: Koristimo Teorem 4.2 uz a = bic = t. Tada imamo
clh—a-c)=-1*<0.
Iz nejednakosti
L'b)I'a)<Tbh-cl(a+c)
slijedi

(b)) <T(b-nNT(b+1).
Zbog svojstva (8) vrijedi i (23).

Teorem 4.3. Neka su c,d > 0 takvi da vrijedi:
(c-1(d-1)=<0.

Tada je

I'(c+d)<cdl'(c)l'(d)

1
IB(C, d) < a

Dokaz: Neka su funkcije f, g, h: [0,00) — [0,00) definirane s

f)=x"" g=x¥1 hx)=xe™.

(23)

(24)

(25)

(26)

Zbog uvjeta (24) otito je da su funkcije fi g razli¢ite monotonosti na [0, c0) te primjenom Cebi-

Sevljeve nejednakosti (13) vrijedi
o0 o0 [ 0] (e @]
f xe‘xdxf xCHa1e=X gy sf x"e‘xdxf x%e *dx.
0 0 0 0
Prema (1) dobivamo

Frrc+d)<T'(c+1I'(d+1).

Zbog svojstva (4) vrijedi:
I'(c+1)=cI'(c)

12



r'd+1)=dra.
Kako je I'(2) = 1 vrijedi:

I'(c+d) <cdl(0)T(d).
Nejednakost (26) dobijemo iz prethodne pomocu svojstva (8).
Napomena 4.3. Ako je(c—1)(d—1) =0 u (25) i (26) vrijede suprotne nejednakosti.
Korolar 4.3. Za svaki prirodni brojm, m =1 i ¢ > 0 vrijedi:
I'(mc) = (m—- D™ Vo)™,
Dokaz: Ako koristimo nejednakost (25) uzastopno, dobivamo :

['(2¢) = c*T ()T (¢)

T'(3¢) =2c°T(20)T(c)

T'(4c) =3c°T(3c)T(c)

I'(mc) = (m- l)czf[(m —DclT'(c).

Kada prethodne nejednakosti pomnoZimo, te dobivenu nejednakost podjelimo sa I'(2¢),
I'3c),...,T'((m-1)c) dobivamo nejednakost iz korolara.

Korolar 4.4. Za svaki prirodni broj ¢ > 0 vrijedi:

2c—-1 1
I'(c) = \/J_'[CZF(C+ 5) .

Dokaz: Koristimo ¢injenicu da je I' () = /7 i imamo:

2271 (or

1
c+ 5) =v/nT'(2c), c¢>0.
Kako je T'(2¢) = c?T?(c) vrijedi:

22¢-1r ()T (c + %) > /71c’T?(c),

pa je korolar dokazan.
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4.2 Nejednakosti izvedene iz Holderove nejednakosti

U nastavku ¢éemo pokazati log - konveksnost ° gama i beta funkcija te definirati digama funk-
ciju.

Teorem 4.4. Neka su c,d =0 takvidajec+d =11xy,x, > 0. Tada vrijedi:

T(cx1 +dxp) < (D)) (T(x2)?,
tj. gama funkcija je log - konveksna na (0, 00).

Dokaz: Dokaz provodimo koriste¢i Holderovu nejednakost (14) uz supstituciju

flo)=s"D g =542 p=eS, s€(0,00)

Tada vrijedi:

0o 00 1 4 00 1 d
f seaDgdle—l p=s g5 < (f st e‘sds) (f sy e‘sds)
0 0 0

$to je ekvivalento
oo d 0o c 00 d
f seatde=l,=sg¢ < (f sxl_le_sds) (f sxz_le_sds) )
0 0 0

Za h(x) =InT(x), x € (0,00) imamo

F/
W = (x)

I'(x)

i
" (0T (x) - (F(x)?
h"(x) = T2 (x) , X€(0,00).

Zbog nejednakosti (5) zakljutujemo da je h”(x) = 0,V x € (0,00) §to pokazuje da je gama funk-
cija log - konveksna na (0,00) te je teorem dokazan. O

Za beta funkciju vrijedi slicna nejednakost koju ¢emo dokazati u idu¢em teoremu.
Teorem 4.5. Beta funkcija je log - konveksna na (0,00) x (0,00).

Dokaz: Neka su c,d =0takvidaje c+d =11 (x1,x2),(y1,¥2) € (0,00) x (0,00).
Tada vrijedi:

Blclx1,x2) +d(y1,y2)] = Blcxy + dyr, cxz + dys)

1
:f scx1+dy1—l(1 _ s)cx2+dy2—lds
0
1
:f §C=L+dn=D) (1 _ gele-L+dz-D) g
0

1
:f (s -s2 ) (s17a - s)yz_l)d ds.
0

5Funkcija f:la, bl — R* jelog - konveksna (konkavna) na [a, b] ako je In(f) konveksna (konkavna) na [a, b].

14



Sada definiramo funkcije
fO=(s""a-921° se@©D,
g9 =("a-9"N)", se@)

i stavimo p = %,c/ = %.
Prethodno navedene funkcije zadovoljavaju uvjete Teorema 3.7 pa moZemo primjeniti Holde-
rovu nejednakost (14) te dobivamo sljede¢u nejednakost

1 1 c 1 d
f (s -9 ) (st - s)YZ‘l)dds < (f s9T(1 - s)xz_lds) : U sl 1 -2 s
0 0 0
= [B(x1, )1 [B(y1, y2)1
koja pokazuje log - konveksnost funkcije beta na (0, 00). O

Definicija 4.1. Digama funkcija je derivacija prirodnog logaritma gama funkcije, tj.

w00 = L 1are = L&)
Cdx T

Teorem 4.6. Digama funkcija je monotono rastuca i konkavna na intervalu (0,00).

x> 0.

Dokaz: Kako je gama funkcija log - konveksna na (0,00), derivacija od [nT’, Sto je digama funk-
cija, je monotono rastuc¢a na (0,00).
Kako bi dokazali konkavnost digama funkcije koristit éemo zapis

ll_tx—l
‘P(x):f dt—y, x>0
o 1-—-t¢

gdje je
LA |
’}/: li[[] E E—logl’l =0.577215...

n—oo k=1

Neka su a;,a, >01ic,d =0 takvi da je ¢ + d = 1. Tada vrijedi:

11- tca1+da2—1
‘P(ca1+dag)+y:f —dt
0 1-t
1 1 _ Z.C((l1—1)+d(dg—1)
:f dr.
0 1-¢

Kako je funkcija koja realnom broju a; pridruzuje c¢* € (0,00) konveksna na (0, 1) vrijedi:

pela—D+d@=1) o pm=1 4 ge=l " yie(0,1),ay,a > 0.

Zbog prethodne nejednakosti vrijedi

1 1— tca1+da2—1 1 1— Ctal_l +dta2—1
f " s f ( L ar
0 1-1¢ 0 1-1¢

1 _ -1 _ sap—1
:f cl—t""HN+d1-t )dt
0 1-1t

11—[a1_1 11_ta2_1
:Cf —dt+df —dt
o 11—t o 11—t

=c(V(a)+y)+dW¥(a)+y)=c¥Y(a) +d¥(a) +7y.
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Sada iz prethodno dokazanog slijedi
WY(ca; +day) =c¥(ay)+d¥(ay),

tj. funkcija digama je konkavna na intervalu (0, 00). O

4.3 Nejednakosti izvedene iz Griissove nejednakosti

Teorem 4.7. Neka su a,b,c i d pozitivni realni brojevi. Tada je

1 Ccdd a(lbb
L,b+d+1)— 1,b+1 Ld+1)| =~ ' ‘
|Bla+c+1,b+d+1)-Pla+1,b+1)f(c+1,d+1)| 4(c+d)d (a+ bt

Dokaz: Neka su dane funkcije f(x) = x(1-xbi glx)= x°(1-x)%, x€10,1]. Dabi mogli primje-
niti Griissovu nejednakost moramo pronaéi minimum i maksimum funkcije h(x) = x*(1 — x)!
za k,l>0.Imamo

A0 = k11— 0! — 16k — !
dx
=x* 11 -0 k@ - x) - Ix]

=x*11 -0 k- (k+Dx].

Kako je xp = % jedinstveno rjesenje jednadzbe h'(x) = 0 na [0, 1] te h'(x) > 0 na [0, xo) i ' (x) <
0 na (xp, 1] zaklju¢ujemo da je xp maksimum funkcije k. Slijedi da je

Mg, = inf h(x)=0
x€[0,1]

M ;= su h(x)—h( k )— Ll
kb= R T M) T v e

Sada moZemo primjeniti Griissovu nejednakost (15) na funkcije f i g te dobivamo

1 1 1
‘fo f(x)g(x)dx—fo f(x)dxf0 g(x)dx

1
= Z(Ma,b —Mgp)(Me,q—Meq),

$to je ekvivalentno

1 1 1
‘fo f(x)g(x)dx—f0 f(x)dxfO g(x)dx
<1 a®bb . ccd?

" 4(a+b)atb (c+d)ctd

te je nejednakost dokazana.
Sada ¢emo pokazati neSto jednostavniju nejednakost.
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Teorem 4.8. Neka suc,d €R ,c,d > 0. Tada vrijedi nejednakost

1 1
‘ﬁ(c-i'l,d'l'l)—m SZ

koja je ekvivalentna nejednakosti

5+cd+c+d

{ 3—-cd—-c—-d
m _—
4(c+1)(d+1)

O,m}iﬁ(C-Fl,d-Fl)S

Dokaz: Neka su dane funkcije f(x) = x¢, g(x) =(1— 0% x€l0,1], ¢,d > 0. Tada je

I, 10 = 80 =0

sup f(x)= sup g(x)=1.
x€[0,1] x€[0,1]

Primjenom nejednakosti (15) slijedi

1 1 1 1
f xc(l—x)ddx—f xcdx-f 1-x%x| <-.
0 0 0 4
Kako je
1 1
f xfdx=——
0 c+1
i 1
1
1-0%dx=—
fo (=0 dx d+1
slijedi tvrdnja teorema. O

Tezinski oblik Griissove nejednakosti i prethodna dva teorema nam daju sljedece dvije propo-
zicije.

Propozicija4.1. Nekasuc,d,k,l>0ia,b>—1. Tada vrijedi:

|Bla+1,b+D)B(c+k+a+1,d+1+b+1)-P(c+a+1,d+b+Dfk+a+1,1+b+1)|
_1 ca? Kkl
T A(c+d)rd (k+ DR

-B2(a+1,b+1).

Propozicija 4.2. Neka suc,d>01ia,b>—1. Tada vrijedi:
|Bla+1,b+1)B(c+a+1l,d+b+1)—P(c+a+1,b+1)fla+1,d+b+1)|

5iﬂ%a+Lb+1L

TeZinski oblik Griissove nejednakosti nam omogucuje dokaz iduéeg teorema.
Teorem 4.9. Neka su a,b,c€R, a,b,c > 0. Tada vrijedi:

l1a® b’ _,
F(a+b+c+1)T(C+1)—2 Ia+c+DI'(b+c+1) s ———I"(c+1). (27)
e

3a+b+c+l a+b+2c+2 4 e4
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Dokaz: Pretpostavimo da je funkcija g,(s) = s*e™* definirana na (0,00). Tada je

g ()=as" e -5 =e s a-ys)

iz ¢ega zakljuCujemo da je funkcija g, rastu¢a na (0, a), a padajuca na (a,oo) i maksimum joj je
gala) = Z—Z Iz nejednakosti (16) slijedi

U; ga(s)gb(s)gc(s)deo gc(s)ds—fo ga(s)gc(s)deO gr(s)g:(s)ds

1 X ) X 2
SZ(srer%&gcc]ga(S)—srer[%g]ga(S))(Srer%ggcc]gb(S)—srer[%g]gb(S))UO gC(S)dS) , Vx>0

$to je ekvivalentno

X X X X
f Sa+b+ce—33dsf Sce—sds_f Sa+ce—2$dsf Sb+ce—2$ds
0 0 0 0

la® bb ([ 2
S:}Z_b(f Sce_st) , Vx>0.
e 0

Kako su dani integrali konvergentni na [0,00) dobivamo

© a+b+c -3 o o 2 © bic -2
f §ATITCe™ Sdsf sCe_Sds—f s Ce™ Sdsf s e ds
0 0 0 0

1a® bb ([ 2
<—— . — se %ds| .
4e% eb (fo )

Uvodimo supstituciju # = 3siimamo

foo Sa+b+ce—3sds — lfoo (E)‘Hbﬂ e Ydu
0 3Jo 3

1
=—T(a+b+c+1).

- 3a+b+c+1
Sli¢no se dobije i
o a+c —2s 1
fo s e ds:WF(a+c+l),
o b+ 2
C ,—4§ _
fo s e ds—2b+c+11“(b+c+ 1)
pa slijedi tvrdnja (27). O
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