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Uvod

Jedan od glavnih pojmova u sustavu glasovanja da-ne je politicka snaga. U radu
¢emo promatrati politicku snagu glasaca, odnosno igraca, te kako ona utjece na
konacan rezultat glasovanja. Cesto éemo u radu spominjati broj glasova (kvota)
potreban za prihvac¢anje odluke-prolaz koji je u vecini slucajeva odreden kao nat-
polovicni broj ukupnog broja glasaca. Pojam igraca podrazumijeva vise slucajeva.
Igraci u sustavu glasovanja da-ne mogu biti ¢lanovi neke stranke, drzave ¢lanice,
predstavnici u skupstini i sli¢no (vidi [1, 3, 4]).

Uzet ¢emo u obzir situacije u kojoj skupine od nekoliko biraca pokusavaju odabrati
izmedu nekoliko alternativa (izbora, opcija). U slucaju da postoje samo dvije al-
ternative, standardno je dopustiti da svaka osoba glasa za svoju najvise rangiranu
alternativu (svoj prvi izbor), a drustveni izbor ("pobjednik”) je ona alternativa koja
dobiva najvise glasova. Postupak drustvenog izbora je funkcija ¢iji je ulaz niz lista
nekog skupa A (skup alternative), a odgovarajuéi izlaz je ili element skupa A (pod-
skup od A) ili da nema pobjednika. Poveéanjem alternativa, sustav glasovanja se
komplicira.

Takoder ¢emo dati i rezultate za tezinski sustav glasovanja. Tezinski sustav gla-
sovanja (weighted voting system) je sustav glasovanja u kojem se donosi odluka u
tzv. da-ne pitanjima ili prijedlozima, a karakteriziramo ga prema skupu glasaca (v;),
tezini glasa (w; broj glasova glasaca) i kvoti g.

U sustavu glasovanja definiramo koaliciju, pobjednicku koaliciju, minimalnu po-
bjednicku koaliciju, gubitnicku koaliciju i teZinu. Koalicija je skupina glasaca bilo
kojeg broja ¢lanova pocevsi bez glasaca do svih glasaca u sustavu glasovanja. Po-
bjednicka koalicija je koalicija koja sa svim svojim pripadnim glasovima dovodi do
toga da se prijedlog prihvati (tj. ima ukupan broj glasova veéi od kvote). Minimalna
pobjednicka koalicija je ona pobjednicka koalicija koja vise nece biti pobjednicka,
ako bilo koji njezin ¢lan izade iz nje. Gubitnicka koalicija je koalicija koja nema sa
svim svojim pripadnim glasovima potrebnu veéinu.

U pogavlju 1 ¢emo iskazati Shapley-Shubik indeks snage koji vrijedi za bilo koji sus-
tav glasovanja da-ne. Kako bi mogli izracunati Shapley-Shubik indeks snage spome-
nut ¢emo neke osnovne matematicke pojmove koji uklju¢uju ”nacelo mnozenja” i nje-
gove posljedice. Izrac¢unavat ¢emo Shapley-Shubikove indekse za Europsku ekonom-
sku zajednicu, a kasnije i ilustrirati fenomen poznat kao ”paradoks novih clanova”
(gdje nam se snaga ¢ini manja a zapravo je veca). Jednostavniji nac¢in racunanja
Shapley-Shubikovog indeksa snage iskazat ¢emo teoremom o glasackim blokovima.
Poglavlje ¢emo zavrsiti sa procjenom snage koja je slicna Shapley-Shubikovom in-
deksu snage a to je Banzhafov indeks snage. Procjene snage koje su vrlo sliéne
Shapley-Shubik i Banzhaf indeksu snage su Johnston i Deegan-Packel indeks snage



koje ¢emo takoder obraditi u ovom poglavlju i prikazati njihovo rac¢unanje na pri-
mjeru. Vazno je napomenuti da su se Johnston i Deegan-Packel indeksi snage uveli
1978. godine te da se Deegan-Packel indeks snage zasniva na minimalnim pobj-
dnickim koalicijama.

U poglavlju 2 opisujemo primjer odredivanja snage predsjednika Sjedinjenih Americkih
Drzava u odnosu na Zastupnicki dom i Senat SAD-a, obzirom na prihvac¢anje i
donosenje zakona.

U tre¢em poglavlju promatramo pojam usporedive ili neusporedive snage glasaca.
Definicija nam daje pojam ordinalne ("redne”) snage glasac¢a. Ordinalna snaga se
odnosi na poredak snage glasaca obzirom na njihov odredeni utjecaj gledan poje-
dinac¢no.

U zadnjem, ¢etvrtom poglevlju opisujemo paradoks predsjedavajuceg, kojim se poka-
zuje da vidljiva politicka moc¢-snaga ne mora znaciti potpunu kontrolu na ishodima-
prihvac¢enim odlukama.



1 Indeksi snage u sustavu glasovanja da-ne

Razmotrimo na pocetku neke osnovne matematicke ¢injenice. Pretpostavimo da
imamo n osoba 01, 0s..., 0, gdje nam je n pozitivan cijeli broj. Postavlja se pitanje:
na koliko na¢ina mozemo tih n osoba poredati?

Za n osoba, broj poredaka jen! = (n)-(n—1)-(n—2)----- 3-2-1.

Sve to je formalizirano u sljedecéa tri rezultata.

PROPOZICIJA 1 (Nacelo mnozenja). Pretpostavimo da promatramo objekte od
kojih se svaki moze naciniti u dva koraka. Pretpostavimo da je toéno p (za "prvih”)
nacina kako napraviti prvi korak i toéno d (za”drugih”) nacina kako napraviti drugi
korak. Tada je broj takvih objekata (koji se mogu naciniti sveukupno) produkt p - d.
(Pretpostavljamo da drugacije konstrukcije daju drugacije objekte.)

Dokaz:

START

RAZINA 1

RAZINA 2
ik 2 d 1 2 d 1 2 d

Slika 1: Graf konstrukcije produkta

Dokaz ¢emo prikazati vizualno, pomoc¢u grafa koji je prikazan na slici 1.

Slika 1. prikazuje ¢vorove oznacene od 1 do p koji predstavljaju p nacina kako
naciniti prvi korak u prethodno opisanoj konstrukciji objekta. Za svaki ¢vor od 1
do p, ¢vorovi oznaceni od 1 do d predstavljaju nacine za drugi korak konstrukcije.
Primijetimo da svaki ¢vor na drugoj razini odgovara konstrukciji u dva koraka, te
da je konacan broj ¢vorova oc¢ito p - d buduéi da imamo p grupa ¢évorova (razina 1)
i svaka grupa je velicine d.

Time je tvrdnja dokazana.



Ako konstruiramo objekte za koje je potrebno tri koraka konstrukcije, tada
imamo k; nacina za konstrukciju prvog koraka, ks nacina za konstrukciju drugog
koraka i k3 nacina za konstrukciju tre¢eg koraka. Koliko ih zapravo onda ima?
Iskoristimo Propoziciju 1 koja nam govori da imamo k; - ko drugog koraka. Primje-
nom Propozicije 1 na konstrukciju u tri koraka dobivamo sljededi rezultat:

ky - (ko ky) = Ky - Ko - K.

Dobiveni rezultat nam potvrduje sljede¢a tvrdnja, a to je generalizacija nacela
mnozenja.

PROPOZICIJA 2 (Generalizacija nacela mnozenja). Pretpostavimo da proma-
tramo objekte od kojih se svaki moZe naciniti u n koraka. Pretpostavimo da je tocno
k1 nacina kako napraviti prvi korak, ko nacina kako napraviti drugi korak,. ..k,
nacina kako napraviti n-ti korak. Tada je broj takvih objekata (koji se mogu naciniti
sveukupno) produkt

Ky ko kg -k,
pri cemu pretpostavijamo da drugacije konstrukcije daju drugacije objekte.

Ocigledno je da onda ima n nacina za korak 1, n — 1 nacina za korak 2, ..., 2
nacina za korak n — 11 1 nacin za korak n.
Stoga, neposredna posljedica Propozicije 2 je sljede¢i korolar:

KOROLAR 1. Broj nacina na koji se n objekata moze razmjestiti je

n-n—1-(n—-2)-----(3)-(2)- (1) =nl.



1.1 Shapley-Shubik indeks snage

Prije formalne definicije Shapley-Shubikovog indeksa snage, potrebno je razjasniti
pojam ”pivotna osoba”. Pivotna osoba je ona osoba koja pridruzivanjem nekoj ko-
aliciji, pretvara tu koaliciju iz gubitnicke u pobjednicku koaliciju (formiramo sve
vecu i vec¢u koaliciju tako da povecavamo clanove krecuéi se s lijeva na desno u za-
danom poretku ¢lanova). Pogledajmo sljedeéi primjer:

Primger 1. Pretpostavimo da imamo da-ne sustav glasovanja koji sadrzi 7 osoba
l1,1lo,13,14,15,ls 1 l; (moguéih poredaka od sedam osoba je 7!) i svaka osoba ima
jedan glas osim osobe [y koja ima tri glasa. Za pobjedu je potrebno pet glasova.
Promotrimo sljedeéi poredak: l7,l1s3,15,14, 2,11, ls. Koalicija l7, 13,5 je gubitnicka jer
ukupan broj glasova ne zadovoljava broj glasova koji je potreban za prolaz, odnosno
da bude pobjednicka koalicija. Zato je koalicija l7, (3, l5, 4 pobjednicka koalicija jer
njezin broj glasova zadovoljava uvjet za pobjednicku koaliciju. Osoba koja je svojim
pristupanjem koaliciji, koaliciju pretvorila iz gubitnicke u pobjednicku je 4, Sto ju
¢ini pivotnom osobom.

Iskazimo to i formalno, sljede¢om definicijom.

DEFINICIJA 1. Pretpostavimo da je p glasac u sustavu glasovanja da-ne © X skup
svih glasaca. Tada je Shapley-Shubik indeks od p, u oznaci SSI(p), dan u sljedecem
2apisu:

SSI(p) = broj poredaka od X za koje je p pivotni
br= broj svih poredaka skupa X '

Uoc¢imo da:
e je nazivnik od SSI(p) jednak n! ukoliko imamo n glasaca,
e za svakog glasaca p je 0 < SSI(p) <1,
e ako su py,...,p, glasaci tada je SSI(py) + -+ SSI(p,) = 1.
Mozemo reéi da je Shapley-Shubik indeks od p, SSI(p), "razlomak snage”. Promo-

trimo sljede¢i primjer.

Primgjer 2. Pretpostavimo da imamo tri osobe u tezinskom sustavu glasovanja
P1, P2, p3 U kojem p; ima 50 glasova, p, ima 49 glasova, i p3 ima jedan glas. Neka
je potrebno 51 glas za prihvacanje odluke. Kako imamo tri osobe, broj mogué¢ih
poredaka je 3! = 6. Ispisimo ih redom.



L.p1 p2 p3
2.p1 ps P2
3. p2 p1 D3
4. pp p3 m
5. p3 P2 M
6. p3 P11 D2

Osoba p; je pivotna u poredcima: 3., 4., 5. 1 6., pa je SSI(p;) = % = % Osoba
pe pivotna je samo u poretku 1., pa je SSI(py) = é. Osoba ps pivotna je samo

u poretku 2., pa je SSI(p3) = %. lako py i ps imaju razliciti broj glasova, njihov

Shapley-Shubik indeks je isti.

Primjer 3. Promotrimo pocetak Europske ekonomske zajednice koja je osnovana
1958. godine. Zemlje c¢lanice su tada bile Francuska, Njemacka, Italija, Belgija,
Nizozemska i Luksemburg. Izracunajmo njihove Shapley-Shubikove indekse, ako
znamo da su Francuska (F), Njemacka (G) i Italija (I) imale cetiri glasa, Belgija (B)
i Nizozemska (N) dva glasa, a Luksemburg (L) jedan glas. Ukupan broj glasova je
sedamnaest, a broj dovoljan za prolaz je najmanje dvanaest $to je 70,6% od ukup-
nog broja glasova. Imamo Sest zemalja ¢lanica sto nam govori da imamo 6! = 720
mogucih poredaka.

Kako bi izra¢unali SST(F') moramo pronaéi sve poretke zemalja u kojima je Fran-
cuska pivotna zemlja. Primijetimo da je Francuska pivotna zemlja upravo kada je
zbroj glasova drzava koje se nalaze lijevo od nje osam, devet, deset ili jedanaest.
Kako ne bi morali provjeravati 720 poredaka, promotrit ¢emo prethodne slucajeve.

e Slucaj 1. Zbroj glasova drzava koje se nalaze lijevo od Francuske
je osam:

1. Lijevo u poretku od Francuske su Njemacka (4 glasa), Belgija (2 glasa) i
Nizozemska (2 glasa): Tri drzave koje se nalaze lijevo od Francuske mogu
biti poredana na 3! = 6 nacina, dok preostale dvije drzave koje se nalaze
desno od Francuske mogu biti poredana na 2! = 2 nac¢ina. Kona¢no dobivamo
31-2!=6-2 =12 poredaka.

2. Lijevo u poretku od Francuske su Italija (4), Belgija (2) i Nizozemska (2):
Ovaj slucaj je isti kao i prethodni, pa imamo 12 poredaka.

3. Lijevo u poretku od Francuske su Njemacka (4) i Italija (4): Dvije drzave
koje se nalaze lijevo od Francuske mogu biti poredana na 2! = 2 nacina, dok
preostale tri drzave koje se nalaze desno od Francuske mogu biti poredane na



3! = 6 nacina. Kona¢no dobivamo 2! - 3! = 12 poredaka.

U ovom slu¢aju imamo ukupno 12 4+ 12 4 12 = 36 razlic¢itih poredaka u kojima je
Francuska pivotna zemlja.

e Slucaj 2. Zbroj glasova drzava koje se nalaze lijevo od Francuske je
devet:

1. Lijevo u poretku od Francuske su Njemacka (4), Belgija (2), Nizozemska (2)
i Luksemburg (1). Analognim zaklju¢ivanjem dobivamo 4! 1! =24 -1 =24
poretka.

2. Lijevo u poretku od Francuske su Italija (4), Belgija (2), Nizozemska (2) i
Luksemburg (1): Ovaj slucaj je isti kao i prethodni, pa imamo 4!- 1! = 24
poretka.

3. Lijevo u poretku od Francuske su Njemacka (4), Italija (4) i Luksemburg (1).
Analogno, dobivamo 3! - 2! = 12 poredaka.

Konaé¢no, u ovom slucaju imamo 24 + 24 + 12 = 60 razlicitih poredaka u kojemu je
Francuska pivotna zemlja.

e Slucaj 3. Zbroj glasova drzava koje se nalaze lijevo od Francuske
je deset:

1. Lijevo u poretku od Francuske su Njemacka (4), Italija (4) i Belgija (2). Ana-
lognim zaklju¢ivanjem dobivamo 3! - 2! = 12 poredaka.

2. Lijevo u poretku od Francuske su Njemacka (4), Italija (4) i Nizozemska (2):
Ovaj slucaj je isti kao i prethodni, pa imamo 3! - 2! = 12 poretka.

Slucaj 3. ukupno ima 12 + 12 = 24 razlicitih poredaka u kojemu je Francuska pi-
votna zemlja.



e Slucaj 4. Zbroj glasova drzava koje se nalaze lijevo od Francuske je
jedanaest:

1. Lijevo od Francuske su Njemacka (4), Italija (4), Belgija (2) i Luksemburg (1).
Analognim zakljuc¢ivanjem dobivamo 4! - 1! = 24 poretka.

2. Lijevo od Francuske su Njemacka (4), Italija (4), Nizozemska (2) i Luksemburg
(1). Ovaj slucaj je isti kao i prethodni, pa imamo 24 poretka.

U ovom slucaju imamo 24 4+ 24 = 48 razli¢itih poredaka u kojemu je Francuska
pivotna zemlja.

Kako bi dobili konac¢an broj poredaka u kojima je Francuska pivotna zemlja, zbro-
jimo sve rezultate prethodnih slucajeva: 36 4+ 60 + 24 + 48 = 168. Sada mozemo
izracunati Shapley-Shubikov indeks snage Francuske.

Rezultati dobiveni za preostale drzave su prikazani u sljedecoj tablici.

_36+60+24+48 168 14

SSI(F) 0 =0 =60~ 23.3%
DRZAVA | BROJ GLASOVA | SSI | POSTOTAK SSI (=)
Francuska 4 14/60 23.3
Njemacka 4 14/60 23.3
Ttalija 1 14/60 23.3
Belgija 2 9/60 15
Nizozemska 2 9/60 15
Luksemburg 1 0 0

1.1.1 Paradoks novih ¢lanova

U prethodnom poglavlju smo razmatrali slucaj Furopske ekonomske zajednice, t;.
njene drzave clanice 1958. godine, a to su Njemacka, Francuska, Italija, Belgija,
Nizozemska i Luksemburg. Tada je broj drzava ¢lanica bio Sest. Prisjetimo se da
su Njemacka, Francuska i Italija imale cetiri glasa, Belgija i Nizozemska dva glasa,
te Luksemburg jedan glas. Sto bi se dogodilo pristupanjem novih drzava Europskoj
ekonomskoj zajednici, kako bi se rasporedili glasovi? Indeksi snage ukazuju na
to da dodavanjem novih clanova u biracko tijelo snaga postojec¢ih drzava clanica
moze se povecati, cak i ako su broj glasova svih postojec¢ih drzava ¢lanica i izborni
sustav glasovanja ostali nepromijenjeni. Taj je fenomen poznat kao ” paradoks novih
¢lanova”.

1973. godine Furopskoj ekonomskoj zajednici su pristupile Engleska, Danska i Irska.



Odluceno je da Engleska ima isti broj glasova kao i Francuska, Njemacka i Italija, a
Danska i Irska vise od Luksemburga, a manje od Belgije i Norveske. Glasovi prvotnih
drzava Clanica su proporcionalno povecani za faktor 2.5, osim Luksemburga (u tablici
je prikazan novi broj glasova).

DRZAVA | BROJ GLASOVA

FPrancuska 10
Njemacka 10

Italija 10

Belgija )

Nizozemska 5

Luksemburg 2

Engleska 10

Danska 3

Irska 3

Sada, potreban broj glasova za prihvacanje odluke (za veéinu) je 41 sto je 70.7%
od ukupno 58 glasova. Luksemburg je u pristupanju novih ¢lanica poveéao svoj
broj glasova a time i vrijednost Shapley-Shubikovog indeksa snage, koji je prije bio
nula, jer sada sigurno mozemo napraviti barem jedan poredak u kojem je Lukseburg
pivotni ¢lan.

1.1.2 Teorem o glasackim blokovima

Ovim teoremom ¢emo pokazati jednostavniji nac¢in racunanja Shapley-Shubikovog
indeksa snage glasaca. Prije iskaza teorema, uvest ¢emo potrebne oznake i dati pri-
mjer.

Pretpostvimo da imamo tezinski sustav glasovanja sa n biraca pi,ps,...,p, 1 pri-
padnim tezinama wy, ws, . .., w,. Pretpostavimo da je ¢ kvota. Tada imamo sljedeci
zapis kojeg nazivamo tezinsko glasacko tijelo:

[q = wy,wa, .. wy).
Za primjer ovoga zapisa uzmimo Europsku ekonomsku zajednicu:
[12:4,4,4,2,2,1].

Primgjer 4. Promotrimo da-ne sustav glasovanja Senata SAD-a koji sadrzi 100
glasaca. Svaki glasa¢ ima jedan glas i potrebno je ukupno 51 glas za prolaz. Pretpos-
tavimo da dvanaest senatora iz Sest drzava Nove Engleske (Maine, New Hampshire,
Vermont, Massachusetts, Rhode Island, Connecticut) odluce glasovati zajedno, u
takozvanom glasackom bloku. Taj glasacki blok ¢emo gledati kao jednoga glasaca.
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Tada imamo glasacko tijelo [51 : 12,1,...,1] koje sadrzi 89 ¢lanova. Broj svih
mogucih poredaka ovoga glasackog tijela je 89!. Mi ne moramo gledati sve moguce
poretke nego ¢emo uzeti u obzir one poretke u kojima je glasacki blok pivotni.
Kako bi izrac¢unali Shapley-Shubikov indeks snage moramo zapravo utvrditi koliko
od 89 (89! smo razbili na 89 jednakih skupina koje su odredene mjestom zauzima-
nja glasackog bloka u nizu od 89 glasaca) razlicitih poredaka ima glasacki blok kao
pivotnoga glasaca. Kako bi glasacki blok bio pivotni, broj ostalih ¢lanova mora biti
najmanje trideset i devet. To znaci da poredak koji ima glasacki blok kao pivotnog
glasaca ima slijed, koji imaju po jedan glas, od 39, 40, ..., 50 glasaca. U ovom
slijedu se nalazi dvanaest brojeva sto nam daje sljedeci rezultat koji ¢emo potvrditi
teoremom u nastavku:

12
SSI(blok senatora Nove Engleske) = 29

TEOREM 1. Pretpostavimo da imamo n glasaca te jedan blok velicine b i kvotu
q, tj. tezinsko glasacko tijelo

[q:0,1,...,1].

Pretpostavimo da je b—1 < q—1 <n —>b. Tada je Shapley-Shubikov indeks bloka
dan sljedeéim izrazom:

b

Dokaz: Uoc¢imo da je n — b + 1 broj razlicitih poredaka, zatim imamo n — b
glasaca s jednim glasom i broj mjesta gdje b moze biti smjesten u samo jednom
poretku vise od ovoga. Blok b ¢e biti pivotni blok upravo onda kada je slijed glasaca
s jednim glasom duljine najmanje ¢ — b, ali ne vise od ¢ — 1. Primijetimo da, kako je
q—1 <n—bin—>bbroj raspolozivih glasaca s jednim glasom, mozemo konstruirati
sve slijedove, a njih je b. Time je Shapley-Shubikov indeks bloka velicine b dan
izrazom:

__broj poredaka u kojima je b pivotni b

SSI(p) =

broj svih poredaka T n—b+1

Dokazali smo nasu tvrdnju i ujedno pokazali jednostavniji nacin racunanja Shapley-
Shubikovog indeksa snage glasaca.
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1.2 Banzhaf indeks snage

Procjena snage koja je slicna, Shapley-Shubik indeksu snage je takozvani Banzhaf
indeks snage glasaca, nazvan prema odvjetniku John F. Banzhaf III.

Banzhaf je proucavao sustav glasovanja Zupanijskog odbora Nassau, New York 1960.
godine, koji je svojim opc¢inama dodijelio ukupno 30 glasova i u kojem je vec¢ina od
16 glasova dovoljna za pobjedu. (Hempstead 1: 9, Hempstead 2: 9, North Hemps-
tead: 7, Oyster Bay: 3, Glen Cove: 1, Long Beach: 1) Prema Banzhafovu zapisu,
postoje 32 pobjednicke koalicije i 48 glasackih glasova. John F. Banzhatf je predlozio
indeks kako bi izmjerio snagu svake opéine (Hempstead 1 = 1/3, Hempstead 2 =
1/3, North Hempstead = 1/3, Oyster Bay = 0, Glen Cove = 0, Long Beach = 0), te
je tvrdio da je glasovanje koje daje nula snagu za jednu Sestinu stanovnistva zupanije
nepravedno, tj. da biracka prava nisu nuzno jednako podijeljena medu birac¢ima ili
dionicarima. Slijedi i formalna definicija kojom ¢emo iskazati ”totalnu Banzhafovu
snagu” glasaca.

DEFINICIJA 2. Pretpostavimo da je p glasac u sustavu glasovanja da-ne. Tada
je totalna Banzhafova snaga glasaca p, u oznaci TBP(p), broj koalicija K koje za-
dovoljavaju sljedeéa tri uvjeta:

1. p je clan koalicije K.
2. K je pobjednicka koalicija.
3. ukoliko je p 1zbacen iz koalicije K, ona prestaje biti pobjednicka koalicija.

Neka je K pobjednicka koalicija. Ako izbacivanjem biraca p iz koalicije ona pres-
taje biti pobjednicka koalicija, tada bira¢a p nazivamo kriticnim biracem koalicije
K. Kako numericki prikazati Banzhaf indeks snage, iskazati ¢emo u nastavku.

DEFINICIJA 3. Pretpostavimo da je py glasac u sustavu glasovanja da-ne, te da
su ostali glasaci oznaceni sa pa, pP3, ..., Pn. Tada je Banzhaf indeks snage od glasaca
p1, u oznaci BI(py), broj dan s :

B TBP(m)
BI(p1) = TBP(p))+ -+ TBP(p,)

Primger 5. Iskoristit ¢emo prethodni primjer, tj pretpostavimo da imamo tri
osobe u tezinskom sustavu glasovanja pi, ps, p3 u kojem p; ima 50 glasova, ps ima
49 glasova, ps ima jedan glas i potreban je 51 glas za prolaz. Prvo pronadimo sve
pobjednicke koalicije, a zatim izra¢unajmo totalnu Banzhafovu snagu za pojedinog
glasaca. Pobjednicke koalicije su:
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Kl - {p17p27p3}7
K2 = {plap2}7
K3 = {plaps}-

Vidimo da je glasac p; kritican za sve tri koalicije, glasac¢ ps je kritican za koaliciju
K i glasac ps je kritican za koaliciju K3. Prema tome, totalna Banzhafova snaga i
Banzhaf indeks snage za glasace su:

TBP(p1)=3, TBP(ps) =1, TBP(p;)=1.
3

Bl(p1) = Brorl) ; (SSI(p1) =2)
Bl(py) = ﬁ = é, (SSI(p2) = %)
Bl(ps) = m = % (SSI(ps) =5)

Danas je Banzhaf indeks snage, zajedno s Shapley-Shubik indeks snage prihvat-
ljiv nac¢in za ispitivanje glasacke snage.

1.3 Johnston indeks snage

Do sada smo promatrali igrace u koaliciji ¢iji izlazak iz koalicije moze biti kritican
(k=1,---,n). Ako nam je izlazak ukupnog broja igraca iz koalicije kritican doci
¢emo na ideju na kojoj je zasnovan upravo Johnston indeks snage. Johnston indeks
snage je slican Shapley-Shubik i Banzhaf indeksu snage, a sljede¢om definicijom
¢emo ga i formalno definirati.

Pretpostavimo da su C1,...,C,, one pobjednicke koalicije kod kojih je igra¢ p
kritican. Neka je ny broj onih igraca ciji izlazak iz C je kritican, ns je broj onih

igraca ciji izlazak iz Cy je kritican, ..., n,, je broj onih igraca ¢iji izlazak iz C,, je
kritican. Tada se definira ukupna Johnston snaga igraca py na sljedeéi nacin:
1 1 1
TJP(py) = —+—+...+ —.
L m

DEFINICIJA 4. Johnston indeks igraca py definira se izrazom
TJP(pr)
JI(pr) = == :
(2s) > i1 TJP(pi)

Koristec¢i primjer iz poglavlja u kojemu smo prikazali Shapley-Shubik i Banzhaf
indeks snage vidjet ¢emo kako izracunavamo Johnston indeks snage igraca.
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Primgjer 6. Pretpostavimo da imamo tri igraca u tezinskom sustavu glasovanja

P1, P2, 3 U kojem p; ima 50 glasova, ps ima 49 glasova, ps ima jedan glas i potreban
je b1 glas za prolaz. Pobjednicke koalicije su:

Kl = {plap27p3}7
KZ = {plap2}7
K3 = {pbp:s}'

Vidimo da je igra¢ p; kritican za koaliciju K7, ali kriti¢nost za preostale dvije
koalicije Ky i K3 dijeli s drugim igra¢ima. Prema tome ukupna Johnston snaga
igraca iznosi:

11 1 1
TIP(p) =1+5+5. TIP(p)= 0+ 5+0, TIP(ps) = 0+0+ 7,

dok su Johnston indeksi snage igraca:

2 2
J‘[<p1): = 5
2+2+2 3
i
‘]](p2>: 2 =
24+14+1 6
A
2
M) =515
2 2

Johnston indeks snage prvi puta se spominje 1978. godine (vidi [4]).

1.4 Deegan-Packel indeks snage

Jos jedna procjena snage je Deegan-Packel indeks snage koji je uveden 1978. go-
dine. Deegan-Packel indeks snage slican je Johnston indeksu snage, ali se zasniva
na minimalnim pobjednic¢kim koalicijama (vidi [4]).

Pretpostavimo da su Cf,...,C; minimalne pobjednicke koalicije kojima pripada
igra¢ pg,k = 1,--- ,n. Neka je m; broj clanova Cy, my broj ¢lanova Cs, ..., m;
broj ¢lanova C;. Tada se definira totalna Deegan-Packel snaga igraca py (u oznaci
TDPP(pg)) na sljedeci nacin:

1 1 1
TDPP(pk):E—Fm——i-...—i-E.
1 2 j

DEFINICIJA 5. Deegan-Packel indeks igraca py definira se izrazom

_ TDPP(py)
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Prikazimo izracunavanje Deegan-Packel indeksa snage primjerom koji smo koris-
tili i u prethodnim poglavljima.

Primgjer 7. Pretpostavimo da imamo tri igraca u tezinskom sustavu glasovanja
P1, P2, p3 U kojem p; ima 50 glasova, p, ima 49 glasova, p3 ima jedan glas i potreban
je 51 glas za prolaz. Minimalne pobjednicke koalicije su:

K2 - {plapQ}a
K3 = {p1,p3}-.

Za racunanje totalne Deegan-Packel snage promatramo minimalne pobjednicke
koalicije kojima pripada pojedini igrac. Kako igra¢ p; pripada koaliciji Ky i K3
dobivamo L1

TDPP =—-4+=-=1
(p1) D)
Kako igrac¢ py pripada koalicije K5 iigrac¢ ps pripada koaliciji K3 dobivamo sljedece

ukupne Deegan-Packel snage:

1 1 1

Dok je Deegan-Packel inde snaga igraca:

1 1
DPI(pl):m:§,
1 1
DPI(P2):1+§+%:Z?
1 1
DPI(pg’):l—i—i—i—%:é_l'

2 Indeksi snage predsjednika SAD-a

U nasem dosadasnjem razmatranju izbornih glasackih sustava SAD-a, promatrali
smo samo glasace, tj. snagu glasa pojedinoga glasaca. Izostavljali smo vrlo vaznu
osobu, a to je predsjednik.
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Prisjetimo se sljede¢ih matematickih izraza:

Ako je 1 < k < n, tada broj razlicitih na¢ina kojim mozemo odabrati tocno k

objekata od njih to¢no n, dan je s:
n
k

TEOREM 2. Za 1 <k <ni 0'=1 vrijedi sljedeci izraz:
ny n!
k) kl(n—Ek)

Dokaz: Prisjetimo se iz prosloga odjeljka, Korolara 1. koji nam govori da na n!
nacina mozemo razmjestiti n objekata. Za fiksan k£ mozemo zamisliti svaki takav
raspored od n objekata koji dobivamo u sljedeca tri koraka:

i ¢itamo "n povrh k7.

1. Izaberimo k objekata za pocetni blok.
2. Razmjestimo tih k£ objekata u nekakav poredak.

3. Razmjestimo n — k objekata u nekakav poredak.

Ako uzmemo, na primjer, objekte a, b, c,d, e, f i k = 3, tada u prvom koraku mozemo
odabrati objekte a,d i f. U drugom koraku mozemo objekte poredati na sljedeci
nac¢in: f a d. Poredak u tre¢em koraku mozemo napraviti na sljede¢i nacin: e b c.
Konacno, imamo sljedeéi poredak : f a d e b c.

Prvi korak mozemo napraviti na n povrh k£ nacina, drugi na k! nacina i treé¢i na
(n — k)! na¢ina. Prema generaliziranom nacelu mnozenja slijedi :

(Z) K- (n— K.

Kako znamo da se n objekata mogu razmjestiti na n! nacina, vrijedi :

(Z) K- (n— k) =nl.

Dijeljenjem obiju strana sa k! - (n — k)! dobivamo trazeni izraz:

(¥)

Sto nam dokazuje tvrdnju. |

Snagu predsjednika ¢emo izraziti pomocu, ve¢ poznatih, Shapley-Shubik indeksa
snage i Banzhaf indeksa snage.
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2.1 Shapley-Shubik indeks predsjednika SAD-a

U ovom poglavlju, zbog jednostavnosti i lakseg razumijevanja, promatrat ¢emo sa-
vezni sustav koji se sastoji od trinaest ¢lanova, Sest senatora (The Senat), Sest
¢lanova Zastupnickog doma (The House of Representatives) i predsjednika. Za pro-
laz dalje je potrebno ili dvije tre¢ine Senata i Zastupnickog doma skupa, ili pola Se-
nata, pola Zastupnickog doma i predsjednik SAD-a. Da bi predsjednik bio pivotni,
u poretku od trinaest glasaca, njemu moraju prethoditi najmanje tri ¢lana Zas-
tupnickog doma i tri clana Senata. To se moze dogoditi u sljede¢ih sedam slucajeva:

1. Tri clana Zastupnickog doma i tri senatora prethode predsjedniku, te tri ¢lana
Zastupnickog doma i tri senatora slijede nakon predsjednika.

2. Tri clana Zastupnickog doma i Cetiri senatora prethode predsjedniku, te tri
¢lana Zastupnickog doma i dva senatora slijede nakon predsjednika.

3. Tri clana Zastupnickog doma i pet senatora prethode predsjedniku, te tri clana
Zastupnickog doma i jedan clan Senata slijede nakon predsjednika.

4. Tri ¢clana Zastupnickog doma i Sest senatora prethode predsjedniku, te tri ¢lana
Zastupnickog doma slijede nakon predsjednika.

5. Cetiri ¢lana Zastupnickog doma i tri senatora prethode predsjedniku, te dva
¢lan Zastupnickog doma i tri ¢lana Senata slijede nakon predsjednika.

6. Pet clanova Zastupnickog doma i tri senatora prethode predsjedniku, te jedan
¢lan Zastupnickog doma i tri clana Senata slijede nakon predsjednika.

7. Sest ¢lanova Zastupnickog doma i tri senatora prethode predsjedniku, te tri
¢lana Senata slijede nakon predsjednika.

U ovih sedam slucajeva zelimo izracunati koliko ima svih mogucih poredaka, a
to ¢emo napraviti u ¢etiri koraka. Pogledajmo korake za prvi slucaj:

e KORAK 1: Tri od 6 c¢lanova Zastupnickog doma koji prethode predsjedniku
mozemo odabrati na Sest povrh tri nacina.

e KORAK 2: Tri od 6 ¢lanova Senata koji prethode predsjedniku mozemo odabrati
na Sest povrh tri nacina.

e KORAK 3: Sest ¢lanova iz prethodna dva koraka koji prethode predsjedniku
mozemo odabrati na 6! nacina.

e KORAK 4: Sest ¢lanova iz prethodna dva koraka koji su poslije predsjednika
mozemo odabrati na 6! nacina.
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Prema nacelu mnozenja iz prethodna cetiri koraka nam slijedi izraz:

9 ()

Na isti nacin dobivamo preostale slucajeve:

Drugi slucaj: (g) : (i) 705l
Tredéi slucaj: (g) ( ) 8- 4'
Cetvrti slucaj: () ( )

Peti slucaj: ( ) ST
Sesti slucaj: (g) ( ) 8!- 4'
Sedmi slucaj: (g) ( ) 9!. 3l

Suma svih sedam izraza podijeljena sa 13! nam daje nas Shapley-Shubikov indeks
snage predsjednika u pojednostavljenom sustavu.

Savezni sustav SAD-a se sastoji od Senata (kojeg ¢ini 100 ¢lanova), Zastupnickog
doma (kojeg ¢ini 435 ¢lanova), te potpredsjednika i predsjednika sto je ukupno 537
¢lanova. Ako bi racunali stvarni sustav glasovanja SAD-a onda bi imali nazivnik
koji je jednak 536! (zbog jednostavnosti ¢emo zanemariti podpredsjednika, tj. imat
¢emo 536 glasaca u saveznom sustavu SAD-a). Promatrali bi slucajeve kada je
predsjednik pivotni u poretku od 100 ¢lanova Senata i 435 ¢lanova Zastupnickog
doma.

Kako bi predsjednik bio pivotni u takvom poretku njemu mora prethoditi
minimalno 218 ¢lanova Zastupnickog doma i 51 senator. Ovaj slucaj bi zatim
rasclanili na slucajeve kao Sto smo rasclanili i prethodni jednostavni sustav
glasovanja. Sumiranjem svih slucajeva dobili bi sljedeci izraz:

(;li,g) [(15010) (218 + 51)1(266)! 4 - - - + Ggg) (218 + 100)!(217)!}

+..
+ (gzg) {(15010) (289 + 51)1(195)! + - - - + Ggg) (289 + 100)!(146)!]
- (ggg) :(15010) (290 + 51)!1(194)! 4 - - - + (16060) (290 4 66)!(179)!}
+.

n 435\ [

435/ |

Konaé¢no, prema Shapley-Shubikovom indeksu snage predsjednik ima SST od
0.16047, tj. 16 % u saveznom sustavu SAD-a (vidi [4, 5]).

(15010) (435 +51)1(49)! + - - + (16060) (435 + 66>!(151)!} '
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2.2 Banzhaf indeks predsjednika SAD-a

Banzhafov indeks predsjednika dobivamo dijeljenjem totalne Banzhafove snage
predsjednika sa sumom Banzhafove snage svih glasac¢a u saveznom sustavu SAD-a.
Prisjetimo se da se savezni sustav SAD-a sastoji od Senata koji broji 100 ¢lanova i
Zastupnickog doma koji broji 435 ¢lanova, potpredsjednika i predsjednika Sto je
ukupno 537 ¢clanova, tj. glasaca (zbog jednostavnosti podpredsjednika
zanemarujemo, tj. imat ¢emo 536 ¢lanova u saveznom sustavu SAD-a). Kako bi
dobili totalnu Banzhafovu snagu predsjednika moramo najprije izracunati totalnu
Banzhafovu snagu svih pojedinih ¢lanova Senata i svakog pojedinog clana
Zastupnickog doma.

Pogledajmo prvo kako ¢emo oznaciti koalicije unutar Senata.

Oznacimo sa S broj koalicija unutar Senata koji se sastoji od najmanje dvije
tre¢ine svojih ¢lanova, te sa S, oznacimo broj koalicija unutar Senata koji se sastoji
od najmanje dvije trec¢ine svojih ¢lanova ukljucujuéi jednog odredenog senatora p:

g_ (100y (100

67 100/’
99 99

Sp_<66)+”'+(99)'

Zatim, sa s oznac¢imo broj koalicija unutar Senata koji se sastoji od najmanje
polovine svojih ¢lanova, te sa s, oznac¢imo broj koalicija unutar Senata koji se
sastoji od najmanje polovine svojih ¢lanova ukljucujuéi jednog odredenog senatora

p:
. 100 - 100
50 100’
. 99 P 99
P49 99 /)"

Na isti nac¢in napravimo i sa Zastupnickim domom, tj. oznacimo sa Z broj koalicija
unutar Zastupnickog doma koji se sastoji od najmanje dvije trec¢ine svojih clanova:

7 435 R 435
-~ \290 435)"
Sa Z, oznac¢imo broj koalicija unutar Zastupnickog doma koji se sastoji od
najmanje dvije tre¢ine svojih ¢lanova ukljuc¢ujuci jednog odredenog clana

Zastupnickog doma p:
T — 434 P 434
P\ 289 434)
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Takoder, sa z oznac¢imo broj koalicija unutar Zastupnickog doma koji se sastoji od
najmanje polovine svojih ¢lanova:

435 R 435
z = . e
218 435)°
i sa z, oznacimo broj koalicija unutar Zastupnickog doma koji se sastoji od
najmanje polovine svojih ¢lanova ukljucujuéi jednog odredenog clana Zastupnickog

doma p:
(s, (4
7= \arr 434)

Nakon ovakvog zapisa, lagano mozemo izracunati totalnu Banzhaf snagu
predsjednika, ¢lanova Zastupnickog doma i ¢lanova Senata. Trazeni rezutat je
dvostruki broj pobjednickih koalicija kojima glasac¢ pripada od kojeg se oduzima
broj svih mogucih pobjednickih koalicija. Konacni rezultati su dani u sljedecoj
tablici.

BANZHAF INDEX VRIJEDNOST
Predsjednik 0.038
Senator 0.0033
Clan Zastupnickog doma 0.0015

Prikazane vrijednostima mozemo izraziti u postotcima i zakljuciti da je snaga
predsjednika = 4% , snaga Senata = 33%, i snaga Zastupnickog doma = 63%.

3 Ordinalna snaga

Pretpostavimo da imamo dva glasaca, x i y. Nas zanima u kakvom odnosu z i y
mogu biti, kakav je odnos snage izmedu x i y, tj. pokusat ¢emo formalizirati izraze
kao Sto su:

"z iy imaju jednaku snagu”,

"x 1y imaju jednaki utjecaj”,

"z iy su jednako pozeljni za stvaranje pobjednicke koalicije”,

te kada mozemo reci da je utjecaj x i y neusporediv i usporediv.

Prvo ¢emo promotriti izraz da x i y imaju jednaki utjecaj, tj. da su ”jednako
pozeljni”. Ako su nam x i y pozeljni u koaliciji K, tada se mogu dogoditi cetiri
tipa koalicije:
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1. z iy pripadaju koaliciji K.

2. x pripada koaliciji K dok y ne pripada koaliciji K.
3. y pripada koaliciji K dok x ne pripada koaliciji K.
4. Niti z niti y ne pripadaju koaliciji K.

Ako su z i y jednako pozeljni koaliciji K kako bi ona bila pobjednicka koalicija,
tada za sva Cetiri tipa koalicija koje smo prethodno nabrojali imamo istinite
tvrdnje:

1. Ako je K pobjednicka koalicija, iskljucivanjem x iz koalicije, ona postaje
gubitnicka koalicija ako i samo ako ju izbacivanje y iz koalicije ¢ini
gubitnickom.

2. Ako x napusti koaliciju K a y se pridruzi koaliciji K, tada koalicija K ne
prelazi iz gubitnicke u pobjednic¢ku niti iz pobjednicke u gubitnicku koaliciju.

3. Ako y napusti koaliciju K a x se pridruzi koaliciji K, tada koalicija K ne
prelazi iz gubitnicke u pobjednicku niti iz pobjednicke u gubitnicku koaliciju.

4. Pridruzivanje x koaliciji K ¢ini koaliciju K pobjednickom ako i samo ako ju
pridruzivanje y u koaliciju ¢ini pobjednickom koalicijom.

Kada pogledamo tvrdnju 4., vidimo da iz nje slijede prethodne tvrdnje, Sto nas
dovodi do sljedece definicije.

DEFINICIJA 6. Pretpostavimo da su x iy dva glasaca u da-ne sustavu
glasovanja. Tada kaZemo da su x iy jednako poZeljni, u oznaci x =~ vy, ako i samo
ako vrijedi :

Za svaku koaliciju K koja ne sadrzi niti x niti y, pridruZivanjem x koaliciji K ¢ini
Ju pobjednickom ako i samo ako ju pobjednickom koalicijom cini pridruZivanje y-a
u koaliciju.

Pogledajmo sljedec¢i primjer kako bi bolje razumjeli prethodnu definiciju. Takoder,
ovaj primjer nam govori kako dva glasaca u tezinskom sustavu glasovanja mogu
biti jednako pozeljni iako imaju razlicite tezine.

Primgjer 8. Imamo tri glasaca a, b, c u tezinskom sustavu glasovanja i kvotu ¢
koja iznosi 51. Glasac a sa tezinom 1, b sa tezinom 49, ¢ sa tezinom 50 .
Pobjednicke koalicije su tada {a,c}, {b,c} i {a,b,c}. Primijetimo kako je jedina
koalicija koja ne sadrzi niti @ niti b ona bez ¢lanova, K; = (). Neka nam je koalicija
K5 koalicija koja za clana ima samo glasaca c. Ako glasaca a pridruzimo koaliciji
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K, isto je kao i da smo glasaca b pridruzili koaliciji K7, jer ona ostaje gubitnicka
koalicija. Takoder, ako glasaca a pridruzimo koaliciji Kj, isto je kao i da smo
glasaca b pridruzili koaliciji K5 kako bi ona bila pobjednicka koalicija. Stoga,
mozemo rec¢i da je a = b. Mozemo li reéi da je a ~ ¢?

Neka je K3 = {b} koalicija. Ako pridruzimo a koaliciji K3 dobivamo koaliciju

{a, b} koja ima tezinu 50, a ako pridruzimo ¢ koaliciji K3 dobivamo koaliciju {b, ¢}
koja ima tezinu 99. Vidimo da je koalicija {b, c} pobjednicka i tada zaklju¢ujemo
da ne mozemo reci da su a i ¢ jednako pozeljni.

Binarna relacija biti ”jednako pozeljan” je zapravo relacija ekvivalencije, Sto znaci
da je ona refleksivna, simetricna i tranzitivna. Iskazat ¢emo i formalno, sljede¢om
propozicijom.

PROPOZICIJA 3. Relacija "biti jednako poZeljan” je relacija ekvivalencije u
skupu glasaca u sustavu glasovanja da-ne. To jest, vrijedi sljedece:

1. Relacija je REFLEKSIVNA: ako je x =y, tada su x 1y jednako poZeljni

2. Relacija je SIMETRICNA: ako su x iy jednako poZeljni (x = y), tada suy i
x jednako poZeljni (y =~ x).

3. Relacija je TRANZITIVNA: ako su x iy jednako pozeljni (x =y) iy iz
jednako poZeljni (y = z), tada su x i z jednako pozeljni (x = z).

Ako promatramo tezinski sustav glasovanja, rekli bi da su z i y jednako pozeljni
(x =~ y) ako imaju jednake tezine, $to nije u potpunosti toéno. Sljedeéa propozicija
nam govori kada su to¢no dva glasaca jednako pozeljna u tezinskom sustavu
glasovanja.

PROPOZICIJA 4. Za bilo koja dva glasaca u teZinskom sustavu glasovanja
sljedece tvrdnje su ekvivalentne:

1. = iy su jednako pozeljni (xr = y).

2. Postoji raspodjela tezina glasacima i kvota koja ostvaruje sustav u kojemu x 1
y imaju jednake teZine.

3. Postoji dva nacina raspodjele tezina glasacima i dvije kvote tako da oba
ostvaruju tezine u kojima, u jednoj x ima vecu teZinu od y, a u drugoj y ima
vecu tezinu od x.

Relacija ”biti jednako pozeljan” nam je potrebna kako bi mogli iskazati kada su
utjecaji glasaca neusporedivi i usporedivi, Sto ¢emo vidjeti u sljede¢im poglavljima.
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3.1 Neusporediva snaga

Ovim poglavljem ¢emo odgovoriti na pitanje kada dva glasaca nisu jednako
pozeljna i kada ima smisla reé¢i da je njihov utjecaj "neusporediv”.

Kada pogledamo kako smo definirali x &~ y i ako primijenimo takvo razmisljenje,
mogli bi rec¢i da su z i y neusporedivi ako je nekoj koaliciji K viSe pozeljan x od v,
a drugoj koaliciji K’ je vise pozeljan y od x, §to nam toc¢nije govori sljedeca
definicija.

DEFINICIJA 7. Za dva glasaca x 1y u sustavu glasovanja da-ne, kaZemo da je
pozZeljnost x i y neusporediva, u oznact xly , ako 1 samo ako postoje koalicije K 1
K, koje ne sadrze niti x niti y, takve da vrijedi sljedece:

1. pridruzivanjem x koaliciji K ona postaje pobjednicka, ali pridruZivanjem y
koaliciji K ona ostaje gubitnicka koalicija i

2. pridruzivanjem y koaliciji K' ona postaje pobjednicka, ali pridruzivanjem x
koaliciji K' ona ostaje gubitnicka koalicija.

Primjer 9. Neka je x ¢lan Zastupnickog doma i y ¢lan Senata u saveznom
sustavu SAD-a, tada je xly.

Sljedeca propozicija nam govori kada ¢e tocno sustav glasovanja da-ne imati
neusporedive glasace. Prije nego krenemo na propoziciju moramo se upoznati sa
pojmom sustava glasovanja da-ne robusnog na zamjenu 1-1.

DEFINICIJA 8. Sustav glasovanja da-ne nazivamo robustan na zamjenu 1-1,
ako svaka moguca zamjena 1-1 izmedu pobjednickih koalicija X 1Y ostavlja barem
jednu koaliciju 1 dalje pobjednickom. Jedan od glasaca na zamjeni mora pripadats
X ali neY, a drugi mora pripadati Y, ali ne X.

PROPOZICIJA 5. Za bilo koji sustav glasovanja da-ne, sljedece tvrdnje su
ekvivalentne:

1. Postoje glasaci x iy cija je pozZeljnost neusporediva.
2. Sustav nije robustan na zamjenu 1-1.

Dokaz: (1 — 2): Pretpostavimo da je pozeljnost x i y neusporediva i da su K i K’
koalicije takve da je

pridruzivanjem z koaliciji K, K U {z} postaje pobjednicka koalicija;
pridruzivanjem y koaliciji K, K U {y} ostaje gubitnicka koalicija;
pridruzivanjem y koaliciji K, K’ U {y} postaje pobjednicka koalicija;
pridruzivanjem x koaliciji K, K’ U {x} ostaje gubitnicka koalicija.
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Neka je X koalicija nastala pridruzivanjem x koaliciji K i Y koalicija nastala
pridruzivanjem y koaliciji K’. Koalicija X i koalicija Y je pobjednic¢ka pa ne
mozemo reci da je sustav glasovanja robustan na zamjenu 1-1, jer zamjena 1-1 u
ovom slucaju ¢ini obje koalicije gubitnickim koalicijama.

(2 — 1): Pretpostavimo da sustav nije robustan na zamjenu 1-1. Mozemo
odabrati pobjednicke koalicije X, koja sadrzi = i ne sadrzi y, i Y koja sadrzi y i ne
sadrzi x, tako da obje koalicije postaju gubitnicke zamjenom z i y. Neka je K
koalicija nastala izbacivanjem x iz koalicije X i K’ koalicija nastala izbacivanjem y
iz koalicije Y. Tada

koaliciji K pridruzivanjem x dobiva se pobjednicka koalicija X;
pridruzivanjem y koaliciji K dobiva se koalicija koja je gubitnicka;
koaliciji K’ pridruzivanjem y dobiva se pobjednicka koalicija Y
pridruzivanjem z koaliciji K’ dobiva se koalicija koja je gubitnicka.

Ovime smo pokazali da je pozeljnost x i y neusporediva, te smo dokazali tvrdnju.

KOROLAR 2. U tezinskom sustavu glasovanja ne postoje glasaci kojama je
pozeljnost neusporediva.

3.2 Usporediva snaga

U ovom poglavlju promatrit ¢emo glasace = i y ¢ija pozeljnost nije niti jednaka niti
je neusporediva. Pogledamo li dosadasnje tvrdnje koje smo iskazali, mogli bi reci
da su snage glasaca usporedive ako je nekoj koaliciji vise pozeljan glasa¢ x od
glasaca y 1 niti jednoj drugoj koaliciji nije pozeljniji glasa¢ y od glasaca x.

DEFINICIJA 9. Za bilo koja dva glasaca u sustavu glasovanja da-ne , kaZemo
da je x wvise poZeljan od x, u oznact x >y, ako i samo ako vrijedi sljedece:

1. za svaku koaliciju K koja ne sadrzi niti x niti y, ako je K U{y} pobjednicka
onda je 1 K U {x} pobjednicka koalicija,

2. postoji koalicija K' koja ne sadrzi niti x niti y, takva da je K'U {x}
pobjednicka ali KU {y} je gubitnicka koalicija.

Primjer 10. U saveznom sustavu SAD-a ako je x predsjednik a y senator, onda
jex >uy.
Za tezinski sustav glasovanja vrijedi sljedeca tvrdnja:

PROPOZICIJA 6. U tezinskom sustavu glasovanja je x >y ako i samo ako x
ima strogo veéu tezinu od y u svakoj tezinskoj realizaciji sustava.
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Ako imamo slucaj da je ili > y ili x & y, imamo relaciju > y koju nazivamo
relacija pozeljnosti za pojednice, kao i kod brojeva, relacija pozeljnosti za
pojedince je tranzitivna i refleksivna, a nazivamo ju relacija preduredaja.
Pogledajmo jos nekoliko tvrdnji koje nam govore nesto o linearnosti (totalnosti)
relacije pozeljnosti kod sustava glasovanja da-ne.

DEFINICIJA 10. Za sustav glasovanja da-ne kaZemo da je linearan ako ne
sadrzi neusporedive glasace.

PROPOZICIJA 7. Sustav glasovanja da-ne je linearan ako i samo ako je
robustan na zamgjenu 1-1.

PROPOZICIJA 8. Svak: tezinski sustav glasovanja je linearan.

Dokazi prethodnih propizicija mogu se vidjeti u [4].

4 Paradoks predsjedavajuceg

Dosadasnje razmatranje politicke snage je bilo kvantitativno. U ovome poglavlju
¢emo vidjeti drugaciju perspektivu politicke snage kroz takozvani paradoks
predsjedavajuceg.

Pretpostavimo da imamo tri osobe A, B i C| i njihove alternative koje ¢emo
oznaciti redom sa a, b, c. Lista prioriteta je dana sljede¢om tablicom.

A B C
a b c
b c a
c a b

Lista prioriteta nam koristi za testiranje opsega u kojemu su pojedine osobe A, B i
C' zadovoljne drustvenim izborom. Drustveni izbor ¢emo odrediti standardnim
glasovanjem u kojemu, u sluc¢aju nerijesenog glasovanja glasa¢ A ima odlucujuéi
glas (odnosno A je predsjedavajuéi). Necemo koristiti listu preferencija glasaca
zato Sto ne zelimo prisiliti glasace da glasaju za svoj prvi izbor. Glasovanje u
kojemu je ogranic¢eno glasati za svoj prvi izbor, odnosno, najveci prioritet naziva se
1skreno glasovanje, a sve ostalo se naziva sofisticirano glasovanje. Nasa
strategija je da glasaci A, B i C' glasaju za jednu od alternativa a, b, c. Slijed
glasova ¢emo nazivati scenarij.
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DEFINICIJA 11. Fiksiragmo glasaca G i promatrajmo dvije strategije glasovanja
V(z) i V(y) za glasaca G (gdje V() znaci "glas za x”). Tada kaZemo da je V(x)
slabo dominantna u odnosu na V(y) za glasaca G pod uwvjetom da:

1. Za bilo koji moguci scenarij, drustveni izbor koji slijedi iz V (x) je barem
jednako povoljan za glasaca G kao i drustveni izbor koji slijedi iz V (y).

2. Postoji barem jedan scenarij u kojem druStveni izbor koji slijedi iz V (x) je
bolji za glasaca G od drustvenog izbora koji slijedi iz V (y).

Strategija je slabo dominantna za glasaca G ako slabo dominira bilo koju drugu
strategiju. Moramo uzeti u obzir sve moguce scenarije i usporedivati ih kako bi
znali je li strategija slabo dominantna. Scenarije glasova ¢emo prikazati u obliku
stabla. Razlicite strategije za glasaca ¢e biti prikazane okomitim stupcima, a
predlozene dominantne strategije ¢e biti prikazane na dnu stabla. Sljedece
propozicije ¢e nam pomo¢i u kreiranju stabla.

PROPOZICIJA 9. "Glasovati za alternativu a” je slabo dominantno za
predsjedavajuceq A.

Dokaz: Postoji devet scenarija koje glasaci B i C' mogu napraviti buduéi da svaki
moze glasati za a, b ili ¢, te oni su prikazani na slici 2.

Glasod B —» a |:

— E {D ]
A EE  EEE @ e
| Doprinosglasabod A | — E E E E E E E E
| Doprinos glasa a od A |—- E| B B El IZ| E El El

Slika 2: Devet scenarija glasova
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Stablom smo prikazali sve moguce glasove od glasac¢a B i glasaca C'. Stupci ispod
devet scenarija prikazuju ishod koji ovisi o tome je li glasac A glasovao za a, b ili c.
Na primjer, stupac koji je zaokruzen odgovara scenariju u kojem je glasa¢ B
glasovao za a i glasa¢ C' za b. Ako predsjedavajuéi A glasa za c, tada je glasovanje
izjednaceno, svaka alternativa ima jedan glas. Sada ¢e odlucujuci glas od A
utjecati da ishod bude ¢ (¢ je na vrhu stupca). Ako umjesto c glasa¢ A glasa za b,
tada b pobjeduje (b je u sredini stupca). Ako glasa¢ A glasa za a, tada je a
drustveni izbor sa dva glasa (a je na dnu stupca). Sada vidimo da je glas za a
stvarno slabo dominantna strategija za glasa¢a A. Primijetimo da ishod na dnu
svakog stupca nije nikada losiji za A nego ishod iznad. Drugi stupac pokazuje da
glasovanje za a moze biti bolje glasacu A nego glasovanje za b ili ¢, sto dokazuje
nasu propoziciju. [ |

PROPOZICIJA 10. U slucaju kada glasac¢ A iskoristi svoju slabu dominantnu
strategiju glasovanjem za a, strategija "glas za ¢” je slabo dominantna za glasaca C'.

Dokaz: Kako smo pretpostavili da je glasa¢ A glasovao za a, imamo samo tri
moguca scenarija koja su prikazana na slici 3.

START

Cemwa | s[4

Glasod B —

& ]
‘ Doprinos glasa a ed C ‘ —_— El El
‘ Doprinos glasa b od C ‘ — E E|
‘ Doprinos glasacod C ‘ " El E

Slika 3: Tri scenarija glasova
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Treéi stupac nam pokazuje scenarij u kojemu je glas za ¢ bolji za C' nego glasovanje
za a ili b. Vidimo da glasa¢ C' daje vecu prednost glasu a od b i glasu ¢ od a.
Time smo dokazali tvrdnju. [ ]

Zadnjom propozicijom pogledajmo Sto ¢e biti ishod za glasaca B ako glasaci Ai C
iskoriste svoje slabo dominantne strategije.

PROPOZICIJA 11. U slucaju kada glasac¢ A iskoristi svoju slabu dominantnu
strategiju glasovanjem za a i glasac¢ C' iskoristi svoju slabu dominantnu strategiju
glasovanjem za c, strategija "glas za c¢” je slabo dominantna za glasaca B.

Dokaz: Slika 4. nam dokazuje tvrdnju, buduéi da B daje vise prednosti glasu ¢ od
a. ]

S5TART

| Glas od & | _ I:a]

| Glasod C | —h c

| Doprinos glasaaod B | -

| Doprinos glasa b od B | —» EI

‘ Doprinos glasa cod B ‘ —

Slika 4: Scenarij glasova
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Ako promatramo sofisticirano glasovanje, kada svi glasaju po svom interesu, onda
je rezultat sljedeci:

A daje glas za a, B daje glas za ¢, C' daje glas za c,

sto nam daje ishod c.

No, kada pogledamo listu prioriteta, ishod ¢ glasacu A je zadnja alternativa, iako
je A bio predsjedavajuéi i imao dodatnu snagu kao odlucujudi glas u slucaju
nerijeSenog ishoda. Vazno je da ovaj ishod ne ovisi o nikakvoj zajednickoj suradnji
glasaca B i C'. Svaki glasa¢ daje glas ovisno o vlastitom interesu.
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Zakljucak

Iskazali samo cCetiri mjerila za racunanje politicke snage u sustavu glasovanja da-ne
i pokazali smo utjecaj politicke snage na konacan rezultat glasovanja. Prvo mjerilo
za racunanje politicke snage koju smo iskazali je Shapley-Shubikov indeks snage.
Prikazali smo ga na Europskoj ekonomskoj zajednici, gdje smo promatrali tezinski
sustav glasovanja. Paradoksom novih ¢lanova smo pokazali na primjeru indeksa
snage Luksemburga, koji se pristupanjem novih drzava c¢lanica povec¢ao umjesto da
se umanjio.

Slicna kvantitativna mjera je Banzhaf indeks snage kojeg smo takoder prikazali na
primjeru Europske ekonomske zajednice. Johnston indeks snage i Deegan-Packel
indek snage smo prikazali na jednostavnim primjerima. Takoder smo pomocéu
Shapley-Shubik i Banzhaf indeksa snage izracunali utjecaj, tj. snagu, predsjednika
SAD-a u saveznom sustavu glasovanja SAD-a.

Razmotrili smo i pojam ordinalne snage glasaca. Predstavili smo formalne
definicije usporedbe clanova u koaliciji tako da ona ostane pobjednicka.
Usredotocili smo se na pojam "neusporedive” ili "usporedive” snage glasaca.

Rad smo zakljucili takozvanim ”paradoksom predsjedavajuceg” koji predstavlja
situacije u kojoj su pojedini prioriteti takvi da, iako predsjedavajuéi ima veéu
snagu, njegova prioritetna alternativa ne mora biti konacéna odluka (izbor). Ovdje
je vazno napomenuti da glasaci daju glasove ovisno o vlastitom intresu.
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Sazetak

Upoznali smo se sa kvantitativnim mjerilima politicke snage u sustavu glasovanja
da-ne i njenim utjecajima na konacni rezultat glasovanja. Iskazali smo
kvantitativna mjerila politicke snage pomocu cetiri rezultata, a to su
Shapley-Shubik, Banzhaf, Johnston i Deegan-Packel indeks sange, koje smo
prikazali pomoc¢u primjera. Pristupanjem novih ¢lanica koaliciji iskazali smo
paradoks novih ¢lanova, gdje nam se ¢ini da indeks snaga treba biti manji, a
zapravo je ve¢i. Na primjeru saveznog sustava SAD-a smo vidjeli snagu
predsjednika, ¢lanova Senata i Zastupnickog doma. Takoder, opisali smo paradoks
predsjedavajuceg.

Pomoc¢u pojma ordinalne snage, definirali smo jesu li snage pojedinog glasaca
usporedive ili neusporedive.

Kljucne rijeci: sustav glasovanja da-ne, indeksi snage: Sapley-Shubik, Banzhaf,
Johnston, Deegan-Packel indeks sange, pobjednicke koalicije, ordinalna snaga,
drustveni izbor
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Summary

We introduced us with the quantitative measure of political power in the yes-no
voting system and its influence on the final voting result. We have presented the
quantitative measures of the political power by four results, which are
Shapley-Shubik, Banzhaf, Johnson and Deegan-Packel index of power which were
shown by means of examples. With the joining of new members to the coalition,
we have shown the paradox of new members, where the power seemed to be smaller
but is actually bigger. In the example of the U. S. federal system, we have seen the
power of president, members of the Senate and the House of Representatives. We
presented the president’s power which is a paradox called The Chair’s Paradox.
Through the ordinal power we have defined when we can say that power of voter is
comparable or incomparable.

Key words: yes-no voting system, power indices: Shapley-Shubik, Banzhaf,
Johnston, Deegan-Packel power index , winning coalitions, ordinal power, social
choice
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Zivotopis

Rodena sam u Osijeku, 12. veljace 1992. godine. Odrastala sam u Dakovu s
roditeljima i sestrom. Pohadala sam Osnovnu skolu ”Vladimir Nazor” u Dakovu.
Nakon zavrsene osnovne skole, upisala sam Opcéu gimnaziju ” Antun Gustav
Matos” u Dakovu. Tijekom srednjoskolskog obrazovanja javila mi se zelja za
poducavanjem koja se odrazavala kroz sudjelovanje u brojnim radionicama i
pristupanju edukatorima MEMO AIDS-a (Mladi educiraju mlade o AIDS-u).
Informirala sam se o deficitarnim zanimanjima te 2010. godine upisala Sveucilisni
preddiplomski studij matematike na Odjelu za matematiku Sveucilista Josipa
Jurja Strossmayera u Osijeku.

Tijekom studiranja sam radila mnoge studentske poslove i zamjene u nastavi
matemetike te matematike i fizike u Osnovnoj skoli ”Vladimir Nazor” u Dakovu,
Osnovnoj skoli ”Satnica Dakovacka” u Satnici Dakovackoj i Osnovnoj skoli ” Josip
Kozarac” u Josipovcu Punitovackom. Volontirala sam u dobrotvornoj udruzi
Dokkica, gdje sam davala poduke iz matematike djeci s potesko¢ama u ucenju.



	Uvod
	Indeksi snage u sustavu glasovanja da-ne
	Shapley-Shubik indeks snage
	Paradoks novih clanova
	Teorem o glasackim blokovima

	Banzhaf indeks snage
	Johnston indeks snage
	Deegan-Packel indeks snage

	Indeksi snage predsjednika SAD-a
	Shapley-Shubik indeks predsjednika SAD-a
	Banzhaf indeks predsjednika SAD-a

	Ordinalna snaga
	Neusporediva snaga
	Usporediva snaga

	Paradoks predsjedavajuceg
	Zakljucak
	Sažetak
	Summary
	Literatura
	Životopis

