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Uvod

Temeljna zadac¢a nastave matematike je da ucenici usvoje matematicka znanja potrebna
za donosenje odluka u razli¢itim situacijama u svakodnevnom zivotu. Nastava matema-
tike ucenicima treba omogucéiti primjenu matematike i matematickog sporazumijevanja
u razli¢itim situacijama u zivotu, gdje ¢e svladati nove i razlicite matematicke koncepte
te rjesavati razlic¢ite probleme. Matematika je temelj daljnjeg obrazovanja i cjelozivo-
tnog ucenja. Jedan od op¢ih ciljeva matematickog obrazovanja je i razvoj sposobnosti
logickog misljenja, zaklju¢ivanja, razumijevanja i generaliziranja te matematicke argu-
mentacije. U ovom diplomskom radu govorit ¢emo o zaklju¢ivanju i razumijevanju koje
se pojavljuje u srednjoj skoli. U prvom poglavlju definiramo zakljuc¢ivanje i razumi-
jevanje i govorimo o njihovoj vaznosti u nastavi matematike. Takoder, tu govorimo
i o navikama zakljuc¢ivanja te o njihovom daljnjem razvijanju. Na kraju prvog po-
glavlja, rije¢ je o tehnologiji koja moze pomoci kod razvijanja navika zakljucivanja i
razumijevanja u nastavi matematike.

Drugo poglavlje govori o tome kako bi nastavnici trebali poducavati matematiku
s razumijevanjem. U ovom poglavlju rije¢ je o nastavi matematike koja je bazirana
na pismenosti. Vrlo je vazno da ucenici razumiju sto ¢itaju i da prema tome donose
zakljucke. Proces visestrukog ¢itanja zadatka detaljno je opisan na primjeru.

U sljede¢em poglavlju rijec je o semantickom i sintaktickom zaklju¢ivanju i njihovoj
vezi. Najveci problem kod ucenika predstavlja uporaba sintaktickog zakljuc¢ivanja kada
bi trebali koristiti semantic¢ko zakljuc¢ivanje. Upravo te greske kod zakljuc¢ivanja govore
puno o ucenickom razumijevanju danog problema.

U zadnjem poglavlju rije¢ je o kreativnom i imitativhom zakljuc¢ivanju. Nastava
matematike ve¢inom je fokusirana na prezentiranju algoritama za rjesavanje rutinskih
zadataka, a uopce se ne bazira na rjesavanju problemskih zadataka koji simuliraju
kreativno zaklju¢ivanje. U radu je zato rije¢ o istrazivanju koje je proucavalo simulaciju
kreativnog zakljucivanja i o rezultatima toga istrazivanja.



1 Zakljucivanje i razumijevanje

Generalno govoredi, zakljuéivanje se moze smatrati procesom dolazenja do zaklju-
caka na temelju dokaza ili navedenih pretpostavki. lako je zaklju¢ivanje vazan dio
svake znanosti, ono ima temeljnu vaznost u matematici. Cesto se shvaca da zakljuciva-
nje u matematici obuhvaca samo formalno zakljucivanje i dokaze, u kojima su zakljucci
logicki izvedeni iz pretpostavki i definicija. Medutim, matematicko zakljuc¢ivanje moze
se pojaviti u razli¢itim oblicima, od neformalnih objasnjenja i opravdanja do formalne
dedukcije!, ali isto tako i deduktivnih zapaZanja. Zakljucivanje ¢esto zapocinje s istrazi-
vanjem razli¢itih pretpostavki i djelomi¢nim objasnjavanjem prije postizanja rezultata.

Razumijevanje definiramo kao razvijanje shvacanja za stanje, kontekst ili koncept
koje povezujemo s postoje¢im znanjem. U praksi su zakljucivanje i razumijevanje
isprepleteni duz kontinuuma od neformalnog zapazanja do formalne dedukcije kao sto
se moze vidjeti na slici 1.

Informal

Slika 1. Povezanost zakljucivanja i razumijevanja

Formalno zakljucCivanje moze biti temeljeno na razumijevanju u kojem identificiramo
zajednicke elemente kroz niz opazaja i shvac¢anja i onda te zajednicke elemente pove-
zujemo s prethodno dozivljenim situacijama.

Primjer 1. Pronadi nacin rjeSavanja kvadratne jednadzbe x* + 10z = 144 koristeci
geometriju (povrsinu,).

U ucionici (komunikacija na satu matematike):

Nastavnik: MoZe li netko odrediti koliku povrsinu zauzima ovaj izraz: x* + 10z %
Ucenik 1: 22 je povrsina kvadrata sa stranicom duljine z, a 10z je povrsina pravokutnika
s stranicama duljine x 1 10. Zato mozZemo staviti kvadrat i pravokutnik zajedno ovako
(slika 2). Ali ne vidim kako to pomaZze da odredimo povrsinu cijelog izraza.

Ucenik 2: Kada bi znali kolika je povrsina kvadrata onda bi samo korjenovali i dobili
koliki je x.

Nastavnik: Postoji li nacin preraspodjele lika tako da bude sto slicniji kvadratu?

!Dedukcija je oblik zaklju¢ivanja pri kojemu se od jednog opéeg suda i jednog posebnog ili pojedi-
nacnog suda dobiva novi, manje opcenit, poseban ili pojedinacan sud.
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Slika 2. Prvi prikaz povrsine danog izraza

Ucenik 1: Znam! Ako podijelimo postojeci pravokutnik na dva pravokutnika Sirine 5,
onda mozemo svaki pravokutnik staviti na jednu stranu kvadrata ovako (vidjeti sliku

3)!
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Slika 3. Drugi prikaz povrsine danog izraza

Ucenik 2: Ali to opet nije kvadrat, nedostaje mu dio.

Nastavnik: Kolika je povrsina dijela koji nedostaje?

Ucenik 2: Mora biti 25, zato sto je bijeli kvadrat poravnat s krajevima pravokutnika, pa
mu je stranica duljine 5. A kako je povrsina sivog podrucja jednaka 144, cijelo podrucje
velikog kvadrata je 144 + 25 = 169.

Ucenik 1: A to znaci da je duljina stranice tog kvadrata 13, pa je x +5 = 13, sto znaci
da je x = 8.

Ucenik 2: Zar ne bi trebalo biti i neko drugo rjesenje buduci da x + 5 duljina stranice
tog kvadrata?

Kako se razumijevanje razvija, ono ukljucuje sve vise elemenata. U primjeru 1,
ucenike trazimo da rijese kvadratnu jednadzbu, oni koriste geometriju kako bi nadopu-
nili kvadrat, ali onda, shvacaju¢i da mora postojati vise od jednog rjesenja, prosiruju
znanje, koje su razvili uceci algebru, kako bi pronasli oba rjesenja kvadratne jednadzbe.
Matematicko zakljucivanje i razumijevanje su vazni ishodi nastave matematike, kao i
vazna sredstva pomocu kojih ucéenici upoznaju i bolje shva¢aju matematiku.



1.1 Vaznost zakljucivanja i razumijevanja

Dijelovi matematike kao $to su rjesavanje problema?, zakljucivanje i dokazivanje,
povezivanje, komunikacija i prezentacija jedino su moguéi ako se matematika razumije
i ako se zakljucuje kao sto je gore definirano. RjeSavanje problema i dokazivanje je
nemoguce bez obrazlozenja, a upravo su rjesavanje problema i dokazivanje nacini na
koje ucenici razvijaju matematicko zakljuc¢ivanje i razumijevanje matematickih ideja.
Upravo zato komunikacija, povezivanje i prezentacije ucenika moraju ukljucivati za-
klju¢ivanje i razumijevanje.

Dokaz je komunikacija formalnog zakljucivanja izgradenog na temeljima razumije-
vanja, sto je vazan ishod matematickog zaklju¢ivanja. Dokaz moze:

e objasniti zasto je odredeni matematicki rezultat istinit,

e razviti nezavisnost kod ucenika pruzajuéi potrebne vjestine za procjenu valjanosti
vlastitog i tudeg zakljucivanja, i

e otkriti veze i pruziti uvid u temeljnu strukturu matematike.

Bez obzira na specifi¢ni izgled koji svaki dokaz ima, ucenici mogu koristiti formalno
zakljucivanje kako bi povezali prethodno nauceno znanje, prosirili razmisljanje, razvili
artikulaciju i potaknuli daljnje razmisljanje.

Na srednjoskolskoj razini zaklju¢ivanje i razumijevanje su od posebne vaznosti, ali
povijesno gledano, zakljuc¢ivanje je u nastavnom planu i programu srednjih skola ograni-
¢eno na odabrana podrucja, a razumijevanje u mnogim sluc¢ajevima uopce nije prisutno.
Medutim, uklju¢ivanje razumijevanja i zakljuc¢ivanja u nastavni plan i program moze
pomodi ucenicima u organiziranju svojega znanja na nacine koji poboljsavaju razvoj
numerickog razumijevanja, algebarske tecnosti, funkcijskih odnosa, geometrijskog za-
klju¢ivanja i statistickog razmisljanja. Kada ucenici povezuju novo gradivo sa svojim
ve¢ postoje¢im znanjem, vjerojatnije je da ¢e razumjeti i upamtiti novu informaciju.
Bez konceptualnog razumijevanja ucenje novog gradiva postaje sve teze jer ne postoji
mreza prethodno naucenih koncepata i vjeStina za koje novo gradivo mozemo vezati.
Upravo se zato postupci ucenja mogu zaboraviti onoliko brzo koliko im je trebalo da
se nauce. Preusmjeravanje na zakljuc¢ivanje i razumijevanje u nastavnom planu i pro-
gramu ¢e povecati shvacanje i poticati razmisljanje.

1.2 Zakljuc¢ivanje kao osnova matematicke kompetencije

Zakljucivanje i razumijevanje nuzni su za razvoj matematicke kompetencije. Ra-
zumijevanje i konceptualno shvacanje, tj. razumijevanje matematickih pojmova, ope-
racija i odnosa, su medusobno povezani. Proceduralna tecnost, tj. vjestina izvrsavanja
postupaka na fleksibilan, precizan, ucinkovit i odgovarajué¢i nacin, ukljuc¢uje ucenje
s razumijevanjem i prepoznavanje koji postupak treba odabrati, kada ga treba oda-
brati i u koju svrhu ga odabrati. Kada nema zakljuc¢ivanja, ucenici mogu ispravno
provoditi postupke, ali mogu i hirovito izre¢i netocno ili neutemeljeno pravilo. Takvi
ucenici shvacaju postupke kao korake koje im je receno da trebaju koristiti umjesto da
ih shvate kao niz koraka izabranih iz odredenog razloga koji su utemeljeni na nekom
matematickom nacelu. Bez razvijanja shvac¢anja postupaka koji su ukorijenjeni u za-
klju¢ivanju i razumijevanju, ucenici ¢e biti u stanju ispravno izvrsiti postupke, ali ¢e ih

2Problem u nastavi matematike izvorno je grékog podrijetla i znadi: teorijsko ili prakti¢no pitanje
koje treba rijesiti, sporno pitanje, teskoca, tezak zadatak, zadaca uopce, zagonetka.



smatrati samo kao niz ,trikova“ koji sluze za rjesavanje zadataka. Kao rezultat dobit
¢emo ucenike koji ¢e imati poteskoca pri odabiru prikladnog postupka u odredenom
problemu ili bi njihova sposobnost rjesavanja jednostavnijih zadataka isparila u sloze-
nijim situacijama. Prava proceduralna tecnost zahtijeva savladavanje tehnckih vjestina
i razvijanje razumijevanja potrebnog za njihovu upotrebu na odgovarajué¢i nacin. Stra-
teske sposobnosti, tj. sposobnosti formuliranja, prikazivanja i rjeSavanja matematickih
problema, i prilagodljivo zakljuc¢ivanje, tj. sposobnost logickog razmisljanja, objasnja-
vanja i opravdavanja, su direktno vezane za navike zakljucivanja.

Razvoj ,produktivne naravi“, tj. vjerovanja da je matematika razumna, korisna i
vrijedna ucenja, zajedno s vjerovanjem u marljivost i vlastitu uc¢inkovitost, kod ucenika
cilj je svake nastave matematike. Kada ucenici postignu taj cilj, onda matematiku
shvacaju kao logic¢no i razumljivo podrucje. Taj se cilj moze posti¢i samo ako se ucenici
osobno ukljuce u matematicko zakljuc¢ivanje i razumijevanje kada uce neke matematicke
sadrzaje.

1.3 Ukljucivanje zakljuc¢ivanja i razumijevanja u nastavu

Zakljucivanje i razumijevanje trebaju biti sastavni dio svake nastave matematike.
U takvom okruzenju nastavnici i ucenici pitaju i odgovaraju na pitanja kao sto su:
,Sto se ovdje dogada? i ,Zasto to mislite?”. Uvodenje zaklju¢ivanja i razumijevanja
u nastavu ne bi trebao biti dodatni teret nastavnicima koji u razredu imaju ucenike
kojima je problem savladati i sam postupak rjesavanja zadataka. Naprotiv, zakljuci-
vanje predstavlja zivotno bitnu osnovu za shvacanje i nastavak ucenja. U danasnje
vrijeme mnogi ucenici imaju poteskoc¢a u ucenju matematike jer smatraju da ona nema
smisla. Bez povezanosti koje pruzaju zaklju¢ivanje i razumijevanje, moze do¢i do be-
skonacnog kruga u kojemu nastavnici ponovno uce ucenike gradivo koje je veé bilo
nauceno. S posebnom paznjom i planiranjem nastave nastavnici mogu zainteresirati
ucenike za nastavu matematike u bilo kojoj srednjoj skoli. To mogu napraviti ako se
osobno potrude da u nastavi primijene zakljuéivanje i razumijevanje i tako uc¢enicima
pokazu kako mogu sami nauciti zakljucivati, a ne da samo promatraju zakljucivanje
koje provodi netko drugi. Stovise, kako bi se postigao ovaj cilj nastavnici bi u nastavni
plan i program srednjih skola trebali strateski ukljuciti i tehnologiju.

Sto to¢no znadi ukljuditi zakljucivanje i razumijevanje u nastavu matematike? Pri-
mjer 2 pokazuje kako se zakljuc¢ivanje i razumijevanje moze primijeniti u poducavanju
formula jer formule mnogi ucenici smatraju besmislenim i teskim za upamtiti. Prvi
slucaj prikazuje sto se cesto dogada kada trazimo ucenike da se prisjete neke formule
koju su ucili bez razumijevanja.

Primjer 2. Formula za udaljenost dviju tocaka
Prui slucay:

Nastavnik: Danasnja nastavna jedinica zahtijeva izracunavanje udaljenosti izmedu sre-
dista kruznice v tocke na kruznici kako bi odredili radijus te kruznice. Tko se sjeca kako
smo racunali udaljenost izmedu dvije tocke?

Ucenik 1: Ne postoji li neka formula za to?

Ucenik 2: Mislim da je x1 plus xo na kvadrat, ili nesto slicno tome.

Ucenik 1: O da, sjecam se! Ima neki veliki drugi korijen, ali se ne sjecam sto ide ispod
njeqga.

Ucenik 3: Znam ja! Ide x1 plus x5 pa sve kroz 2. Zar ne?

6



Ucenik 4: Ne, to je formula za poloviste duZine.
(Rasprava se nastavlja u istom smjeru sve dok nastavnik ne podsjeti razred koja je tra-
Zena formula.)

Sljedece godine nastavnik koristi drugaciji pristup koji ukljucuje ucenike u rjesavanje
ovog problema. U sljedecem slucaju vidimo ucenike koji razmisljaju o matematici, po-
vezuju ono Sto uce sa svojim postojecim znanjem i razumiju sto formula za udaljenost
2Naci.

Drugi slucaj:

Nastavnik: Pogledajmo ovaj primjer u kojem trebamo pronaci udaljenost izmedu dva
mjesta na karti (slika 4). Pretpostavimo da karta prikazuje nasu skolu; zatim vasu kucu,
koja se nalazi dvije ulice zapadno i pet ulica sjeverno od skole; i kucu vaseg najboljeq
prijatelja ili prijateljice, koja se nalazi osam ulica istocno i jednu ulicu juzno od skole.
Ako grad ima ovako ravnomjerno rasporedene okomite ulice, koliko ulica bismo morali
voziti da bi dosli od vase kuée do kuce vaseg prijatelja/prijateljice?

Ucenik 1: Morali bi voziti deset ulica istocno © Sest ulica juzno, pa pretpostavijam da bi
to bilo sesnaest ulica. Zar ne?

Nastavnik: A sto ako bismo mogli koristiti zrakoplov kako bi direktno dosli do kuce
vaseq prijatelja/prijateljice? Kako bi pronasli udaljenost koju bi ptica preletjela? Za-
molite roditelje da vam pomognu odrediti stvarnu udaljenost vase kucée i kuce vaseq
prijatelja/prijateljice, smjestite kuce u koordinatni sustav i pokaZite put kojim bi dosli
od jedne do druge kuce. Sada probajte pronaci udaljenost izmedu kuca koju bi preletjeli
zrakoplovom.

Tvoja kuta
e

Skola

e
Frijateljeva kuca

Slika 4. Ulice grada u kojem su smjestene kuce i skola

Ucenik 1: Smijemo li smjestiti Skolu u ishodiste koordinatnog sustava? Onda bi moja
kuca bila u tocki (—2,5), a prijateljeva kuca u tocki (8, —1).

Ucenik 2: Da, to zvuci dobro. MoZemo povuci put kroz ulice koje povezuju nase kuce @
povuéi duZinu koja povezuje moju kucu i prijateljevu kucu (slika 5).
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Slika 5.

Ucenik 1: MozZda bismo mogli izmjeriti udaljenost izmedu kuca ravnalom 1 tako pronaci
udaljenost.

Ucenik 3: Samo malo. Upravo si skicirao pravokutni trokut, zato Sto su ulice okomite.
Ucenik 4: Znaci da moZemo koristiti Pitagorin poucak: 10> + 62 = ¢2, pa je ¢ = v/136.
Ucenik 2: Ali koliko bi to onda ulica bilo?

Ucenik 3: Zar to nije izmedu 11 i 12 wlica, bududi da je 121 < 136 < 1447 Zapravo,
vjerojatno je blize 12, buduci da je broj 136 bliZe broju 144.

(Nastavnik nastavlja raspravu kako bi promotrio i druge primjere i na kraju kako bi
dosao do opée formule za udaljenost.)

Nakon sto su ucenici shvatili formulu za udaljenost iz perspektive zakljucivanja i razu-
mijevanja, sljedece godine nastavnik povecava njihovo poimanje ove formule i zasto je
ona tocna. Na taj nacin nastavnik povecava vjerojatnost da ce se ucenict u buducnost
sjetiti formule i iskoristiti ju kada im bude potrebna.

1.4 Navike zakljucivanja

Usredotocenje na zakljuc¢ivanje i razumijevanje u nastavi matematike znaci da ma-
tematicke teme koje se obraduju nisu dovoljne. Ucenici uz matematicke teme takoder
moraju iskusiti i razvijati navike matematickog zakljuc¢ivanja. Navika zakljucivanja
je produktivan nacin razmisljanja koji postaje Cest u procesima kao $to su matema-
ticka istrazivanja ili matematicko razumijevanje. Sljede¢i popis navika zakljucivanja
predstavlja vrste razmisljanja koje bi trebale postati rutinske i potpuno ocekivane na
nastavi matematike u svim razredima srednje skole.

Prikazanu listu ne treba gledati kao novi skup tema koje treba poducavati u veé
ionako pretrpanom kurikulumu. Umjesto toga navike zakljuéivanja treba integrirati
u kurikulum kako bi osigurali da ucenici mogu razumjeti i koristiti ono ¢emu ih se
poducava.



e Analiziranje problema, npr.

identificiranje bitnih matematickih pojmova, postupaka ili prikaza koje otkri-
vaju vazne informacije o problemu i pridonose njegovom rjesenju (npr. oda-
bir modela za simuliranje nekog eksperimenta);

pazljivo definirangje bitnih varijabli i uvjeta, uklju¢ujuéi mjerne jedinice uko-
liko je potrebno;

traZenje uzoraka i odnosa (npr. sustavno ispitivanje slucajeva ili stvaranje
prikaza podataka);

traZenje skrivenih struktura (npr. crtanje pomoc¢nih pravaca u geometri-
jskim tijelima ili nalazenje jednakih izraza koji otkrivaju razlicite poglede
na problem);

uzimanje u obzir specijalne slucajeve ili jednostavnije srodnosti;

primjenjivanje prethodno naucenth pojmova na nove probleme, po potrebi
prilagodavanjem ili prosirivanjem tih pojmova;

razvijanje pocetnih zakljucaka i odredivanje pretpostavki, ukljucujuéi predvi-
danje sto bi rjesenje problema moglo ukljucivati ili stavljanje ogranicenja na
rjesenje;

odluc¢ivanje je li potreban statisticki pristup.

e Provedba strategije, npr.

provedba korisnih postupaka;

organiziranje rjesenja, ukljucujudi izracune, algebarske "trikove" i prikaz po-
dataka;

razvijanje logickih zakljucaka na temelju trenutnog napretka, provjera pretpo
stavki i prosirivanje pocetnih zakljucaka;

pracenje napretka prema rjesenju, ukljucujuéi i razmatranje odabrane stra-
tegije i ostalih moguéih strategija.

e TraZenje i koristenje veza izmedu razli¢itih matematickih podrucja, razlic¢itih
znacenja i razli¢itih prikaza.

e Razmisljanje o rjesenju problema, npr.

shvacanje rjesenja na nacin koji odgovara problemu, ukljucujuc¢i donosenje
odluka pod trazenim uvjetima;

razmatranje razumnosti rjesenja, ukljucujuci provjeravanje odstupaju li neka
rjeSenja iz intervala toc¢nosti;

ponovno provjeravanje pocetnih pretpostavki o prirodi rjesenja, pazec¢i na
mogucénost specijalnog ili stranog slucaja;

opravdati ili poturditi rjesenje, kroz dokazivanje ili inferencijalno zakljuci-
vanje (dio je inferencijalne statistike koja je skup metoda kojima se donosi

zakljucak o znacajkama osnovnoga skupa na temelju slucajnog uzorka kao
njegova podskupa);

dolazenje do zakljucaka na temelju dokaza za statisticko rjesenje;



- razmatranje razlicitih pristupa rjesavanju problema, ukljuc¢ujuci i one koji su
predlozeni od drugih;

- izbacivanje nepotrebnih podataka kako bi se moglo uc¢inkovito komunicirati;

- generalizacija rjesenja na siru klasu problema i trazenje povezanosti s osta-
lim problemima.

Mnoge od ovih navika zaklju¢ivanja mogu se uklopiti u razlicite kategorije koje su
navedene, a od ucenika se oc¢ekuje da po potrebi koriste navike zakljuc¢ivanja kako bi
ih koristili i u prirodnom okruzenju. U nastavku se nalaze primjeri kako se navedene
navike zaklju¢ivanja koriste u nastavi matematike u srednjim skolama.

Primjer 3. U prethodnim razredima mogli ste vidjeti zadatke u kojima vas traZe da
nadete sljedeci broj u nizu, kao Sto je npr. 3,7,11. Jedan moguci odgovor je 15, ako
pretpostavimo da smo niz generirali racunajuci izraz f(x) = 4x — 1 kada je x = 1,2, 3.
Postoji li mozZda jos koje rjesenje?

Na nastavi (Cetverogodisnje srednje skole):

Nastavnik: Nadite niz koji je generiran funkcijom g(x) = x3 — 62% + 15z — 7 kada je
x=1,23.

Ucenik: Ja dobivam g(1) =3, ¢(2) =7, g(3) = 11. To je niz koji ste spominjali.
Nastavnik: Koji bi bio sljedeci broj u nizu ako bi koristili g(x)?

Ucenik: Dobili bi g(4) = 21. To je razlicito od onoga sto bi dobili kada bi koristili f(x).
Nastavnik: MoZzete li pronaci druge polinome koji generiraju niz 3,7,117

Ucenik: Ne znam ni kako ste na pocetku dosli do ovog polinoma g.

Nastavnik: Sto znaci kada kaZemo da je g(1) = 37

Ucenik: To znaci da je y vrijednost jednaka 3 kada je x vrijednost jednaka 1.
Nastavnik: Kako onda dvije razlicite funkcije, f i g, imaju iste vrijednosti za v =
1,2,37

Ucenik: Pretpostavijam da bi grafovi obje te funkcije trebali imati iste vrijednosti. . .
Ali onda to znaci da se oni moraju sjeci u te tri tocke! Cekajte da to provjerim (slika
6). Da, kada skiciramo grafove vidimo da graf funkcije f(x) sijece graf funkcije g(x)
kada je x = 1,2, 3.
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Slika 6. Grafovi funkcija f(z) i g(z)
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Nastavnik: Vidite li sada kako bi mogli naci jos jedan polinom koji zadovoljava pocetni
niz?

Ucenik: MozZda da nademo nacin da promijenimo oblik kubne funkcije, ali zadrZimo
iste tocke presjeka.

Nastavnik: Kako bi to prikazao algebarski?

Uéenik: Mogu, na primjer, pronaci razliku izmedu f(x) i g(x), sto je g(x) — f(z) =
23 — 622 + 11z — 6. Utrostruciti éu rezultat i dodati ga na f(x) i dobiti 4x + 1+ 3(2® —
622 + 11z — 6) = 323 — 1822 + 37z — 19.

Nastavnik: Odlicno. Sada trebamo shvatiti sto se ovdje stvarno dogada. Ima li nesto
posebno u polinomu x3 — 622 + 11z — 6 Sto omogucéava da ovo vrijedi?

Ucenik: Mislim da nema.

Nastavnik: Probajte ga faktorizirati.

Ucenik: Dobivam x® — 62*> + 1lx — 6 = (x — 1)(z — 2)(z — 3). Oh, pa vidim sada.
Kada pogledamo faktorizirani oblik vidimo da je razlika izmedu f(z) i g(z) jednaka 0
u tockama x = 1,2,3. Na taj nacin mozZemo dobiti puno polinoma koji generiraju isti
niz samo zbrajanjem visekratnika ovog polinoma na f(x).

Nastavnik: Koji je opci oblik takvog polinoma?

Ucenik: To je 4x + 1+ k(x — 1)(z — 2)(z — 3), gdje k moZe biti bilo koji realni broj.

fix) = 4x—1

gX)= xX*-6ex"+15« x-T7
hix) = gix) — fix)

k= B.0D

1441 jx) = fx) + ko A }/ |

; /
NP7

/| X/
A
v

v

1 2 3

Slika 7. Opci oblik danog polinoma

Primjer 4. Kapetan brodice mora uzeti u obzir morske mijene prilikom ulaska u luku
jer se dubina vode moze znatno razlikovati ovisno o dobu dana. Pretpostavimo da se
plima u nekoj luct pojavijuje u b : 00 sati, kada je voda duboka 10.6 m, a oseka u 11 : 00
sati, kada je dubina vode 6.5 m. Razvijte matematicki model koji ée predvidjeti dubinu
vode kao funkciju ovisnu o vremenu koje je proteklo od ponoci.

Na nastavi (Cetverogodisnje srednje skole):

Ucenici koji rade na ovome problemu trebali bi imati iskustva s transformacijama li-
nearne i kvadratne funkcije te bi trebali biti upoznati s grafovima trigonometrijskih
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funkcija.
Slijedi primjer ucenickog zakljucivanja na primjeru ovog zadatka:

Nastavnik: Dana su nam samo dva uredena para, pa postoji puno grafova koji bi mogli
zadovoljiti nase podatke. Koji bi algebarski model imao smisla u nasem zadatku?
Ucenik 1: Duvije tocke odreduju pravac, zar ne? Ne mozZemo li jednostavno povezali te
dvije tocke?

Ucenik 2: Ne moZemo jer se razina vode ne nastavlja smanjivati zauvijek, vec se svaki
dan povecava i ponovno smanjuje.

Ucenik 3: To vjerojatno znaci da ée rezultat biti jedan od onih valovitih grafova.
Ucenik 1: O da, kladim se da ce to biti graf sinusa ili kosinusa. Ali kako da znamo koji
je od ta dva?

Ucenik 3: Probajmo nacrtati dio toga vala i vidjeti sto iz toga moZemo zakljuciti.
Ucenik 2: Ako se ova pojava ponavlja ovako svakih 6 sati, onda éemo imati dva ma-
ksimuma © dva minimuma svaki dan. Pretpostavljam da onda period iznosi 12 sati.
Ucenik 3: Da, a ako je maksimum i minimum grafa uw 10.6 m ¢ 6.5 m, onda bi amplituda
trebala biti 4.1 metar, zar ne? Oh, samo malo — amplituda je samo polovica visine, pa
to moramo promijeniti na 2.05 metara.

Ucenik 2: Uredu, sada kada to znamo mozZemo vidjeti da je vertikalni pomak na pola
puta izmedu maksimuma @ minimuma, sto bi bilo na 8.55 metara (slika 8).
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Slika 8. Graficki prikaz problema

Nastavnik: Odlican posao do sada. Sada trebate jos malo poraditi na periodu i hori-
zontalnom pomaku. Smatrate li da je lakse raditi sa sinusom ili kosinusom?

Ucenik 1: Vise mi se svida kosinus zato sto se maksimum dogada pet sati nakon ponoci,
pa bi tako bilo lakse naci horizontalni pomak.

Ovaj razgovor bi se mogao voditi i u manjim grupa nakon cega bi slijedilo izlaganje
svake grupe na koji su nacin promatrali problem i rasprava izmedu tih grupa, sto bi
bilo najbolje napraviti. Ucenici su mogli provjeriti tocnost svojih rjesSenja pomocu dina-
mickih matematickih alata za prikaz grafova. Zanimljivo prosirenje ovoga zadatka bilo
bi da se model iskoristi za odredivanje vremena tijekom kojega brodica sigurno ulazi i
1zlazi 1z luke pri odredenoj dubini mora.
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1.5 Razvijanje zakljucivanja

Kada se zakljuc¢ivanje isprepli¢e sa razumijevanjem i kada nastavnici pruzaju po-
trebnu podrsku, onda se moze ocekivati da ucenici pokazuju napredak u svojem zaklju-
¢ivanju u razredu, u njihovim usmenom i pismenom radu, te u njihovom procjenjivanju
kroz godine provedene u srednjoj skoli. Zakljuc¢ivanje i razumijevanje u srednjoj skoli
na nastavi matematike zahtijeva povec¢anje razine shvac¢anja. Razine shvacanja su:

1. empirijsko — uloga empirijskog shvacanja je podrzati, ali ne opravdati pretpo-
stavku (,,Vrijedi u brojnim slucajevima.”);

2. preformalno — intuitivno objasnjavanje i djelomic¢no argumentiranje koje pruza
uvid u ono Sto se dogada;

3. formalno — uloga formalne argumentacije (temelji se na logici) je u odredivanju
matematickih sigurnosti (dokaza) ili odredivanje statistickih zakljucaka.

Dakle, ove razine prikazuju napredak od manje formalnog zakljucivanja do vise
formalnog zakljuc¢ivanja. Medutim, svaka razina ima svoju vrijednost. Ucenici mogu
kontinuirano mijenjati razine, cak i kada je rije¢ o istom matematickom kontekstu.
Mijenjanje izmedu razina nije samo oc¢ekivano nego i pozeljno kako bi ucenici razumjeli
kontekst i razlog odabranog puta do zakljucka. Medutim, nastavnici imaju jako bitnu
ulogu u poticanju ucenika na istrazivanje razina zakljuc¢ivanja i razumijevanja.

1.5.1 Razvijanje navika zakljucivanja u nastavi

Nastavnici mogu pomodi ucenicima doseci visu razinu zakljuc¢ivanja kroz dobar
odabir zadataka i pitanja. Ucenici tada mogu nauciti analizirati svoj pristup rjesava-
nju problema, prepoznati prednosti i mane svojega pristupa i iskoristiti vise formalno
zakljucivanje kako bi bolje formulirali i opravdali matematicke zakljucke. Razvoj ma-
tematickih navika zakljuc¢ivanja trebao bi biti prioritet u nastavi matematike srednjih
skola. Slijedi lista savjeta za razvoj ovih navika kod ucenika:

e Pruziti zadatke u kojima ucenici sami moraju nesto shvatiti.

e Zamoliti uc¢enike da prepricaju problem svojim rijec¢ima, ukljuc¢ujuéi i sve pretpo-
stavke koje su donijeli.

e Dati ucenicima vremena da intuitivno analiziraju problem, dodatno ga istraze
pomoc¢u danog modela i onda nastavite s formalnijim pristupom tom problemu.

e Oduprijeti se potrebi re¢i uc¢enicima kako rijesiti problem kada postanu frustri-
rani; pronadite drugi nacin kako ih motivirati u njihovom razmisljanju i radu.

e Postavljajte uCenicima pitanja koja ¢e ih potaknuti na razmisljanje — npr. ,,Zasto
to smijemo napraviti?* ili ,Kako to znate?“

e Nakon sto postavite pitanje, osigurajte dovoljno vremena za razmisljanje kako bi
ucenici mogli oblikovati vlastito zakljucivanje.

e Potaknite ucenike da postavljaju pitanja sebi, ali i drugima.

e Ocekujte od ucenika da usmeno i pismeno prenose svoje razmisljanje drugim
ucenicima, i da njihovo izrazavanje bude matematicki tocno.
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e Istaknite primjereno objasnjenje, primijetite Sto ucenici shvacaju te sto ih ¢ini
ucinkovitijima.

e Uspostavite razrednu klimu u kojoj ucenici dijele svoje matematicke argumente i
kritiziraju tude argumente na produktivan nacin.

Nastavnici bi trebali koristiti i druge izvore za odredivanje zadataka osim udzbenika
te prihvatiti razli¢ite tehnike ispitivanja kako bi kod ucenika razvijali navike zakljuci-
vanja.

1.6 Tehnologija (koja pomaze kod zakljucivanja i razumijeva-
nja) u nastavi

Tehnologija je sastavni dio zivota ljudi, radnog mjesta, pa c¢ak i mnogih suvreme-
nih matematickih istrazivanja. Nastava matematike bi trebala odrazavati stvarnost.
Tehnologija moze koristiti za unapredivanje zakljuc¢ivanja i razumijevanja u nastavi
matematike srednjih skola. Ona moze biti osobito korisna u trazenju uzoraka i odnosa
te u stvaranju pretpostavki. Tehnologija moze osloboditi u¢enike od konstantnog izra-
¢unavanja, dajuci im slobodu i potrebu da razmisljaju strateski, kao sto je navedeno
u primjeru 3. Upotreba tehnologije za prikazivanje razli¢itih nacina rjesavanja istog
problema moze pomodi pri povezivanju. Na taj nacin pruzamo ucenicima nove mo-
guénosti za poduzimanje matematicki smislenih radnji te da jasno vide matematicke
posljedice koje iz toga proizlaze. Tehnologija je plodno tlo za vjezbanje razumijevanja
i zakljucivanja. Dinamika povezivanja sadrzaja vidljiva je u primjeru 4. Tehnologija
takoder moze biti korisna u generalizaciji rjeSenja.

Koristenje tehnologije u nastavi ne bi trebalo zasjeniti razvoj proceduralnih vje-
Stina koje su potrebne ucenicima za daljnji razvoj matematickog znanja. Tehnologiju
treba koristiti kao alat koji vodi do dubljeg razumijevanja matematickih pojmova. Na
nastavi u kojoj koristimo tehnologiju mozemo dopustiti ucenicima da sami odluce koji
bi matematicki alat mogli koristiti u odredenoj situaciji. Ucenici koji imaju mogu-
¢nost raspravljati koji matematicki alat bi bio efikasniji ¢es¢e Ce koristiti tehnologiju
za pomo¢ pri rjeSavanju problema.
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2 Poducavanje matematike s razumijevanjem

2.1 Zakljucivanje, Citanje i procjena razvoja

Postoje tri glavna elementa poducavanja matematike: ucenje s razumijevanjem
(rjesavanjem slozenih zadataka rije¢ima), ¢itanje matematickih tekstova i procjena ra-
zumijevanja ucenika. Pismenost pomaze svim ucenicima u razumijevanju matema-
tike. Svi ucenici, ¢ak i oni sa slabim matematickim vjestinama, mogu razviti vjestine
rjeSavanja problema i zakljucivanja. Nastavnici mogu povezati proces matematickog
zakljuc¢ivanja s procesom citanja koji uc¢enicima pomaze shvatiti koncept stvarnih i ma-
tematickih problema. Problemski zadaci rijeCima pruzaju nastavniku detaljnu procjenu
ucenickih vjestina, Sto zauzvrat pomaze nastavnicima u odredivanju onoga Sto ucenici
ne shvacaju te Sto bi trebali dodatno objasniti.

Vjestina rjesavanja problema, vjestina zakljucivanja i vjestina razumijevanja najbo-
lje se mogu nauciti ako je nastava matematike bazirana na pismenosti. Takav pristup se
puno bolje pamti od vjezbanja sli¢cnih zadataka i paméenja postupaka rjesavanja zada-
taka. Ne samo da ucenicima pomaze u vjestinama dolazenja do matematickih "trikova',
nego ucenici razumiju svaki korak toga "trika'. Postoje tri glavne komponente ovoga
pristupa. To su:

1. Koristenje slozenih problemskih zadataka rije¢ima za poducavanje matematickih
vjestina tako da ucenicima damo konkretan stvarni problem uz postupno primje-
njivanje algebarskih operacija.

2. Obrada procesa ¢itanja i zakljucivanja u matematickom zadatku (poducavanje
ucenika kako da nauce teske pojmove).

3. Procjena i iznosenje uceni¢kog razmisljanja, te oblikovanje daljnjih koraka u
skladu s procjenom.

Nastavnici matematike u svom formalnom obrazovanju nisu educirani za provodenje
ovoga procesa, ali bi ga trebali primjenjivati. Kroz proces matematickog ¢itanja ucenici
razvijaju algebarske vjestine rjesavajuéi problemske zadatke rije¢ima (slika 9).

Ucenici bi trebali barem dva puta procitati problem prije nego ga pokusaju rijesiti.
Na taj nacin ucenici razmisljaju o onome sto ¢itaju. Postavljanjem otvorenih pitanja
nastavnik povec¢ava daljnje razumijevanje kod ucenika i smanjuje moguce nejasnoce.
Ne treba ucenicima odmah reéi koje je rjesenje problema. Proces rjeSavanja problema
treba podijeliti na manje dijelove kako bi svaki u¢enik mogao uspjesno shvatiti problem.

Proces visestrukog citanja problema moze koristiti nastavniku za procjenu uceni-
ckog konceptualnog razumijevanja. Primjer takvog ¢itanja opisan je u primjeru 5.
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Prvo itanje: Procitajte s razumijevanjem
Koje rijei ne razumijem?
Kako ovaj problem izgleda u stvarnosti?

KEako bi prikazali ovaj problem (ne putem matematike)?
Eoja su pitanja postavljena (5to se traZi od vas)?

|

Drugo itanje: Odredite proces rjefavanja

Sto su bitne informacije u ovom problemu?

Eoje strategije rjefavanja mogu koristiti?

KEoja je od tih strategija rjefavanja problema najbolja za nas problem?

Kako éu prikazati ovaj problem simbolickim jezikom matematike?

Koje ¢u matematiCke dijelove odabrati kao kljuine 1 kako Cu rijesiti problem?

!

Treie Citanje: Rijesite problem i provjerite tonost

* Sada kada razumijem &to je problem, kako mogu najbolje iskoristiti svoje znanje iz
matematilke da rijesim ovaj problem?
»  Kako mi povratak na izvorni problem pomaZe u tumacenju rjedenja?

Slika 9. Proces visestrukog citanja problema

Primjer 5.

Prvo citanje:

Nastavnik zamoli ucenika da procita problemski zadatak pred cijelim razredom.
Problemski zadatak:

Kemijska tvrtka potrosila je 2 milijuna kuna za kupnju strojeva prije nego Sto je pocela

s proizvodnjom kemikalija. Nakon sto je kupila strojeve, turtka za proizvodnju milijun
litara kemikalija potrosi 0.5 milijuna kuna na potrebne sirovine.

1. Twurtka na dan proizvede od O do 5 milijuna litara kemikalije. Napravite tablicu
koja prikazuje odnos izmedu broja proizvedenih litara kemikalija L, i ukupnog
troska C' uw milijunima kuna, potrebnih za proizvodnju tih kemikalija.

2. Nadite formulu koja prikazuje C u ovisnosti o L.

Pojasnjavanje zadatka

Nastavnik ucenicima treba pojasniti kljucne rijeci kao bi oni na kraju razumgeli cijeli
problem. To moZemo napraviti postavijanjem pitanja: ,Sto je litra?“ Ako na pitanje
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ne dobivamo odgovor, onda imamo dva izbora: moZemo ucenicima odmah reci Sto je
litra ili moZemo ucenicima vizualno pokazati koliko iznosi jedna litra. To moZemo na-
praviti tako da priredimo plasticnu bocu od jedne litre i proslijedimo ju po razredu da
ju ucenici promotre. Na taj nacin pravimo kinesteticku vezu izmedu plasticne boce i
izraza ,jedna litra“.

Razumijevanje konteksta

Sljedeci korak je da ucenici preoblikuju ovaj problem tako da ga oni sami razumiju.
Nastavnik: Tko mi moze svojim rijecima prepricati zadatak?

Ucenik 1: Twornica proizvodi kemikalije i to ima odredenu cijenu.

Ucenik 1 dao je dobar sazetak zadatka. Ostali ucenici imaju koristi od toga da jedan
ucentk podijeli svoje kratko shvacanje problema. Ponavljanjem jacaju razumijevanje
problema, a ostali ucenici imaju priliku shvatiti sve nejasnoce.

Oblikovanje pitanja ili zadataka

U prvom citanju trebamo osigurati da ucenici znaju sto se od njih traZi u zadatku. Ako
ucenici u tome nisu uspjesni onda se trebamo vratiti na prethodni korak i ucenicima
detaljno objasniti sve nejasnoce.

Ucenik 1 je shvatio siru sliku problema, ali nije shvatio da ga zadatak traZi da napravi
tablicu © postavi funkciju. Ovo nastavniku pokazuje da Ucenik 1 treba jos vjezZbe kako
bi prepoznao pitanje ovog zadatka. Nastavnik daje upute razredu:

Nastavnik: Kada citate esej imate recenicu koja donosi tezu i recenice koje podupiru tu
tezu. Najvazniji dio cijelog teksta je uglavnom na pocetku. Ali u matematickom zadatku
prvo procitate informacije koje su dane, a najvazniji dio zadatka, pitanje, nalazi se na
samom kraju. Zato matematicki problem morate procitati nekoliko puta. Nije vazno
samo zapitati se ,O cemu je rijec u problemu?“ nego i ,Sto trebam napraviti?“ Pogle-
dajte zadatak jos jednom i probajte ponovno. Pogledajte na sami kraj teksta zadatka @
probajte naci pitanje (ili zadatak) koje je postavljeno.

Procjena prvog citanja: ucenicko razumijevanje stvarnog problema

Vrlo je vazno procijeniti jesu li ucenici uspjeli svladati ciljeve prvog citanja. Ako ucenici
ne razumiju sto je zadano, ne poznaju rijeci ili ne razumiju znacenje pitanja ili zadatka
koji treba rijesiti, nece moci nastaviti s rjesavanjem problema. Kako bi to procijenio
nastavnik moZe pitati ucenike da zapisu nejasnoce u biljeinice ili da th postave pred
cijelim razredom. U ovome primjeru nastavnik ima staklenku u kojoj se ma drvenim
stapicima nalaze ispisana imena svih ucenika iz razreda. Iz staklenke izvlaci jedno ime
1 pita:

Nastavnik: Ucenice 2, sada kada si ponovno procitao problem i fokusirao se na zadnji
dio zadatka, sto kemijska tvrtka Zeli znati?

Ucenik 2: Kemijska tvrtka Zeli saznati stvarne troskove za proizvodnju kemikalija.
Nastavnik: Tako je! Sto ti je pomoglo u odredivanju da ovo pitanje treba odgovor?
Ucenik 3: Ono sto ste rekli o vaznom dijelu na kraju matematickog zadatka. To mi je
puno pomoglo. Prije sam analizirao svaku recenicu trazeci pitanje.

Ucenici su uspjesno napravili dva dijela procesa rjesavanja problemskog zadataka: ra-
zumiju sto je zadano u zadatku i znaju pronaci pitanje na koje treba naci odgovor. Na
ovaj je nacin nastavnik ucenicima dao dva dara pismenosti: postupak koji mogu pratiti
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1 priliku za razmisljanje kako im je taj postupak pomogao u rjesavanju problema.
Drugo citanje:

Bez ponovnog citanja zadataka, matematicki problem se ne bi mogao rijesiti. Drugo ci-
tanje je puno sloZenije od prvog citanja i ukljucuje visestruko precizno ponovno citanje.
lako bi dobar citac mogao provesti ove korake odmah nakon drugo citanja, nastavnik

sve ove korake radi postepeno kako bi ucenici stekli viestinu rjesavanja problema.

TrazZenje vaznih informacija

Nastavnik: Pitanje koje postavlja ovaj zadatak je stvarni trosak izrade kemikalije. Sto bi
onda trebali napraviti da rijesimo ovaj problem? Ponouvno procitajte zadatak i podcrta-
jte izraze ili recenice za koje smatrate da sadrze bitne informacije. Pronadite podatak
koji ¢e pomoci turtki odrediti koliki im je stvarni trosak izrade kemikalije. MoZda jos
ne znamo kako koristiti te podatke, ali nesto nam govori da bi te informacije trebale
biti korisne. Kada nesto nadete, popricajte o tome sa svojim susjedom u klups.
Nastavnik ucenicima daje vremena za jos jedno citanje i jednu minutu da porazgovaraju
jedni s drugima. Nastavnik Zeli napraviti identifikaciju bitnih informacija koje ée biti
jasne svim ucenicima. Promatrajuci kako ucenici rade, nastavnik je primijetio da je
Ucenik 4 podcrtao nekoliko informacija i traZi od njega da svoje informacije podijeli s
cijelim razredom.

Nastavnik: Koje si informacije pronasao koje bi nam pomogle da odredimo stvarni tro-
sak izrade kemikalije?

Ucenik 4: Owa turtka je potrosila 2 milijuna kuna prije nego Sto je ista zaradila.
Nastavnik: [ koje si pitanje onda postavio?

Ucenik 4: Kako su potrosili 2 milijuna kuna na opremu za proizvodnju prije nego sto su
iSta proizveli, pitao sam se trebam i taj trosak dodati ostalim troskovima koje ce turtka
imati za proizvodnju kemikalija. Zar se ne bi trebala i ta 2 milijuna brojiti kao trosak?

Odredivanje strategije rjesavanja

Sljedece sto ucenici trebaju napraviti je razmotriti moguce strategije rjesavanja zada-
taka. Nastavnik pomaZe ucenicima tako da naglasi da je razmisljanje Ucenika 4 ispra-
uno.

Nastavnik: Ucenik 4 je upravo uzeo dio informacije iz teksta, a to je da je turtka platila
2 milijuna kuna samo na opremu. Postavio si je pitanje: "Zar to ne bi trebao ukljuciti
u ukupni trosak na kraju?’. Owo je pitanje vrijedno razmatranja jer nam pomaze u
razmisljanju koju bi strategiju rjesavanja trebali upotrijebiti. Ucenice 4, koju bi mate-
maticku operaciju upotrijebio kako bi bio siguran da je tvrtka ukljucila 2 milijuna kuna
u ukupni trosak?

Ucenik 4: Trebamo zbrojiti sve troskove ove tvrtke. I trosak opreme takoder treba pri-
brojiti.

Nastavnik: Tako je! Pa sto mislite da je sljedeca informacija koja je vazna? Koji su
to drugi troskovi koje trebamo ukljuciti u ukupni trosak?

Ucenik 5: Turtka potrosi 0.5 milijuna kuna za svaki milijun litara proizvedene kemika-
lije.

Razred je uspjesno prepoznao sve bitne informacije u zadatku, a uspjesno je prepoznao
1 jednu matematicku operaciju koja ce im koristiti za rjesavanje zadatka.
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Zapis problema simbolickim jezikom

Ovaj korak drugog citanja je najtezi. Ucenici problem iz stvarnog Zivota moraju pre-
zentirati apstrakinim jezikom matematike, simbolima. U ovom slucaju, ucenici moraju
napraviti tablicu u kojoj trebaju izracunati troskove za proizvodnju najvise 5 milijuna
litara kemikalija. Nastavnik zna da nisu svi ucenici sposobni odmah rijesiti ovaj pro-
blem. Zato jasno ponovno cita zadatak i ponavlja zakljucke koje su donijeli zajedno.
Pita ih sto u zadatku trebaju dalje napraviti. Primjecujuci da samo nekoliko ucenika
ponovno cita tekst uputi © ostale ucenike da ponovno procitaju problem. Nastavnik zna
da ucenici vecinom citaju samo glavni dio teksta koji sadrzi informacije, ali i da ne
citaju Sto se od njih trazi.

Nastavnik: Kada ne procitate pitanje na kraju zadatka, to je kao da ste ispricali Salu
bez glavnog dijela.

Nakon toga svi ucenici citaju zadatak. Nekoliko ucenika podiZe ruku, ali nastavnik ceka
dok svi ne podignu glavu prema njemu jer je to pokazatelj da su svi zavrsili s citanjem.

Procjena drugog citanja

Kao i kod prvog citanja, nastavnik pocinje procjenjivati koliko su dobro ucenici savladali
ciljeve drugog citanja. Izvlaci stapic s imenom novog ucenika iz staklenke.

Nastavnik: Sto mislis da dalje trebamo napraviti?

Ucenik 6: Trebamo napraviti tablicu.

Nastavnik: Tako je. Pitanje pod rednim brojem 1 daje nam strategiju rjesavanja jer
kaZe da napravite tablicu. I cak nam daje i neke odredene podatke o toj tablici. Koji su
to podaci?

Ucenici dalje trebaju zapisati problem pomocu matematickih simbola. Trebaju stvarni
problem zapisati u apstraktnom algebarskom zapisu zavisnih i nezavisnih velicina. Ta-
koder trebaju ispravno prepoznati varijable L i C' te koje je njihovo znacenje u ovome
problemu. Kako u zadatku nije skicirana traZena tablica, ucenici se moraju osloniti na
svoje algebarske vjestine i ispravnu interpretaciju cinjenica koje imaju kako bi ispravno
zapisali © popunili tablicu. Dok ucenici citaju tekst zadatka trebaju se pitati kljucno
pitanje: Koja velicina ovisi o kojoj? Odrasli lako mogu zakljuciti da trosak ovisi o
kolicini proizvedenih kemikalija, ali ucenici to teZe shvacaju.

Vizualna prezentacija: crtanje tablice

Kako bi ucenicima pomogao u interpretaciji cinjenica koje su upravo procitali, nasta-
vnik na plocu crta tablicu s praznim poljima. Putem otvorenih pitanja navodi ucenike
na ispravno popunjavanje tablice.

Nastavnik: Koje se varijable spominju u tekstu?

Ucenik 7: L i C.

Nastavnik: Sto predstavija L?

Ucenici: Litre.

Nastavnik: Je li to sve Sto trebam zapisati u tablicu? Kako to moZemo konkretnije
zapisati?

Ucenik 8: To je broj milijuna litara proizvedene kemikalije.

Nastavnik: A sto predstavija druga varijabla?

Ucenici: Trosak uw milijunima kuna.

Nastavnik je od ucenika dobio informacije koje su oni procitali u tekstu, te ih je zapisao
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na plocu. Nastavnik dalje namjerno glasno razmislja o zavisnosti varijabli:
Nastavnik: Dok sam crtao ovu tablicu, pitao sam se: "Koja varijabla ovisi o kojoj?’.
Zawvisi Ui kolicina kemikalija o konacnim troskovima ili konacni troskovi ovise o koli-
cini proizvedenih kemikalija? Koju bi varijablu zapisali u lijevi stupac tablice, a koju u
desni? Sto vi mislite?

Ucenik 9: L céemo staviti u lijevi, a C' u desni stupac.

Nastavnik zapise razmisljanje ucenika u tablicu na ploci.

Provjera razumijevanja

Nastavnik pita tko se slaZe misljenjem Ucenika 9 © na taj nacin procjenjuje koliko ih
je shwvatilo Sto je zavisna, a Sto nezavisna varijabla. U razredu vecina ucenika dizZe
ruku, ali ne svi. Umjesto da se zapocne razgovor o zavisnim i nezavisnim varijablama
it objasni ucenicima koja je koja, nastavnik se odlucuje vratiti na tekst.

Nastavnik: Pogledajte pitanje jos jednom. Gdje se nalaze brojevi koji su nam trenutno
bitni?

Procjena razumijevanja tehnickih oznaka

Nastavnik: Imamo tablicu koju treba popuniti s brojevima. Kako zovemo ove brojeve?
Oni imaju neko posebno ime.

Nastavnik ispituje ucenike pokazujuci na varijablu x zapisanu w tablici na plakatu koji
se nalazi na zidu ucionice (Slika 10).

Nezavisna varijabla

X

Ulaz

Domena

Apscisa (horizontalna os)
Ulazna vrijednost

Zavisna varijabla

y

1zlaz

Kodomena

Ordinata (vertikalna os)
Izlazna vrijednost

Slika 10. Plakat na zidu ucionice

Ucenik 10: Znam, naziva se nezavisna varijabla.

Nastavnik: Tako je! A Sto éemo zapisati v prazno polje ispod varijable x?

Ucenik 10: Nula.

Nastavnik: Zasto mislis da tu ide nula?

Ucenik 10 ponovno pogleda u tekst, a zatim odgovori:

Ucenik 10: U lijevom stupcu se nalazi nezavisna varijabla L zato Sto su to brojevi koje
cemo unositi. Sto god se nalazilo u desnom stupcu