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Uvod

U ovom radu su razmatrani dokazi poznatih tvrdnji iz geometrije koji se mogu provesti
koristenjem kompleksnih brojeva. U prvom poglavlju rada predstavljen je i uveden pojam
kompleksnog broja te su prikazane osnovne operacije nad kompleksnim brojevima i njihova
osnovna svojstva. U drugom poglavlju razmatrana je geometrijska interpretacija komplek-
snih brojeva i operacija koje se izvode s njima. Izvedene su jednadzbe nekih geometrijskih
figura i uvjeta koje moraju zadovoljavati. U trecem poglavlju, koji je ujedno i glavni dio
ovoga rada navedeni su poznati geometrijski rezultati koji su dokazani koristenjem komplek-
snih brojeva.

Dokaze mnogih tvrdnji geometrijskog karaktera moguce je provesti koristenjem komplek-
snih brojeva. U radu su pomoc¢u kompleksnih brojeva dokazane mnoge znacajne i poznate

tvrdnje.



Poglavlje 1

Osnovno o kompleksnim brojevima

1. Definicija kompleksnog broja

Neka je
R* =R xR = {(z,y): 7,y € R},

pri ¢emu su dva elementa (z,y) i (z,w) jednaka ako i samo vrijedi
T=2z i Y = w.
Operacije zbrajanja i mnozenja na skupu R? definirane su na sljedeéi na¢in:

2+ 2= (2,9) + (z,w) = (v + 2,y + w) € R?
212 = (z,y) - (z,w) = (zz — yw, 2w + yz) € R?

gdje su 21 i 2o € R%

Definicija 1.1. Skup R? zajedno s operacijama zbrajanja i mnoZenja naziva se skup kom-

pleksnih brojeva i oznacava se s C.

Skup kompleksnih brojeva koji ne sadrzava 0 = (0,0) u nastavku ¢emo oznacavat s

C* == C\{(0,0)}.

Teorem 1.1. U skupu kompleksnih brojeva operacije zbrajanja i mnozZenja imaju sljedeca
svojstva:

C1) Asocijativnost zbrajanja: (21 + 22) + 23 = 21 + (20 + 23), Vz1,20,23 € C
C2) Postojanje neutralnog elementa za zbrajanje: postoji 0 = (0,0) € C sa svojstvom

O+z=240=2, VzeC

C3) Postojanje suprotnog elementa: za svaki z = (x,y) € C postoji (—z) = (—z,—y) € C
tako da je



C4) Komutativnost zbrajanja: z; + 2o = 20 + 21, V21,29 € C

C5) Asocijativnost mnozenja: zy - (22 - 23) = (21 - 22) + 23, V21,209,253 € C

C6) Postojanje neutralnog elementa za mnozenje: postoji 1 = (1,0) € C* sa svojstvom
lez=2z-1=2, VzeC

C7) Postojanje inverznog elementa za mnozenje: za svaki z = (z,y) € C*

P X -y .
postoji 2~ = <x2 il —|—y2) € C tako da je

2l =2 27 =1

C8) Komutativnost mnozenja: z1 - 2o = 25 - 21, V21,23 € C
C9) Distributivnost mnozenja prema zbrajanju:

21 (20+23) =21 20+ 2123, Vz1, 29, 23 € C

(C,+,-) je stoga polje kompleksnih brojeva.

2. Algebarski prikaz kompleksnog broja

U nastavku ¢emo uvesti algebarski prikaz kompleksnog broja.
Najprije promotrimo funkciju f : R — R x {0} definiranu na sljedeéi nacin:

f(z) = (z,0).
Funkcija f je bijekcija. Za bilo koja dva broja (z,0) i (y,0) vrijedi
(,0) + (5,0) = (z +y,0)
(2,0) - (y,0) = (zy,0).

Primjetimo kako se zbrajanjem i mnozenjem cuvaju algebarske operacije po prvoj kompo-
nenti, odnosno operacije nad skupom R x {0} jednake su operacijama nad skupom R. Stoga
uredeni par (z,0) moZemo poistovjetiti s brojem z, Vx € R.
Brojeve oblika (0,y) mozemo zapisati (0,y) = (y,0) - (0,1). Uvedimo oznaku i := (0, 1).
Tada vrijedi

i = (0,1)-(0,1) = (—1,0).

Kako je njihov umnozak realan broj mozemo pisati da je
i*=—1.
Primjenjujuci pravilo za zbrajanje i mnozenje kompleksnih brojeva dobivamo
z=(x,y) = (z,0) + (0,y) = (x,0) + (y,0) - (0,1) = x + yi.
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Definicija 1.2. Svaki se kompleksni broj z moZe zapisati u obliku
2 =T+ yi, (1.1)

gdje su x iy realni brojevi, a i imaginarna jedinica, kompleksni broj sa svojstvom i> = —1.
Realni broj x = Re z nazivamo realnt dio, a y = Im z maginarni dio kompleksnog broja
z. Izraz (1.1) naziva se algebarski (ili standardni) prikaz kompleksnog broja.

Skup kompleksnih brojeva sada mozemo oznacavati s
C={r+yi:rycR, i*=-1},
a zbroj 1 umnozak kompleksnih brojeva zapisanih u algebarskom zapisu racunamo

21+ 29 = (21 + 22) + (y1 + ¥2)1i,
212z = (1 + 1d) - (@2 + Y2i) = 2122 + T1Yai + Toyni + Yryai®
= 11T — Y1Y2 + (T1y2 + T2t )i,
pri cemu su z; = 1 + Y11 1 290 = To + Yol.
Ukoliko vrijedi da je Re z = 0 tada takve brojeve nazivamo ¢isto imaginarnim brojevima.
1. Potencija imaginarne jedinice

Neka je zadan kompleksan broj z = 7. Koristeci pravilo za mnozenje kompleksnih brojeva

izracunat ¢emo prvih nekoliko potencija imaginarne jedinice:

=1 == —ii=1
it =1 =it i=1
P2 =—1 =P i=0ii=-1
3 =420 =— i =400 =—i

Mozemo uociti kako se vrijednosti periodicki ponavljaju stoga za svaki nenegativan cijeli

broj n vrijedi

4n — 17 Z'4n+1 — 7;, Z‘4n+2 — _1 1 ,L'4n+3 —

—1.
2. Kompleksno-konjugirani broj i modul kompleksnog broja

Neka je z = x+yi kompleksan broj. Tada kompleksan broj zZ = x—yi nazivamo kompleksno-

konjugiranim brojem broja z. Takoder, vrijedi
Z=x—yi=a+yi=2z,

stoga z 1 Z ¢ine par kompleksno konjugiranih brojeva. Primjetimo kako je to par brojeva sa
svojstvom

Rez =Rez 1 Imz=-Imz.



Za par kompleksno konjugiranih brojeva vrijedi
2Z = (¢ +yi)(z —yi) = 2° — (yi)* = 2° + ¢,

odnosno njihov umnozak je uvijek nenegativan broj. Modul ili apsolutna vrijednost

2] = V2z = Va2 + 2.

kompleksnog broja z je

Vrijede sljedeca svojstva
1. 21 220 =721+ 7%, V2, 20 € C
2. 21 -2 =7 %2, V21, 20 € C
3 (M)=2 vaeC nec
29 )

4. Za proizvoljan z € C vrijedi

24+z z2—Z
Rez = 1 I = 1.2
ez 5 i mz % (1.2)
5. |z129| = |z1| - |22|, V21, 22 € C
6. |2 =l viec e
Z9 |ZQ|

7. |21 —|—22| < |21‘ + |22‘, \V/Zh 29 € C

Dokazimo tvrdnju 7.

|21 + 22 = (21 + 22) (21 + 22)
= 2121 + 2122 + Z122 + 22%2
= |z’ + 217 + 2172 + |22f
= |21 + 2Re(21 %) + |22)?
< |z’ +2[217] + |2/
= [21]? + 2|21 | z2] + | 22|
= (|z1] + |22)?

|21 + 22| < [21] + |22].

Jednakost vrijedi ako i samo ako je Re(z122) = |2122] € Ry. Odnosno, ako i samo ako
je z1z3 > 0.

Ukoliko je z3 # 0 tada dijeljenjem prethodne nejednakosti s |z5| dobivamo: ALe R,.
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3. Kompleksna ravnina

Pokazali smo kako svakom kompleksnom broju z = x + yi odgovara jedinstveni uredeni
par (x,y). Smisleno je stoga kompleksnom broju z pridruziti tocku 7'(z,y) u Kartezijevom
koordinatnom sustavu xQOy. Toc¢ku T nazivamo geometrijskom slikom kompleksnog broja z,
a z nazivamo koordinatom tocke 7'

Na x osi smjestamo realne brojeve stoga se ta os naziva realna os, dok ¢isto imaginarne
brojeve smjestamo na y os koju stoga nazivamo imaginarna os. Koordinatnu ravninu koja
sadrzi sve kompleksne brojeve te se sastoji od realne i imaginarne osi nazivamo kompleks-

nom ili Gaussovom' ravninom?.

Im
N — :T(x,y)
Re
L T'(X,-y)

Slika 1.1: Prikaz kompleksnog broja u Gaussovoj ravnini

Takoder, kompleksne brojeve mozemo poistovjetiti s vektorima. Odnosno, kompleksnom
broju z = x + yi mozemo pridruziti radij-vektor tocke T'(z,y)

57— a7 T
7 =0 =1 +yj
— . =

pri cemu su ¢ i j jedini¢éni vektori na x, odnosno y osi.

3.1. Geometrijska interpretacija algebarskih operacija i modula

Nakon sto smo prikazali geometrijsku interpretaciju kompleksnog broja pomocu tocke i vek-
tora, u ovom odjeljku promotrit ¢emo geometrijsku interpretaciju algebarskih operacija nad

kompleksnim brojevima te interpretaciju modula.

1. Zbrajanje i oduzimanje kompleksnih brojeva

Kao sto je veé receno, kompleksnom broju z = z+ yi mozemo pridruziti radij-vektor O? , pri

cemu je T'(x,y) geometrijska slika broja z. Neka su dana dva kompleksna broja z; = x1 + 17

LCarl Friedrich Gauss (1777.-1855.), njemacki matematicar i astronom

2Ponekad se naziva i Cauchyeva ravnina po francuskom matemati¢aru Augustinu Louisu Cauchyu (1789.-
1857.) koji je popularizirao kompleksne brojeve. Takoder, ravnina se jo§ naziva i Argandova ravnina, prema
§vicarskom matematicaru Jean — Robertu Argandu (1768.-1822.) koji je u svojim djelima naveo kako se
kompleksan broj moze prikazati kao tocka.



— —
i 2y = 29 + yoi 1 njihovi pripadni radij-vektori 77 = z; i +y, j,j € {1,2}.
Tada njihovom zbroju

21+ 20 = (1 + 22) + (Y1 + Y2)i

odgovara krajnja tocka vektora

— —
T =T AT = (1 +12) T+ (1 + 1)

koji je dobiven zbrajanjem vektora 7 i 75 pravilom paralelograma.

Im
. rT
B, .....................
VY — .
AR /
o) X2 X] X‘\+X2 -

Slika 1.2: Zbrajanje dva kompleksna broja
Oduzimanje kompleksnih brojeva mozemo svesti na zbrajanje na sljedeé¢i nac¢in
Z1 + (—22) = (l’l — $2) + (y1 - yg)l

Neka je zadan kompleksan broj z = x + yi i A € R. Ukoliko kompleksni broj z pomnozimo

s realnim skalarom A\ dobivamo kompleksni broj oblika
Az = x4+ \yi
i njegov odgovarajudi radij-vektor je
AT = At @ 4+ My 7.
2. Modul kompleksnog broja

Neka je zadan kompleksan broj z = z + yi i njemu pridruzena tocka T'(x,y). Modul broja z

4 =V

te predstavlja euklidsku udaljenost tocke T'(x,y) od ishodista koordinatnog sustava.

dan je izrazom

Ukoliko promatramo modul razlike kompleksnih brojeva z; = x1 + y17 1 20 = x5 + o1, tada

vrijedi

|21 — 20| = (21 — 22) + (1 — 12)i] = /(21 — 22)2 + (11 — 12)*.
Vidimo kako modul razlike kompleksnih brojeva predstavlja udaljenost tocaka 17 i T5 u kom-

pleksnoj ravnini.

Geometrijsku interpretaciju mnozenja kompleksnih brojeva pokazat ¢emo kasnije.
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4. Trigonometrijski prikaz kompleksnog broja

Neka je u kompleksnoj ravnini tocka T'(z,y) geometrijska slika kompleksnog broja
z = x 4+ yi # 0. Polozaj tocke T" mozemo opisati pomoc¢u udaljenosti r tocke od ishodista
i kuta ¢ koji radij-vektor (ﬁ zatvara s pozitivnim dijelom z osi (Slika 1.3) i ozna¢avamo
s T(r,p). 71 ¢ jednoznaéno su odredene kompleksnim brojem z te se nazivaju polarne
koordinate.

U slucaju kada je z = 0, tada je r = 0 i kut ¢ nije odreden.

AIm

y" -------------------- T

3 S
y

0

Slika 1.3: Polozaj tocke T" opisan pomocu polarnih koordinata (r, ¢)
Vrijedi
T = T1CoS,
Yy = rsinp.
Prikaz kompleksnog broja z u obliku
z =r(cosp + isiny)

nazivamo trigonometrijski prikaz kompleksnog broja 2. Udaljenost r nazivamo modul

r:\/m.

Kut ¢ € [0, 27) kompleksnog broja z nazivamo argument i oznacavamo s ¢ = arg z te ga

kompleksnog broja i iznosi:

odredujemo ovisno o sluc¢ajevima
e z=0iy#0:
y > 0;
=,y < 0.
e = # (0: Sa Slike 1.3 vidimo da vrijedi tgy = Y i ovisno o polozaju tocke promatramo
x

sljedeca rjesenja

arctg 2, z u prvom kvadrantu;
¢ =4 arctg? +m, 2z udrugom i treem kvadrantu;

arctg £ + 27, 2 u cetvrtom kvadrantu.
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4.1. Operacije nad kompleksnim brojevima

Operacije s kompleksnim brojevima kao $to su mnozenje, dijeljenje, potenciranje i korijeno-
vanje mogu se jednostavno izvesti ukoliko prikazemo kompleksan broj u trigonometrijskom
obliku. Stoga ¢emo u ovom odjeljku prikazati navedene operacije i dati njihovu geometrijsku

interpretaciju.

1. MnozZenje i dijeljenje kompleksnih brojeva
Neka su

21 = r1(cos o1 + isin ) i 29 = 19(COS g + i Sin p3)
dva kompleksna broja zapisana u trigonometrijskom obliku.

Tada za

1. umnozak 2z vrijedi
2129 = 1T172(C08 (1 + i 8in 1) (Cos o + i sin )

= 1r173[C0OS @1 COS g — sin ¢y sin s + (oS 1 Sin Yy + sin @ cos 9]

= r1racos(p1 + pa) + isin(1 + @2)].

Vrijedi dakle

arg(z122) = arg z; + arg 2z, 1 |2120] = |21] - |22].

2. kolicnik % vrijedi
Z2
21 ri(cosyy + isin g
zy  19(COS P + i Sin g
r1(cos @1 + isin ¢y
(
(

COS (Pg — 151N Y9

~— | ~— — | ~—

r2(COS g + 28N e)  C€OS (Po — 751N Yo
71(Ccos 1 + i sin 1) (cos(—pa) + i sin(—¢3))

79(cos? @, + sin” )

r ..
== r—l[cos(gpl — p9) F+isin(p; — v2)].
2

Vrijedi dakle

_ (1.3)

’Z2|

21

arg (i) = arg z; — arg 2o i

z9 zZ2

Ukoliko promatramo recipro¢nu vrijednost kompleksnog broja tada je njegov argument

1 2r —argz ,z € C"\Ry;
arg — = & ARy (1.4)
z arg z 2 € RY.

Promotrimo sada geometrijsku interpretaciju umnoska dvaju kompleksnih brojeva.



Neka su z; = r1(cos g1 +isiny) i zg = ro(cos g +1isin ps) dva kompleksna broja i njima
pridruzene redom tocke Mi(ry, 1) i My(ra, p2). Na jediniénoj kruznici k sa sredistem u
ishodistu oznacimo tocke T} i T5 koje su sjecista duzina OM, i OM, s kruznicom k te neka
je tocka A dana koordinatama (1,0) (Slika 1.4). Na kruznici konstruiramo tocku 73 takvu

da je njen argument ¢, + o te na polupravcu OT5 odaberemo tocku M; sa svojstvom da je
|OM;| = |OM| - |OMs|. (1.5)

Tocka M3(rirq, 1+ p2) predstavlja geometrijsku interpretaciju umnoska dvaju kompleksnih

brojeva.
Primjetimo kako je L MyOMs = £LAOM;, a iz (1.5) dobivamo

OM,| _ |OM,]
OM,| ~ JOA]

Prema SKS poucku za sli¢nost trokuta zakljucujemo da su trokuti AOM; i MO M3 slicni.

Slika 1.4: Geometrijska interpretacija mnozenja kompleksnih brojeva

2. Potenciranje kompleksnih brojeva

Neka je z = r(cos ¢ + isin ¢) kompleksni broj zapisan u trigonometrijskom obliku i neka je
n € N. Tada vrijedi

2t =" ( cos(ny) + isin(ngp)) : (1.6)

iz ¢ega zakljucujemo kako je
arg 2" =narg z 1 |["]=7r"
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Izraz (1.6) poznatiji je pod nazivom De Moivreova® formula.
Dokaz De Moivreove formule provodi se metodom matematicke indukcije primjenjujuéi adi-

cijske formule za sinus i kosinus kuta.

3. Korjenovanje kompleksnih brojeva

Neka je dana jednadzba

w" = z,

pri ¢emu je z = r(cosp + isin ) kompleksan broj. Svako rjesenje te jednadzbe naziva se
n-ti korijen kompleksnog broja z, oznacava se s w = {/z i dano je formulom

+ 2k . p+2k
wk:%:W<COSu+ZSIHu>, ke{0,1,... ,n—1}.
n n
Dokaz se moze pronaéi u [1] (Poglavlje 2, Teorem 2.2.1).
Geometrijska interpretacija rjesenja jednadzbe w™ = z su vrhovi pravilnog n-terokuta upi-
sanog u kruznicu sa sredistem u ishodistu polumjera /r (Slika 1.5).

Slika 1.5: Rjesenja jednadzbe w" = z.

U nastavku ¢emo promotriti poseban slucaj jednadzbe oblika 2" = 1.
Neka je dana jednadzba z™ = 1. Primjenjujuéi formulu za korjenovanje kompleksnih

brojeva dobivamo rjesenja te jednadzbe koja su dana s

2k 2k
€ = €08 — + i sin —, ke {0,1,...,n—1}.
n n
Promotrimo rjesenje za k = 1 i oznac¢imo ga s €
2r . . 2w
€ =C0S— +181n —.
n n

3 Abraham de Moivre (1667. - 1754.), francuski matematicar
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Sva preostala rjesenja mogu se dobiti potenciranjem prethodnog, odnosno vrijedi

2 3 n—2 n—1
Eg9g = &7, Ez3 =€, RN Ep—9 =€ s Epn—1 =¢€ .

Skup svih korijena iz jedinice oznacit ¢emo s U,
2 n—2 _n—1
Up={1l,e,e%...,e" =" }.

Geometrijska prezentacija rjesenja jednadzbe 2™ = 1 su vrhovi pravilnog poligona s n stranica
koji je upisan u jediniénu kruznicu sa sredistem u ishodistu i ¢iji se jedan vrh nalazi u (1, 0).
Promotrimo slu¢aj kada je n = 3. Tada su rjeSenja jednadzbe 2° = 1 dana s

2k 2k

€k:COST+iSinT, k€ {0,1,2}.
Odnosno, rjesenja jednadzbe su
N e 27r+,,27r o 2 47r+_,47r
= =€ =c0S— +1sin — =& =cos — +isin —.
0 ’ 1 3 3 ) 2 3 3

Ukoliko prikazemo tocke u kompleksnoj ravnini vidimo kako su navedena rjesenja vrhovi jed-
nakostrani¢nog trokuta upisanog u jedini¢nu kruznicu sa sredistem u ishodistu. U nastavku

¢emo ovaj trokut oznacavati s leg?.

! Re
Slika 1.6: Rjesenja jednadzbe 22 = 1.
Za ¢ i €? vrijedi da je

2 2 1 3
€ :(ZOS?7T+Z'Sin?7T =3 —l—\/?_i,
g2 :cos4—7r+isin4—7r = —1 — ig@

3 2 2

Iz cega lako zakljucujemo kako vrijedi sljedec¢a jednakost
1+e+e2=0. (1.7)
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Poglavlje 2

Kompleksni brojevi u geometriji

U ovom poglavlju neke od geometrijskih tvrdnji koje vrijede u Kartezijevoj koordinatnoj rav-
nini zapisat ¢emo pomocéu kompleksnih brojeva. Najprije ¢emo izvesti formule za udaljenost
dviju tocaka i mjeru kuta. U geometriji ravnine kompleksni brojevi se koriste za dokazivanje

tvrdnji u kojima se susrec¢u kruznice i pravilni mnogokuti.

1. Osnovni geometrijski pojmovi

1.1. Udaljenost izmedu dviju tocaka

Neka su u kompleksnoj ravnini dane dvije tocke T1(z1) i T(z2). Kao §to je veé receno u

prvom poglavlju, udaljenost izmedu dviju tocaka racunamo prema formuli

|T1T2| = |Zl — ZQ‘.

1.2. Mjera kuta

Neka su dane dvije tocke T (z1) 1 To(29). Za kut T1OT; kazemo da je pozitivno orijentiran
ukoliko su redom tocke T i Ty postavljene obrnuto od smjera kazaljke na satu ili ukoliko je
trokut 17750 pozitivno orijentiran, u suprotnom kazemo da je kut negativno orijentiran.
Sljedeca propozicija pokazat ¢e kako odrediti mjeru pozitivno orijentiranog kuta kojemu se
vrh nalazi u ishodistu.

Propozicija 2.1. Neka su dane tocke T1(z1), Ta(za) i ishodiste O(0). Mjera pozitivno ori-
jentiranog kuta ZT10Ty dana je s

Dokaz. U dokazu ove propozicije promatrat ¢emo dva slucaja:

a) Neka ZT)OT; nije izbocen, odnosno neka je trokut 77750 pozitivno orijentiran. Oda-
berimo tocku X # O koja se nalazi na pozitivnom dijelu realne osi. Tada je

KTlOTQ - KXOTQ - KXOTl

= arg zo — arg zy.
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Prema (1.3) prethodni izraz postaje

iTlng = arg Q (21)
21

LP‘] X

< > \3
0 Re

Slika 2.1: ZT70T; nije izbocen Slika 2.2: ZT10T, je izbocen

b) Neka je ZT107T; izbocen, odnosno trokut 77750 je negativno orijentiran (Slika 2.2).
Kut ¢emo najprije zapisati pomocu £T50T; kako bi se mogli pozvati na (2.1):

ATlOTQ =27 — ATQOTl

2 2m — arg 2
22
W or — (2 — arg é)
21
22
= arg —.
<1

U

U prethodnoj propoziciji promatrali smo mjeru kuta kojemu se vrh nalazio u ishodistu.
Sljedeci teorem dat ¢e nam mjeru kuta za tri proizvoljno odabrane tocke.

Teorem 2.1. Neka su dane tri proizvoljne tocke Ty (z1), To(29) i T5(z3). Tada mjera LT\T5T;

12N081
23 — 22

4T1T2T3 = arg .
21 — 292

Dokaz. Kako bi odredili mjeru £7T,7T5T5 najprije ¢emo traslatirati tocku 75 u ishodiste koor-
dinatnog sustava za vektor —Z. Analogno za isti vektor translatiramo i tocke 77 i T5 Cije su
koordinate sada redom z; — 23 i z3 — 23 (Slika 2.3). Sada se nalazimo u uvjetima Propozicije

2.1 pri ¢emu je Ty = O te stoga vrijedi

23 — 29

LT\TyTy = LT,OT, ""2*" arg

21—22.
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Re

Slika 2.3

U

Takoder, ukoliko se dva pravca sijeku u nekoj tocki mozemo promatrati koliki kut zatva-
raju ta dva pravca. Stoga, neka su dane 4 razlicite tocke T;(z;), © € {1,2,3,4} takve da T}
i Ty leze na jednom pravcu, a T3 i Ty na drugom. Kao i u prethodnom teoremu mozemo
translatirati tocke T} i Ty za vektor —Zz; i tocke Ty i Ty za vektor —z3;. Nakon translacije
tocke 17 i Ty nalaze se u ishodistu O, a tocke T, i Ty imaju koordinate zo — 27 1 24 — 23 pa
se nalazimo u uvjetima Propozicije 2.1.

Mjeru kuta odredenog s dva pravca mozemo zapisati koristeé¢i prethodni teorem i Propoziciju
2.1.

Korolar 2.1. Neka su dane cetiri razlicite tocke Ty(z;), i € {1,2,3,4}. Mjere kutova
odredenth pravcima 11Ty 1 T3T) su
20 — 27 24 — 23

7 arg .
Z4 — 23 29 — 21

arg

1.3. Rotacija tocke

Promotrimo geometrijsku interpretaciju specijalnog slucaja mnozenja dva kompleksna broja
pri cemu se barem jedan od njih nalazi na jedini¢noj kruznici.

Neka su zadani kompleksni brojevi

e =cosa +isina,
z =1r(cosp + isinp)
pri cemu je T" geometrijska slika broja z. Njihov umnozak je tada
ze = rlcos(p + ) + isin(¢ + )] (2.2)
i vrijedi da je
arg(ze) =p+a=argz+a i |ze| = 7.
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Uocimo, ukoliko s 7" oznac¢imo sliku kompleksnog broja ze, tada je tocka T”(ze) nastala
rotacijom tocke T' oko ishodista za kut « u pozitivnom smjeru.

Im

Slika 2.4: Rotacija tocke T' za kut «

Kako odrediti koordinatu tocke 7" nastale rotacijom tocke T za kut « oko proizvoljne
tocke S?7 Odgovor na ovo pitanje dat ¢e nam sljedeca propozicija.

Propozicija 2.2. Neka je tocka T'(t') nastala rotacijom tocke T(t) oko S(s) za kut «.
Koordinata tocke T' dana je izrazom

t'=s+ (t—s)e, (2.3)
pri cemu je € = cos & + 1sin av.

Dokaz. Na pocetku dokaza translatirat ¢emo srediSte rotacije S u ishodiste O za vektor ~-7.
Ukoliko tocke 7" 1 T' translatiramo za isti vektor u tocke 77 i T} tada su koordinate tocaka
O, T} i T, redom 0, t' — s, t — s. Primjenjujuéi (2.2) dobivamo

t'—s=(t—s)e.
Odnosno, nakon sredivanja izraza

t'=s+(t—s)e.

1.4. Kolinearnost i koncikli¢cnost

U ovom odjeljku navest ¢emo uvjete kolinearnosti i koncikli¢nosti tocaka u kompleksnoj

ravnini.

Propozicija 2.3. Tri medusobno razlicite tocke Ti(z1), To(z2) i T5(z3) su kolinearne ako i

samo ako vrijedi
3 — k2

e R*.

21 — 22
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Dokaz. Neka su dane tocke T'(z1), To(22) 1 T3(z3). Prema definiciji kolinearnosti, tri tocke

su kolinearne ukoliko leze na istom pravcu. Odnosno, tri tocke su kolinearne ukoliko je
KTlTQTg =0ili KTlTQTg =m. Iz toga Slljedl

Z3 — 29
arg € {0, 7},

k1 — %2
L o . R3 T k2 . . c o
iz cega zakljucujemo da se broj nalazi na realnoj osi, odnosno da vrijedi

k1 — %2
k3 — 22
e R*.
Rl — %2

2 -9 jer bi u tom slucaju bilo da je zo = 23, a iz
Z1 — Z9
uvjeta zadatka znamo da su sve tri tocke medusobno razlicite. O

Primjetimo kako ne moze vrijediti

Propozicija 2.4. Cetiri medusobno razlicite tocke Tj(z), i € {1,2,3,4} su konciklicne ili

kolinearne ako © samo ako je
R3 —R2 k3T X4

: € R*.

Rl —R2 k1 44
Dokaz. Neka su zadane redom tocke T7(z1), To(z2), T3(23) 1 T4(z4). Primjetimo kako smo
redoslijed tocaka mogli izabrati na 3! = 6 nacina. Tocke se nalaze na kruznici ako i samo
ako je cetverokut 1175737, tetivan, odnosno ako i samo ako je suma unutarnjih nasuprotnih

kutova iznosi 7. U ovisnosti o promatranim unutarnjim ili vanjskim kutovima vrijedi

4T1T2T3 + KT3T4T1 € {7'(', 371'}
Z3 — 29 Z1 —

24
e {mr, 3r}.
21 — 22 23 — 24 {’ }

Koristeéi (1.4) za argument recipro¢nog kuta dobivamo

Z3 — 29 Z3 — 24
— arg
21— 22 21— 24

arg (Z3 i Z4> € {—m,~r},

arg € {—m,m}

21 —R2 21— 24

iz ¢ega zakljucujemo da je
R3 —R2  R3— %4

e R*. (2.4)

21—22'21—24

Sli¢no se dokazuje i za kolinearnost. O

Neka su T;(z;), i € {1,2, 3,4} ¢etiri medusobno razli¢ite tocke, tada se definira dvoomjer

kao broj
Z1 —Rk3 k92 — 23

(T17 T2a T37 T4)

21—24.22—24.
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2. Analiticka geometrija

U ovom odjeljku ¢emo izvesti jednadzbu pravca te odrediti formulu za udaljenost tocke do
danog pravca.
2.1. Jednadzba pravca

U nastavku izvest ¢emo op¢i oblik jednadzbe pravca u kompleksnoj ravnini te jednadzbe

pravca ukoliko su nam poznate dvije tocke te tocka i njegov smjer.
Propozicija 2.5. U kompleksnoj ravnini jednadzba praveca dana je s
az+az+b=0, (2.5)
pri cemu jea € C',beR i z=ao+yi € C.
Dokaz. U Kartezijevoj ravnini jednadzba pravca dana je formulom
Ax+ By + C =0, (2.6)

pri cemu je A2+ B? #0, A, B € R. Prema (1.2) realni i imaginarni dio kompleksnog broja
z = x + yi su oblika

z2+z zZ—Z
= = 2.
T YTy 2.7)
Uvrstavajudi prethodne izraze u (2.6) dobivamo
z+z zZ—Z
A B+C=0 -2
2 * 21 * /
(z4+2)A—i(z—2)B+2C =0
(A— Bi)z+ (A+ Bi)z+2C = 0. (2.8)
Radi laksega zapisa uvedimo nove oznake. Neka su
a=A—Bi eC”
(2.9)
b=2C €R.
Kako je |a|> = A% + B? # 0 slijedi da je a # 0 pa izraz (2.8) poprima oblik
az+az+b=0,
Sto je i trebalo dokazati. O

Odredimo koeficijent smjera pravca (2.5) u kompleksnoj ravnini. Kako bi odredili koefi-

cijent smjera pravca zadanog u implicitnom obliku prevest ¢emo ga u eksplicitni

Az +By+C=0

By=—-Ax-C
YT T B
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A
Stoga koeficijent smjera iznosi k = 5 Iz (2.9) slijedi

pa za a # a koeficijent smjera pravca u kompleksnoj ravnini iznosi

a+a
A 2 a+t+a
k:—E:a_E:za_a. (2.10)
27

Izvedimo sada jednadzbu pravca odredenog dvjema tockama.

Propozicija 2.6. Jednadzba praveca odredena tockama T1(z1) 1 To(z2) dana je jednadzbom

<1 Z_l 120,

ZQZ_Q]_

odnosno

(z1 —2Z)2 — (51 — 22)Z + 2172 — Z122 = 0.

Dokaz. U Kartezijevoj ravnini jednadzba pravca odredenog tockama T (z1,y1) 1 To(x2, yo)

dana je s
x y 1
r, y 1] =0. (2.11)
T2 Yo 1
Kako prema (1.2) vrijedi
uvrstavajuéi prethodni izraz u (2.11) dobivamo
Z;E Z;Z'E 1
ara a-a 11 =0.

Izlucivsi iz prvog stupca % i iz drugog stupca 2% dobivamo

z2+z z—z 1
1

1 n+z sn—7z 1 =0,

2o+ 29 29— Zo 1
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a nakon sto prvom stupcu pridodamo drugi stupac i izlu¢imo 2, a drugi stupac pomnozimo

s (—1) i dodamo mu prvi stupac dobivamo

z z 1
1
_Z 21 7 1 :Ou
Z9 2’_2 1
odnosno
z z 1

212_11:0.
222_21

Razvijanjem determinante po prvom retku slijedi trazena formula

(Z1 —Z2)z — (21 — 22)Z+ 2122 — Z120 = 0.

Izvedimo sada jednadzbu pravca odredenog tockom i smjerom.
Propozicija 2.7. Neka je pravac p dan jednadzZbom
az+az+b=0

i neka je Ty(zp). Jednadzba pravea paralelnog s pravecem p koji prolazi tockom Ty dana je s

z—zy= —g(z—z_o).

Dokaz. U Kartezijevoj ravnini jednadzba pravca koji je paralelan s pravcem
p... Ar+By+C =0

i prolazi tockom Ty(zo,yo) glasi

A
Y=Y = —E(x — o).
Kako za koeficijent smjera u kompleksnoj ravnini vrijedi (2.10) i
zZ+zZ . z2—Z
T Y

uvrstavajuéi u prethodni izraz dobivamo

Z2—Z 20—%2 .a+afz+Z 2z2+7%2 2i( a)
— =9 - -2i(a —a
21 21 a—a 2 2

(a—a)(z—Z—2+%)=—(a+a)(z+Z—2— %)

(@a=a)(z = 20) +(a+a)(z = 20) = (¢ =) (Z = %) — (a+2)(Z — %)

2a(z — 2z9) = —2a(Z — %)
a,_
z— 2y = —a(z —Z).
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Propozicija 2.8. Neka je pravac p dan jednadzbom
az+az+b=0

i neka je To(zp). Jednadzba pravca okomitog na pravac p koji prolazi tockom Ty dana je s

Q|

z—zy= a(z —Zp)-
Dokaz. U Kartezijevoj ravnini pravac koji je okomit na pravac Az + By + C = 0 i prolazi
tockom Ty(xo, yo) ima jednadzbu
1
y—yo=——x (= — o). (2.12)
B

Za koeficijent smjera u kompleksnoj ravnini vrijedi (2.10), dok su realni i imaginarni dio

z2+z . Z—Z
1 g
2 LY

xr =

Uvrstavajuéi spomenuto u (2.12) dobivamo

2% 2 :_ia+6 2 2

YT - 1 <z+z zo—i—z_o)

a—a

Z2—Z 2y— 2o a—a 24+ZzZ 2o+ 2 . _
_ - _ _ .9
2i 2i i(a—i—&)( 2 2 ) / ila+a)

(a+a)(z—Z—2+%)=—(a—a)(z+Z— 20— Z)
(a+a)(z—20) + (a—1)(z = 20) = (e +@)(Z = %) — (a — @) (Z — %)
2a(z — 2z9) = 2a(Z — %)

a, _
z—zoza(z—zo).

U

Nakon sto smo izveli jednadzbu pravca nadimo udaljenost neke proizvoljne fiksne tocke
Ty do danog pravca p. Navedenu udaljenost mozemo promatrati kao udaljenost tocke Tj i
tocke N, nozista okomice iz tocke Ty na pravac p. Pomocu sljedeé¢e propozicije dobit ¢emo

koordinatu nozista N.
Propozicija 2.9. Neka je pravac p dan jednadzbom
az+az+b=0

i neka je To(zp). Noziste okomice iz tocke Ty na pravac p ima koordinatu

azy —azg — b
2a '

z =
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Dokaz. Kako bi odredili tocku presjeka pravca p i okomice iz Tj na pravac p potrebno je
rijesiti sustav
az+az+b=0
a,_
z2—z0=—(Z—7%).
o= 2z -7)
Izrazivsi iz druge jednadzbe Z dobivamo
a
zZ==(z— 2z) + Zo,
22— 20) + 7

odakle uvrstavanjem u prvu jednadzbu dobivamo

az+a(z—z)+az+b=0
204z = azg —azg — b

azyg — azg — b
2a ’

U

Nakon sto smo odredili koordinatu nozista N mozemo odrediti i udaljenost tocke 7 do
pravca p.

Propozicija 2.10. Neka je pravac p dan jednadzZbom
az+az+b=0

i neka je To(zp). Udaljenost tocke Ty do pravea p dana je formulom

_azo + @z + bl

d<T07p> - 2\/@

Dokaz. U Propoziciji 2.9 pokazali smo kako projekcija tocke Ty na pravac p ima koordinatu

azp —azg — b
2a '

Stoga je udaljenost tocke Ty do pravca p jednaka udaljenosti tocke Ty do T} i iznosi:

—azm —b
d(T(),T(/)) = % — 20

azy — azg — b — 2azy
2a
—azg— azg — b
2a ‘
azo + @z + bl
B 2|al
azo +@zp + b

2vVaa
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3. Trokut

U ovom odjeljku ¢emo razmatrati osnovne pojmove vezane za trokut koji ¢e nam biti od

velike koristi u glavnom dijelu rada.

3.1. Sli¢cnost trokuta

Za dva trokuta A;(a;)As(az)As(as) i By(by)Ba(be)Bs(bs) kazemo da su sliéni ukoliko je kut
pri vrhu A; jednak kutu pri vrhu B;, i € {1,2,3}. Vrijedi sljedeéi teorem koji daje jednu
karakteristiku slicnosti.

Teorem 2.2. Dva trokuta A;(a1)Az(as)As(as) i By(by)Ba(be)Bs(bs) s jednakom orijentaci-

jom su slicna ako i samo ako vrijedi

az — a2 b3 — by

ay — a2 bl—bz

Sto je ekvivalentno s

aq b1 1
ag b2 1} =0.
as bg 1

Dokaz. Neka su dani trokuti A;AsAs i B1BsBs kao iz uvjeta teorema. Prema SKS pocku o

slicnosti, trokuti A; A A3 i By By Bs su slicni ako i samo ako je

|A3As|  [B3 By
LA AA; = LB BB =
14243 1253 4, Ay B By|
Sto je ekvivalentno s
arg az — Qg — arg bz — by . |CL3—G2| _ |53—52’
a; — A bl—bz \al—a2| |b1-bg’

Ukoliko za dva kompleksna broja vrijedi da su jednaka po modulu i argumentu tada su oni

jednaki, odnosno vrijedi
ag — az b — by

ay — a2 51—52'

Sredivanjem prethodnog izraza dobivamo
asbs — agby — (a1b3 — agby) + a1bs — azby =0,

pri cemu je lijeva strana dobivena razvojem determinante

aq b1 1
asg bg 1
as bg 1
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po treCem stupcu. Stoga vrijedi da su dva jednako orijentirana trokuta slicna ako i samo

ako je
ap b 1
as by 1| =0,
as by 1
Sto smo i trebali dokazati. O

Sljededi korolar izravna je posljedica teorema o slicnosti dvaju trokuta, a moze posluziti

pri provjeri je li neki trokut jednakostranican.

Korolar 2.2. Pozitivno orijentiran trokut ABC' je jednakostranican ako i samo ako je
a+eb+e*c=0,

pri éemu je & = cos & +isin 2, A(a), B(b) i C(c).

Dokaz. Prema Teoremu 2.2 trokut ABC je jednakostranican trokut ako i samo ako je slican

trokutu lee?, odnosno ako i samo ako je

a 1 1
b ¢ 1/=0
c 2 1

Razvojem determinante po prvom stupcu i koristeéi svojstvo 1 4 € 4+ €2 = 0 dobivamo

ale —®) = b(1 —e*) +c(l—¢)=0
(1—¢)jac—b(1+e)+¢]=0

(1 —¢)[ac + be® + ce®] = 0

0

0

2

(e —e%)[a + be + c£?] = /(e —¢€%)#0

Dakle, trokut ABC je jednakostrani¢an ako i samo ako je a + be + ce? = 0, gdje je

5:(308%”—1—2'3111%“. O

Pomocu sljedece propozicije odredit ¢emo koordinate ortocentra trokuta ukoliko je trokut
upisan u jedini¢nu kruznicu sa sredistem u ishodistu. Navedena propozicija bit ¢e nam od

velike koristi prilikom dokazivanja teorema u glavnom dijelu rada.

Propozicija 2.11. Neka je trokut ABC' u kompleksnoj ravnini upisan u jedinicnu kruznicu
sa sredistem u ishodistu. Ako su vrhovi trokuta tocke A(a), B(b) i C(c) tada ortocentar H
ima koordinatu h = a+ b+ c.
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Dokaz. Promotrimo pravac AH, gdje je H(a + b + ¢). Prema Korolaru 2.1 pravac AH je

okomit na BC' ako i samo ako je

odnosno ako i samo ako je

Sto je ekvivalentno s

Promotrimo sljededi izraz

c—b _l_) c_%
_b+C__b+c
b—c  c—b

Analognim postupkom dobivamo da je BH L AC'i CH 1 AB,tj. H(a+b+c) je ortocentar
trokuta ABC. O

Moze se pokazati da vrijedi i opcenitija tvrdnja ukoliko se srediste kruznice ne nalazi u

ishodistu.

Propozicija 2.12. Neka je dan trokut ABC' gdje je A(a), B(b) i C(c), a O(o) srediste
opisane kruznice trokutu ABC'. Tada za koordinatu h ortocentra H(h) trokuta ABC' vrijedi
h=a+b+c—2o.

Dokaz se moze pronadi u [1] (Poglavlje 4, str. 99).
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Poglavlje 3

Primjena kompleksnih brojeva u
dokazima poznatih geometrijskih
tvrdnji

U ovom poglavlju pomoc¢u kompleksnih brojeva na vrlo elegantan i jednostavan nacin dokazat

¢emo neke od najpoznatih tvrdnji u geometriji.

1. Napoleonov teorem

Napoleonov i Van Aubelov teorem posebni su slucajevi Petr-Neumann-Douglas teorema:

”Ako se nad stranicama n-terokuta Py konstruiraju jednakokracni trokuti s unutarnjim kuto-
2km

vima pri vrhu =, 1 ako se taj postupak ponovi s n-terokutom ciji su vrhovi slobodni vrhovi
trokuta,ali s razlicitim vrijednostima od k, i tako sve dok ne budu iskoristene sve vrijednost:
1 <k <n-—2 (u proizvoljnom poretku), tada ce se dobiti pravilni (n — 2)-terokut P,_o ¢iji
centar ce se podudarati sa centrom n-terokuta P,.”

Napoleonov teorem dobio je ime po poznatom francuskom vojskovodi i caru Napoleonu
Bonaparteu koji je umro 1821. godine na Svetoj Heleni. Vjeruje se da je umro od sus-
tavnog trovanja arsenom od svog tadasnjeg prijatelja, no za to ne postoje ¢vrsti dokazi.
Poznato je i zapisano da je Napoleon Bonaparte odrzavao bliske odnose s mnogim poznatim
matematicarima onoga vremena. Posebice, 1797. godine raspravljao je s nekoliko njih o
Mascheronijevim rezultatima oko konstrukcija koristenjem samo Sestara.

Ovaj problem prvi puta je predstavio William Rutherford 1825. godine medu ”Novim
matematickim pitanjima” u The Ladies’ Diary. Najvjerojatnije Rutherford nije prvi otkrio
ovaj problem, ali nema izravnih suvremenih dokaza koji bi ga povezali s Napoleonom. Na-
poleon je umro 1821. godine prije nego sto je Rutherford objavio rezultat. Niti Rutherford,
niti bilo koji od drugih koji su rjesavali problem nije spominjao Napoleona. Zapravo, tije-
kom devedeset godina nakon njegove smrti nijednom se njegovo ime nije dovodilo u vezu s
ovim teoremom. To se promjenilo 1911. godine s objavom 17. izdanja Aureliano Faifoferove
knjige Elementi di Geometria, ad uso Degli Istituti Tecnici (1° Biennio) e dei Licei. Ovo je

najranije poznato spominjanje Napoleonovog imena vezanog za teorem.
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Valja napomenuti da je Napoleonov teorem izazvao veliku pozornost. Postoje mnogi
dokazi ove tvrdnje. Ovdje ¢e biti prezentiran dokaz koristenjem kompleksnh brojeva.

Teorem 3.1. Ako se na stranicama trokuta konstruiraju jednakostranicni trokuti tada su
tezista tih trokuta vrhovi jednakostrani¢nog trokuta (Slika 3.1).

E

Slika 3.1: Napoleonov teorem

Dokaz. Neka je ABC' dani trokut i neka su trokuti FBA, BEC i AC'D pozitivno orijentirani
jednakostrani¢ni trokuti. Neka su T)(t1), To(t2) i T3(t3) tezista jednakostrani¢nih trokuta.
Tada tezista imaju koordinate

q:1m+b+ﬂ

3

1
tgzg(b+C+€>

1
t3:§(a—|—6+d).

Neka je trokut les? pozitivno orijentiran jednakostrani¢an trokut takav da vrijedi
l+e+e>=0.

Tada primjenjujuc¢i Korolar 2.2 dobivamo:

fHeb+eia=0
b+ee+eiec=0 (3.1)
a+ec+eid=0.

Kako bi dokazali da je trokut 717573 jednakostranican potrebno je provijeriti vrijedi li jed-
nakost

ty + ety + e%t3 = 0.
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Zaista, uvrstavajuéi (3.1) u prethodni izraz dobivamo:
, 1 1 1 ,
ty + ety + ety = g(a—l—b+f)+g(b—i—e—I—C)s—i—g(c—i—d—l—a)s

1 1 1
= g(f—i—&tb—l—sQa)—l—g(b—l—&te—l—ch)—i—g(a—l—ec—irgzd)

Sto je trebalo dokazati. O

2. Van Aubelov teorem

Van Aubelov teorem za cetverokute usko je povezan s Napoleonovim teoremom za trokute.
Henri van Aubel (1830.-1906.) belgijski je matematicar koji je predavao matematiku na
Koninklijk Atheneum u Antwerpenu. Teorem koji po njemu nosi ime prvi puta se pojavio
1878. godine u Nouwvelles Corresp. Mathematique 4.

Teorem 3.2. Ako su na stranicama AB, BC, CD, DA ¢etverokuta ABC' D s njegove vanjske
strane konstruirani redom kvadrati sa sredistima Oy, O, O3, Oy (Slika 3.2) tada vrijedi

0:05 L 0,0, i |0:05] = [0204].

E F

Slika 3.2: Van Aubelov teorem

Dokaz. Neka su nad stranicama AB, BC, CD, DA cetverokuta ABC'D s njegove vanjske
strane konstruirani kvadrati AEF B, CBGH, DCI1J, ADK L te promotrimo kvadrat AEF'B.

Tocka F nastala je rotacijom tocke B oko A za kut ¢ = —7, odnosno F = rgg(B). Stoga
prema Propoziciji 2.2 tocka E ima koordinatu

e=a+ (b—a)e, (3.2)
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pri cemu je
£ = COS(—Z) + isin(—z) = —
2 2 '

Uvrstavajuéi € = —i u (3.2) dobivamo

e=a+ (a—0b)i.

Analogno,
g="0b+(b—c)i,
i=c+ (c—d)i,
k=d+ (d— a)i.

Buduéi da je O, srediste kvadrata AEF B, odnosno O, je sjeciste dijagonala AF i EB, slijedi
da je O; poloviste duzine EB pa je
e+b a+b a—b.

7T > T "
Analogno,
_c—i—g_b+c+b—c,
2T T T 2 v
i +d c+d+c—d.
BT T T 2 "
a+k d+a N d—a.
o4 = = 1.
T 2 2
Dva pravca su okomita ako je kut izmedu njih mjere 7 ili 37” Odredimo stoga o3 — 07 i
04 — 02:
d—a—-b b —a—d
03—01:C+ 2a + +C2a i, (33)
_a+d—b—c+c+d—a—b,
04 09 = 9 9 ]
_fct+d—a—-b a+d-b-—c.
=1 5 5 7
fc+d—a—-b b+c—a—d.
=1 + 1
2 2
= i(03 — 01). (3.4)
Iz (3.3) i (3.4) slijedi
04 — 02 .
:’L’
03 — 01
odnosno 0103 1. 0504. Kako je
04 — 02 .
— = li| =1,
03 01
Zakljucujemo da je |O10s] = |O204] §to je i trebalo dokazati. O
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3. Ptolomej-Eulerov teorem

Poznati matematic¢ar i astronom iz postklasi¢nog razdobolja, Klaudije Ptolomej (oko 85.-
165.) dokazao je kako je u tetivnom ¢etverokutu umnozak duljina dijagonala jednak zbroju
umnozaka duljina parova nasuprotnih stranica. Navedenu tvrdnju 1600 godina poslije poopcuje
Svicarski matematicar, fizicar i astronom Leonhard Euler (1707.-1783.). Navedene tvrdnje
se lako dokazuju pomoc¢u kompleksnih brojeva. Stoga zbog jednostavnosti dokaza navedene

tvrdnje zapisat ¢emo u obliku jednog teorema.

Teorem 3.3. Za bilo koje cetiri tocke A, B, C i D u ravnini vrijedi
|AB| - |CD| + |BC| - |DA| > |AC| - |BD|.

Jednakost vrijedi ako i samo ako su te éetiri tocke konciklicke (ili kolinearne) i ako su pore-
dane u abecednom redu (u smjeru kazaljke na satu ili obrnuto od smjera kazaljke na satu).

Dokaz. Neka su dane tocke A(a), B(b), C(c) i D(d). Tada je |AB| = |a—b|, analogno vrijedi
za preostale duzine.
Za bilo koja cetiri kompleksna broja a, b, ¢ i d vrijedi

(a=b)(c—d)+ (a—d)(b—c) =ac—ad—bc+bd+ ab— ac— bd + cd
= ab — ad — bc + cd
—a(b—d) +c(d—b)
= (a—c)(b—d).

Primjenjujuci svojstvo nejednakosti trokuta dobivamo:

[(a=b)(c—d)+(a—d)(b—c)| < |(a—b)(c—d)|+|(a—d)(b—c)
(@ —=c)(b—d)| <|(a—b)(c—d)|+|(a—d)b—c)
la —bllc —d| + |a —d||b—c| > |a—c||b—d]|. (3.5)
Kako u nejednakosti trokuta
|21 + 22| <21 + |22

z
jednakost vrijedi ako i samo ako je =L pozitivan realan broj tada jednakost u (3.5) vrijedi

Z2
ako i samo ako je
(a—0b)(c—d)
—F—F€R
(a —d)(b—c) < B+
a—b c—d

a—d’ c—b6

—b c—d
& arg(Z_d:Z_b>€{7r,37r}
a—2>b c—d
& arg (a—d) — arg (E) € {m, 3n}.
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Iz Propozicije 2.4 slijedi da su A, B, C'i D kolinearne ili da su tocke tetivnog ¢etverokuta,
odnosno da leze na kruznici. Pri ¢emu su tocke A, B, C'i D poslagane redom (Slika 3.3).

C
B A B C D
D A B ¢
e e e e
A A D C B
e e e e
D
Slika 3.3

U

Ukoliko je upisani ¢etverokut pravokutnik tada Pitagorin poucak dobivamo kao specijalan

slucaj Ptolomejevog teorema.

Korolar 3.1. (Pitagorin poucak) U pravokutnom trokutu ABC, s pravim kutom pri vrhu
C wvrijedi
|BC|? + |CA]* = |ABJ*.

Dokaz. Neka je ADBC tetivni ¢etverokut takav da vrijedi

|BC| = |DA]
(CA| = |BD).

Odnosno, ¢etverokut je pravokutnik. Primjenjujué¢i Ptolomejev teorem dobivamo

|CA|-|CA|+ |BC|-|BC| = |AB| - |AB|
|CA> + |BC|* = |ABJ*.

4. Simsonov teorem

Simsonov teorem naziv je dobio po $kotskom matemati¢aru Robertu Simsonu! najpozna-
tijem po prijevodima Euklidovih elemenata i po rekonstrukciji izgubljenih djela Euklida i
Apolonija. Smatra se da je teorem pogresno pripisan Simsonu jer se ne pojavljuje u nje-
govim radovima, no zato postoje zapisi da ga je 1799. godine otkrio i dokazao jos jedan
skotski matematicar William Wallace? koji je roden nakon Simsonove smrti. Stoga u nekim

knjigama sljedeci teorem moze se pronaci i pod nazivom Simson-Wallaceov teorem.

'Robert Simson (1687.-1768.), skotski matematicar i profesor na Sveuéilistu u Glasgowu
2William Wallace (1768.-1843.), skotski matemati¢ar i astronom
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Teorem 3.4. Neka je dan trokut ABC i njemu opisana kruznica k i neka tocka P. Neka
su tocke Py, Py, P3 ortogonalne projekcije tocke P na pravce BC', AC i AB redom. Tocke
Py, Py, P3 su kolinearne ako i samo ako je P tocka kruznice k opisane trokutu ABC' (Slika

3.4).

Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je trokut ABC' upisan u je-
dini¢nu kruznicu sa sredistem u ishodistu. Neka su dane tocke A(a), B(b), C(c), P(p),
Pi(p1), Py(pa2) i Ps(ps) (Slika 3.4). Odredimo jednadzbe pravaca BC, AC' i AB na kojima
redom leze tocke P, P, i P3. Prema Propoziciji 2.6 jednadzbe pravaca su

BC... (b—¢)z—(b—c)Z+bc—bc=0
AC... (@—?¢)z—(a—c)z4+ac—ac=0
AB... (@—b)z— (a—0b)Z+ab—ab=0.

Slika 3.4

Koordinatu nozista P; iz vrha P na pravac BC prema Propoziciji 2.9 racunamo po

formuli _
ap —ap — (3
2w

pri cemujea=b—¢ a=c—b, a 3 =bc— bc.

b1 =

_(b—0)p—(c—b)p—bc+bc
= 2(b—©)
_p_Pe-b 1i-3
221 2l
:%(p—bcﬁ—i—bch)



Analogno, koordinata nozista P, iz vrha P na stranicu AC je oblika
1

—(p—acﬁ+a+c>,

p2:2

a koordinata nozista Ps je
1
p3 = §<p—ab]_9+a+b>.
P3s — D2 c
P1— P2

Prema Propoziciji 2.3 tocke Py, P, i P3 su kolinerane ako i samo ako je R*. Stoga

promotrimo razliku ps — ps 1 p1 — po.
_ 1 _

D3 — pg = < —abp+a+b>—§(p—acp+a+c)

(b —c—abp+ acp)

b—c—ap b—c))

(b— )(1 - ap) (3.6)

MI)—‘[\')IP—‘[\')I?—‘[\')IH

Analogno,

P1— P2 = b —a <1 - ﬁ) (3.7)

Za koordinatu tocke P vrijedi |p| = \/pp =: r pa je p = —. Omjer (3.6) i (3.7) je tada
p

p—p (=91 %0)
PP (- (1__c>

)55
i

pri ¢emu je tocka P’ dana koordinatom —

Prema Propoziciji 2.4 dobivamo niz ekvwalentmh tvrdnji
Py, P,, P3 kolinearne < (B, P';C, A) € R*
& B, P, C'i A konciklicne
p
@[5 =1

sr=|p|=1.

U

Definicija 3.1. Pravac kojemu pripadaju ortogonalne projekcije Py, P i P3 tocke P kruznice
opisane trokutu ABC na pravce BC, CA, AB redom nazivamo Simsonov pravac tocke P s
obzirom na trokut ABC' i oznacavamo ga s,.
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5. Teorem o leptiru

Leptirov problem prvi puta se spominje 1815. godine u ¢asopisu " The Gentlemen’s Diary”
koji je imao znacajnu ulogu u popularizaciji matematike u 18. i 19. stolje¢u. U njemu se

3. Tako se ovaj teorem prvi

nalaze dva rjesenja tog teorema, od kojeg je jedan dao Horner
puta pojavio 1815., tek je 1944. godine objavljen pod ovim imenom kada je, pretpostavlja se,
urednik casopisa u kojem je objavljen primjetio slicnost oblika u sredini slike danog problema
s leptirom. Unato¢ tome Sto se ovaj problem prvi puta u ¢asopisu spominje 1815. godine,
F.W. Herschelovo* pismo iz travnja 1805. godine oslovljeno na Williama Wallace-a pokazuje
da je Leptirov problem bio poznat deset godina prije nego sto se Hornerov dokaz pojavio.

Na rjesenje problema veliki utjecaj je ostvario R. A. Johnson koji je 1929. godine u svojoj
raspravi dokaza i dao opcenitiji teorem: ”"Dan je potpuni cetverovrh upisan u kruznicu. Ako
neki pravac sijece dvije suprotne stranice na jednakim udaljenostima od sredista kruznice,

tada on sijece svaka dva para stranica na jednakim udaljenostima od sredista.”

Teorem 3.5. Neka je dana tetiva AB kruznice k, cije je poloviste tocka P. Tockom P
povucene su dvije proizvoline tetive, EF i CD. Ako tetive CF i ED sijeku pravac AB u
tockama R i QQ onda je tocka P ujedno i poloviste duzine RQ, tj. |PQ| = |PR).

Dokaz. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti:
1. Kruznica k je jedini¢na kruznica u kompleksnoj ravnini sa sredistem u ishodistu
2. Pravac AB je paralelan s realnom osi

3. Tocke C'i E leze s iste strane pravca AB (Slika 3.5).

Slika 3.5: Teorem o leptiru

3William George Horner (1786.-1837.), britanski matemati¢ar poznat po Hornerovom algoritmu za efi-
kasno racunanje vrijednosti polinoma u tocki.
“Frederick William Herschel (1738.-1822.), britanski astronom i skladatelj njemackog podrijetla
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Neka su dane tocke A(a), B(b), C(c), D(d), E(e), F(f) 1 P(p).
Kako se tocka A s koordinatom a = z + yi nalazi na kruznici vrijedi aa = 2 + y* = 1.

1
Odnosno, @ = —. Analogno i za preostale tocke vrijedi
a

- 1 1 - 1 1 -
b:_7 E:_a d:—, é:_a f:
(&

1
b c d f

Budu¢i da je tocka P poloviste duzine ¢ije krajnje tocke leze na jedini¢noj kruznici sa
sredistem u ishodistu slijedi da tocka P lezi na imaginarnoj osi, tj.

p=-p. (3.8)

Pravac AB paralelan je s realnom osi i prolazi tockom P. Budud¢i da je jednadzba realne
osi Z — z = 0 slijedi da je koeficijent —g = 1 pa je prema Propoziciji 2.7 pravac AB dan

jednadzbom

z—Z=2p. (3.9)
Opéenito, pravac odreden dvjema razlicitim tockama S(s) i U(u) ima jednadzbu
(u—3)z — (u— s)Z =1us — us.

Ukoliko se S i U nalaze na kruznicama tada je jednadzba pravca odredena tim dvjema

tockama

(l—l)z—(u—s)izis—ué /- us
(s —u)z — (us —us?)z = s* — u? /(s —u)

Z+usz = s+ u. (3.10)
Bududi da tocka P lezi na pravcima C'D i EF iz prethodnog izraza i (3.8) dobivamo

p—cdp=c+d
p—efp=e+f.

Ukoliko iz jednadzbi izrazimo d i f dobivamo

p—c
= 3.11
1+4+cp ( )
p—e
= . 3.12
! 1+ep ( )

Mozemo primjetiti kako nazivnici gornjih izraza nikada ne mogu biti nula. Naime,

1
l+ep=0&p=—-=-¢C
c
& p=-—¢
sSp=c
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No to je nemoguce jer je P tocka unutar kruznice k, a C' tocka na kruznici. Analogno
pokazujemo i za izraz 1 + ep. Odredimo sada koordinate r i ¢ tocaka R = ABNCF i
Q) = ABN ED. Bududi da tocka R lezi na pravcima AB i C'F iz (3.9) i (3.10) slijedi

T=r—2p
r+cfr=c+ f.

Rjesavajudi sustav dobivamo
e+ fH2cfp

1+cf

Analognim postupkom dolazimo do koordinate tocke @

(3.13)

_d+e+2dep

3.14
1+ de ( )

Primjetimo kako su nazivnici razli¢iti od nule, u suprotnom, mnozenjem 1+ cf = 0 s ¢
dobivamo ¢ = — f §to povladi da je CF||AB, a to je nemoguce jer po pretpostavci 3. tocke
C'i F nalaze se s razli¢itih strana pravca AB.

Uvrstimo li (3.12) u (3.13) za r dobivamo

p—e p—e
¢t 15y T 2P0,

p—e
IL+ei— i

_c+cep+p—e+20p2—206p
N 14+ep+cp—ce
_ pH2p*—ceptc—e
1+ (ctep—ce

Analogno, uvrstavajuéi (3.11) u (3.14) za ¢ dobivamo

_ pH2ep*—cepte—c
14 (ctep—ce

Poloviste duzine RQ je

r+q p+2p*—ceptc—e  p+2ep’—cepte—c

2 2(1+ (c+e)p — ce) 2(14 (c+e)p — ce)
r+q  2p+2(c+e)p® —2cep
2 2(1+(c+e)p—ce)

r+q  2p(1+ (c+e)p— ce)
2 2(1+(c+e)p—ce)

r+q B
2 - p7
a to je upravo tocka P, s§to je i trebalo dokazati. O
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6. Feuerbachov teorem

Svicarski matemati¢ar Leonhard Euler® 1765.godine dokazao je da polovista stranica trokuta
i nozista visina leze na jednoj kruznici. Iako je Euler poznavao tvrdnju za samo Sest tocaka,
njemu u ¢ast ova kruznica se ¢esto u literaturi moze na¢i pod imenom Eulerova kruznica.
U povijesnom istrazivanju Kruznice devet tocaka, Mackay navodi u svom radu (1982.go-
dine) da se otkri¢e Eulerove kruznice prvi puta spominje u ¢lanku Johna Butterwortha
objavljenog 1804. godine prilikom dokaza Bevanova teorema. U ¢lanku Briachona i Ponce-
leta koji je objavljen u sije¢nju 1821.godine eksplicitno se uz navedenih Sest tocaka spominju
jos i polovista duzina koje spajaju vrh trokuta sa ortocentrom te je prvi puta u potpunosti
dokazan teorem o njihovoj konciklicnosti. U navedenom c¢lanku prvi puta se spominje termin
"Kruznica devet tocaka” stoga se ovaj teorem u literaturi moze pronaci i pod ovim nazivom.
Karl Wilhelm Feuerbach® u svom ¢élanku Eigenschaften einiger merkwiirdigen Punkte
der geradlinigen Dreiecks objavljenom u Niirnbergu 1822. godine dokazuje da kruznica koja
prolazi nozistima visina trokuta dira upisanu kruznicu i tri pripisane kruznice danog trokuta.
U cast Feuerbachu ova tvrdnja u literaturi poznata je kao Feuerbachov teorem i smatra se

jednim od najljepsih teorema geometrije trokuta.

6.1. FEulerova kruznica trokuta

Teorem 3.6. Neka su A’, B', C' polovista stranica BC, CA, AB, Ay, By, Cy noZista visina,
a H ortocentar trokuta ABC' te neka su A}, By, C; polovista duzina HA, HB, HC'. Devet
tocaka A', B', C', A}, By, C} leze na jednoj kruznici kojoj su A'A}, B'B;, C'C} promjert,

srediste u tocki E polovistu duzine OH, a polumjer jednak polovini polumjera tom trokutu
opisane kruznice (Slika 3.6).

Slika 3.6: Eulerova kruznica trokuta

SLeonhard Euler (1707.-1783.), §vicarski matematicar, fizicar i astronom poznat po Eulerovom identitetu:
em4+1=0
6Karl Wilhelm Feuerbach (1800.-1834.), njemacki matematic¢ar koji se bavio geometrijom
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Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je trokut ABC upisan u je-
diniénu kruznicu (R = 1) sa srediStem u ishodistu koordinatnog sustava. Tada je ishodiste
koordinatnog sustava srediste O trokutu opisane kruznice i vrijedi da je

1=R=|0A| =|a—-0|=|al

Analogno dobivamo da je |b| = |¢| = 1.
Zbog relacije 2z = |z|? vrijedi
1 1 1

s=1 3=1 _1 3.15
a a? b? c C ( )

Prema Propoziciji 2.11 koordinata ortocentra H trokuta ABC' dana je izrazom h = a+b+c.
Ukoliko ozna¢imo s E poloviste duzine OH tada je njena koordinata e = }—2‘ = %b“ Neka su
dane tocke A'(a"), B'(0'), C'(¢), An(an), Br(by), Cr(crn), Aj(a}), By (b)) 1 C}(c),). Potrebno
je pokazati da su sve te tocke jednako udaljene od tocke E. Naime, tada je tocka E srediste

kruznice na kojoj leze tih 9 tocaka.

Odredimo stoga udaljenost tocaka A’, B’ i C’ do tocke E.
Kako je A’ poloviste stranice BC, B’ poloviste stranice CA i C’ poloviste stranice AB tada
su njihove koordinate

a,_b+c
2
a—+c

b =
2
C,_a+b
2

pa udaljenost racunamo na sljedec¢i nacin

\A%m:‘ﬁ_b+*3: a+bt+c—b—c :Eﬂzl,
2 2 2 2 2

. . N L1 I Sy
Analognim postupkom dobivamo da je |B'E| = 5 =3l |C'E| = 5 =5

Kako bi odredili udaljenosti nozista A,, By, C) do tocke E najprije trebamo izracunati
njihove koordinate. Stoga izrac¢unajmo koordinate nozista Ay, a preostala nozista dobit ¢emo
analognim postupkom. Prema Propoziciji 2.9 noziste dobiveno spustanjem okomice iz tocke

Fy s koordinatom zg na pravac p... az + @z + 8 = 0 ima koordinatu

azg — oz — 3
2a '
Prema Propoziciji 2.6 jednadzba pravca BC' jednaka je

(b—2¢)z—(b—c)z+bc—bc=0
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pridemusua =b—¢ @ =c—bif = bc—be. Stoga je koordinata nozista Aj, dana sljedeéim

1zrazom
" _(b—0)a+ (b—c)a—be+bc
" 2(b — ©)
a ab—c 1be—bc
:—+—_ —_ = —
2 2b—-¢ 2b-c¢

a 1b—c 11—’—5
ah_§ 9 1 1_55 1
@y — = b
_a bc b+c
2 2 2
1 be
:—(a—l-b—l—c——)
a

Analognim postupkom dobivamo i koordinate nozista By, i CY,
1 ac

bh: §(a+b+c—?>,
1 ab

cp = §(a+b+c——>.

Cc

Nakon $to smo izracunali koordinate nozista Ay, By i C}, udaljenost tocaka do E iznosi

1 1
a C
1 1
b 1 b 1
SERTE R N

Ukoliko pokazemo da je udaljenost tocaka A}, By i C}, do tocke E takoder i dokazali smo
teorem.

Kako je totka Aj poloviste duzine AH slijedi da je

, a+h a+a+b+c +b—|—c
a, = = =a .
h 2 2 2

Odnosno,

|A’hE|:’a+b+C—<a+b;C>’
_|lat+bt+c—2a—b—c
_’ 2 ‘
| —dl
2

1
5
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Analognim postupkom dobivamo,

1
h=b+5S i IBEI=
, a+b ) , 1

= ChE = -.
GctZ i |GEI=;

Buduéi su tocke A, B, C', Ay, By, Ch, A}, B}, C; od E udaljene za % zakljucujemo kako

one leze na kruznici sa sredistem u E polumjera r = % = %. O

6.2. Feuerbachov teorem

Teorem 3.7. FEulerova kruznica dira upisanu i sve tri pripisane kruznice danog trokuta.
Pri tome upisana kruznica dira Fulerovu kruznicu iznutra, dok je pripisane kruznice diraju
izvana (Slika 3.7).

Slika 3.7: Feuerbachov teorem

Dokaz. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da je trokut ABC upisan u je-
dinicnu kruznicu. U svrhu promatranja polovista luka pretpostavit ¢emo da su koordinate
vrhova A, B i C dane redom a?, b? i ¢? te neka su unutarnji kutovi uz vrhove A, B i C' dani
redom s «, B 1.

Simetrala vanjskog kuta pri vrhu A koji iznosi g + 7 raspolavlja luk BC u tocki A’ s
koordinatom bc, dok simetrala njegovog unutrasnjeg kuta raspolavlja luk BC koji sadrzi vrh
A u tocki A” s koordinatom —bc . Analogno, neka poloviste luka CA koji ne sadrzi vrh B
ima koordinatu ca, tada poloviste luka CA koji sadrzi vrh B ima koordinatu —ca. Ako ab
koordinata polovista luka AB koji ne sadrzi vrh C' tada je koordinata onog koji sadrzi vrh
C jednaka —ab.
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U prvom dijelu dokaza pokazat ¢emo da se Eulerova kruznica i upisana kruznica diraju
iznutra. Odnosno, potrebno je dokazati da je |[E| = |rg — 7| pri ¢emu su E i rg srediste i
polumjer Eulerove kruznice, a I i r; srediSte i polumjer trokutu upisane kruznice. Neka je
I,(i,) srediste pripisane kruznice koja je dobivena presijekom simetrale unutarnjeg kuta pri
vrhu A i simetrala vanjskih kutova prvi vthu B i C. Analogno neka su [,(ip) 1 I.(i.) sredista

drugih dviju pripisanih kruznica (Slika 3.8).

Slika 3.8

Odredimo najprije jednadzbe simetrala unutrasnjih kutova kako bi mogli dobiti koordi-
natu sredista upisane kruznice. Simetrala pri vrhu A koja prolazi tockama s koordinatama
a® i —bc ima jednadzbu

(a2 +bc)z — (a® + be)Z — a’be + a2be = 0
a®> b

1 1 9 _ B 9
(a2+bc)z—(a +bc)z—bc—|—a2—0 / - a“bc

(be + a®)z — a*be(a® + be)z — a' + (be)®> = 0
(be + a®)z — a®be(a® + be)z = (a® — be)(a* +be) [/ (a® + be)
z —a’bcz = a® — be. (3.16)

Analognim postupkom dobivamo i jednadzbu simetrale unutrasnjeg kuta pri vrhu B
z —ab’cz = b* — ca, (3.17)
odnosno jednadzbu simetrale unutrasnjeg kuta pri vrhu C'

z —abc*z = ¢ — ab. (3.18)
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Iz (3.16) i (3.17) dobivamo koordinatu i sredista upisane kruznice
a’? — be + a’bcz = b — ca + ab’cz
a® — bc — b* + ca = (ab’c — a’bc)z
(a—0b)(a+b)+cla—b) =—abcla—b)zZ  /:(a—Db)
a+b+c=—abcz  /:(—abc)

___(1 n 1 n 1>
= bc  ac ab

B bc  ac ab
z = —(ab+ ac + bc).

Primjetimo kako je I ujedno i ortocentar trokuta s vrhovima cije su koordinate —ab, —ac i
—be.
Analognim postupkom dobivamo da je

iq = ab — bc + ac
1, = ab+ bc — ac

i, = —ab + bc + ac.

Prema teoremu o Eulerovoj kruznici trokuta slijedi da polumjer Eulerove kruznice iznosi
re = %, a srediSta ima koordinatu
a® + b* + 2
e=—
2
pri éemu je a® + b% + ¢ koordinata ortocentra trokuta ABC.
Stoga je udaljenost d = |I E| izmedu sredista upisane kruznice i Eulerove kruznice
212 2
a®+b"+c
d= T—F&b—i‘bC‘{'CCL
1

= §|a2—|—b2 + %+ 2(ab + be + ca)|

1
= 5lla+b+op.

Preostaje nam jos odrediti radijus r; upisane kruznice i u tu svrhu odredit ¢emo noziste Ay,
iz sredista upisane kruznice I na stranicu BC'. Prema Propoziciji 2.6 jednadzba pravca BC'
je

2+ bz =042
pa noziste A, prema Propoziciji 2.9 ima koordinatu

—(ab + be + ca) + b*c*(ab + be + ca) + b* + ¢?
2

11 1
[b2+02 - (ab+bc+ca)+b202<— +—+—)}
ab  bc  ca

ap =

N =D =

b
[b2+62—(ab+bc+ca)+§(a+b+c)].
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Stoga je polumjer r; = |1 Ay

1 b
rr= ‘§[b2+02—(ab+bc+ca)+—c(a+b+c)} —|—ab+bc+ca‘
a
1,1
= 3 —(ab2—i—acQ—|—a2b+abc+a2c—|—abc—|—b2c+b02>’
a

1
= m‘(a+b+0)(ab+ac+bc) —abc‘

_ Jallbe
2lal

(a+b+c)(%+%+é> —1’

1 - 1
= §(a+b+c)(a+b+c)—§

= 1(a—i—b—l—c)Q—l)

2 2
1
=|d— —=|.
2
Bududi da je d < % slijedi da je
1
T'[ZE—CZ,

odnosno da je d = % —r; =rg —rr, ato je upravo i trebalo dokazati.

U drugom dijelu potrebno je dokazati da Eulerova kruznica dira izvana pripisane kruznice
sa sredistima I, I, 1.
Kako bi dokazali da Eulerova kruznica dira pripisane kruznice dovoljno je pokazati da vrijedi:

|\E|=rg+ry, je€{ab,c}.

Postupak za sve tri pripisane kruznice sa sredistem [, j € {a,b, ¢} provodi se analogno kao
i za upisanu kruznicu ukoliko se koordinata j zamijeni s —j, a preostale koordinate ostanu

nepromijenjene. O

Feuerbachov teorem takoder se moze dokazati ukoliko pretpostavimo da je u trokut upi-
sana jedini¢na kruznica sa sredistem u ishodistu. Dokaz ovog teorema moze se pronacéi u
Philip J. Davisovoj knjizi ” The Schwarz function and its applications” ([6], Poglavlje 4, str.
16.-18.).

7. Morleyev teorem

Stari Grei pokazivali su veliko zanimanje za izvodenje geometrijskih konstrukcija koje su se
vrsile iskljucivo uz pomo¢ ravnala i Sestara. Ovakav pristup geometrijskim konstrukcijama
doveo je do pojave tri najpoznatija klasicna problema: kvadrature kruga, duplikacije kocke i
trisekcije kuta. Nemoguénost trisekcije glavnih kutova samo pomocu Sestara i ravnala navelo
je mnoge matematicare na proucavanje trisekcije bilo kojeg kuta. Proucavajuéi taj problem
Frank Morley” je 1899. godine dogao do zakljucka kako su parovi susjednih trisektrisa sjecista

"Frank Morley (1860.-1937.), angloamericki matematicar koji je djelovao na podruéju algebre i geometrije
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vrhova koji tvore jednakostranican trokut. Svoja saznanja podijelio je sa svojim prijateljima
iz Cambridge-a, ali ih je objavio tek dvadesetak godina poslje u Japanu. Zbog rezultata koji

je zaista iznenadujué, ovaj dokaz usao je u matematicku legendu pod nazivom ”Morleyevo
c¢udo”.

Teorem 3.8. Sjecista susjednih trisektrisa kutova trokuta su vrhovi jednakostraniénog tro-
kuta (Slika 3.9).

) NN

Slika 3.9: Morleyev teorem

Prije nego sto dokazemo navedeni teorem pogledajmo sljede¢u lemu koja ¢e nam biti od
velike koristi.

Lema 3.1. Neka suT,(t1), To(ts), T5(t3) i Ty(ts) tocke na jedinicnoj kruznici. Tada se tetive
T\Ty i 13Ty sijeku u tocki T s koordinatom z za koju vrijedi
_hth-L-T
tily —t3ts

Dokaz. Jednadzba pravca odredena tockama T i T, dana je formulom

11 ot
e P NN L it
(t1 tg)z (t1 2)z+t2 t [tz

(ty —t1)z —tita(ty —ta)Z+ 12 —t2 =0 [ (ta —t)
z+ tthZ = tl + tQ

dok je jednadzba pravca koji prolazi tockama T3 i T}
Z+ t3t4§ = t3 + t4.

Tocku presjeka dviju tetiva dobit ¢emo rjesavanjem sustava dviju jednadzbi. Izlucivsi z iz
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prve i druge jednadzbe te izjednacavanjem dobivamo

b 4ty —tilyZ = a4ty — lstsZ
tilyZ — taltyZ = i 4ty —ts — 14
(tito —t3t4)Z = t1+1ta—t3— 1ty

. _ ittt
N tity — tsty
 Rih-K-f

tity — tsty

Dokazimo sada Morleyev teorem.

Dokaz. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je trokut ABC' upisan u je-
dini¢nu kruznicu sa sredistem O u ishodistu te da se vrh B nalazi na pozitivhom dijelu

realne osi. Oznacimo s L BOC := 3a, LCOA =381 £LBOA := 3. Vrijedi

£BOC 4+ £LCOA+ £LAOB =2r
£BOC 4+ £COA — LBOA =2r
3a+38—3y=2r /:3

2w

a+ﬁ—7=?

2
ﬁ:§+7—a. (3.19)

Neka trisekcija ZBAC sijece luk AB koji ne sadrzi C u tockama A'(a) i A”(a®) (Slika 3.10).
Ukoliko tocka A’ ima koordinatu a, tada je

a = cos + i sin «,

odnosno arg a = «. Primjetimo kako tocka A” tada ima koordinatu a? jer je arg a? = 2a, a
vrijedi

a? = cos 2a + i sin 2av.

Analogno, ¢ i ¢? koordinate su tocaka C’ i C” u kojima trisekcija ZABC sijece luk CA koji
ne sadrzi B te vrijedi

arg c = 3, arg c® =20.
Kako je £BOC = 3a i £BOA = 37 slijedi da su koordinate to¢aka C'i A jednake a® i ¢?.
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C(‘?e’)')__-wl_lfnﬁif(az)

A

e
C"(c?)

Slika 3.10

Za koordinate b i b? vrhova B’ i B” koji su nastali presjekom trisektrisa ZCOA i luka

CA koji ne sadrzi vrh B vrijede sljedece relacije

argh = 3a + 8
. 2
*L g0+ 2 1y —a
27
3
= arga2 +argc+ arge
= arg(a’ce), (3.20)

argb® = 3a + 283

. 2
(3.19) 3a+2(?ﬂ+7_a)
AT
3
— arga + arg ¢ + arge?
= arg(ac’e?). (3.21)

1z (3.20) i (3.21) zaklju¢ujemo kako tocke B’ i B” mozemo zapisati pomoc¢u drugih koordinata.

Stoga tocka B’ ima koordinatu a’ce, a tocka B” koordinatu ac’e?.
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Slika 3.11

Odredimo koordinate tocaka koje nastaju presjekom susjednih trisektrisa kutova u tro-
kutu ABC (Slika 3.11). Koordinatu tocke D koja nastaje presjekom tetiva AA” i CC”

dobivamo prema Lemi 3.1 pri ¢emu je
e SO N S S S
27 37 27 37
a a c c
jer se tocke nalaze na jedini¢noj kruznici.
A +a?—ad—c?
d= ————
302 — a3c2
ad+acd — ¢ —ad’c
a—c
(a —¢)(a® + ac+ ¢*) + ac(® — a?)
a—c
(3.22)

=a*+ac+c* —acla+c).

l+ac’—cB3-a
T e o
acds® +c—ac? —¢
N c— &2
Lac®e® + ce — ae® — Pe?)

Analogno, neka je F tocka presjeka tetiva BB” i AA’. Prema Lemi 3.1 njena koordinata je

382

c— g?
llac®*+ce—a—¢3
c—¢e2

1ja(@®—1) —¢(c —¢)
¢ c—¢e?
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Kako je ¢ = 1i ¢***1 = ¢, Vk € N uvrstavajuéi u gornji izraz dobivamo

Odredimo i tre¢u tocku koja nastaje kao sjeciste susjednih trisektrisa.

™ | =

M= M=

c— g2

—a(c3 — &%) —c(c? - 64)]

[alc — e)( + ce? + &) — cc — %) (c + €2)
c—¢e?

:a(c2 +ce? +e) —cle+ 52)] : (3.23)

Neka je F' tocka

presjeka tetiva CC" i BB’. Tada prema Lemi 3.1 tocka F' ima koordinatu

ad+¢—1—a2ce

S

adc — a?ce
ce 4+ a’e — atce — a

eE—a
a4 a’? — aPee® — ag?)
e—a

_c+a’®—ad’c—ag?
B e2(e —a)
1 el —a®) +a(a® —€?)
e? £E—a
1 [ c(e3 — ) + a(a® — £2)
e? £E—a

L1 o 2
=5 _c(e +ac+a’) —ala+ 5)} (3.24)

Kako bi dokazali da je trokut DEF' jednakostranican, prema Korolaru 2.2 dovoljno je poka-
zati da je d + e + 2 f = 0.
Uvrstavajuéi (3.22), (3.23) i (3.24) u d + ee + €2 f dobivamo

1
d+8e+52f:a2+ac+02—ac(a+0)+gs[a(02—|—082+8)—c(c+52)]+

1

?82[0(82 +ag 4+ a*) — a(a + )]

=a’+ac+c? —ad*c—ac® +ac® + ace® + as — & — ce? + ce?

+ace +a*c—a

2—@8

=ac(l+e+¢?)

=0.
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Sazetak

U ovom radu su dani dokazi nekih vrlo poznatih teorema iz geometrije koristenjem kom-
pleksnih brojeva. Najprije su sustavno razmatrani osnovni pojmovi i relacije vezane uz
kompleksne broje koje se koriste u dokazima tvrdnji. Izvedene su jednadzbe geometrijskih
figura koje se spominju u tvrdnjama. Primjenom kompleksnih brojeva dokazani su Eulerov,

Feuerbachov, Morleyev, Ptolomej-Eulerov, Simsonov te Napoleonov i van Aubelov teorem.

Kljuéne rijeci: kompleksni brojevi, geometrija trokuta, dokazi pomoc¢u kompleksnih bro-
jeva
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Summary

This paper will give proofs of some very well-known geometry theorems by using complex
numbers. Firstly, we will contemplate some basic concepts and relations related to complex
numbers that are used in statement proofs. We will give some equations of geometric figures
which are mentioned in these statements. By using complex numbers, we will prove Euler’s,

Feuerbach’s, Morley’s, Ptolemy-Euler’s, Simson’s, Napoleon’s and van Aubel’s theorem.

Key words: complex numbers, geometry of triangle, proofs by means of complex num-

bers
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