Martingali i obrnuti martingali

Jeli¢, Kristina

Master's thesis / Diplomski rad
2017

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: Josip Juraj
Strossmayer University of Osijek, Department of Mathematics / Sveuciliste Josipa Jurja
Strossmayera u Osijeku, Odjel za matematiku

Permanent link / Trajna poveznica: https://ur.nsk.hr/urn:nbn:hr:126:317603

Rights / Prava: In copyright/Zasticeno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-04-16

. Repository / Repozitorij:

Repository of School of Applied Mathematics and
Computer Science

aodar

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLII

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:126:317603
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.mathos.hr
https://repozitorij.mathos.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/mathos:146
https://repozitorij.unios.hr/islandora/object/mathos:146
https://dabar.srce.hr/islandora/object/mathos:146

Sveuciliste J. J. Strossmayera u Osijeku
Odjel za matematiku

Diplomski studij matematike, smjer: financijska matematika i
statistika

Kristina Jelié

Martingali i obrnuti martingli

Diplomski rad

Osijek, 2017.



Sveuciliste J. J. Strossmayera u Osijeku
Odjel za matematiku

Diplomski studij matematike, smjer: financijska matematika i
statistika

Kristina Jelié

Martingali i obrnuti martingali

Diplomski rad

Mentor: izv. prof.dr. sc. Nenad Suvak

Osijek, 2017.



Sadrzaj
Uvod

1 Martingali

1.1. Motivacija i definicija martingala u diskretnom vremenu . . . . . . ..

1.2. Martingalna transformacija i teorem o opcionalnom zaustavljanju

1.3. Primjeri martingala u diskrethnom vremenu . . . . . . . . .. ... ...

1.4. Konvergencija martingala .

1.5. Primjena teorema o konvergenciji martingala . . . . . . . ... ... ..

2 Obrnuti martingali

2.1. Motivacija i definicija obrnutih martingala . . . . . . . .. .. ... ..

2.2. Primjeri obrnutih martingala
Literatura

Zivotopis

11
17
22
32

39
39
44

46

48



Martingali i obrnuti martingali 1

Uvod

Martingalna kockarska strategija pojavila se te je bila vrlo popularna tijekom 18. sto-
lje¢a u Francuskoj. Najjednostavnija ovakva strategija je originalno nastala za igru u
kojoj kockar pobjeduje ako se na novéi¢u okrene glava i gubi ako se na novéi¢u okrene
pismo. Strategija je bila takva da kockar udvostrucuje svoj ulog nakon svake izgubljene
partije pri ¢emu prva pobjeda u igri donosi profit kojim bi kockar vratio pocetni ulog
te joS ostvario dodatni prihod u iznosu jednakom pocetnom ulogu. Ova martingalna
strategija se takoder primjenjivala i u ruletu jer je vjerojatnost pogadanja crvene ili
crne boje priblizno jednaka 1 (isto kao i pismo/glava u bacanju novéica). Sto se kocka-
rov imetak i raspolozivo vrijeme vise priblizavalo beskonac¢nosti, vjerojatnost okretanja
glave na novcic¢u se priblizavala 1, ¢ime se ovakva strategija ¢inila kao sigurna stvar
onima koji su je zastupali. Naravno, nitko od kockara ne posjeduje beskona¢no bo-
gatstvo pa ¢e eksponencijalni rast uloga kroz partije u konac¢nici dovesti do bankrota
kockara koji je odlucio koristiti martingale. U realnim situacijama, kockar obi¢no os-
tvaruje malu neto zaradu. Medutim, kockarova oc¢ekivana dobit i dalje ostaje jednaka
nuli (ili ¢éak manja od nule). Postoje situacije kada vjerojatnost katastrofalnog gubitka
ne mora biti jako mala. Znamo da veli¢ina uloga raste ekponencijalno. Upravo to, u
kombinaciji sa ¢injenicom da se niz uzastopnih gubitaka pojavljuje ¢es¢e nego Sto nam
intuicija nalaze, govori da postoje situacije kada se vrlo brzo moze doé¢i do kockarove
propasti, tj. bankrota.

Koncept martingala u teoriji vjerojatnosti je 1934. predstavio Paul Lévy iako ih nije
tako nazvao. Izraz "martingal” 1939. uvodi Jean-André Ville koji je dodatno prosirio
definiciju na neprekidne martingale. Veliku ulogu u razvoju ove teorije je imao Joseph
Leo Doob cije ¢emo rezultate iskazati u ovome diplomskom radu. Jedna od motivacija
za uvodenje ove teorije je bila da se dokaze da je nemoguce ostvariti uspjesnu kockarsku
strategiju (tj. strategiju koja bi nam osigurala sigurnu dobit).

U teoriji vjerojatnosti, martingal je familija sluc¢ajnih varijabli za koji vrijedi da je
u svakom promatranom trenutku ocekivana sljede¢a vrijednost jednaka trenutacnoj
vrijednosti pri ¢emu su nam poznate sve prethodne vrijednosti procesa, ukljucujuéi
sadasnju. Usporedbe radi, u procesima koji nisu martingali moze se dogoditi da je
ocekivana vrijednost procesa u nekom trenutku jednaka njegovoj ocekivanoj vrijed-
nosti u sljedeéem trenutku. Medutim, znanje o prethodnim ishodima (npr. koje su sve
karte ve¢ izvucene iz $pila) moze reducirati neizvjesnost buduéih ishoda. Prema tome,
ocekivana vrijednost buducih ishoda igre sa znanjem o sadasnjosti i svim prethodnim
ishodima moze biti veca nego stvarna vrijednost ukoliko se ostvaruje uzastopni niz po-
bjeda. Martingali iskljucuju ostvarivanje profita na temelju informacija o povijesti igre

pa su oni stoga model za postene igre.
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1 Martingali

1.1. Motivacija i definicija martingala u diskretnom vremenu

U daljnjem tekstu ¢emo kroz primjere vidjeti da je jako korisno promatrati martingale
kroz kockanje, tj. poistovjetiti ih sa kockarskom strategijom. Medutim, velika vaznost
martingalne teorije proizlazi iz ¢injenice da se martingali pojavljuju u mnogim drugim
kontekstima. Naprimjer, teorija difuzija koja se ranije proucavala metodama iz teorije
o Markovljevim lancima, teorije o parcijalnim diferencijalnim jednadzbama i slicno, a
koja je sada evoluirala u martingalnu teoriju.

U ovom poglavlju cilj nam je doé¢i do definicije martingala za Sto nam je potrebno
definirati osnovne pojmove kao Sto su filtracija i adaptiranost. Navesti ¢emo neke pri-
mjere koji ¢e nam koristiti za bolje razumijevanje same definicije martingala, a kasnije
dodatne primjere najces¢ih martingala te primjere njihove primjene na druge mate-

maticke pojmove.

Definicija 1.1. Neka je (Q, F,P) vjerojatnosni prostor i neka je za svaki prirodan broj
n, X, slucajna varijabla na tom prostoru. Tada se familija X = (X,,n € Ny) naziva

sluc¢ajni proces (s diskretnim vremenom,).

Primjer 1.1. Neka je (Y,,n € N) niz nezavisnih, jednakodistribuiranih sluc¢ajnih vari-
jabli na vjerojatnosnom prostoru (0, F,P) s ocekivanjem p. Slucajna Setnja je slucajni

proces X = (X,,n € Ny) definiran na sljedeéi nacin:
Xo=0
P A
i=1
Neka je F = (F,,n € Ny) familija slucagnih varijabli definirana na sljedeéi nacin:
Fo=10,Q}

fn:U(Xl,XQ,...,Xn), nZl

Uocimo: kako je Y; = X; — X;_1, vrigedi F,, = o(Y1,...,Y,). U F, su sadriane
sve informacije o slucajnom procesu X koje su poznate do trenutka n. Ocigledno je
F neopadajuca familija o-podalgebri od F, tj. Fn,1 C Fnp,¥Yn > 1. Uocimo i da su
slucajne varijable Yy, nezavisne od o-algebre F,, za k > n + 1.

Sada pretpostavimo da nam je poznata informacija o slucajnom procesu X do trenutka
n, tJ. poznata nam je F,. Tada, zbog svojstva linearnosti uvjetnog ocekivanja s obzirom

na o-algebru (vidi [14]), vrijedi:

E[Xn1 | Fo]l =E[Xo+ Yo | Fo]l = EX, | Fo]+EYns | o) = Xn+EY 1 = X+ 4
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U slucaju kada je pp = 0, za sve n > 0 vrijedi E[ X, 1 | Fn] = X g.s. Prema tome,
najbolje sto mozZemo reci o procesu X u trenutku n+1 s obzirom na poznate informacije
o tom procesu zakljucno s trenutkom n je X,. Medutim, ukoliko na X, stavimo dodatne
pretpostavku, a to je da su one kvadratno-integrabilne, gornju tvrdnju interpretiramo
na sljedeéi nacin: X, je najbolja F,-predikcija od X, 1 u smislu najmangih kvadrata

(vidi [9]). Takav sluéajni proces zvat éemo martingal.

Definicija 1.2. Neka je (2, F) izmjerivi prostor. Familija F = {F,,n > 0} o-
podalgebri od F takvih da za svaki n > 0 wvrigedi F, C Fni1 zove se filtracija na
(€2, F).

Definicija 1.3. Neka je (2, F) izmjerivi prostor i F = {F,, : n > 0} filtracija. Slucajni
proces X = (X,,n > 0) je adaptiran na filtraciju F ako je za svaki n > 0 slucajna
varijabla X,, F,-izmjeriva, tj. ako je o(X,) C F,.

Definicija 1.4. Neka je (Q, F) izmjerivi prostor i X = (X, : n > 0) sluc¢ajni proces
na njemu. Za n > 0 definiramo

Fli=0(Xo, X1,...,X,).
Tada filtraciju F® = {F? : n > 0} zovemo prirodna filtracija od X.

Primjedba 1.1. Svaki slucajni proces je adaptiran na svoju prirodnu filtraciju.

Sljede¢im primjerom ¢emo objasniti ideju martingala i Sto oni u biti predstavljaju.

Primjer 1.2. Kockarsku strategiju koju cemo razmatrati uw ovom primgjeru zovemo
martingalna strategija. Pretpostavimo da kockar ima veliko bogatstvo. On ulaZe je-
dinicni ulog u igri za koju je vjerojatnost dobitka i gubitka jednaka. Ako izqubi, u
sljedecem krugu on ulazZe iznos od dvije novcane jedinice. Ako izgubi prvih n partija,
u sljedecoj partigi ulaze 2". U mekoj partiji on treba dobiti, pretpostavimo da je to u

partigi T'. Kockar tada prestaje s igrom pri cemu ostvaruje profit u sljedecem iznosu
2 —(14+2+4+4..- 42771,

Prema tome, ovakvom strategijom kockanja, kockar si osigurava profit u iznosu od 2T
pa pretpostavijamo da je ovo dobra strategija.

Oznacimo s Y, iznos kojeg kockar posjeduje nakon n-te partije. Tada je
Y, = 0, Y, <1424 4201 =07 _1,
Nadalje, Y, 11 =Y, ako je kockar prestao sa igrom u trenutku n+1 ¢

Y, — 2" s vjerojatnoscu
Yn+1 = n . . .
Y, + 2" s vjerojatnoscu

N|— N



Martingali i obrnuti martingali 4

inace. Neka je F, = o(Y1,...,Y,) i uwvodimo filtraciyju F = {F, : n > 0}. Kako Y, 4
ovisi samo o Y,, vrijedi sljedece

E[Y,1 | Fu] = Ya.

Prema tome, Y je martingal s obzirom na definiranu filtraciju.
Medutim, ovaj martingal ima izrazito negativno svojstvo. Naime, za slucajnu varijablu
T koja broji partije igre prije pobjede (slu¢ajno vrijeme) vrijedi
1\n—11 I\»
Pr=n=(5) 3=(3) =t
T=m={3) 3=) =

1

tj. ona ima geometrijsku distribuciju s parametrom 5

Kockar u trenutku T nosi 277, a do tada je izgubio

T-1
PPAREPARE]
k=1

Prema tome, ocekivani ukupni ulog do trenutka T, tj. do dobitka iznosi

oo

ER" 1] =ER"™"-1=) 2"'P(T=n)-1

n=1
- 1

- Z 2n712n -1
n=1
=1

=) -1

2

n=1

gdje prva suma divergira.
1z ovoga primjera vidimo da ovakva strategija ima smisla samo ako posjedujemo be-
skonacno bogatstvo, sto nije realno pa si u stvarnosti ovakvom strategijom ne osigura-

vamo profit.

Sljedeé¢i primjer prikazuje primjenu martingala na financijskom trzistu. Naime, na
ovom se trziStu postavlja bitno pitanje, a to je pronalazak nearbitrazne cijene spe-
cificnih financijskih instrumenata (vidi [11]). Do odgovora na ovo pitanje se dolazi

upravo primjenom martingala, tj. martingalnog svojstva.

Primjer 1.3. Pretpostavimo da na financijskom trzistu imamo i financijskih instru-
menata zat € {0,1,...,d}. Tada diskontiranu vrijednost i-tog financijskog instrumenta

u trenutku t oznacavamo s Si i definiramo izrazom

Qi 1 7
%= ey
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gdje je v’ efektivna kamatna stopa.
Ovako definirana diskontirana vrijednost predstavija vrijednost koju bi u trenutku t = 0
imao riziéni i-ti financijski instrument ukoliko bismo ga tretirali kao neriziéni.

Za nerizicni financijski instrument uz efektivnu kamatnu stopu r' vrijedi

1

1 -
0 _ ¢O 0 0
(1+r/)tst 5

G0
e T Ty e

pa je
B[S | ] =E[S) | Fi] = 5 = 5§

sto zovemo martingalnim svojstvom. U slucaju kada imamo riziéni financijski instru-
ment, to svojstvo ne vrijedi. Stoga se na financijskom trzistu postavlja pitanje prona-

laska vierojatnosti P* t.d. s obzirom na nju vrijeds
E* [Sfﬂ | Fi] = S‘f

Takvu vierojatnost P* cemo zvati vjerojatnost neutralna na rizik ili ekvivalentna mar-

tingalna mjera koja ce osiguravati da na ve¢ spomenutom trzZistu ne postoji arbitraZa
(detaljnije u [11]).

Sada kada smo definirali osnovne pojmove potrebne za definiranje martingala te u
primjerima vidjeli neke njihove tipi¢ne primjene, mozemo izvesti trazenu definiciju

martingala, ali i definicije submartingala i supermartingala.

Definicija 1.5. Slucajni proces X = (X,,,n > 0) je martingal s obzirom na filtraciju
F = {F,:n >0} ako vrijedi:

1. E[| X, |] <00, Vn>0,
2. X je adaptiran na T,

3. E[Xpi1 | Fol = X, Vn>0.

Definicija 1.6. Slucajni proces X = (X,,n > 0) je supermartingal s obzirom na
filtraciju F = {F,, : n > 0} ako vrijedi:

1. E[| X, |] <00, Vn>0,
2. X je adaptiran na F,

3. E[Xpi1 | Ful < X, Vn > 0.

Definicija 1.7. Slucajni proces X = (X,,,n > 0) je submartingal s obzirom na filtra-
ciju F = {F, : n >0} ako vrijedi:

1. E[| X, |] <00, Vn>0,
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2. X je adaptiran na F,

3. El X, | Ful > X, Yn2>0.
Primjedba 1.2. X je supermartingal ako i samo ako je (—X) submartingal.

Primjedba 1.3. X je martingal ako i samo ako je on istovremeno i submartingal i

supermartingal.

Oucimo jo$ jedno bitno svojstvo martingala. Dani proces X = (X,,n > 0) t.d. je
Xo € LY, Fy,P), gdje je L1(Q,Fy,P) prostor slucajnih varijabli na € s kona¢nim
ocekivanjem, je martingal ako i samo ako je proces X — Xy = (X, — Xy, n > 0) takoder

martingal. Analogna tvrdnja vrijedi i za supermartingale i submartingale.

U daljnjem tekstu, ukoliko filtracija I nije specificirana, govorimo o prirodnoj filtraciji
IFO.

Primjedba 1.4. Neka su Y1,Ys, ... nezavisne nenegativne slucajne varijable takve da

za sve n > 1 vrigedi EY,, = 1. Definiramo:
Xo:=1, Fo:={0,Q}

X, =Y Ys--Y,, F,=0Y,Ys....Y,), n>1

Slucajna varijabla X, je integrabilna zbog nezavisnosti i integrabilnosti slucajnih vari-
gably Yi,...,Y,. Kako su Y, 1 i F, nezavisni za n > 1, slijedi:

E[ X1 | Fol = EXo Yo | Fol = XoE[Yn | Fol = X0EY 1 = X, g.s.

pri cemu druga jednakost slijedi iz svojstva uvjetnog ocekivangja (vidi [14]) Ovime smo
pokazali da vrijedi martingalno svojstvo, pa je X martingal.

U nastavku ovoga rada navodimo bitna svojstva martingala kroz razne teoreme i pro-
pozicije koji ¢e nam dati Siru sliku vaznosti martingala te ¢e nam koristiti u nastavku

martingalne teorije.

Propozicija 1.1. Ako je X = (X, : n > 0) supermartingal, tada za sve 0 < m < n
vrigeds
E[X, | Fu] < Xim  g.s.

Ako je X martingal, tada za sve 0 < m < n vrijedi

E(X, | Fu] = Xm g.s.
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Dokaz
Za n =m+ 1 tvrdnja slijedi iz definicije. Neka je n =m + k, k > 2. Tada vrijedi:

El Xk | Fn] = EE[Xoik | Frnsr—1] | Fon]
< X, g.s.

Prva jednakost je posljedica tzv. tower property (vidi [2]), dok nejednakost slijedi iz
tvrdnje da je X supermartingal.
Pokazimo i tvrdnju za martingal. Za n = m + 1 tvrdnja slijedi iz definicije martingala.
Neka je stoga n =m + k, k > 2. Slijedi
ElXmik | Frn] = E[E[ Xk | Finr—1] | Frl
= E[Xerkfl ‘ ]:m] == E[Xerl ‘ ]:m]
=X, g¢.s.

Kao i gore, prva jednakost je svojstvo uvjetnog oc¢ekivanja kojeg zovemo tower property,

a nejednakost slijedi iz definicije martingala.

Propozicija 1.2.

1. Ako je X = (X, : n > 0) martingal i ¢ : R — R konveksna funkcija takva da je
E | ¢(X,) |< 00 za sve n >0, tada je (¢(X,,) : n > 0) submartingal.

2. Ako je X = (X, : n > 0) submartingal i ¢ : R — R neopadajuéa konveksna
funkcija takva da je E | ¢(X,) |< oo za sve n > 0, tada je (¢(X,) : n > 0)

submartingal.
(dokaz: vidi [14])

Definicija 1.8. Familiju (X, : 1 < n < N) integrabilnih slucajnih varijabli zovemo
priblizno-martingal s obzirom na filtraciju {F, : 1 <n < N} ako je

EXp1 | Fol =EX, | F], VI<n<N-1
Analogno se definira priblizno-submartingal i priblizno-supermartingal.

Primjedba 1.5. Uocimo da je jednakost iz prethodne definicije ekvivalentna sljedeéoj
jednakosti
EX, | Fo]l =EX, | F], VI<n<m<N-1

Takoder, ako je familija (X, : 1 < n < N) adaptirana na {F, : 1 < n < N},
tada je priblizno-martingal martingal. Analogno vrijedi i za priblizno-submartingale 1

priblizno-supermartingale.
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Primjer 1.4. Neka je &1,&s, ..., &, niz nezavisnih slucajnih varyjabli s ocekivanjem 0
i Var(&,) = o2. Neka je F, = o{& : 1 < k <n}. Definiramo

S":£1++€n7 Xn:SnSN_ZJza 1§”§N
k=1

Lako se vidi da vrijeds

n+1

E[Xpp | Fu] = E[SnHSN - Zai | ]:n]
k=1
n+1
= E[(Sn + §n+1)(5n + &1+ + fN) | fn] - Zai
k=1
n+1

_ Q2 2 2
=S5, +0n1 — § Ok
=1

n
_ Q2 § : 2
—Sn_ O-k'
k=1

Slicno se izvede

E[X, | F]=8.-) ai
k=1

Iz prethodnih jednakosti slijedi da je E[ X, 11 | Fn] = E[X, | Fu]. Stoga je (X,,1 <n <
N) priblizno-martingal, gdje je X, = S,Sn — Y p_, O%.

Nadalje, neka je &1, &, . . . niz nezavisnih sluc¢ajnih varijabli s ocekivanjem 0 i Var(§,) =
o2. Definiramo F, = 0{& : 1 < k < n}. Neka su S, i X,, definirani kao na pocetku
primgjera. Za fiksan N, (X, : 1 < n < N) je priblizno-martingal. Takoder, familija
(Xn,n > N) je martingal.

Primjer 1.5. Neka je &,&, ... niz nezavisnih slucajnih varigabli s ocekivanjem 0 ¢
Var(&,) = o2. Stavimo da je F,, = 0{&, : 1 < k < n}. Definiramo S, = & + -+ + &,.
Za fiksan N, promotrimo familiju (X,,1 < n < N), gdje je X,, = S,Sny. PokaZimo

prvo da je ova familija priblizno-submartingal. Lako se vidi da je

E[Xn+1 | ]:n] - E Sn+ISN | Fn]

[
= E[(Sn + &np1) (&0 + - +&n) | Fal
=E[(Sn + &n11)* | Fol
=E[S? + 25,6011 + 5721+1 | Fal
=52+ ‘7721+1-

Takoder vrijeds
]E[X" | ]:"] = E[SHSN | fn] = Sn]E[SN | -Fn] = Srzr

Stoga je E[ X, 11 | Fn] > E[X,, | Ful g-5. paje (X, 1 < n < N) priblizno-submartingal.
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Teorem 1.1. (Doobova dekompozicija) Neka je X = (X,,n > 0) submartingal.
Tada postoji martingal M = (M,,n > 0) i slucajni proces A = (A,,n > 0) takav da je

0=A <A <Ay <+ gs,
A, je Fn_1-izmjeriva za sve n > 1, te vrijedi
X=M+A
1 ta dekompozicija je jedinstvena g.s.
Primjedba 1.6. Slucajni proces A = (A,,n > 0) sa svojstvom
Ay <A <A< - g.s.

zovemo neopadajuci proces. Slucajni proces Y = (Y,,n > 1) takav da je Y, F,_1-
izmjerivo za sve n > 1 zove se predvidiv proces. Dakle, slucajni proces A iz tvrdnje
gornjeg teorema je predvidiv, neopadajuci proces koji se naziva kompenzator submar-

tingala X.

Dokaz
Dokaz provodimo matematickom indukcijom. Za pocetak definirajmo

AO — O, MO — X() td X(] — M() + Ao.
Nadalje, induktivno definiramo
An = Anfl + E[Xn | -anl] - anla M, = X, — An
Kako je
]E[Xn ‘ -anl] Z anla
slijedi
A, > A, 1 g.s.

Iz pretpostavke indukcije znamo da je A,,_1F,_o2 C F,_1-izmjerivo, a E[X,, | F,,—1] —
X,_1 je Fn_i-izmjerivo. Prema tome, A, je F,_i-izmjeriv. Sada racunamo sljedece
uvjetno ocekivanje
E[M, | F_1] = E[X,, — A, | Fuoi]
=E[X, | Fn1] — An
= (Xp1+ A, —A4,1) — A,
=Xp1— A

n—1-
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Pokazimo sada jedinstvenost. U tu svrhu, neka je X = M’'+ A’ dodatna dekompozicija.
Tada je proces Y := M — M' = A’ — A martingal pa je

E[Y, | Foo1]l =Yn1 g.s.
Proces Y je i predvidiv pa je
ElY, | Fooal =Y, g.s.

za svaki n € N. Kako je Yy = A — Ay = 0, iterativno dobivamo da je Y,, = 0 g.s. za
svaki n € N pa je trazena dekompozicija jedinstvena gotovo sigurno.

O

Doobova dekompozicija koja prikazuje submartingal kao sumu martingala i predvi-

divog rastuceg procesa je vazan rezultat koji je temelj za teoriju stohastickih integrala

(vidi [14]).

Definicija 1.9. Slucajni proces X = (X,,n > 0) za koji vrijedi EX? < oo za sve

n > 0 zovemo kvadratno-integrabilan slucajni proces.

Primjer 1.6. Doobova dekompozicija se analogno definira za priblizno-submartingal.
Stoga pronadimo ovu dekompoziciju za priblizno-submartingal iz Primjera 1.5.
Prisjetimo se iz Primjera 1.4. da je familija (Z,,1 < n < N) priblizno-submartingal,
gdje je Z, = S,Sn — Y p_, Ot

Ovo nas motivira da definiramo M, i A, na sljedeci nacin:

. Sls]v, n=1
SnSN — ZZ:Q O'Z;, n Z 2,

n

A, = 0, ) n=1
Dk Oy M2 2.
Uoc¢imo da je M,, = Z, + o}. Stoga je M, priblizno-submartingal. Sada se lako vidi da
je Doobova dekompozicija od S, Sy dana s

SpSy = M, + A, 1<n<N.

Potrebno je istaknuti razliku izmedu martingalnog slucaja i priblizno-martingalnog.
Prepostavimo da je X, kvadratno integrabilan martingal. Tada je X2 submartingal.
Medutim, za kvadratno integrabilan priblizno-martingal X,,, generalno ne vrijedi da je

X2 priblizno-submartingal.
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1.2. Martingalna transformacija i teorem o opcionalnom za-
ustavljanju

U sljede¢em poglavlju razmatrat ¢emo specificne strategije kockanja. Upravo s tim
razmatranjima zaklju¢it ¢emo da igre na srec¢u u pravilu nisu postene i idu u korist
kockarnice. Pogledajmo kako é¢emo to matematicki zapisati. Ako je X = (X, : n > 0)
slucajni proces takav da su slucajne varijable X,, integrabilne i A, = X, — X,
dobitak/gubitak po jedinici uloga u n-toj igri, tada za nasu igru vrijedi

O 2 E[An ’ Fn—l] — E[Xn — Xn—l ‘ fn—l]‘

Takoder, kada govorimo o pravednoj igri, u gornjem izrazu imamo jednakost. Prema
tome, pravednu igru modeliramo martingalom, dok je supermartingal logican model za
realne igre na srecu.

U ovom poglavlju zelimo otkriti kako efikasno kockati, tj. Zelimo pronaci strategiju
kockanja koja ¢e nam omoguéiti pravednu igru. Pretpostavimo da neposredno prije n-
te igre ulozimo iznos H,, u nekoj igri na sre¢u. Taj iznos smije ovisiti o ishodima igre u
prethodnim trenucima i takoder ne moze ovisiti o ishodu u trenutku n. Matematickim
rjecnikom, ako je F? prirodna filtracija procesa X, H, mora biti F_,-izmjeriva slucajna

varijabla. Dobitak/gubitak u n-toj igri jednak je
HnAn - Hn(Xn - Xn—l);

a ukupni dobitak do n-te igre

n n
> HyuAp = Hu(Xo — Xooa).
m=1 m=1
Probajmo sada pronaci trazenu strategiju kockanja.

Definicija 1.10. Neka je (0, F,P) vjerojatnosni prostor s filtracijom F, neka je X =
(X, : n > 0) adaptiran sluc¢ajni proces 1 H = (H, : n > 0) predvidiv sluc¢ajni proces.
Martingalna transformacija procesa X s obzirom na proces H je slucajni proces H - X =

(H-X), :n>0) definiran sa:

(H-X)n:=HoXo+ Y Hun(Xm — Xp1), n>0.

m=1

Sljededi teorem nam govori: ne mozes prevariti sustav.

Teorem 1.2. Neka je H = (H, : n > 0) predvidiv proces takav da je H, ogranicena

sluc¢agna varijabla za svaki n > 0.
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1. Ako je X = (X, : n > 0) supermartingal i H, > 0 za sve n > 0, tada je H - X
takoder supermartingal.

2. Ako je X = (X,, : n > 0) submartingal i H, > 0 za sve n > 0, tada je H - X

takoder submartingal.
3. Ako je X = (X, : n > 0) martingal , tada je H - X takoder martingal.
Dokaz

Primjetimo da iz nejednakosti trokuta slijedi sljede¢a nejednakost:

E|(H-X)y [<E(| Ho ll Xo |+ | Ho || X Xuoa |).

m=1
Desna strana je integrabilna jer je to zbroj produkata integrabilnih slucajnih varijabli

s ogranicenim slucajnim varijablama. Uoc¢imo i da je H - X adaptiran. Dokazimo sada

tvrdnje teorema:
1. Pretpostavimo da je X supermartingal i neka je n > 0. Racunamo:
E[(H - X)ns1 | Fu] = E[(H - X)p + Hp1(Xn1 — X0) | Fol
(H ) + E[Hn+1(Xn+l - Xn) ’ -Fn]
= (H - X)n+ HyiE[Xp1 — X | F)]
jer je H,.1 JFp-izmjerivo i
jerjeE[Xn-i-l _Xn | Fn] SOlHn-i-l >0.

2. Pretpostavimo da je X submartingal i neka je n > 0. Racunamo:
E[(H - X)ns1 | Fo] = E[(H - X)p + Hpp1(Xnpr — X0) | Fol
= (H - X)n + E[Hp1(Xnt1 — Xp) | Fal
=(H - X),+ H,1E[X,11 — X, | Fl
jer je Hy 1 Fp-izmjerivo i
> (H - X)n
jerje E[Xp1 — X | Fn] 201 Hyyy >0

3. Pretpostavimo da je X martingal i neka je n > 0. Racunamo:

E[(H - X)ns1 | Fo] = E[(H - X)p + Hy1(Xnr — X0) | Fol
= (H X))+ E[Hp11(Xns1 — X») | Fl
=(H - X),+ H,1E[X,11 — X, | Fl

jer je Hy1 Fp-izmjerivo i
= (H - X)n

jerje E[ X1 — X | Fo] =
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O

Sada ¢emo definirati vrijeme zaustavljanja 7. Primjerice, T je trenutak u kojemu
kockar moze odluciti odustati od igre. Hoce li on zaista odmah odustati nakon n-te

partije ovisi samo o prethodnim partijama (uklju¢ujuéi i n-tu).

Definicija 1.11. Neka je (Q, F) izmjeriv prostor s filtracijom F. Funkcija T : Q —
Zy U{+o0} zove se vrijeme zaustavljanja s obzirom na filtraciju F ako vrijedi:

{T <n}eF, za sve n>0.

Na primjer, konstantno vrijeme je (trivijalno) vrijeme zaustavljanja.

Primjer 1.7. 1. Neka je T' = m deterministicko vrijeme, tj. T(w) = m,Yw € Q.

Kako je T konstanta, a znamo da konstanta generira trivijalnu o-algebru, vrijedi:
{T=n}=Q, n=m
{T=n}=0, n#m.

Stoga je T vrijeme zaustavijanja nekog slucajnog procesa X.

2. Neka je X = (X,,,n > 0) sluc¢ajni proces adaptiran na filtraciju F = {F,,,n > 0}
i neka je B € B(R). Vrijeme prvog pogadanja skupa B definiramo s

Tp =min{n >0: X, € B}.
Kako je

{Tg=n} ={weQ:T(w) =n}
={weQ: Xo(w) ¢ B, Xi(w)€B,...,Xp1(w) € B, X,(w) € B}
={Xoe B X1€B...,X,1€B,X, € By F,, n>0,

Tg je vrijeme zaustavljanja procesa X .
3. Vrijeme zadnjeg izlaska iz skupa B definiramo s
Lg=max{n>0:X, € B}, max) =0.

Lp nije vrijeme zaustavljanja jer { Lg = n} ovisi o sluc¢ajnim varijablama (X, ypn, m >

0), n>0,t. ovisi o buduénosti procesa X nakon trenutkan pa{Lp =n} & F,.
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Definicija 1.12. Neka je X = (X,, : n > 0) slucajni proces i T vrijeme zaustavljanja.
Proces zaustavljen u vremenu T, XT = (XTI :n > 0) definira se sljedeéim izrazom:

X, n<T

, n>0.
XT TLZT

XIi= Xppn = {

Propozicija 1.3. Neka je X = (X, : n > 0) (super)martingal i T vrijeme zaustavlja-
nja. Tada je zaustavljeni proces X takoder (super)martingal. U sluc¢aju supermartin-
gala vrijeds

EXrnn <EXy, za sve n>0,

a u slucaju martingala:

EX7nn =EXy, za sve n>0.

Dokaz
Dokaz propozicije slijedi iz Teorema 1.2. Definirajmo sljedecu strategiju H = (H,, :
n >0):
Hy=0, H,=1lp<ry za n=>1,

tj. ulazemo jedini¢ni ulog sve do vremena T nakon kojeg prestajemo kockati. Kako je
{n<T}={T<n}*={T<n-1}°€ F,1,

proces H je predvidiv, a i ogranicen. Sada racunamo martingalnu transformaciju H - X:

n n TAn
(HX)n =Y Hn(Xpn—Xno1) = > Ynery(Xn—Xoo1) = > (Xo—Xin1) = Xppn—Xo.
m=1 m=1 m=1

Kako je H,, > 0, slijedi da je martingalna transformacija (super)martingala opet (su-
per)martingal. Jednakost i nejednakost iz propozicije slijedi direktno iz svojstava (su-

per)martingala.

O

Bitno je uociti da prethodni teorem ne zahtijeva nikakve dodatne uvjete na integra-
bilnost (osim naravno onih koji proizlaze iz definicija martingala i supermartingala).
Medutim, ovdje treba biti oprezan. Evo i zasto. Neka je X sluc¢ajna Setnja na N koja
krece iz 0. Tada je X martingal (pod uvjetom da je ocekivanje spomenute sluc¢ajne

Setnje jednako 0). Neka je sada T vrijeme zaustavljanja:

T :=inf{n: X, =1}.
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Znamo da je P(T' < co) = 1. Medutim, iako je
EXT/\n = EX(), Vn,

vrijedi dodatno
1=EXr #EX, =0.
Zelimo znati kada ¢emo modi tvrditi da je EXy = EX, za martingal X. Sljedeéi teorem

¢e nam dati dovoljne uvjete.

Teorem 1.3. (Doobov teorem o opcionalnom zaustavljanju) Neka je (2, F,P)
vjerojatnosni prostor te neka je T vrijeme zaustavljanja t.d. je P(T < oo) = 1.

1. Neka je X = (X, : n > 0) supermartingal. Pretpostavimo da vrijedi jedan od
sljedecih uvjeta:
(a) T je omedeno, tj. postoji N >0 t.d. je T(w) < N za sve w € §);

(b) X je omeden, tj. postoji K >0 t.d. je | X,(w) |< K za sve w € Q i za sve
n>0;

(c) ET < o0, te postoji K > 0 t.d. | X, (w) — Xp—1(w) |< K za sve w € Q i sve
n > 0.

Tada je X integrabilna slucajna varijabla i vrijedi EXr < EXj.

2. Ako je X martingal i vrijedi jedno od svojstava (a)-(c), tada je Xp integrabilna i
vrigedi EXr = EXj.

Dokaz

1. Iz Propozicije 1.2. znamo da je (Xra, : n > 0) supermartingal i da je EXpp, <
EX, za sve n > 0.

(a) Ako stavimo da je n = N, dobivamo: Xray = X7 1 EXy = EXpay < EX,.

(b) Kako je | X7an |< K, mozemo primjeniti teorem o dominiranoj konvergen-

ciji (vidi [12]). Prema tome:

EXT = E[ lim XT/\n] = lim EXT/\n S EXO
n—00

n—0o0

(¢) Uocimo:

TAn TAn
| Xoan [=] Xo+ D (Xm=Xomo1) 1] Xo | + D | X=X [<] Xo | +KT
m=1 m=1

Prema pretpostavci teorema, slucajna varijabla | Xo | + KT je integrabilna,

pa tvrdnju dokazujemo primjenom teorema o dominiranoj konvergenciji.
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2. Kako je X martingal, X7 je takoder martingal i vrijedi E[X] = E[X,], Vn € Nj.

(a) Pretpostavimo da je T ograni¢ena. Tada za n = N vrijedi XAy = X7 pa
je EXT = EXT/\N = ]EXO

(b) Pretpostavimo da je X ogranicen, tj. | Xra, |< K. Tada je

EXy =E[lim X7] = lim E[X7,,] = lim E[X,] = EX,.
n—o0

n—oo n—oo
(c¢) Tvrdnja slijedi iz dokaza tvrdnji 1.(c) i 2.(b)
([

Primjer 1.8. Neka je (Y, : n > 1) niz nezavisnih Bernoullijevih slu¢ajnih varijabli s
vrijednostima —1 i 1 i parametrom p € (0, %) t.d. P(Y, = 1) = p. Sada definirajmo

proces X na sljedeci nacin:
Xo=0, X,=)» Y,
j=1

Zap = %, proces X je martingal, a kad p poprima vrijednosti iz intervala (0, %), X je
supermartingal. U sljedeéem koraku definiramo strategiju kockanja H = (H, :n > 1) i
to na sljedeci nacin:

2H, 1, Y,.1=-1

Hi =1 H,= ! ! za n>2.

1, Yn,1 = 1
Ovako definirana strategija nam zapravo govori da u slucaju qubitka, u sljedecem koraku
udvostrucimo nas ulog. Ukoliko dobijemo, ova strategija nam govori da uloZimo jednu
novcanu jedinicu. Takva kockarska strategija se maziva martingal. Prema teoremu
o martingalnoj transformaciji, proces H - X je supermartingal za p € (0, %), dok je

za p = L, taj proces martingal. Za vrijeme zaustavljanja T uzimamo geometrijsku

27
sluc¢ajnu varijablu s parametrom p, tj. T = min{n > 1:Y, = 1}. Vrijedi: ET = }—17
i P(T < o0) = 1. Zanima nas koliki je ukupni dobitak u trenutku kada prvi put

dobijemo w igri, tj. zanima nas (H - X)r. Kako su vrijednosti strategije H u trenucima

1,2,...,T bile redom jednake 1,2,22,...,2772 271 te su u istim trenucima dobici
Hy (X — Xpo1) = H, Yy, bili jednaki —1,—2, =23, ..., =272 2771 slijedi:
T T-1
(H-X)r=) Hpy(Xp—Xpa)=Y 2" +27 " =1
m=1 m=1

Nadalje, uoc¢imo da je zaustavljeni proces (H - X)T supermartingal za p € (0,3) i

martingal za p = % Kako je (H - X)r =1, zakljucujemo da ne vrijedi sljedece:

E[(H - X)r] < E[(H - X),] = 0.
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Prethodnim razmatrangima zakljucili smo da je nas dobitak v trenutku kada prestanemo
sa kockanjem, u trenutku T jednak 1. Znaci da ovako definirana strategija sigurno vodi
do dobitka koji je jednak pocetnom ulogu. Izracunajmo sada ukupni ocekivani ulog do

prve igre u kojoj dobivamo:

~

—1
=971 _1,

3
I

Takoder, vrijedi:

oo

E[27!) = 22"1 (1—p Z = .

1.3. Primjeri martingala u diskretnom vremenu

Primjer 1.9. (De Moivreov martingal) Oko jednog stoljeca prije nego su martin-
gali postali popularni medu pariskim kockarima, Abraham de Moivre je koristio (ma-
tematicke) martingale da bi odgovorio na pitanje “kockarove propasti”. Jednostavna
sluc¢ajna Setnja na skupu {0,1,2,..., N} se zaustavlja kada prvi puta pogodi apsorbi-
rajucu barygeru u 0 il w N. Kolika je vjerojatnost da cée se zaustaviti u barijer: 0, tj.
da c¢e doci do totalnog gubitka?

Neka su Xy, Xo, ... koraci Setnje i neka je S, pozicija nakon n koraka, pri cemu je
So = k. Sy nam predstavlja pocetni kapital kockara, a S, iznos s kojim on raspolaZe
u n-toj wgri. Koraci Setnje, tj. wvariyjable X; oznacavaju iznos kockarevog dobitka ili
qubitka u i-toj partiji igre. Definiramo Y, = (%)Sn gdje jep=P(X; =1), p+qg=1
i0 <p<1. Uvodimo filtraciju: F,, = o(X1,...,X,). Sada turdimo da je

E[Yi1 | Ful = Y,, Vn.

Ako je S, jednako 0 ili N tada je proces zaustavljen u vremenu n Sto povlaci da je
Spi1 =S paje Yo =Y, Ako je 0 < S, < N, tada je

B[V, | Fu] = E[(%)S"+X"“ | ]-"n]

SCNCRONES

pa smo pokazali navedenu tvrdnju. Promotrimo li oc¢ekivanje od ElY, 11 | Fu], slijedi
da je E[Y 1] = E[Y,] za sven paje E|Y, |=E| Y, |= (%)k, za sve n. Specijalno, Y
je martingal s obzirom na filtraciju F.

Neka je T' broj koraka prije apsorbcije w trenutku ili 0 ili N. De Moivre je turdio
sljedeée: E[Y,] = (%)k za sve n pa je stoga E[Yp| = (%)k. Ukoliko prihvatimo ovu

tvrdnju kao tocnu, tada je odgovor ma pocetno pitanje sljedeca njezina jednostavna
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posljedica. Raspisivanjem E[Yr], dobivamo

E(¥y) = (%)pk ¥ (g)Nu ),

gdje je pr = P(apsorbirano w0 | Sy = k). Nadalje, prema pretpostavci je E[Yr| =
Ph=T—x  p=o

k
(p) : ‘
=] =zbog cega je
q
L—pN’ p

Ovo je vrlo korisna metoda koja se oslanja na ¢injenicu da je E[Yr] = E[Yp].

=N q

Primjer 1.10. Neka je (Y, : n > 1) niz nezavisnih jednakodistribuiranih slucajnih
varijabli s distribucijom zadanom na sljedeéi nacin:

M%z—DzM%=+D=é

Nadalje, neka je S = (S, : n > 0) jednostavna simetricna slucajna Setnja, tj.:
So=0, S =Y1+Yo+ --4+Y,.
Sa T definirajmo vrijeme prvog pogadanja stanja 1:
T:=min{n>0:95,=1}

te pokazimo da je P(T < oo) = 1 i odredimo distribuciju slucajne varijable T. Da bismo
to napravili, najgbitnije nam je pronaci pogodan martingal.

Neka je F,, = 0(Y1,Ya2,...,Y,) = 0(S1,52,...,5,) i F=(F, :n >0). Kako za fiksan
realan broj X\ vrijedi da je

E[eM"] = = (e +e) = cosh A

AYn
E = 1.
Losh )\}

n > 1) niz nezavisnih sluc¢ajnih varijabli. Definirajmo novi

DN —

slijedi:

e)\Yn
cosh A\’
sluéagni proces X = (X,,,n > 0) na sljedeci nacin:

Uocimo i da je niz (

noY; ASy,

e e
Xo:=1, X, := = ,
0 ’ H cosh A (cosh \)~

n > 1.

j=1
Ovako definiran slucajni proces je martingal (vidi [14] Primjer 1.48.). Znamo da je
T vrijeme zaustavljanja s obzirom na filtraciju F pa mozZemo primgeniti teorem o opci-

onalnom zaustavljanju na ograniceno vrijeme zaustavljanja T An iz cega dobivamo:

eAST/\n
1 =EXy)=EXrn| =E| ——5=1|, > 1.
0 Xz [(cosh )\)T/\”} "



Martingali i obrnuti martingali 19

Pretpostavimo sada da je A > 0. Uocimo da je Sta, < 1 1z Cega slijedi da je za svaki
n > 1, M < er Znamo i da je coshx > 1 za svaki x € R iz cega slijedi da je
Xrpn < €* < e za svakin > 1. Nadalje, vrijedi:

eAST/\n eAST/\n eASn
1=B|— | =FE|— 1,T< Bl— 1| 1.1
{(cosh )\)TA”} {(cosh A)TAn { OO}} * {(cosh AT } (1.1)
Pustimo n — co. Za dogadaj {T = oo} vrijedi: S, <0 iz éega slijedi da je e’ < 1 za
sven > 0. Kako (cosh \)" — oo, prema teoremu o dominiranoj konvergenciji slijedi:

ASn

lim E[— — 0.

— Ay
nos t(cosh A)* T ]
Promotrimo sada dogadaj {T < oo}. Za njega vrijedi sljedece:

lim M = AT =
n—oo

lim (cosh \)*"" = (cosh A\)”. (1.2)

n—o0

Sada, iz teorema o dominiranoj konvergenciji dobivamo:

ST AR o
JL%E[W“T@}] = E[Wl{km}] (1.3)
Sada iz 1.1., 1.2. 1 1.3. slijedi:
A
- IE;[(coseh AT Lress)
.
E[mm@}} =e (1.4)

Pustimo sada A — oo. Vrijedi:

im =
A0 cosh A

Kako je 0 < —1~ < 1, moZemo primjeniti teorem o dominiranoj konvergenciji iz cega

cosh A
dobivamo:
Y
P(T < 00) = E[l{rcoc}) = }gr(l)e = 1.
1z izraza 1.4. slijedi:
1
El ——| = 1.5
[(cosh )\)T} ‘ (1.5)
Stavimo da je
1 2
<1,

" coshA e + e A
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odakle rjesavanjem kvadratne nejednadzbe dobivamo:

oy 1=V1-a?
et = ———<L
a

Uvrstimo to w 1.5. 1 iskoristimo razvoj u Taylorov red funkcije o — /1 —a? pa

E[QT] _ 1 —+v1-— 042 i m+1< >a2m—1‘

m=

dobivamo:

Nadalje, funkcija 1zvodnica vjerojatnosti od T je jednaka:

— iP(T:

pa je

Primjer 1.11. Markovljev lanac (vidi [14]) ima svojstvo da je mjegovo ponaSanje u
neposrednoj buducnosti, uvjetno na njegovu sadasnjost v proslost jednako ponasanju tog
Markovljevog lanca u neposrednoj buduénosti uvjetno samo na sadasnjost. U ovom
primjeru cilj nam je pronaci vezu izmedu Markovljevih lanaca © supermartingala. Za
pocetak, definirajmo dva pojma koja ée nam kasnije biti potrebna:

Neka je S prebrojiv skup i neka je h : S — [0,00) nenegativna funkcija. Definiramo

novu funkciju Ph: S — [0,00) na sljedeéi nacin:

= p(i, )h)). (1.6)

jes
1. Funkcija h se zove superharmonijska ako vrijedi: Ph < h na S.
2. Funkcija h se zove harmonijska ako vrijedi: Ph = h na S.

Neka je S prebrojivi skup, a X = (X, : n > 0) slucagni proces na vjerojatnosnom
prostoru (0, F,P) koji ima vrijednosti u skupu S s poéetnom distribucijom p takvom
da je:

p(j) =PXo=yj), P=(p(i,j):1,j€S9),

gdje je [P] stohasticka matrica. Za n > 0 definiramo o-podalgebre
Fn:O'(Xo,Xl,...,Xn>, TLZO
Pretpostavimo sada da je X Markovljev lanac, tj. vrijedi Markovljevo svojstvo:
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Ako je f: S — [0,00), tada prethodno Markovljevo svojstvo poprima sljedeci oblik:

E[f(Xns1) | Fal = D f(Xns) L=y | Fol,

jES
dok 1z wvjetnog teorema o monotonoj konvergenciji slijedi dodatno:
E[D>  fDlxn=y | Fa] =ED FOP(XKuir = [ Fa) = Y p(X0. )F(5)
jes jes jes

Neka je funkcija h definirana sa 1.6. superharmonijska. Iz prethodne jednakosti slijeds:

E[A(Xpi1 | Fal = > p(Xa, )0(j) = Ph(X,) < h(X,), n > 0.
jES
pa je slucajni proces (h(X,) : n > 0) nenegativni supermartingal. Primjetimo kako to
vrijedi za svaku pocetnu distribuciju .

Definiramo novu funkciju f:
fli,3) =Pi(Tj <o0), 1,j€S,

gdje je P;(-) :=P(- | Xo =1), a Tj = min{n > 1: X,, = j} prvo vrijeme povratka u j.
Pretpostavimo da je X ireducibilan (svako stanje ovoga Markovljevog lanca je dostizno
iz svih ostalih stanja) i povratan (Markovljev lanac se vraca u svako stanje iz kojega je
krenuo). To znaci da je f(i,7) =1 za sve i,j € S. Vrijedi sljedeéa implikacija:

Pi(Tj <oo) = f(i,j) =1 = Eh(Xg] = h(j).
Kako je (h(X,) : n > 0) supermartingal, vrijedi:
E;[h(X1,)] < h(i).

Prethodne dvije turdnje nam zajedno daju da je h(j) < h(i) za proizvoljne i,j € S iz
cega slijedi da je funkcija h konstantna funkcija. Prema tome, svaka superharmonijska

funkcija ireducibilnog i povratnog Markovljevog lanca je konstanta.

Primjer 1.12. (Markovljevi lanci) Neka je X Markovljev lanac u diskretnom vre-
menu sa prebrojivim skupom stanja S i matricom prijelaza P. Pretpostavimo da je
Y S — S omedena harmonijska funkcija, tj.

sz‘j@/)(j) =), Vies.
j€S

Direktnom primjenom Markovljevog svojstva se vidi da je Y = (¢¥(X,) : n > 0) mar-
tingal s obzirom na filtraciju F = (F,,n > 0), F, = (X0, X1, ..., Xy):

E[¢(Xnt1) | Fu] = E[¢p(Xpns1) | Xy] ZPme P(Xn).

jes
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Opcéenitije, pretpostavimo da je v desni svojstveni vektor od P. Tada, po definiciji
svojstvenog vektora, postogi A # 0 takav da je

szjw(j) =M(i), i€8.
jes
Tada je

§to implicira da je sa A™™p(X,,) definiran martingal dokle god je E | ¥(X,) |< 0o za

Sve n.

1.4. Konvergencija martingala

U ovom poglavlju se bavimo konvergencijom martingala i to gotovo sigurno i u prostoru
Lr(Q, F,P),p > 1 svih slu¢ajnih varijabli X na Q t.d. je

1. E[X?] < o0
2. o(X)C F.

Za konvergenciju gotovo sigurno bitna nam je sljedec¢a karakterizacija konvergencije
niza realnih brojeva. Neka je z : N — R niz realnih brojeva i neka su a,b € R takvi da
je a < b. Definiramo:

to = —1,

tox—1 :=min{m > top_o: 2, <a}, k>1,
tor := mln{m > top_1: T = b}, k> 1,

pri ¢emu je min () = co. Primjetimo da je x(tor_1) < a i x(ta) > b, Sto interpretiramo
na sljededi nacin: niz x izmedu to,_1 i tox radi prijelaz od ispod nivoa a do iznad nivoa
b. Sada mozemo definirati sljede¢a dva pojma. Neka je n € N. Ukupan broj prelazaka

intervala [a, b] prema gore niza = do trenutka n oznacavamo sa u, i definiramo sa
Uy, = uy([a,b]) = max{k : to, < n}.

Ukupan broj prelazaka intervala [a, b] prema gore niza = oznacavamo sa u i definiramo
sa
u=u([a,b]) = lim wu,([a,b]) = sup{k : to, < o0}.

n—o0

Sljedeca lema nam daje bitno svojstvo nizova realnih brojeva. U ovom radu ¢e biti

i dokazana, a potrebna nam je da bismo dokazali teorem o konvergenciji submartingala.
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Lema 1.1. Neka je x : Z, — R niz realnih brojeva. Tada lim,, o x, € [—00,+0]

postoji ako i samo ako za sve a,b € Q takve da je a < b vrijedi da je u(la,b]) < oco.

Dokaz

= Pretpostavimo da je u([a.b]) < oo za sve a,b € Q,a < b. Treba pokazati da
limy, 00 T, € [—00,+00] postoji. Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo
da niz (x, : n > 0) ne konvergira u. Tada je liminf,z, < limsup, x, pa
postoje a,b € Q za koje vrijedi liminf,z, < a < b < limsup, x,. Iz toga
slijedi da je u([a,b]) = oo sto je kontradikcija sa pretpostavkom. Prema tome,

lim,, 00 T, € [—00, +00] postoji.

< Pretpostavimo da lim,, . z, € [—00,+0o0] postoji. Treba pokazati da je tada
u([a,b]) < oo. Pretpostavimo suprotno: neka postoje a,b € Q,a < b takvi
da je u([a,b]) = oo. Tada niz (x, : n > 0) sadrzi beskona¢no mnogo clanova
manjih od a i beskona¢no mnogo ¢lnanova ve¢ih od b. Prema tome, lim inf, z,, <
a < b < limsup,, x, pa niz (r, : n > 0) ne kovergira, a to je kontradikcija sa

pretpostavkom. Prema tome, u([a,b]) < occ.

O

Sada ¢emo razmatranje s pocetka poglavlja provesti i za submartingal X = (X, :
n > 0). Neka su a,b € R, a < b. Definiramo

Tor—1 :=min{m > To_5: X,;, < a}, k>1,
Tor :=min{m > To,_1 : X,,, > b}, k>1.

Tako definirani, To,_1 1 Tor za k > 1 su vremena zaustavljanja. Kako je X(Tor_1) < a
i X (Tyy) > b, prethodne definicije mozemo koristiti za sljedeéu interpretaciju: submar-
tingal X u vremenskom razdoblju izmedu vremena zaustavljanja 75,1 i Th, napravi
prijelaz od ispod nivoa a do iznad nivoa b . Neka je sada n € N. Ukupan broj pre-
lazaka intervala [a, b] prema gore submartingala X do trenutka n oznacavamo sa U, i
definiramo sa

U, = U,(la,b]) = max{k : Tor, < n}.

Ukupan broj prelazaka intervala [a, b] prema gore submartingala X oznacavamo sa U

i definiramo sa

U=U(la,b]) = lim U,([a,b]) = sup{k : Tor < oo}.

n—oo

Uoc¢imo da vrijedi

{Tor—1 <m <Top} = {Top—1 <m =1} N {To <m —1}° € Fros.
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Prema tome, ukoliko slu¢ajni proces H = (H,, : m > 0) definiramo izrazom

H {1, ako je m € (Tox_1, Tor] za neki k >0

0, inace,

H je predvidiv proces. Primijetimo i da je H,, = 1 za sve trenutke m u kojima

submartingal X radi prijelaz od ispod nivoa a do iznad nivoa b.

Lema 1.2. (Nejednakost prelazaka) Neka je X = (X, : m > 0) submartingal.
Tada za sve a,b € R,a < b 1 sve n > 0 vrijedi:

(b= a)E[U,] < E[(X, — a)"] = E[(Xo — a)"],
pri cemu je U, = Uy, ([a,b]) i gdje je
(X, —a)" = max{0, X,, — a}

(Xo — a)™ = max{0, Xy — a}.

Dokaz

Definirajmo novi proces Y = (Y,, : m > 0) sa Y, := (X,, — a)t. Proces Y
je submartingal. Uoc¢imo da je broj prelazaka prema gore segmenta [0,b — a] za Y
jednak broju prelazaka prema gore segmenta [a,b] za X. Neka su To,_1 i To vremena
zaustavljanja za Y i neka je H = (H,, : m > 0) predvidivi proces za proces Y. Sada

racunamo martingalnu transformaciju (H - Y),:

(H-Y)y=> Hu(Yo = Y1) =Y Lig,—1y(Yn — Vo).

m=1 m=1
Uoc¢imo da je H,, = 1 samo za trenutke m za koje vrijedi da je Tor_1 < m < Ty za
proizvoljni k, tj. za trenutke m u kojima Y radi prijelaz od ispod nivoa 0 do iznad
nivoa b — a. Zbroj prirasta Y,, — Y,,_1 po svim trenucima m unutar takvog dovrsenog
prijelaza nije manji od b — a. Kako smo U, definirali kao broj dovrsenih prijelaza do
vremena n, oni u prethodnoj sumi doprinose barem (b—a)U,,. Posebno jo§ promotrimo
zadnji prijelaz koji bi mogao biti nedovrsen. Pretpostavimo da taj prijelaz zapocinje u
vremenu K < n. Tada je Yx = 0 pa je

Y (Vi =Yo) =Y, - Y=Y, >0

m=K
Iz toga slijedi:

(H-Y), > (b—a)U,.
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Sada za m > 1 definiramo K, := 1 — H,,. Tada je:
Y, Yy = ((H+K)Y)n:<HY)n+(KY)n

Iz druge tvrdnje Teorema 1.2. slijedi da je martingalna transformacija K - Y submar-
tingal, pa vrijedi:
0=E[(K-Y)o] <E[(K-Y)].

Sada dobivamo:
E[Y,] — E[Y,] = E[Y, — Yo] > E[(H - Y),] > (b — a)E[U,],
Sto smo i trebali pokazati.

O

Teorem 1.4. (O konvergenciji submartingala) Neka je X = (X, : n > 0) sub-
martingal za koji vrijedi:
supEX;" < oo.

Tada postoji Xoo = limy, 0o X,y g.5. @ vrijedi E | X |< 00.

Dokaz ovoga teorema se oslanja na procjenu broja prelazaka submartingala izmedu

razina a < b.

Dokaz
Neka su a,b € Q takvi da je a < b. Kako je (X, —a)™ < X'+ | a |, iz Leme 1.2.
dobivamo:

L (la|+EX) < 2

BU, ([a,b]) < 7— .

(la|+suwpEX,) < oco.

Niz (U,([a,b]) : » > 0) monotono raste prema U([a,b]), pa iz teorema o monotonoj
kovergenciji (vidi [12]) dobivamo:

EU ([0, 8]) = lim EU,([a,b]) < —

n—00 b—(l

(la|+supEX)) < oc.

Prema tome, U([a,b]) < oo g.s. Kako prebrojivom unijom P-nul skupova dobivamo
P-nul skup, vrijedi:

P(U([a,b]) < o0 za sve a,beQ,a<b)=1.
Iz Leme 1.1. zakljucujemo:

limsup X,, = liminf X,, g¢.s.
n—00 n—0oo
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Sada definiramo:

0, inace.
Ovako definiran X, je slucajna varijabla i vrijedi:

X = lim X,, g.s.

n—oo

Pokazimo sada da je E | X, |< co. Iz prethodno dokazane tvrdnje slijedi:

+_ 1 +
X+ = lim X},
n—oo

pa iz Fatouove leme (vidi [12]) dobivamo:

EXE <liminfEX,” <supEX; < occ.

n—00
Uoc¢imo da vrijedi:

EX, <EX, = EX,=EX  -EX,<EX'-EX,,
pa iz Fatouove leme slijedi i sljedeca tvrdnja:

EX <liminf EX < oo.

n—o0

Dakle, E | X, |< 0.

Teorem 1.5. (Doobova maksimalna nejednakost) Neka je X = (X, :

submartingal i A > 0. Za n > 0 definiramo

A={max X,, > \}.

0<m<n

Tada vrijedi
AP(A) < E[X,14] <E[X].

Dokaz

Definiramo vrijeme T na sljedeé¢i nacin:

T=inf{m>0: X, > A} An.

P {limsup,HOo Xn, X, td. limsup,_ X, =Iliminf, X,

v

Moze se pokazati da je T vrijeme zaustavljanja. X7 > X na dogadaju A pa slijedi

AP(A) = E[AL4] < E[Xr14].

26

(1.7)
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Kako je T omedeno vrijeme zaustavljanja (7" < n), prema tvrdnji za submartingal iz
Teorema 1.3. vrijedi EX7 < EX,,. Na dogadaju A€ je T'= n, pa je

E[X714c] = E[X,, 1 ac]
iz cega slijedi
E[X714] < E[X,14]. (18)

Iz tvrdnji 1.7. 1 1.8. slijedi AP(A) < E[X,,14]. Druga nejednakost iz teorema slijedi iz
sljede¢ih nejednakosti
Xola < X1, < X1

O

Korolar 1.1. (Kolmogorovljeva nejednakost) Neka je (Y, : n > 1) niz nezavisnih
slucajnih varijabli takvih da je EY,, = 0 i EY,? < co za svaki n > 1, te neka je Sy = 0
iS,=Yi+---4+Y,, n>1. Tada za svaki x > 0 vrijedi

P(max | S |2 7) < =Var(s,).
xXr

1<m<n

Dokaz
Slu¢ajni proces (S, : n > 0) je martingal. Proces X = (X,, : n > 0) definiran s
X, = 52 je submartingal. Sada, ukoliko u Teoremu 1.5. stavimo A = 22, slijedi
P( max | S [> 2) = P(max X > 0) < ~E[X}] = SE[S2] = —=Var(S,)
1<m<n ' = 1<m<n T - 2 " 2 n

O

Lema 1.3. Neka je Z nenegativna slucajna varijabla na vierojatnosnom prostoru (2, F,P).

Tada za svaki p > 1 vrijeds

E[27] = / pt (2 > t)dt.
0

Dokaz
Pomoé¢u Fubinijevog teorema (vidi [12]) ra¢unamo

/ ptp_lP(Z>t)dt:/ ptp_l(/l{z>t}dIP’>dt
0 0 Q
:/Q</O ptp_ll{z>t}dt)dIP>
Z
z/ (/ ptp_ldt>d]P’
Q 0

— E[27]



Martingali i obrnuti martingali 28

Teorem 1.6. (Doobova nejednakost) Neka je X = (X, : n > 0) submartingal i

X, = max X, .
0<m<n

Tada za svaki p > 1 vrijedi

B < (2 ) Bl
p—1
Specijalno, ako je Y = (Y, : n > 0) martingal i

Y= max |Y,, |,

n 0<m<n

tada za sve p > 1 wvrijeds

1Y, P < (25 ) Bl Yo p)

Dokaz

Kako je (Y,,n > 0) martingal, iz Propozicije 1.2. je X, :=| Y,, | submartingal i
vrijedi X =| Y, | i X,, = Y;*. Prema tome, druga nejednakost teorema slijedi iz prve
nejednakosti teorema. Dokazimo i tu nejednakost. (X7 : n > 0) je submartingal pa

primjenjujemo Teorem 1.5. i dobivamo
— 1
P(X,>\) < XE[X,jl{ynM}].
Iz prethodno dokazane nejednakosti, Leme 1.3. i Fubinijevog teorema slijedi

E[X"] :/ pAXTIP(X, > A)dA
0

< / pAp_l(A_l / Xj{l{Xn»}d]P’)d)\
0 Q
Xn
= / X;( / p/\p_Qd)\>d]P’
Q 0

- L/ngﬁldp
p—1Jq
Sq(EHAQWﬂ) (EH§Z|ﬂ>

Teorem 1.7. (Hoeffdingova nejednakost) Neka je Y martingal. Pretpostavimo da

O

postoji niz realnih brojeva Ky, Ky, ... t.d. je P(| Y, —Y,_1 |< K,) =1 za sve n. Tada
je

P(|Y, - Yy |>x) <2 o 0
n O_x)_ exp Zn Ak x> 0.
=1 [
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Gornji teorem nam govori: ako je niz martingalnih razlika omeden (gotovo sigurno),

tada je vjerojatnost da Y,, puno odstupa od svoje inicijalne vrijednosti Yy jako mala.
Dokaz
Ako je ¢ > 0, funkcija g(d) = e¥? je konveksna, pa je

1
eVt (1—d)67¢+§(1+d)e¢ za | d|< 1

l\DI»—

Primjenimo to na sluc¢ajnu varijablu A koja ima ocekivanje 0 i zadovoljava P(| A |<
1) =1 te dobivamo

E[e¥?] < %(6_7’[} +e¥) < ez’ (1.9)
Dokazimo sada tvrdnju teorema. Prema Markovljevoj nejednakosti (vidi [14]) je
P(Y, — Yy > 2) < e R[] 9> 0. (1.10)
Stavimo A, =Y, — Y, _1, pa je

E[ee(Yn—Yo)] _ E[ee(yn,l—yo)eem]'

Uvjetovanjem na F,,_;, dobivamo
E[ee(YanO) ’ Jrnfl] _ ea(Yn—I*YO)E[ 0N, ‘ fn 1]
< =170 o (= 92K2)
pri ¢emu smo koristili ¢injenicu da je razlika Y, | — Yy F,_i-izmjeriva i tvrdnju 1.9.

primjenjenu na slu¢ajnu varijablu £ = . Sada rac¢unamo ocekivanje prethodnog izraza i

taj postupak ponavljamo iterativno ¢ime dobivamo

1 1,
0(Yy—Yo) 0(Yn_1—Y0) 1272 192 2
Ele 0] < E[e”ntTro ]ea:p(29 K?) < 6[Ep(29 ZlKl)
Prema tome, iz 1.10. slijedi
1 n
P(Y, — Yy > z) < exp(—0x + 592 ZKE), 6> 0.

Pretpostavimo sada da je x > 0 i stavimo

T

= —
i K

tada je
1,2
> i K7

Analogno se pokazuje tvrdnja za Yy — Y,,, pa tvrdnja teorema slijedi iz tih dviju nejed-

P(Yn—Yozz)Sem)( x> 0.

nakosti.
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O

Primjer 1.13. Neka su X1, Xo, ... nezavisne slucajne varijable koje imaju Bernoulli-
jevu distribuciju sa parametrom p. Stavimo da je S, = X1+ Xo+---+X, 1Y, = S,—np
da bismo dobili martingal Y. Kao posljedicu Hoeffdingove nejednakosti dobivamo

1.2
2

P(| S, —np |> xv/n) §2exp< ), x>0,

gdje je u = max{p,1 — p}. Owa nejednakost je jedna od modifikacija Bernsteinove
nejednakosti (vidi [13]).

Teorem 1.8. (Konvergencija u £”) Neka je X = (X, : n > 0) martingal takav da
za p > 1 vrijedi
sup E[| X,, |P] < oc.

Tada postoji sluc¢ajna varijabla X, takva da je Xo = lim, o X, g.5. @ u LP(Q), F,P).

Dokaz
Prvo primjetimo da vrijedi
EXy <E|X,| =E[| Xy | 1x,<n] +E[| Xo | Lyxsn]
<1+E[| X, [P 1x, =11
<1+E[| X, "]

Zbog gornje nejednakosti i pretpostavke teorema da je
sup E[| X,, [P] < o0,

vrijedi
supEX," <sup(1+E[| X, []?) < cc.
Tada, prema Teoremu 1.4. postoji slucajna varijabla X, takva da je X, = lim,, o X,

g.Ss.
Dokazimo sada drugu tvrdnju teorema, tj. konvergenciju u £P. Definiramo:

X; = max | X, |, X" =sup | X, |.

1<m<n

Uz ovakve oznake, za sve n > 0 vrijedi

X< X:

n+1 S X*, X* = lim X:;

n—oo

Iz Teorema 1.6. dobivamo

B[] < (2 ) Bl X P < (2

1)p supE[| X,, ] < o0.
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Zbog pretpostavke teorema, iz Lebesguevog teorema o monotonoj konvergenciji slijedi

fsupEn X, [P] < oo,

n—o0

E(X")) = Jim BI(X;)] < 2

tj. X* € £P(Q, F,P). Kako su slucajne varijable | X,,| i | X | dominirane p-integrabilnom
slucajnom varijablom X*, po teoremu o dominiranoj konvergenciji zaklju¢ujemo da je

lim E | X, — X |P= 0.

n—o0

O
Definicija 1.13. Neka su (0, F1,Py) i (9, F2,Py) dva vjerojatnosna prostora. Skup
.A:{A1XA21A1€,F1,AQEJTQ}

zovemo m-sustav podskupova skupa €2 = €2y X Qs. Dodatno definiramo produkt o-algebri
sa
Fl & ]:2 = O'(A)

1 wvodimo oznaku F = F; Q@ Fo.

Korolar 1.2. Pretpostavimo da je X € LP(Q), F,P) i definiramo X,, = E[X | F,,], n >
0, gdje je F = {F, : n > 0} filtracija. Ako stavimo da je

Fo=o(|) 7).
n=0

tada je
lim X, =E[X | Fo] g.s. i u LP(QF,P).
n—oo
Dokaz
Kako je | - |P konveksna funkcija, prema uvjetnoj Jensenovoj nejednakosti (vidi

[14]) vrijedi
Ell Xn [7] = E[| E[X | ] ] <E[E[] X || Fo]] = E[| X "],
iz cega slijedi
supE[| X, [P] <E[| X ] < 0.
Prema Teoremu 1.8. postoji

Xoo=lim X,, g.s. i u LP(QF,P).
n—oo
Znamo da je X, izmjeriva s obzirom na filtraciju F,, D F,, pa je stoga i X Foo-
izmjeriva. Odredimo sada X, i E[X | F|. Neka je A € F,,. 1z Holderove nejednakosti
slijedi
limsup E[| X,, — Xo | 14] < limsup (E | X — Xoo |p) ]P’(A)% =0,

mM—00 m— 00
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Sto povlaci da je

m—0o0
Zbog martingalnog svojstva je E[X,,14] = E[X14] za svaki m > n (A € F, C Fn),
zbog Cega je E[X14] = E[X14]. Ovdje je n > 0 bio proizvoljan, pa vrijedi

/Xd]P’:/XOOdIP’, za sve A€ U}"n
A A n=0

(ovakvu vrstu integrala zovemo stohasticki integral, detaljnije u [10]). Familija (J >, F»
je m-sustav i generira g-agebru F.,. Stoga gornja relacija vrijedi i za sve A € F., Sto
znaci da je X = E[X | Fuol.

(I
1.5. Primjena teorema o konvergenciji martingala
Primjer 1.14. Neka su X, Xo, ... nezavisne jednakodistribuirane slucajne varijable

sa zajednickom funkcijom gustoée f. Pretpostavimo da je poznato da je f(-) jednako
ili p(+) ili q(+), gdje su p i q dane (razlicite) gustoée. Matematicki je problem odrediti
koja od ove dvije funkcije je prava gustoca. To se cesto pokazuje koristeci koeficijent

vjerodostojnosti definiran s

p(X1)p(Xa) - - p(Xa)
Q(Xl)Q(X2) T (](Xn)

(pretpostavijamo q(x) > 0 za sve z) te usvajanjem sljedeée strategije:

Y, =

biramo p ako je Y, > a, biramo q ako je Y, < a,

pri cemu je a neka unaprijed odabrana pozitivna velicina.
Neka je sada F,, = 0(X1, Xa,..., X,). Ako je f= q, slijedi:

E[Y 41 | Fu] = V,E [%} =Y, /00 %q(w)dw =Y,

jer je p funkcija gustoce. Nadalje,

B p(x1)p(zs) - - ()
BVl [ o) alwn) - ala)

p(x1)p(xs) -+ - p(xy,)dxidas - - - dx, = 1.

Iz toga slijedi da je Y martingal, pod pretpostavkom da je q zajednicka funkcija gustoce
od X;. Iz teorema o konvergenciji, limes Yo = lim,,_, Y, postoji gotovo sigurno pod

ovim pretpostavkama. Y, mozZemo eksplicitno izracunati na sljedeci nacin:

log Y, = Z:; log(p(;,(:;) ,

q(
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sto je suma nezavisnih jednakodistribuiranih slucajnih varijabli. Logaritamska funkcija

je konkavna pa prema Jensenovoj nejednakosti slijedi:
p(X1)

l0g< ) =0
q(X1) ]

Primjenom jakog zakona velikih brojeva, zakljuéujemo da n~'logY, kovergira gotovo

E

sigurno u neku tocku iz intervala [—o00,0), Sto povlaci sljedeéu tvrdnju: Y, — Yoo =0
gotovo sigurno. (ovo je slucaj kada niz Y, ne konvergira prema Yy, u srednjem reda 1
i kada je Y, # E[Yy | Fu).)

Rezultat koji nam govori da Y,, — 0 gotovo sigurno nam govori da je Y, < a za sve
velike n te da stoga nase pravilo odlu¢ivanja daje tocan rezultat (tj. da je f=q) za sve

velike n.

Primjer 1.15. Neka je f: [0,1] — R izmjeriva funkcija takva da je

[ 1) e < o

Pokazati éemo da postojgi niz step funkcija (f, : n € Ny) takvih da f,(z) — flz) kada
n — 00, osim mozZda na nekom skupu Lebesqueove mjere 0.

Neka je X uniformno distribuirana na skupu [0, 1]. Definiramo X,, na sljedeéi nacin
X, =k27" ako je k27" <X <(k+1)27"

pri cemu su k © n nenegativni cijeli brojevi. Lako se vidi da X,, T X g.s. kada n — oo
te da je 2"(X,, — X,,_1) jednako n-tom koeficijentu u binomnoj formuli za X.
Definiramo Y = f(X) 1Y, = E[Y | F,] gdje je F, = o0(Xo,X1,...,X,). Sada je
E | f(X) |< oo pa je Y uniformno integrabilan martingal. Sada slijedi da Y, —
Yo = ElY | Ful gotovo sigurno gdje je Foo = 0(Xo, X1, Xo,...) = o(X). Stoga je
Yo =E[f(X) | X] = f(X) te dodatno vrijedi:

Xp+277
Y, —E[Y | F)] = E[Y | Xo, X1, ..., X,] = / Fu)2"du = f,(X)
gdje je fn, :[0,1] — R step funkcija definirana sa
folz) = 2”/ T, + 27" f(u)du,

x,, je broj oblika k2™" koji zadovoljava x,, < x < x, + 27", Kako znamo da f,(X) —
f(X) gotovo sigurno, stoga fn(x) — f(x) za skoro sve x i dodatno vrijedi

/1|fn($)—f(x)|dx—>0 kada n — oo
0
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Primjer 1.16. (Problem pakiranja) Dano nam je n objekata sa velicinama

1, %2, ..., Ty 1 neogranicen broj kutija volumena 1. Postavlja se pitanje koliki je mi-
nimalan broj kutija potrebnih da bismo spakirali ove objekte. U slucajnoj verziji ovoga
problema pretpostavljamo da objekti imaju nezavisne slucajne velicine X1, Xs, ... koje
imaju neku zajednicku distribuciju na [0,1]. Neka je B, (slucajan) broj kutija potrebnih
da bismo ucinkovito spakirali redom X1, Xs,--- , X, tJ. B, je minimalan broj kutija sa
ukupnim kapacitetom jednak kapacitetu svih objekata koje treba spakirati takav da suma
velicina objekata v svakoj kutiji ne premasuje ukupni kapacitet. MozZe se pokazati da
B,, raste priblizno linearno u n, tj. postoji pozitivna konstanta (3 takva da n=*B, — 3

g.s. kada n — co. Ovo neéemo pokazivati, ali uocimo posljedicu toga:

%E[Bn] — 0B, n— oo. (1.11)

Sljedece pitanje koje se postavlja je koliko je B, blizu svom ocekivanju E[B,] i tu
mozemo iskoristiti Hoeffdingovu nejednakost. Za i < n, neka je Y; = E[B, | Fi], gdje
je F; o-algebra generirana sa X1, Xs, .. .. Lako se vidi da je Y = (Y;,i < n) martingal
i to ¢ak konacan. Nadalje, Y, = B,, i Yo = E[B,] jer je Fy trivijalna o-algebra.

Neka je sada B, (i) minimalan broj kutija potrebnih za pakiranje svih objekata osim
i-tog. Kako objekte pakiramo ucinkovito, mora vrijediti B,(i) < B, < B,(i) + 1.
Racunamo:

E[Bn(i) | Fiea] < Yiy SE[Bn(i) | Fica] + 1,
E[B,(i) | F] < Y; < E[Bu(i) | Fi] + 1.
Takoder, E[B, (i) | Fi_1] = E[B,(i) | F;| jer ne pakiramo i-ti objekt pa je stoga infor-
macija o X; nebitna. Iz prethodne dvije nejednakosti slijedi da je | Y; —Y;—1 |< 1. Sada

primjenjujemo Hoeffdingovu nejednakost (Teorem 1.7.) i dobivamo

1$2

B(| By~ E(B,) |2 2) < 2eap(—2), @ >0.
n

Na primjer, ako stavimo x = en, wvidimo da vjerojatnost da B, odstupa od svog
oc¢ekivanja za en (ili vise) raste eksponencijalno v n kada n — oo. Takoder, iz 1.11.

dobivamo da kada n — oo vrijed:

P(| B, —fBn|>en) < 2exp{ - %5271[1 +o(1)] }

Primjer 1.17. (Problem trgovackog putnika) Trgovacki putnik treba posjetiti n
gradova pri cemu si sam bira rutu. Postavija se pitanje kako ce pronaci najkracu rutu
i koliko ce ona biti duga. Postavimo problem matematicki. Neka su Py = (Uy, V1), Py =
(Uz, Vo), ..., Py = (Uy, Vi) nezavisne i uniformno distribuirane tocke u jediniénom kva-

dratu [0,1]2, tj. pretpostavijamo da su Uy, Us, ..., Uy, Vi, Va, ..., V, nezavisne slucajne
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varijable s uniformnom distribucijom na [0,1]. Potrebno je obiéi sve ove tocke ko-
risteci avion. Ukoliko ih posjecujemo sljedecim redosljedom: Pry, Pr2),. .., Prn) 20

neku permutaciju © skupa {1,2,... n}, ukupna duljina puta iznosi

n—1
d(m) =Y | Prs1y = Priy | + | Prw) — Pry |-
1=1

gdje je | - | Euklidska udaljenost. Najkraca ruta ima duljinu D, = min, d(7). MoZze
se pokazati da se asimptotsko ponasSanje od D, za velike n moZe opisati na sljedect
nacin: postoji pozitivna konstanta T takva da D, /\/n — 7 g.s. To neéemo dokazati,
ali wocimo posljedicu

%E[Dn] =T, n — oo. (1.12)
Koliko je D,, blizu svog ocekivanja? Kao i u proSlom primjeru, na ovo pitanje se moze
odgovoriti pomocéu Hoeffdingove nejednakosti. Neka je Y; = E[D,, | F;| za i < n, gdje
je Fi o-algebra generirana sa Py, Py, ..., P;. Y je martingal te je Y,, = D,, i Yy = E[D,].
Neka je D, (i) duljina minimalnog puta kroz tocke Py, Py, ..., Pi_1, Piiq, ..., P, 1 uo¢imo
da je B[D, (i) | Fi] = E[D, (i) | Fi—1]. Bitna nam je sljedeca nejednakost

gdje je Z; najkraca udaljenost od tocke P; do jedne od tocaka Pyyq, Pyyo, ..., P,. Ocito
je D, > D,(i) jer svaka tura koja sadrzi svih n tocaka sadrzi i turu sastavljenu od
podskupa Py, ..., P, Pii1,...,P,. PokaZimo sada drugu nejednakost u 1.13. Pret-
postavimo da je tocka P; nagbliza tocki P; od svih tocaka iz skupa {Pi1, Piya, ..., Py}
Jedan od nacina kako mozZemo posjetiti svih n tocaka je da idemo optimalnom turom
Py,...,P_1,P1,..., P, i dasekada dodemo u P; vratimo u P;. Rezultirajuca putanja
nije prava tura, ali se moze preformulirati da dobijemo turu i to tako da pri povratku ne
slijecemo u P; nego idemo direktno u sljedecu tocku. Tako dobivamo turu ¢ija duljina
nije veéa od D, (i) + 2Z;.

Sada uzimamo uvjetno ocekivanje s obzirom na F;_1 i+ F; od 1.13. i dobivamo

E[Dy (i) | Fic1] <Y1 S E[Dn(i) | Fica] + 2E[Z; | Fia],
E[Dn(i) | Fi] <Yi <E[Dn(i) | Fi] + 2E[Z; | Fil,
12 cega slijeds
|Y; = Yioy |< 2max{E[Z; | F)),E[Z | Fii1]}, i<n-—1. (1.14)

Da bismo odredili desnu stranu, stavimo da je Q € [0,1]* i neka je Z;(Q) najkraca
udaljenost od Q) do nagblize tocke iz skupa od n — i tocaka koje su izabrane uniformno
na slucajan nacin iz jedinicnog kvadrata. Ako je Z;(Q) > x, tada nijedna tocka ne

lezi unutar kruga C(z,Q) radijusa = sa sredistem u Q. Primjetimo da je v/2 najveca
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moguca udaljenost dviju tocaka iz ovoga kvadrata. Sada postoji ¢ takav da, za svaki
r € (0,v2], presjek od C(z,Q) sa jedinicnim kvadratom ima povriinu barem cx?,

uniformno na Q). Prema tome
P(Z/(Q) > x) < (1 — cx®)" ", 0<x<+V2.

Integriranjem po x dobivamo

ol
n—1i

V2 ' Va2 o
E[Z(Q)] = / (1 —cx?)"'dr < / e =iy <
0 0

za neku konstantu C. Vraéanjem na 1.14., zakljucujemo da su sluc¢ajne varijable E[Z; |

Fi| t E[Z; | Fi—1] ogranicene s C/v/n — i odakle je

C
n—1

U slucaju kada je i = n, koristimo trivijalnu medu | Y, —Y,_1 |< 2v/2, $to je dvostruka
duljina dijagonale kvadrata.

Sada primjenjujemo Hoeffdingovu nejednakost. Dobivamo

2
P(| D, —ED,, |> z) < 2exp| — —
: 20 st - g

—Az?
< 2exp ogn |’ x>0,

za neku pozitivnu konstantu A. Owva tvrdnja, zajedno sa 1.12. daje

n

P(| D,, — 7v/n |> ey/n) < 2exp(—Bé? ), e >0,

logn

za neku pozitivnu konstantu B i sve velike n.

Primjer 1.18. (Waldov identitet) Neka su Xi, Xs,... nezavisne jednakodistribu-
irane slucajne varijable sa zajednickom funkcijom izvodnicom momenata M(t) = E[etX].
Pretpostavimo da postoji barem jedna vrijednost t # 0 takva da je 1 < M(t) < oo i
fiksiragmo takav t. Neka je S, = X1 + Xo+ --- + X,,. Definiramo

etSn

Y :1 Yn: ) >1?

i stavimo da je F, = 0(X1,Xs, ..., X,). Ocito je Y martingal s obzirom na filtraciju

F. Sada nas zanima kada ée vrijedit

postogi konstanta ¢ t.d. B[ | Yoy — Y, | |[Fu] <c¢ Vn <T, (1.15)
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gdje je T" vrijeme zaustavljanja. U slucaju kada prethodna nejednakost vrijedi, imati
éemo: ElYr] = E[Yy]. Neka T ima konacno ocekivanje i uocimo

E[| Y1 — Y | |[F] = V,E }]\th) —1|| < ]\;&)E[e”{ +M(t)] =2Y,. (1.16)
Pretpostavimo sada da je T takav da je
| S, |<C za n<T, (1.17)
gdje je C konstanta. Sada je M(t) > 114
etSn eltlc

Y, = < e't‘c, za n<T

<
Mt — M)~
sto nam daje tvrdnju 1.16. pa je zadovoljeno svojstvo 1.15.. Prema tome, ako je T
vrijeme zaustavijanja sa konacnim ocekivanjem t.d. je zadovoljeno 1.17., tada je

E[e™TM(t)~T] = 1 kad god je M(t) > 1

1 ovu jednadzbu zovemo Waldov identitet.
Pogledajmo sada jednu primjenu Waldovog identiteta. Pretpostavimo da X; ima strogo
pozitivnu varijancu i neka je T'= min{n : S, < —a ili S,, > b} gdje su a,b > 0 (T
zovemo vrijeme prvog izlaska iz intervala (—a,b)). Zasigurno je | S, |< max{a,b}
ako je n < T. Nadalje, ET < oo §to se moze pokazati na sljedeci nacin. Prema
nedeterminiranosti od X;, postoje M i e > 0 takvi da je P(| Syr |[> a+b) > . Ako
bilo koji od | Sar |, | Sane — Sar |-+, | Sk — Sa—1ym | prede iznos od a + b, tada je
proces u vremenu kM morao premasiti (—a,b). Prema tome, P(T > kM) < (1 — €)*
sto implicira

E[T]=> P(T>i) <MY P(T >kM) < oc.

i=1 k=0

Zakljucujemo da je zadovoljen Waldov identitet. U puno slucajeva primjene Waldovog
identiteta postoji 6 # 0 takav da je M(0) = 1. Ako u Waldov identitet stavimo t = 0,
dobivamo E(e?5T) = 1 ili

n.P(S < —a) + nP(Sp > b) = 1

gdje je
N = E[e”T | 57 < —d]
m = E[e”T | Sp > 1]

pa je
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1- a
P(Sp > b) = —1°
Mo — Ta
Za velike a i b, razumno je pretpostaviti da je n, ~ e~ in, ~ €% sto nam daje sljedece
aproksimacije

e —1
1 — et
]P)(ST Z b) ~ —eeb — efGa

Ove aproksimacije su tocne ako je S jednostavna slucajna Setnja i ako su a i b pozitivni
cigeli brojeuvi.
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2  Obrnuti martingali

2.1. Motivacija i definicija obrnutih martingala

Obrnuti martingali su, kako se moze zakljuciti iz imena, suprotni standardnim mar-
tingalima. Naime, u ovoj kockarskoj strategiji se i dalje povec¢ava ulog, ali za razliku
od martingala, ovdje to radimo nakon pobjede. Cilj je prije doéi do pobjede (vratiti
ulozeno) kroz pobjednicki niz. Naime, znamo da ¢emo u nekom trenutku izgubiti ulog.
Ukoliko povisujemo svoj ulog nakon pobjede, u samo jednoj partiji mozemo ostati bez
kapitala ukoliko nismo disciplinirani te tako ispadamo iz igre. Stoga je nuzno strogo
se drzati prakse upravljanja novcem. Potrebno je sacuvati profit tokom cijele igre i
ponoviti pocetni ulog u sljedecoj partiji. Tada se sve svodi na to da li mozemo precizno
procijeniti koliko dugo ¢e trajati nas pobjednicki niz.

Obrnuti martingali su martingali indeksirani vremenom iz Z_. Oni su nesto "finiji” u
odnosu na klasi¢ne martingale jer automatski imaju svojstvo uniformne integrabilnosti

posto je Xo € LYQ,F,P) i E[X,|F,] = X,, Vn<0.

Pretpostavimo da igramo rulet i to Parolijev sustav koji koristi obrnute martingale.
Podsjetimo se, to znac¢i da udvostruc¢ujemo svoj ulog nakon dobitka. Ono Sto kockari
preporucuju jeste da se izabere jedna boja (crvena ili crna) na koju éemo se ”kladiti”.
To znaci, ako izaberemo crvenu boju, ¢ekamo trenutak kada ¢e se pojaviti crvena boja
kao pobjednicka (prije toga ne sudjelujemo u igri) te u sljedeéem trenutku stavljamo
svoj ulog opet na crvenu i tako nastavljamo kroz sve partije. Takoder, bitno je zapamtiti
da dokle god ne dodemo do trenutku u kojemu ¢emo odustati, gubimo jednu novcéanu
jedinicu. Objasnimo to primjerom. Neka smo izabrali crvenu boju kako je ranije
objasnjeno te da odustajemo nakon sedam crvenih karata za redom i opet ¢ekamo da
se pojavi crvena da se vratimo u igru. Nakon sto se pojavila crvena, opet ulazemo
i odnosimo pet pobjeda te na zadnjem ulogu izgubimo. Da nismo izgubili, osvojili
bil+4+2+4+8+ 16 = 31. Sljedeé¢i ulog bi bio u iznosu od 32 novcane jedinice
koji smo izgubili pa smo ukupno kroz cijeli niz partija izgubili jednu novcéanu jedinicu.
S obzirom na ¢injenicu da gubimo jednu novéanu jedinicu svaki put kada nismo u
trenutku u kojemu odustajemo od igre, dolazimo do puno malih gubitaka koji se vrlo

brzo nagomilaju.

Definicija 2.1. Neka je (2, F) izmgerivi prostor. Familija F = {F, : n > 0} o-
podalgebri od F takvih da za svaki n > 0 vrijedi F,, O Fni1 zove se obrnuta filtracija
na (2, F).

Definicija 2.2. Slucajni proces X = (X,,n > 0) je obrnuti martingal s obzirom na
obrnutu filtraciju F = {F, : n > 0} ako vrijedi:

1. E[| X, |] <00, Vn>0,
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2. X je adaptiran na F,
3. E[Xn | ./T"n_H] = Xn-i—l; Vn Z 0.

Definicija 2.3. Slucajni proces X = (X,,,n > 0) je obrnuti supermartingal s obzirom
na obrnutu filtraciju F = {F, : n > 0} ako vrijedi:

1. E| X, |] <00, Vn>0,
2. X je adaptiran na T,

3. ]E[Xn | .Fn+1] S Xn+1, Vn Z 0.

Definicija 2.4. Slucajni proces X = (X,,n > 0) je obrnuti submartingal s obzirom
na obrnutu filtraciju F = {F, : n > 0} ako vrijedi:

1. El| X, |] <00, Vn>0,
2. X je adaptiran na T,

3. ]E[Xn ‘ .Fn+1] Z Xn+1, \V/n Z 0.

Definicija 2.5. Neka je (0, F,P) vjerojatnosni prostor. Funkcija f € LY(n) je uni-

formno integrabilna u odnosu na mjeru p ako za svaki € > 0 postoji & > 0 takav da
Je

[ 1fldu <

E

Teorem 2.1. Neka je X,, obrnuti martingal. Tada

za W(E) < 6.

lim X, = X_

n——oo
postoji gotovo sigurno u prostoru L'(Q,F,P).
Dokaz
Neka je
A: ={w: X,(w) ne konvergira prema limesu iz [—oo, oo}
= {w: liminf X, (w) < limsup X,,(w)}

= U {w : liminf X, (w) < a < b < limsup X, (w)}.
a,beQ "

Neka je Uyla, b](w) jednako najveéem k koji zadovoljava sljedece: postoje

0<sg1 <ty <...<sp<tp, <N
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takvi da je

Xs(w)<a<b< Xy(w), 1<i<k.
Ovako definiran, Uy/[a, b] je broj prelazaka intervala [a,b] prema gore do trenutka N.
Ocito je Uyla, b](w) neopadajuéi u N. Neka je sada

Usola,bl(w) = lim Uyla, b](w).

N—oo

Tada raspis s pocetka dokaza mozemo zapisati u sljede¢em obliku:

A= | {w:Uxabw) =} = |J Aas

a<b;a,beQ a<b;a,beQ

Nejednakost prelazaka nam daje da je P(€2,,) = 0 za sve a < b pa je stoga P(Q2) = 0.
Podsjetimo se, U,[a, b] je broj prelazaka intervala [a,b] prema gore od X, kada n —

—o00. Prema nejednakosti prelazaka slijedi
(b= a)E[Un[a, b]] <E[| Xo [[+ | a].

Kako Uy,[a,b] / Usla,b], iz teorema o monotonoj konvergenciji slijedi
E[Uxla,b]] <o = P(A,;) =0.

Ova tvrdnja povlaci da X,, konvergira gotovo sigurno prema X ..
Sada, X,, = E[X, | F,]. Prema tome, X,, je uniformno integrabilan sto znaé¢i da
X, — X oo u LYQ,F,P).

Teorem 2.2. Ako je X_o =lim,,_ X, @ F_oo =), Fn, tada je

X_ oo =E[Xy | oo

Dokaz
Neka je X,, = E[X, | F.]. Ako je A € F_ C F,, tada je E[X,|A] = E[X,|A].
Sada vrijedi
| E[Xn|A] = E[X_o|A] | =| E[X5 — X _o|A] |
S EH Xn - Xfoo | |A]

<E[| X, —X_|] 20, n— —oo(prema prethodnom teoremu)

Nadalje, E[X_,|A] = E[X(|A]. Prema tome, X_, = E[X( | F_o].
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Teorem 2.3. Neka F, \(F- 1Y € L}Q,F,P). Tada

ElY | F] = E[Y | Foool g.5. u LYQ,F,P).

Dokaz
X, = E[Y | F,] je obrnuti martingal po definiciji. Nadalje,

Xy =X o g5 u LY, TFP).
Prema prethodnom teoremu
X o =E[Xy | Fooo] =E[Y | F_oo].

Prema tome,

EY | Fo] = E[Y | F_oo).

O

Primjer 2.1. (Jaki zakon velikih brojeva) Jaki zakon velikih brojeva se moze do-
kazati koristeci obrnute martingale. Da bismo to vidjeli, prvo iskazimo ovaj teorem:

Neka je (X;,1 > 1) familija nezavisnih jednakodistribuiranih slucajnih varijabli u L' (2, F, P)
sa p = E[X1]. Definiramo S, = X1+ -+ X,,, zan >111 Sy =0. Tada S,/n — u
kada n — oo u prostoru L' (2, F,P).

Dokaz:

Neka je G, = 0(Sp, Snt1,--.) = 0(Sn, Xus1,...). Sada éemo pokazati da je (My,n <
—1) = (S_,/(—n),n < —1) obrnuti martingal s obzirom na {F, :n < —1} = {G_,, :

n < —1}. Zam < —1 vrijedi

S—m—l
E|M,, Fm| = E —ml-
Mt | ] = B[t 6]
Kako je X,, nezavisno od X, 1, Xnio, ..., ako stavimo da je n = —m dobivamo
Sh_1 S, — X, Sh, X
E =E— = —E .
[n—lygn] [n—l | G n—1 [n—l‘S"]

Koristeéi simetriju, uoc¢imo da je B[ Xy | S,] = E[X; | S,] za sve k. Zaista, za svaki

A € B(R) E[X1(S,, € A)] ne ovisi o k. Ocito je
EX: | Spl + -+ E[X, | Sp] = E[S, | Sn] = Sh,

pa je stoga E[X,, | S,] = Sp/n g.s. Konacéno dobivamo

E

n—1 —1_n(n—1):F g5

S, Sy S Sn
! | gn] -
n
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Prema teoremo o konvergenciji obrnutih martingala, zakljuéujemo da S, /n konver-
gira kada n — oo u prostoru L'(u) prema nekoj slucajnoj varijabli, recimo Y =

lim,, o0 Sp/n. Ocito je za svaki k

X1+ 4 Xy

)

Y = lim

n—oo n

pajeY Ty = 0(Xgi1,...)-izmjerivo, za svaki k pa je i NgTg-izmjerivo. Prema Kolmo-
gorovljevom 0 — 1 zakonu (vidi [12]), zakljuéujemo da postoji konstanta ¢ € R takva da
je P(Y =¢) =1 i tada je

c=E[Y] = lim E[S,/n] = p.

n—oo

Teorem 2.4. (De Finettijev teorem) Neka je Xy, Xo, ... izmjenjivi niz, tj. za svaki
n i m, €S, vrijedi
(X17 s 7Xn) é (Xﬂ—n(l)v---vXTrn(n))

(postoji permutacija koja jedan niz preslikava u drugi). Neka je € izmjengiva o-algebra

takva da je
={A:mA=AVm €8} ¢=J&
Tada, uvjetno na &, Xy,...,X,,... je niz nezavisnih jednakodistribuiranih slucajnih
varijabli.
Dokaz
Definiramo

1
Pk (i)

Zbog izmjenjivosti vrijedi
An(0) = E[An(9) | &l = E[p(Xa, ..., X5) | &
— E[o(X, ..., X,) | €]
prema teoremu o konvergenciji obrnutih martingala. Kako X7, X5, ... ne moze biti niz

nezavisnih jednakodistribuiranih slucajnih varijabli, slijedi da & moze biti netrivijalna.

Prema tome, limes ne treba biti jednak konstanti. Definirajmo sada dvije pomoc¢ne

funkcije
f R SR, g:R—=R.
Nadalje, neka je I, skup koji sadrzi sve brojeve za koje vrijedi 1 < 4y,...,% < n.
Tada je
iEIn,kflf(Xil ,.A.,Xikil) m<n

T
L

= Z f(Xi"">Xik—1>g(Xik)+ Z f(Xin""Xik—l) ' g(Xij) .

o
u
3
EY
.
o
g
B
|
=
<
Il
—
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Neka su sada
oi( X1, Xpm1) = f( X1, Xem1)9(XG), 1<j<k—1

¢(X1, Ce 7Xk) = f(Xl, Ce ka—l)g(Xk)-

Tada je
k—1

Ny An(fINAL(G) = 1y, An(D) + 1y, Z Ap(;)-

Gornji izraz podijelimo sa n,, te dobivamo

n

1 k
n_—k_l_lAn(f)An(g) = A (¢) + T ;An(%‘)

Kako je || f [leo< 00 1 || g [Joo< 00, iz prethodan dva raspisa dobivamo sljedeéu
jednakost

E[f(X1,..., Xe1 [ OE[g(X0) | ] = E[f (X1, .., Xpo1)g(Xe) | €]

Na temelju prethodne jednakosti, zaklju¢ujemo da za svaku kolekciju omedenih funckija
.fl; ey .fk Vl"ijedi

k k
E{Hﬁ(&-) | 5} - HE[;&(X» | 5}
i=1 i=1
O
2.2. Primjeri obrnutih martingala
Primjer 2.2. Neka su X1, Xo, ... nezavisne jednakodistribuirane slucajne varijable sa
vrijednostima u 0,1,2, ... te neka je S, = X1+ Xo 4+ ---+ X,,. Turdimo da je
P(Sy >k za neke 1<k<N]|Sy=>b)=min(l, %), (2.1)

za sve b takve da je P(Sy = b) > 0. Nije odmah ocito da ovo implicira Ballot teorem
(vidi [1]), medutim moZemo to promotriti i na sljedeéi nacin. U tome teoremu, svaki
od N glasaca ima dva glasa; on ili ona dodjeljuje oba glasa ili kandidatu A ili kandidatu
B. Oznacimo sa X; broj glasova koje je i-ti glasac¢ dodijelio osobi A (prema tome, X;
je jednak ili 0 ili 2) te pretpostavimo da su X; nezavisni. Sada je Sy > k za neke

1 <k <N ako i samo ako B nije uvijek v vodstvu. Izraz 2.1. povlaci

P(B wvijek vodi | A dobiva svih 2a glasova) =1 —P(S, >k za neke 1<k<N|S,)

= 2a
2a
=1- =
N
pP—q
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ako je 0 < a < %N, gdje je p = 2N — 2a broja glasova koje je dobila osoba B, a ¢ = 2a

broj glasova dodijeljenih osobi A. Ovo je tzv. teorem o glasackim listicima. Da bi smo

Sn
n

dokazali 2.1., stavimo da je F, = 0(Sn, Sni1,...) @ podsjetimo se da je obrnuti

martingal s obzirom na filtraciju F. Fiksirajmo N i stavimo da je

T {mam{k Sy >k i 1<k< N}, ako ovo postoji

L, mace.
Ovo moZda ne izgleda kao vrijeme zaustavljanja, ali jeste. Uostalom, za 1 <n < N,
T=n=5,>n, Sp<k za n<k<N,

je dogadaj definiran preko Sy, Spi1, ... pa prema tome on lezi u o-algebri F,, generira-
nom ovim sluc¢ajnim varijablama. Slicnim zakljucivanjem dobivamo da je {T = 1} €
Fj.

Mozemo pretpostaviti da je Sy = b < N jer je 2.1. oc¢ito za b > N. Neka je

A={S, >k za neke 1<k<N}.

Kako je Sy < N to znaci da, ako se A dogodi, to mora biti slucaj da je Sy > T i

St <T+1. Uovom slucaju je X711 = S — St < 1, pa je Xpiq1 = 0 iz ¢ega slijedi

STT = 1. U drugom slucaju, ako se A nije dogodio, tada je T = 1 i takoder St = S; =0
Sy _ St

$to povlaci da je 3= = 0. Iz toga slijedi da je 2= = I ako je Sy < N, gdje je I

indikator dogadaja A. Primjenjujuci ocekivanje, dobivamo:
1
E[?ST | SN:b} :IP’<A | SN:b> ako je b<N.

Na kraju, kako je % obrnuti martingal dobivamo

E[%ST | Sy :b} :P(%SN | Sy = b) — %

Spajanjem posljednje dvije jednakosti, dobivamo tvrdnju 2.1.
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Sazetak

U ovome radu promatramo specificnu vrstu slucajnih procesa koje zovemo martinga-
lima. Zbog njihove velike primjene u raznim matematickim aspektima, navodimo pri-
mjere gdje se upravo primjenom tzv. martingalnog svojstva dolazi do bitnih rezultata
u tim matematickim podruc¢jima. Kroz cijeli rad navodimo razne definicije potrebne
za iskazivanje bitnih tvrdnji o martingalima. U drugom dijelu uvodimo drugu vrstu
slucajnih procesa koju ¢emo zvati obrnuti martingali. Navodimo razlike u odnosu na

klasi¢ne martingale te modificiramo tvrdnje koje vrijede za martingale.

Kljucne rijeci: slucajni procesi, martingali, martingalno svojstvo, martingali u dis-

kretnom vremenu, martingali u neprekidnom vremenu, obrnuti martingali

Summary

In this paper, we observe a specific type of random processes that we call martingales.
Due to their great application in various mathematical aspects, we list examples where
we see important results which arise from martingal property. Through the whole
paperwork, we list the various definitions that are needed to express the important
statements about martingales. In second part, we introduce a second type of random
processes that we call reverse (or backward) martingales. We mention the differences
compared to the classic martingales and we modify the claims that apply to martinga-
les.

Keywords: random processes, martingales, martingal property, martingales in a dis-

crete time, martingales in a continuous time, backwards martingales
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Zivotopis

Rodena sam 2. prosinca 1992. godine u Vinkovcima. Godine 2007. zavrsavam Os-
novnu skolu fra. Bernardina Tome Leakovi¢a u Bosnjacima te upisujem Gimnaziju u
Zupanji, smjer prirodoslovno-matematicka gimnazija. Tijekom osnovnoskolskog i sred-
njoskolskog obrazovanja biljezim nastupe na natjecanjima iz matematike, hrvatskog
jezika, njemackog jezika te informatike. Nakon zavrSene srednje skole, upisujem se
na Odjel za matematiku u Osijeku gdje u razdoblju od 2011.-2014. pohadam preddi-
plomski studij matematike nakon kojega upisujem diplomski studij matematike, smjer
financijska matematika i statistika. Na drugoj godini diplomskog studija odradujem
struénu praksu u Hrvatskoj agenciji za hranu (HAH) gdje provodim statisticku analizu
njihovih podataka i to deskriptivnu statistiku za podatke dobivene iz Hrvatskog epide-
mioloskog zavoda, procjenu rizika za koli¢inu zive u ribi te procjenu rizika za kolicinu
nitrata u povréu (podaci dobiveni vlastitim mjerenjima HAH-a). Od 18. travnja
2017. sam zaposlena u Erste&Steiermdarkische Bank d.d. kao mladi stru¢ni suradnik
za upravljanje risk podacima i izvjestavanje u Sektoru upravljanja rizicima, Direkcija

za strategiju i izvjeStavanje u Zagrebu.



