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Sazetak

U ovom zavrsnom radu upoznat ¢emo se s reziduumima kompleksne funkcije kom-
pleksne varijable i nekim njihovim primjenama. Pokazat ¢emo primjenu reziduuma
na realne integrale specijalnih oblika kao i na racunanje beskona¢nih suma. Rad
takoder sadrzi rijeSene primjere koji vode na primjenu reziduuma.

Kljucne rije¢i: singulariteti, reziduumi, integrali, sume

Abstract

In this final paper residues of complex function of complex variables will be intro-
duced along with some of their applications. The application of residues on solving
real integrals and calculating value of infinity sums will be shown. This paper also
contains solved examples that lead to application of residues.

Key words: singularities, residues, integrals, sums
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1 Uvod

U ovom radu razmatramo integrale kompleksnih funkcija kompleksne varijable, po-
sebno primjene teorema o reziduumima. U toc¢ki 2 promatramo pojam singulariteta za
kompleksne funkcije. U tocki 3 navodimo teorem o reziduumima i ilustriramo ga na ne-
koliko primjera. U tocki 4 pokazujemo primjene teorema o reziduumima kod izrac¢una-
vanja realnih nepravih integrala specijalnih oblika te takoder kod ra¢unanja beskona¢nih
suma.

Osnovni Cauchyjev teorem za integrale kompleksih funkcija nam kaZe da je integral
analiticke funkcije po zatvorenoj krivulji I jednak 0 tj,

ﬁf(z)dz =0 o

zla) = z(b)

Slika 1. Zatvorena krivulja

Sto ako funkcija nije analititka? Izbjegavat éemo situaciju kada funkcija "eksplodira" (ode
u beskonac¢nost) na rubu. Tada moramo generalizirati krivuljne integrale na "neprave
krivuljne integrale". No, situacija kada funkcija nije analiticka u nekoj toc¢ki unutar I je
zanimljivija. Kao generalizacija Cauchyjeve integralne formule, teorem o reziduumima
je mocan alat za izratunavanje [ f(z)dz kada je T' zatvorena krivulja i kada funkcija
ima izolirani singularitet unutar I'. Takoder teorem o reziduumima mozemo koristiti za
racunanje realnih integrala i suma.



2 Singulariteti

Definicija 2.1 Neka je () C C otvoren skup. Za funkciju f : QO — C kaZemo da je holomorfna
ako je derivabilna i derivacija f' je neprekidna na Q). Za funkciju f kaZemo da je holomorfna u
tocki zg ako postoji okolina tocke zg na kojoj je f holomorfna.

Definicija 2.2 Neka je () C C otvoren skup, a f : QO — C funkcija. KaZemo da je tocka zg € ()
singularitet funkcije f ako u tocki zo funkcija f nije holomorfna ili uopée nije definirana u toj
tocki.

Definicija 2.3 Za kompleksnu funkciju kompleksne varijable f : C — C kaZemo da ima izoli-
rani singularitet z(, ukoliko postoji p > 0 takav da je funkcija f holomorfna na skupu
K*(zo,p) ={z € C:0 < |z—z9| < p}, a da fnije holomorfna na ¢itavom krugu K(zo, p).

Primjer 2.1 Pogledajmo sljedece primjere:
1. z =1, &i su izolirani singulariteti funkcije f(z) = (Z*l)STH)

e
sin(Z)

2. z = },k € N su izolirani singlularitetu funkcije f(z) =
Uocimo kako 0 nije izlolirani singularitet ove funkcije.

Navedimo sada teorem o Laurentovom redu funkcije f oko to¢ke zp na kruznom vijencu.

Teorem 2.1 (O Laurentovom redu) Neka je f holomorfna na kruznom vijencu
K = K(zo; 1, R) oko tocke zo. Tada za svaki z € K vrijedi:

&= Y eulz—z)" &)

n=—oo
gdje su koeficijenti dani formulom
_ 1 f(2)
Cn = 2m’j§ E _ZO)anz, ne4z (2)
a T je pozitivno orijetirana kruzZnica oko zq radijusa p, gdje je p € (r, R). [

Definicija 2.4 (Klasifikacija izoliranih singulariteta) Za izolirani singularitet zy funkcije f
kazZemo da je:

(a) uklonjiv, ukoliko postoji lim f(z)

Z—2Z0

(b) pol, ukoliko je lim f(z) = oo

Z—2Z0

(c) bitan singularitet, ukoliko lim f(z) ne postoji.
Z—2Z0



3 Reziduumi

U ovoj ¢emo tocki dokazati teorem o reziduumima, koji je vrlo koristan i teorijski i u
primjenama. Neka je I' kontura u Q) (tj, I je jednostavna zatvorena krivulja) i neka zp ne
lezi na T. Ako funkcija f ima singularitet u zo, koliko onda iznosi vrijednost [ f(z)dz?
Ukoliko u (2) stavimo n = —1, dobivamo 27tic_1.

Definicija 3.1 Neka f ima izolirani singularitet u tocki zq te neka je
4o
flz)= ). cu(z—20)"
n=—oo

njezin Laurentov red. Reziduumom fukcije f nazivamo koeficijent uz c_q
i oznacavamo c_1 = Res(f,zp)

Teorem 3.1 Neka je f holomorfna na K*(zg, R) i neka je T' bilo koja pozitivno orijentirana kon-
tura oko zg koja je sadrZana u K*(zo, R). Tada je

ﬁf(z)dz = 27miRes(f, zo).

Dokaz: 1z teorema o Laurentovom redu imamo

Res(f,zp) =c_1 = ! ﬁ (z _]ZCO()Z()—l)HdZ = %frf(z)dz

2

gdje je I' bilo koja kruZnice oko zp radijusa manjeg od R. Zamjenja kruZnice sa pro-
izvoljnom konturom oko zj zahtijeva argument slican onome koji pokazuje da se mogu
koristiti krugovi bilo kojeg polumjera. u

o . iy Lo . e
Primjer 3.1 Neka je I jedinicna kruZnica pozitivno orijentirana. Izracunajmo j{ ;dz.
r

Funkcija f(z) = é ima singularitet u 0. Razvojem u Laurentov red

f(z) =% =14 Y. 2 dobivamo da je Res(f,0) = 1. Primjenom Teorema 3.1 dobivamo
n=

(n+1)!
Z
j{ %dz — i,
T



Teorem 3.2 (o reziduumima) Neka je I' jednostavna zatvorena pozitivno orijentirana kontura,
neka su zy,zy, ...,z tocke unutar konture I' i neka je f analiticka na T i njezinoj unutrasnjosti
osim u tockama z;,i =1,...,n. Tada je

ﬁf(z)dz = 271i i Res(f,z;) 3)
i=1

Dokaz: Neka su 7j,j = 1,...,n pozitivno orijentirane kruznice oko z; takve da je ; N
vj = D zai # jitakve da je za svaki i ; sadrZana unutar I'. Tada po Cauchyjevom
teoremu imamo:

jéf(z)dz = i f(z)dz =2mi i Res(f,z;)
=177 i=1

3.1 Racunanje reziduuma
Neka je zg izolirani singularitet funkcije f(z). Ako je zo:

1. uklonjiv singularitet, tada je Res(f,zp) =0

cvive

c_1, tj. Res(f,zp) = c_1

3. pol, tada

evive

(b) ako je zg pol prvog reda, onda reziduum racunamo po formuli

Res(f,zp) = lim [f(z)(z — zo)] 4)

Z—2Z0

(c) ako je zp pol n-tog reda, onda reziduum ra¢unamo po formuli

1 ' dn—l ;
Res(f/ ZO) - (i’l — 1)! zh—>nzlo dzn—1 [f(Z) (Z - ZO) ] ()
Napomena: Ako je zg pol prvog reda funkcije f i ako je funkcija f oblika f(z) = %,

gdje su g, h analiticke funkcije takve da je g(z9) # 0, h(zo) = 01 H(z9) # 0, tada
reziduum funkcije f u tocki zg moZemo racunati kao

Res(f,zp) = 8(z0) (6)




2
1+22
pravokutnik [—3,3] x [—3,3].

Primjer 3.2 Izracunajmo % dz pri cemu je I pozitivno orijentiran
r

Funkcija f(z) = % ima izolirane singularitete u =i. Tada po definiciji reziduuma moZemo do-

1
biti da je Res(f,i) = %5 i Res(f, —i) = —5. Primjenjujuci Teorem o reziduumima dobivamo

ﬁ 1 fz2dz = 2mi(Res(f,i) + Res(f, —i)) = 0.

R LEEEE Gl

SR S

Slika 2. Pozitivno orijentiran pravokutnik [—3,3] x [—3, 3]



4 Primjene reziduuma

U ovoj tocki ¢éemo pokazati primjene Teorema o reziduumima na izra¢unavanje realnih
integrala posebnog oblika koji su tesko izra¢unljivi drugim metodama, te pokazat ¢emo
primjenu reziduuma u ra¢unanju beskonac¢nih suma.

4.1 Racunanje realnih integrala

27T

1. Integrali oblika /R(cos(x),sin(x))dx
0

Neka je podintegralni izraz u gornjem integralu R(cos(x),sin(x)) racionalna funkcija
od cos(x) i sin(x) tj.R je kvocijent dvaju realnih polinoma i x € [0,27]. Ako uvedemo

supstituciju z = ¥, onda se nova varijabla z nalazi na jedini¢noj kruZznici sa sredistem u
(0,0), §j z € {z: |z| = 1} (u Gaussovoj kompleksnoj ravnini). Odatle dobivamo

e = cos(x) + isin(x) (x) = &=
=e :(Zf)s(x) —?sin(x) } — { in E

z
z
Nadalje, ovdje je Z = 1/z, a kako je 1 = |z|> = zZ i dz = ie'® dx = iz dx, slijedi da je

dz 1 1 ) 1 1
dx = et cos(x) = 5 (Z—I—E) , sin(x) = % (z_ E) )

Tada uz ove supstitucije dobivamo da je

27

I:= /R(cos(x),sin(x))dx :7{ R(z)dz,

9 |z[=1
gdje je R(z) nova racionalna funkcija u varijabli z, R(z) = 5;—%, Py, Qi polinomi reda

n 4. m. Funkcija R(z) je analititka osim u konatno mnogo izoliranih singulariteta
{z1,...,2x},k < m. Tada po teoremu o reziduumima vrijedi

k
I =2mi)_ Res(R(z),z).
i=1



27
dx

, <1
acos(x) g

Primjer 4.1 [zraCunati /
1+
0

Neka je z = e'*. Tada je

1227{ R !

iJiz=1a22 42z 44 T a2 +2z+a
Polovi funkcije R(z) su rjeSenja jednadzbe az* +2z+a =0 = zjp = —1 & alZ -1
z1 = */alZ —1-1= —Vl_a“z_l = ﬁﬂ. Iz ovoga slijedi, kako je |a| < 1 tada je

V1—a24+1>1ilz| < 1. Kako je |z1z2] =1 = |z2| = & > 1, a znaci da samo tocka

|z1]
.. v . . . . e g, . .2
z1 lezi unutar kruznice |z| = 1. Po Teoremu o reziduumima slijedi I = 27izRes(R(z),z1).
Preostaje samo izratunati reziduum od R(z) u zq. Koriste¢i formulu (4) imamo:

Res(R(z),2) = lim —>—21  — Jim — AZ—71)
zmzaz2 +2z+a  zozalz—z7) (z — z)
1 1

a(z1—22)  2v/1—a2

Tada dobivamo




—+o00
2. Integrali oblika / f(x)dx, f:R—R

Racunanje nepravog integrala ovog tipa provodimo tako da funkciju f : R — R prosi-
rimo na podrugje Q) koje sadrzi gornju poluravninu (Im(z) > 0) osim mozda u kona¢no
tocaka zx, k = 1,...,m (tocke za koje je Im(zx) > 0). Neka je I' kontura koja se sastoji od
orijentiranog segmenta [—R, R] i orijentirane gornje polukruznice

K ={z: |z| = R, Im(z) > 0} i koja u svojoj nutrini sadrZi sve totke zy, k =1,...,m.

vt

Iy
a

-R

Slika 3. Orijentirana gornja polukruZnica

Sada je
R m
x)dx z)dz =2mi Yy Res(f,z). 7
4f() + o f(EMtz =21 ) Res(f 2 @)

Napravimo li grani¢ni prijelaz R — oo, prvi integral je nas polazni integral i ukoliko bi

bilo I%im S (z)dz = 0, racun bi bio gotov. Kako to nije uvijek tako, vrijedi sljedeca
—oo JK

tvrdnja. !

Lema 4.1 Ako za analiticko prosirenje f : () — C postoje pozitivni realni brojevi Ry, M, J takvi

+o0
da za sve tocke z za koje je |z| > Ro vrijedi |f(z)| < M onda integral [ f(x)dx konvergira

|z[1+¢7

i vrijedi

+00 -

/ f(x)dx =2mi ) Res(f, z). (8)

e k=1
Dokaz: Ra¢unamo

MnR 1M

Odatle i iz (7) dobiva se da vrijedi (8). |



Primjer 4.2 IzraCunati /

1+ax%
Promotrimo f(z) = 5 + —. Kako je
. 1
1+Z4:0:>Z4:—1:el7-[:}Zk—e(2+1 1_0123

u gornjoj poluravnini leze tocke zg = €'t i z; = et i to su polovi prvog reda analitickog
prosirenja f. Nadalje, za tocke z za koje je |z| > Ry =2, uz M =116 = 2 imamo

‘ﬁ < ‘Z‘%ﬂ, pa su uvjeti prethodne leme (Lema 4.1) ispunjeni. Racunajuci reziduume u

tockama zo, z1 po formuli (6) dobivamo Res(f,zy) = — (% + %i) V2, te
Res(f,z1) = (% — %i) /2. Sada ponovno po prethodnoj lemi (Lema 4.1) dobivamo

e dx V27

1+x* 2
+o0
3. Integrali oblika / e f(x)dx, f:R — R

Potrebno je prona¢i analiticko proSirenje f : (2 — C funkcije f na podrugje ) koje sadrZi
gornju poluravninu osim moZzda kona¢no tocaka zy, k = 1,...,m u gornjoj polurav-
nini. Sada postupamo analogno kao u prethodnom slucaju rac¢unajuci integral funkcije
¢'" f(z) po konturi T (koja je jednaka kao i u prethodnom slucaju):

R m
e £ (x)dx e f(z)dz =2mi Y Res(f,z).
/R flda+ [ @)z = 2mi ) Res(f,z)

Ponovno je potrebno pronaéi uvjete za koje je Rlim N e f(z)dz =
— 0

Lema 4.2 (Jordanova lema) Neka je Q) podrucje koje sadrZi gornju poluravninu osim moZda
konacno tocaka zy, k = 1,...,m u gornjoj poluravnini. Ako analiticka funkcija f : QO — C
uniformno konvergira ka nuli obzirom na argument arg(z) kada |z| — oo, onda je za a > 0

lim ¢z f(z)dz

R—4c0
gdje je K3t gornja centralna polukruznica radijusa R.

Dokaz Jordanove leme se moze vidjeti u [4] na stranici 127.



Napomena: Jordanova lema se moze formulirati i na na¢in uz dane oznake:

akoje max|f(z)] < M(R)i lim M(R) =0, ondaje / e f(z)dz =
zeKy R—+o0 K%

Teorem 4.3 Ako se funkcija f : R — R moZe analiticki proSiriti na podrucje () tako da prosi-

+oo
renje f zadovoljava uvjete Jordanove leme, onda integral [ e** f(x)dx konvergira za a > 0 i
vrijedi :
+oo -
/ e f(x)dx = 2mi y _ Res(F, zy),
o k=1

gdje je F(z) = e*f(z), a zx,k = 1,...,m su singularne tocke od funkcije F u otvorenoj gornjoj
poluravnini.

—+o00
. [ cos(ax
Primjer 4.3 IzraCunati / (ax)

—00

dx, a >0

oo too iax
Uocimo kako je I = / COS(“x)dx = Re / ¢ dx

—00 — 00

Progirenje funkcije glasi f(z) = i ta je funkcija analiticka u gornjoj poluravnini te

z2 + a?
e e . ... . . 1 1 . ..
jedini singularitet joj je zy = ia. Kako je ?;ax If(z)| = mIE}x i S reyg Sto teZi prema
R
.. . . 1 ax

0za R — oo, vrijedi Rl_lg_loo fKE e f(z)dz = 0, pa imamo f C§§+a2 dx = 27t Res(F(z),z1).

e . . . . e "
Racunajuéi reziduum funkcije F(z) u tocki z1 po formuli (6) dobivamo Res(F(z),z1) = a7

D . .. .. T _ T _

te uvrstavajuci dobivamo vrijednosti integrala I = Re (;e "‘“) =_¢ o,

10



Neka sada f ima singularitete z, k = 1,...,m u gornjoj poluravnini i polove prvog reda

zZ] = xl,l =

1,...,n na realnoj osi. Neka je I' kontura koja se sastoji od gornje polu-

kruznice K, dijelova segmenta [—R, R] i polukruZnica 7; kao na slici i pretpostavimo da

vrijedi [ K f(z)dz = 0. Tada vrijedi (vidi [4] str. 129)

+o0 m ,
/ e f(x)dx = 27ti Z Res(F, zy) + rti 2 Res(F, xp)
—00 k=1 =1
il Kr
oZ3
Zcm °Zy e
-R X1 "I .\__-K'::' +R

Slika 4. Kontura I

. sin(ax
Primjer 4.4 IzraCunati / 2 (ax)

mdx, a,b >0
0

su z1 = 01 zp3 = £ib polovi prvog reda.

1
R(R2 + b?)

2SR =

)
Vrijedi <

1 .
5 —>OzaR—>oo,pa]e/K§f(z)dz:O.

+oo
Dakle, / f(z)dz = 27i Res(f,bi) + i Res(f,0).

—ab 1

Kako je, po (6), Res(f, bi) = == i Res(f,0) = .

— 00

[e's) —+o00 .
sin(ax) 1 e dx 1 —e~ 1
R S A— — — e — e — 2 _— —_— _—
O/X(x2+b2)dx ZIm (/ x(x2+b2)) 2Im ( T

11

©)



4.2 Racunanje suma

Definicija 4.1 Za funkciju f kaZemo da je meromorfna na otvorenom skupu (2 C C ako ima
samo uklonjive singularitete i polove, i ako skup singulariteta nema gomiliste u ().

Neka je f meromofna na C koja nema singulariteta oblika n7t. Funkcije f(z)ctg(mz) i
f(z)
sin(7tz)
reziduume tih funkcija u z = n dobit ¢emo

f(n) (f(Z) n) (=D)"f(n)

Res(f(z)ctg(mz),n) = — Res sin(72)’

su meromorfne i imaju izolirane singularitete u z = n € IN. Ukoliko izra¢unamo

7T

Neka I'y, , oznacava pozitivno orijentiranu konturu ¢ija nutrina sadrZi polove —m, —m +
1,...,0,1,...,n, n,m € INyg. Tada vrijedi

(z)ctg(mz)dz = 2i i flk)y+0, i ?{ &dz:Zi f (=) f (k) + 62

Tinn k=—m Linn Sil’l(n'Z) k=—m

pri ¢emu su d1 i 6, odgovarajudi izrazi sa sumom reziduuma u polovima funkcije f(z),
koji su unutar konture Iy, ;.

—+o00 +o0
Tada za m,n — oo dobivamo izraze Y. f(k)i Y (—=1)¥f(k), §j. ukoliko m = 0 i

k=—o0 k=—o0

1t — oo dobivamo Y- f(K)i T (~1)%f(k).
k=0 k=0

Teorem 4.4 (o sumaciji) Neka je f(z) analiticka na C osim u konacno mnogo izoliranih singu-
lariteta. Tada vrijedi

40 I
:2_ f(n)=— ERes(nf(z)ctg(nz),zi) (10)

pri demu su z;, i =1,...,1 polovi funkcije f
Dokaz Teorema o sumaciji se moZze vidjeti u [1] na stranici 5.

Teorem 4.5 Neka je f(z) analiticka na C osim u konacno mnogo izoliranih singulariteta. Tada
vrijedi
+00

! Y RV
Z (_1)kf(n) = ;Res ( jE(TL’Z))’Zi> : (11)

e sin

12



400 4
Primjer 4.5 Izracunati Z an—1e

n=—oo

4 . 1 ,
Neka je f(z) = 21 Funkcija f ima pol drugog reda u z = 5 Racunamo reziduum
4 1 )
funkcije %(SZZ) uz =g prema formuli (5) i on iznosi —7t®. Po Teoremu o sumaciji
imamo
+o0 4 )
Y o
n=—o0 (21’1 o 1)
< 1 7l
Primjer 4.6 Dokazati ) — = —.
rimjer okazati 1;1 3=

Neka je f(z) = Zl_z Funkcija %:2(2) ima pol treceg reda u z = 0. Racunamo reziduum funkcije

)
%gnz) u z = 0 po formuli (5) i dobivamo TN Prema Teoremu o sumaciji imamo
+00 1 2 +00 2
n;oo 2 % te kako je (—n)* = n* dobivamo 2 ,;1 = % iz Cega dijeljenjem s 2 slijedi
n#£0
e
= n? 6
+o00 —1)*
Primjer 4.7 Izracunati ) _ %, gdje jen # 0.
n=—oo

Neka je f(z) = 212 Funkcija ima pol treceg reda u z = 0, te reziduum te funkcije,

T
z2sin(7tz)

primjenujuéi (5), u 0 iznosi % Po Teoremu 4.5 slijedi da je

13
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