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1 | Uvod

U ovom radu dan je pregled Hermiteovih polinoma. Rije¢ polinom dolazi od
gréke rijeci poly (mnogo) i latinske rije¢i nomen (ime), a prvi put ju je upotrijebio
Frangis Vléte u 17. stolje¢u. Hermiteovi polinomi su ortogonalni polinomi, a zna-
¢ajan interes za takve polinome se javio nesto kasnije, odnosno tek u 19. stoljecu
kada je P.L. Chebyshev proucavao verizne razlomke. Zbog niza dobrih svojstava,
imaju veliku primjenu u raznim granama numericke matematike. Vaznost poli-
noma je i u tome Sto pomocu njih mozemo aproksimirati razne sloZene funkcije
do Zeljene preciznosti, a zbog svoje vaZnosti, polinomi su stolje¢ima bili okupacija
mnogih matemati¢ara. Hermiteovi polinomi su nastali rjeSavanjem diferencijal-

nih jednadZzbi drugog reda.

U radu su predstavljeni Hermiteovi polinomi koji pripadaju otrogonalnim poli-
nomima na segmentu (—oo, +00). Uveo ih je francuski matematicar Charles Her-
mite, po kojem su i dobili naziv. Unutar poglavlja o Hermiteovim polinomima na-
vedena su njihova osnovna svojstva, kao i diferencijalna jednadZba te rekurzivne
relacije koje zadovoljavaju. Njihova svojstva, poput ortogonalnosti i zadovoljava-
nja diferencijalne jednadZbe drugog reda, ¢ini ih korisnima u rjeSavanju problema
s oscilatorima. Osim toga, koriste se u statistici u teoriji normalne distribucije, kao
i u numerickoj analizi. Na kraju su opisane relacije koje zadovoljavaju, pojedini
teoremi te primjena polinoma u fizici.






2 | Osnovni pojmovi i rezultati

U ovom poglavlju navest ¢emo osnovne definicije i tvrdnje koje ¢e nam koristiti u
daljnjim razmatranjima Hermiteovih polinoma.

Za izvor definicija ¢emo korisititi [2], [4], [8] i [13].
Definicija 2.0.1. Funkciju P, : R — R definiranu s
Py(x) = apx" +a,_1x" 4 +ajx4+ay, n€Ny,a€R, a, #0

nazivamo polinom n-tog stupnja nad R. Brojeve a; € IR zovemo koeficijenti poli-
noma, broj ay slobodni koeficijent, a a,, vode¢i koeficijent.

U nastavku éemo navesti Taylorov red, koji omogucava aproksimaciju funkcije kao
beskona¢nu sumu polinomskih ¢lanova.

Definicija 2.0.2 (Taylorov red). Neka je f : (c —r,c+r) — R funkcija klase C®
na intervalu (¢ — r, ¢ + r). Red potencija

T £(n) (.
Zf (©)

- (x—c)"

n=0

nazivamo Taylorov red funkcije f oko tocke c.

U nastavku slijede definicije funkcije izvodnice niza brojeva i funkcije izvodnice
niza funkcija.

Definicija 2.0.3. KaZzemo da je funkcija G(x) funkcija izvodnica niza (c, ) ako pos-
toji prikaz

Glx) = 3, %

n=0 B

Definicija 2.0.4. Kazemo da je funkcija G(x,t) funkcija izvodnica niza funkcija
(hn(x)) ako postoji prikaz

Gty = ¥ I

|
=0 n.

3



Teorem 2.0.1 (Binomni teorem). Za n € IN i sve x,y € C vrijedi

(x+y)n = x" 4 (;l) xn—1y+ (721) xn—2y2 IR <n i 1> xyn—l +yn

Definicija 2.0.5. KaZemo da je niz a, zadan rekurzivnom relacijom, ako postoji
veza oblika
an = f(an—lran—Zl /an—k), n Z k

pri ¢emu je f neka funkcija, a pocetne vrijednosti ag, a1, ... , ax_1 su poznate.

Definicija 2.0.6. FunkcijuI' : Ry — R, zadanu formulom

T{z)= / Lty
0
nazivamo Gama funkcija.

Napomena 2.0.1. Gama funkcija se istom formulom moZe definirati i za vrijednosti kom-
pleksnog arqumenta x, uz uvjet da je Rex > 0.

ViSe o svojstvima i primjenama Gama funkcije moZze se pronadiu [6]i[11].

Propozicija 2.0.1 (Leibnizovo pravilo). Neka su f i g n — puta derivabilne funkcije.
Tada je produkt f - ¢ n — puta derivabilna funkcija Cija je n — ta derivacija dana izrazom

(f-g)®) = ;0 <’:> fln=i) gli)

pri emu je fU) j — ta derivacija funkcije f.



3 | Hermiteovi polinomi

Hermiteovi polinomi nose naziv po Charlesu Hermiteu! koji ih je definirao 1864.
godine. C. Hermite se bavio istraZivanjem teorije brojeva, otrogonalnih polinoma,
elipti¢kih funkcija i algebre. On je prvi dokazao daje e, baza prirodnih logaritama,
broj koji se ne moze dobiti kao korijen polinoma s cjelobrojnim koeficijentima.

3.1 Funkcija izvodnica

Do eksplicitnog izraza za Hermiteove polinome moZemo doé¢i pomoc¢u funkcija
izvodnica.

Definicija 3.1.1. Hermiteovi polinomi H,, n € INy definiraju se pomocu funkcije
izvodnice formulom

Y B &
e =37 Hn(x)ﬁ.
n=0 :

Funkcija izvodnica za Hermiteove polinome dana je izrazom
G(x,t) = & (3.1

zax e R, t eC.

Funkcija (3.1) nema singulariteta, pa se moZe razviti u Taylorov red u okolini tocke
t = 0. Prema tome imamo razvoj

2tx—12 o = H t" 2.9
e = Z%) n(x)n_!l ( » )
n=

gdje je

!Charles Hermite (1822. - 1901.) - francuski matemati¢ar



3.2. DIFERENCIJALNA JEDNADZBA 6

7 )
Hn(x) - ﬁeth t lt:O

x—t)2 |t:0

= ¢ —3_(x_t)2|t:0

N Ll
- e ().
Stoga se Cesto u literaturi Hermiteovi polinomi definiraju i na sljede¢i nacin.

Definicija 3.1.2. Hermiteovi polinomi H,, n € IN definirani su sljede¢im izrazom

Hy(x) = (=1)1e® dd:n (%), xeR (33)

Izraz (3.3) je u literaturi poznat kao Rodriguesova formula za Hermiteove poli-
nome.

3.2 Diferencijalna jednadzba

Deriviranjem izraza (3.2) po varijabli x dobivamo

U B N
Xt— _
2te = ,; H) (x) T
odnosno

+oo 1 +oo , h

24 Z Hn(x)ﬁ = Z Hn(x)ﬁf

n=0 : n=0 :

odakle slijedi
2nH,_1(x) = H)(x). (3.4)

Sli¢nim postupkom, ali deriviranjem po varijabli t dobivamo

+o00 n +00 tn—l
20 =1) 1 Halx) = L B0 iy,

iz cega slijedi

2xH,(x) —2nH,_1(x) = Hy11(x). (3:5)
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Uoc¢imo kako je iz (3.4)
H (x
Hyoa () = 220 (36)
iz ¢ega dodatno slijedi
H; 11 (x) = 2(n + 1) Hu(x)
= 2nH,(x) + 2H,(x), (3.7)
aiz (3.5) je
2xH,(x) — H x
Hyos(x) = 21000~ Hra (1) 38)
n
Izjednacavanjem jednakosti (3.6) i (3.8) dobivamo
H{(x) = 2xHy(x) — Hy41 (x),
odnosno
2xHy(x) = H,(x) + Hyy1(x).
Nakon deriviranja gornje jednakosti dobivamo
2xH,,(x) +2Hy(x) = Hy 14 (x) + Hy/ (%),
Sto se moZe zapisati na sljedeci nacin
H,) (x) — 2xHy(x) + H,,;(x) — 2H,(x) = 0. (3.9)
Uvrstavanjem (3.7) u (3.9) dobivamo
H) (x)— 2% H, (%) + 2nH,(x) = 0,
iz ¢ega ocito slijedi da je Hy jedno partikularno rjeSenje jednadZzbe
y" —2xy' +2ny = 0. (3.10)

Diferencijalna jednadZzba (3.10) se naziva Hermiteova diferencijalna jednadZzba.

3.3 Opdiizraz

Kako bismo dosli do opéenitog izraza za Hermiteov polinom, pretpostavit éemo

da diferencijalna jednadZba

y' —2xy' +2ny =0

(3.11)
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ima partikularno rjeSenje u obliku polinoma

Pi(x) = agx® + a1 4 - ay, ag £0. (3.12)
Ukoliko uvrstimo rjeSenje (3.12) u jednadzbu (3.11) i izjedna¢imo vodedi koefi-
cijent s nulom, dobit éemo k = n. Mozemo zakljuciti da je partikularno rjeSenje

diferencijalne jednadzbe polinom stupnja 7.

Stoga, u jednadzbu (3.11) moZemo uvrstiti

n
y=Pu(x)=), ax" %, ag £0.
k=0

Na taj nacin dobivamo jednadzbu

n—2 n n
Y (n—k)(n—k—1Dax" 2 -2y (n—k)apx" " +2n ) gpx"F = 0.
k=0 k=0 k=0

Ako u prvoj sumi zamjenimo k + 2 sa k, dobivamo

n n

Y (n—k+2)(n—k+ Dag_px" ¥ 42 Y, kapx" % =0,
k=2 k=0

n
201"+ Y [(n — k+2)(n — k+ 1)ag_p + 2ka]x"~* = 0. (3.13)
k=2

Iz jednakosti (3.13) slijedi

111:0,

ak:—(n_k+2;](<n_k+1)ak—2’ k=(2,3--). (3.14)

Konac¢no, mozemo zakljuditi da su svi koeficijenti a; s neparnim indeksom jed-
naki nuli, a koeficijente s parnim indeksom moZemo odrediti pomoc¢u (3.14) te
dobivamo

n(n—1) . (n=2)(n-3) (n—2k+2)(n—2k+1)
T 9. eRsT

ap = — 5.4 az, +-+ ,02k = — 5 .ok Af—2.
MnoZenjem gore navedenih jednakosti, dobivamo

n! 1 .
(n—2k)1 22k 10"

Aok = (_1)k
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Kako bismo dobili bas Hermiteov polinom, uzet éemo ay = 2", stoga je

_ k n! —2k
Sy P T
Dakle,
i, oy A g #l n—TF
k=0 k=0 ) "

je Hermiteov polinom stupnja n, obi¢no ga oznacavamo s H,, i piSemo

[n/2] '
wlX) = B D L — P
Hn(x) kg( ) T 21 )

Navedimo prvih nekoliko Hermiteovih polinoma Hy, (x):

Slika 3.1: Prvih pet Hermiteovih polinoma H, (x)

Uz oznaku H,, za Hermiteove polinome jo$ se koristi oznaka H;;, a nevedeni poli-
nomi su definirani s
d?’l

HY (x) = (—1)”6"2/2@(6_"2/2). (3.16)
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Izmedu gore nevedenih polinoma i Hermiteovih polinoma postoji sljedeca veza

H (x) = 27"/2H, (\%) .

Nadalje, navedimo prvih nekoliko Hermiteovih polinoma H;;(x):

Hy(x) =1,

Hi(x) = x,

Bl =" —I1,

B () =" — 3,

Hi(x) = x* —6x2 + 3,

E(x) =2 —10%° L 15%,

H}(x) = x5 — 15x* + 45x2 — 15,
() = o —21a® +1065% — 106x.

Slika 3.2: Prvih pet Hermiteovih polinoma H;;(x)

3.4 Ortogonalnost Hermiteovih polinoma
Unutar ovog potpoglavlja najprije ¢emo se upoznati s osnovnim tvrdnjama o orto-
gonalnim polinomima i nekim njihovim vaznim svojstvima te éemo ih dataljnije

prouciti kod Hermiteovih polinoma.

ViSe detalja moZe se pronadi u [9, str. 33].

Definicija 3.4.1. Polinomi p i g su ortogonalni na segmentu |4, b] ukoliko je njihov
tezinski skalarni produkt u udnosu na tezinsku funkciju w, w(x) > 0, Vx € [a, ]],
jednak nuli, odnosno

(P, 8w = /abw(x)p(x)q(x)dx =0.
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Napomena 3.4.1. Analogno gore navedenoj definiciji, niz polinoma pg, p1, p2,- - - , pri
¢emu je p; polinom i—tog stupnja, i € Ny, ortogonalan je na segmentu [a, b] ukoliko
zadovoljava uvjet ortogonalnosti

(pipiyo = [ wCp ()P (R)dx =0,

zai # j,i,j € No, s obzirom na teZinsku funkciju w, w(x) > 0, Vx € [a, b].

Opcenito, tezinski skalarni produkt posjeduje ista svojstva kao i "obi¢ni" skalarni
produkt.

Napomena 3.4.2. Ortogonalni polinomi mogu se zapisati pomocu odgovarajucéih funkcija
izvodnica. Takoder, ortogonalni polinomi su rjeSenja diferencijalne jednadzbe oblika

up(x)y" + ur (x)y’ + uo(x)y =0,

ri Cemu su u;,i = 0,1,2, polinomi karakteristicni za odredenu vrstu ortogonalnih poli-
1 Vs B
nomada.

Uz gore navedeno, ortogonalni polinomi zadaovoljavaju tro¢lanu rekurziju

pl/-‘rl(x) + ‘Xv(x)pv(x) + ﬁv(x)pv—l(x) = 0/ V= 1/2/3/ e
za poznate pg, p1, &y i By, Vv € IN.

Prouc¢imo sada ortogonalnost Hermiteovih polinoma.

Neka su m i n proizvoljni nenegativni razliciti cijeli brojevi, takvi da je m < n.
Neka je

Hj(x) = (1?20 o),

pri demu je (x) = e~ ¥ /2,

Deriviranjem funkije ¢(x) dobivamo
§(x) = —xe 7,

¢'(x) = (x* —1)e™*/2,
‘P/H(x) _ (_x3 +3x)e—x2/2’

Promotrimo integral
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+o0
T / e /2 ¥ (x)H (x)dx.

—o0

Nadalje, imamo

— /j'oo e_xZ/ZH:;l(x)(—])ngx2/2;%¢(x) _ (_1)n /+°° H;;(x)(l)(n)(x)dx

o0

Neka je

u=H:(x), dv=¢"(x)dx,
du = HY (x)dx, v=¢"V(x).

Parcijalnom integracijom dobivamo

1= [ E (g )

[e0]

Ukoliko ponovimo postupak m puta, odnosno nakon m-te parcijalne integracije
dobivamo

[ = (=1)r+m /_ T HE ()= (x)dx. (3.17)

Ako je n > m, poslijje ponovne primjene parcijalne integracije, u kojoj je

H " (x) = 0, zato &to je H (x) polinom m—tog stupnja, dobivamo

+o0
[ = (=1)rm /_oo H:;I(mﬂ)(x)(l,(n—(mﬂ))(x)dx —

To znaci da su polinomi H},(x) i H,;(x) ortogonalni na intervalu (—oco, +0c0) obzi-

rom na tezinsku funkciju w(x) = e~*'/2,

Ukoliko je m = n, tada integral (3.17) postaje

+o0 5
e/ 2dx,

P= (- [T O @0 e = [ HO ()90 () = m

—00 —0o0

jer je ™ (x) = n!, stoga imamo

+o0 400 +oo
I= / e_x2/2H,f(x)H;§(x)dx = / e_xZ/z[H;(x)]zdx = n!/ e /24y,

—00 —00 —0o0
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Vrijednost integrala / e~ /2dx mozemo izratunati pomoc¢u dvostrukog inte-
—o00

grala.

P = /+°° e /2y

P? = /+oo e /24y /+ e ¥ /2dy /+oo/ —(x*+y?) /zdxdy =
uvedimo polarne kordinate o ptee
X=rcosg, y=rsing :/ / e " 2rdrde
dxdy =rdrdg g =

2 +o0
= —/ nd(p/ e_rz/zd(—rz/Z)
0 0

= 29T

2y T80
= —271e r”’

Prema tome

+o0
P = / e~ /24y = \/27.

Nadalje dobivamo

+o00 +o0
/ e 2 [Hy (x)Pdx = n!/ e /24x = nl\/271.

[ee] —00

Iz svega navedenog slijedi

too . . 0, m#n
/—oo ¢ XZ/ZHm(x)H”<x)dx :{ n!'v2m min '

Napomena 3.4.3. Na slican nacin moZemo pokazati ortogonalnost za polinome H,, od-

nosno 4 ?é
R . 0, m#n
[ et ={ Yo 7
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3.5 Hermiteove funkcije

Neka je dana Hermiteova diferencijalna jednadzba
y' —2xy +2ny = 0.

Uvodenjem supstitucije

y= ze%x ,
jednadzba (3.18) se svodi na

2"+ (2n+1—x¥)z=0.

Nadalje, jednadzba (3.19) ima partikularno rjesenje

Pu(x) = e 2 Ha(x),

koje se naziva Hermiteovom funkcijom.

(3.18)

(3.19)

(3.20)

Teorem 3.5.1. Funkcije x — P, (x) i x — P (x) (m # n) ortogonalne su na intervalu

(—o00, +00).

Dokaz. Koristeéi (3.19), za i (x) i ¢, (x) vrijede sljedece jednakosti

P (x) + 2m+1—2%) Pu(x) =0, P5/(x) + (21 +1—x%) Yu(x) =0,

odakle slijedi

P () P (x) = 1, (%) (%) = 2(n — 1m)¢pn (%) Pu ().

Nadalje, vrijedi
d

Redom dobivamo
“+o0
o0

($n(2) 90(2) = (%) P0IBTS = 200 —m) |

“+o0

[e°]

7= (@ (%) P (x) = Y (x) Y (%)) = P (x) P (x) = P () P} ().

+00
[ ) 9u() = () 9 = 2= m) [ () (),

Y (x) Pu(x)dx,
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+o0
(n — m) /_ () pu(x)dx =0, (3.21)
Akoje n # m, iz (3.21) slijedi

400
/_ (@) $u(x)dx =0,

3.6 Integralna reprezentacija

Integralna reprezentacija Hermiteovih polinoma omogucuje njihov prikaz u
obliku integrala te lakSe izvodenje odredenih rezultata, poput ortogonalnosti i
rekurzivnih relacija.

Vise detalja o integralnoj reprezentaciji moZe se pronaci u [7, str. 68-69].

Jedna od najpoznatijih integralnih reprezentacija Hermiteovih polinoma dana je
sljede¢im izrazom

Hyi(x) x+zt ng—t* dt, (3.22)

\/_

a navedena reprezentacija se naj¢esce koristi u fizici.

Takoder, Hermiteov polinom stupnja n, n € INy mozemo definirati i pomoc¢u Ga-
ussove integralne formule na sli¢an nacin

42
H( (x +it) ne T dt. (3.23)

+oo
==
U ovom podnaslovu malo detaljnije éemo prouditi reprezentaciju (3.22).
Navedenu reprezentaciju mozemo dokazati primjenom binomne formule.
Najprije uo¢imo kako je funkcija t — the—t* neparna, ako je k neparan.

Primjenom binomne formule slijedi

o0 n +o0
x- i ”e_tzdt — i X"k k tke_tzdt.
k

k=0

Primje¢ujemo da su za neparni k, integrali na desnoj strani jednaki 0 te dobivamo
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+o0
gdje je / ket 4t =

Uocimo kako za A, moZemo koristiti ¢injenicu da je funkcija t?*e —# parna funkcija,
Sto nam omogucuje zapis integrala na sljede¢i nacin
+o0 +o00
/ ket gt =2 / 12ke=t gt (3.25)
—00 0

Kako bismo rijesili navedeni integral, koristit ¢emo Gama funkciju.
Pogledati Definiciju 2.0.5 i Napomenu 2.0.1.
Zamijenimo sada varijablu t? s varijablom u, tada vrijedi 2tdt = du.
Takoder, uoc¢imo kako vrijedi

2k =k gy = —du

2/

Uvrstimo sada varijablu u u integral (3.25)

+o0 0o 1
2/ ko=t gy — 2/ ke ™ _—_du
0 0 2\/u

Ukoliko pojednostavimo gornji integral, dobivamo

/Ooo uk=2e gy, (3.26)
Uocimo kako je integral (3.26) zapisan u obliku Gama funkcije I <k + %) :
Tada vrijedi

2/ ko=t g4 — <k+ )

Nadalje, konacni rezultat za integral Ay je
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+o0
Ay = / ke=Pdr — T (k + %) .

Jedna od vrlo poznatih vrijednost Gama funkcije je

<k+1> @k -1 (@)

2 2k 22k

Koristenjem gore navedene jednakosti, dobivamo

/+°° phetgy_ @k=DU (20!

—o0 2k 22kk!

odavde slijedi

Uocimo kako je Ag = /7.

Ukoliko zamijenimo vrijednost za Ay u (3.24), dobivamo

2k<n k
= —1)*n!
x—|—1t ne=t gy — (=l

X n—Zk'
\F L a =201

Polinom na desnoj strani je Hermiteov polinom, ¢ime smo pokazali formulu
(3.22).

3.7 Rekurzivne relacije

U ovom ¢emo potpoglavlju reci nesto o rekurzivnim relacijama, a viSe o njima
moZze se pronadiu [3]1[5].

Rekurzivna relacija je metoda definiranja funkcija gdje funkcija poziva samu sebe
kako bi rijeSila problem.

Uocimo kako rekurzivna relacija moZze izrazavati elemente niza pomocu fiksnog
broja prethodnih elemenata, odnosno za neki fiksan k € IN proizvoljni element
niza (x,) izrazava pomocéu x,_1,... ,X,_j i u tom slucaju govorimo o rekurziv-
nim relacijama konacne proslosti. Takoder, rekurzivna relacija moze izrazavati
elemente niza pomocu svih prethodnih elemenata i u tom slucaju govorimo o re-
kurzivnim relacijama beskonacne proslosti.
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Da bi se rekurzivna relacija mogla koristiti za ra¢unanje elemenata niza, potrebno
je imati pocetne uvjete, a to su najcesce prvi elementi niza. Pocetni uvjeti su opce-
nito zadani ili su dostupni jednostavnim racunom.

Prisjetimo se, upoznali smo se s Hermiteovom diferencijalnom jednadzbom (3.10)
koja je oblika

y" —2xy’ +2ny = 0.

U nastavku ¢emo navesti neke vrlo poznate rekurzivne relacije kod Hermiteovih
polinoma te ¢emo ih dokazati, a viSe detalja o navedenim tvrdnjama moZze se pro-
nadi u [10, str. 20-22].

Teorem 3.7.1. Niz Hermiteovih polinoma (H,;, n € INy) zadovoljava rekurzivnu relaciju
n1 (%) = xHy (x) —nHy_4(x), x€R.
Dokaz. Primjenjujudi relaciju (3.23) i parcijalnu integraciju, dobivamo

*

—}—oo
n+1 /—27_[ /

(x + it "“ert

S /+oo(x+it)"(x+it)e2tzdt
V2 -
—+o0
(x +it) xert—i——/ (x +it)" ztert

vl

,tZ

—0 — 00

— XH (%) + —— ( (x + it)"e

oo +oo
+ / x 4+ it zert>
o n( )

= JHE (%

—|—oo 7t2d
X+ 1t xe 2 dt
\/271 /

— xH}(x) - nHj_(x).

Teorem 3.7.2. Za svako n € IN vrijedi

H}'(x) =nH_{(x), x€R.
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Dokaz. Za proizvoljne x € Rin € Ny, primjenjujuéi relaciju (3.16) i Leibnizovu
formulu, izracunajmo

i . d [ 2d" _2
(0L H ) = o (5 e ¥ )

x2 d?l x2 x2 [ n dO dn x2 n d dn_l 2
= xe? -7 ] —(—x)—— e 7 —(—x)—— (e 7
Yer gt T te (0) dxo( x)dx” (e > + (1) dx( x)dx”—1 (e )}

Ukoliko pomnoZzimo dobivenu jednakost s (—1)", dobivamo

d__, pp1 2 dl 2 p2dtl 2 .
EH”(X) =n(—1)"""e2 o L =n(—1)"e2 p U = nly q4(x):

3.8 Adicijski teorem

U ovom potpoglavlju, pokazat éemo da za Hermiteove polinome vrijedi adicijski
teorem s trigonometrijskim funkcijama, a vise detalja moze se pronadi u [7, str.
70].
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Teorem 3.8.1. Za Hermiteove polinome vrijedi
n

Hy(xcos® +ysinf) = ) (Z) cos* @ sin" K OH, (x)H,_(v).
k=0

Dokaz. Na osnovu integralne reprezentacije (3.22) vrijedi

2k “+o0 ) K —u2
Ehix) = =l (x +iu)*e " du,

on—k g
Hovy) = 7= | <y+w> ke~ do.

Nadalje, raspisSimo sljedeci izraz

n

y (Z) cos¥ @ sin"* 0 Hy (x) H,,_x(y)

k=0

n—k Ll e u2—02
= Z —COS k@ sin 9/ / (x + i)k (y + iv)"~ dudv

+o0  pfoo 7 2 o
/ / < ) x + iu) cos )% ((y + iv) sin )" K="~ dudo

°°k0

—+o0 +o0
= — / / (xcosf +ysinf +i(ucosf + vsin 6))”e_uz_v2dudv.

Uvedemo li sada supstituciju

ucosf+ovsinf =¢, —usinf+vcosf =y,

dobivamo

u? +v* = * + 4%, dudo = dpdy,



3.9. HERMITEOVI POLINOMI S JEDNIM PARAMETROM 21

te je

Y. (Z) cos 0 sin" K 0 H (x)H, ¢ (v)

n +o00 +0o0
= 2; / / (xcosf + ysinf + itp)”e_¢2_”2dtpdn,

2 /+w(x cosb +ysinf + il,b)”e_lf’zdgb L e_’72d17
Wit o /_oo ‘

+0o0
Uoc¢imo kako je prema (3.22), % /_oo e‘”qu =1, pa slijedi
27’1
VT

—+o0
/ (x cos@+ysin9+itp)”e_¢2dgb = H,(xcosf + ysin0),

¢ime smo pokazali adicijski teorem

n

Hy(xcos® +ysinf) = ) (Z) cos* @sin" K OH (x)H,_(v).
k=0

3.9 Hermiteovi polinomi s jednim parametrom

Definicija 3.9.1. Hermiteovi polinomi H, s jednim parametrom A(A > 0) defini-
raju se na sljedeéi nac¢in

d?’l
Halx,A) = (-1,

Prema (3.15), ovi polinomi se mogu jos definirati na iduéi nacin.

Definicija 3.9.2. Hermiteovi polinomi s jednim parametrom definirani su izrazom

/2]

Ha(x, A) = A" Y (~1)f "

: 5 n—2k
= Yoki(n =21 )

zaA =0ia=10,1,2..
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Za A =1, vrijedi

dok za A = %, vrijedi

3.10 Primjene

ViSe informacijama o Gauss - Hermiteovoj kvadraturi i harmonijskom oscilatoru
moZe se pronadiu [1],[12]1[13].

Hermiteovi polinomi imaju vrlo vaznu ulogu u podrudju matematicke fizike,
posebno u kvantnoj mehanici i statistickoj fizici. U ovom ¢emo potpoglavlju na-
vesti kako se Hermiteovi polinomi mogu upotrebljavati u Gauss - Hermiteovoj
kvadraturi te u harmonijskim oscilatorima.

3.10.1 Gauss - Hermiteova kvadratura

Gauss-Hermiteova kvadratura, ¢esto se naziva Hermiteova kvadratura, je metoda
za numericko ra¢unanje integrala oblika

e
/_w e fle)dz, (3.27)

na intervalu (—oo, +-00) s teZinskom funkcijom w(x) = e

Integral (3.27) se aproksimira kao suma teZinskih funkcija

400 2 n
/_ e ;wif(xi),

pri ¢emu je n broj koristenih tocaka, x; su korijeni Hemiteovih polinoma H,(x),
i=1,2,...,n,atezine w; su dane izrazom

_ 27 n-1)Wr

n[Hy—1(x;)]?

w;j

3.10.2 Hermonijski oscilator

Jedan od najvaznijih primjera primjene Hermiteovih polinoma u fizici je rjeSavanje
Schrédingerove jednadZzbe za harmonijski oscilator, koja glasi

pri ¢emu K oznacava konstantu opruge, m masu Cestice, x udaljenost, 1 valnu
funkciju te i reduciranu Planckovu konstantu.



3.10. PRIMJENE 23

2

Kada se uvrsti uvjet klasicnog nedozvoljenog podrudja x*> > x3, dobiju se dva

rjeSenja valne jednadzbe

K2x?
’

&2
gdje je k karakteristi¢ni valni broj.
Rastuce rjeSenje ne zadovoljava uvjet normalizacije

+o0
P pdx < oo,

pri ¢emu je * kompleksno konjugirana funkcija valne funkcije 1, te preostaje
jedino padajuca valna funkcija.

Predznak valne funkcije mijenja se od oscilirajuée za x> < x3 do padajuce za x> >
x3 pa su tockre okretiSta x = +x relevantne u kvantnoj fizici.

Za valnu funckiju ¢ = (), operator poloZaja je sam vektor polozaja.

Operator impulsa izraZzava se kao p = iV i njegova je x komponenta

s O
Px = 1h$.

Komponente y i z su jednake uz promjenu derivacije zadane komponente.
Komutator operatora poloZaja i impulsa je po komponentama
[f ’ ﬁx] — lh.

Normirane vlastite funkcije harmonijskog oscilatora su

4 )\ ’72
) = J%e-mnm Y S

gdje su H, Hermiteovi polinomi.
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Sazetak

U ovom radu ¢emo definirati Hermiteove polinome i navesti njihova osnovna
svojstva. Pokazat ¢emo kako se mogu izraziti pomocu funkcija izvodnica te
kako predstavljaju rjeSenje homogene linearne diferencijalne jednadZzbe dru-
gog reda. Izvest ¢emo rekurzivne relacije koje oni zadovoljavaju i dokazati
njihovu ortogonalnost. Zatim ¢emo predstaviti Hermiteove funkcije i inte-
gralnu reprezentaciju Hermiteovih polinoma. Na kraju éemo razmotriti Her-
miteove polinome s jednim parametrom te prikazati njihove primjene u ma-
tematickoj fizici, posebno u kvantnoj mehanici, i numeri¢koj matematici.

Klju¢ne rijeci

Hermiteovi polinomi, rekurzivne relacije, Hermiteove funkcije, primjene
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Hermite polynomials

Summary

In this paper, we will define Hermite polynomials and state their basic pro-
perties. We will show how they can be expressed using derivative functions
and how they represent the solution of a homogeneous linear differential
equation of the second order. We will derive recursive relations that they sa-
tisfy and prove their orthogonality. Next, we will present Hermite functions
and the integral representation of Hermite polynomials. Finally, we will con-
sider Hermite polynomials with one parameter and show their applications
in mathematical physics, especially in quantum mechanics, and numerical
mathematics.

Keywords

Hermite polynomials, recursive relations, Hermite functions, applications
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