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1 | Uvod

Soboljevljeve prostore uveo je ruski matematicar Sergei Lvovich Sobolev u prvoj
polovici proslog stoljeca. Izmedu ostalog, Soboljevljevi prostori svoju primjenu
pronalaze u rjeSavanju parcijalnih diferencijalnih jednadzbi. Ukratko, oni su
Dakle, pojam slabe derivacije takoder je od velikog znacaja u teoriji Soboljevljevih
prostora.

U drugom poglavlju navodimo vazne pojmove i rezultate iz realne analize koji
su potrebni za izgradnju daljnje teorije. Uvodimo prostore test funkcija C° te
prostore distribucija, koji se pojavljuju kao duali prostora test funkcija. Definiramo
pojam slabe derivacije, koji je takoder usko povezan uz prostore test funkcija.
Nadalje, posebno promatramo L? prostore i navodimo njihova najvaZznija svojstva.

U tre¢em poglavlju definiramo Soboljevljeve prostore i dokazujemo neka
njihova vazna svojstva. Pokazana je njihova potpunost te je analizirana njihova
dualnost. Takoder, pokazano je da se funkcije iz Soboljevljevih prostora mogu
aproksimirati glatkim funkcijama.

U cCetvrtom poglavlju promatramo ulaganja Soboljevljevih prostora u prostore
neprekidnih funkcija, L” prostore i Soboljevljeve prostore.






2 | Osnovni pojmovi i rezultati

Za pocetak prisjetimo se nekih osnovnih pojmova iz realne analize koji ée nam biti
korisni u nastavku.

Definicija 1. Neka je X neprazan skup. Familija podskupova U je topologija na X ako
vrijedi

1. o, Xel,

2. U je zatvorena na proizvoljne unije,

3. U je zatvorena na konacne presjeke.
Uredeni par (X, U ) zovemo topoloski prostor, a njegove clanove otvoreni skupovi.

Za skup B C X kaZzemo da je zatvoren ako je njegov komplement B¢ = X \ B
otvoren. Neka su U i U, dvije topologije na istom skupu X. KaZemo da je i/
slabija topologija od U; (ili da je U jaca) ako vrijedi U; C U,. Na R” Cesto proma-
tramo uobicajenu topologiju, odnosno topologiju induciranu euklidskom metrikom.

Definicija 2. Neka je A podskup metrickog prostora (X, d). Dijametar skupa je nenega-
tivan realan broj
diamA = sup{d(x,y) : x,y € A}.

Uzimamo diam @ = 0.
Definicija 3. Neka je (X, U) topoloski prostori A C X.

1. Interior skupa A definira se kao unija svih otvorenih skupova koji su sadrzani u A,
u oznaci Int A.

2. Zatvara¢ skupa A definira se kao presjek svih zatvorenih skupova koji sadrZe A i
oznacava se s C1 A ilis A.

Definicija 4. Topoloski vektorski prostor je vektorski prostor V nad poljem C (ili R) na
kojemu je zadana topologija u kojoj su zbrajanje vektora i mnoZenja neprekidni uz uobica-
jenu topologiju.

Preslikavanje f : V. — C, naziva se funkcional. Ako vrijedi

flax+By) = af(x) + Bf(y)

onda je funkcional f linearan. Skup svih neprekidnih linearnih funkcionala na
V naziva se dual prostora V i oznacava s V'. Dual je takoder topoloski vektorski
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prostor i ¢esto ga promatramo uz slabu topologiju. Slaba topologija je najmanja
topologija na V u kojoj su svi neprekidni linearni funkcionali neprekidni. Djelo-
vanje funkcionala iz V' na element iz V naziva se dualni produkt i oznacava se s
v/ (-, -)v. Ako je jasno izmedu kojih prostora je dan dualni produkt pisemo samo

-

Definicija 5. Za podskup U topoloskog vektorskog prostora V kaZemo da je
e uravnotezen, akoje Ax € U, zax € U,|A| <1,
e konveksan, akoje Ax + (1 —A)y € U,zax,y € U,|A| <1,
e disk, ako je uravnoteZen i konveksan.

Definicija 6. Za topoloski vektorski prostor kaZemo da je lokalno konveksan ako postoji
baza okolina nule koja se sastoji od konveksnih skupova.

Definicija 7. Neka je (X,U) topoloski prostor. Skup A C X je kompaktan ako svaki
otvoreni pokrivac od A ima konacan potpokrivac.

Op¢enito, kompaktnost povlac¢i omedenost i zatvorenost skupa, a moze se po-
kazati [6] da je skup A C R” kompaktan ako i samo ako je omeden i zatvoren.

U nastavku () oznacava neprazan otvoren skup u R”. Uvest ¢emo oznaku
G CC Qakoje G C Qi G je kompaktan podskup od R”. Tada kazemo da je
G kompaktno sadrzan u Q.

Definicija 8. Za realnu skalarnu funkciju u definiranu na skupu Q) definiramo nosac kao

supp(u) = {x € Q:u(x) # 0}

KaZemo da u ima kompaktan nosac u Q) ako je supp(u) CC Q. S 9G oznaca-
vamo rub skupa G, odnosno skup G N G¢.

Definicija 9. Neka je n € IN. Multiindeks definiramo kao & = (a1, ...,a,) € IN". Red

multiindeksa oznacavamo s |a| := oy + - - - + ay.
Oznad¢imo Diu = 9. D* := Dj'---Djy" je diferencijalni operator reda |«l.
1

Uo¢imo da je D0y = u. Za dva multiindeksa « i B kazemo daje B < «
akoje B; < aj,zal <i < n. Oznacavat ¢emo

al =aq!--ap!

(5) = =g = () (5.)

Takoder, vrijedi i Leibnizova formula

tezap <«

D*(uv) = ¥ (2) DAuD* By (2.1)



za funkcije u i v koje su |«| puta diferencijabilne.

U nastavku ¢e nam biti vazni i neki posebni prostori funkcija. Za m € IN,
s C"™(Q)) ozna¢avamo prostor svih funkcija u za koje vrijedi da su im parcijalne
derivacije D*u reda |«| < m neprekidne na Q). Za m = 0 imamo C(Q).

Kako bismo definirali prostor svih glatkih funkcija s kompaktnim nosacem,
uvodimo jednu vaznu topologiju.

Definicija 10. Relaciju na nepraznom skupu I zovemo usmjerenje ako ima svojstvo re-
fleksivnosti, antisimetri¢nosti, tranzitivnosti te vrijedi

Vo, o' e )(Frel) p<rrnp <r
Uredeni par (I, <) zovemo usmjeren skup.

Neka je (I, <) usmjeren skup, V vektorski prostori {V; : i € I} familija pot-
prostora V takva da je

1. V=UieV;
2. <ip = V,; CV,.

Neka je na svakom V; zadana lokalno konveksna topologija 7; takva dase zai; < i,
topologija 7;, podudara s topologijom na V;, naslijedenom iz V.

Teorem 1. [2, str. 5.] Familija svih diskova U u 'V, takvih da je za svakii € I, UUV;
okolina nule u V;, ¢ini bazu okolina nule za neku lokalno konveksnu topologiju na V.

Topologija iz prethodnog teorema naziva se topologija strogog induktivnog li-
mesa na V i kaZemo da je V strogi induktivni limes prostora V.

Za Q) C R" otvoren s K(Q)) oznacavamo familiju svih kompaktnih podskupova
od Q. Ocitoje (K£(€2), C) usmjeren skup. Naime, za relaciju "biti podskup" vrijede
svojstva refleksivnosti, antisimetri¢nosti i tranzitivnosti, a za A,B € K(Q) je i
AUB € K(Q), pa je zadovoljeno svojstvo iz definicije usmjerenja.

Za K € K(Q), s C¥(Q)) oznacimo sve glatke skalarne funkcije na Q2 s nosa-
¢em sadrzanim u K. Prostor svih glatkih funkcija s kompaktnim nosa¢em C°(Q))
definiramo kao strogi induktivni limes prostora Cg’(Q2). Ponekad se koristi i oz-
naka D(Q). Funkcije ¢ € D(Q) nazivamo test funkcije. Dualni prostor D’(Q))
zove se prostor distribucija na Q). Na D’(Q)) dana je slaba * topologija u kojoj je
konvergencija karakterizirana na nac¢in da za A,, A € D'(Q) vrijedi

Ay D2 AeD(Q) < (An ) — (A @), YoeDQ).

Za funkciju u koja je definirana skoro svuda na () kaZemo da je lokalno integra-
bilnana Q akoje u € L'(U) za svaki otvoren skup U CC Q, uoznaciu € L (Q).
Zaograni¢ene domene L (Q)) C L1(Q)),zap € [1,0], p > ¢q (vidi Teorem 14 nize).
Kako je otvoren skup U C C Q) ogranien to vrijedi LF(U) C L{ (U).

Za svaku funkciju u € L}, _(Q)) moZemo definirati distribuciju T, € D’(Q2) kao

(Tug) = [ up()dx, g€ D(Q). (22)



Prisjetimo se, formula parcijalne integracije u jednodimenzionalnom slucaju
glasi:

b b
/ udv =u(b)o(b) —u(a)v(a) — / vdu.
a a
Opéenitu formulu za parcijalnu integraciju dobit éemo pomocu sljedeceg teorema.

Teorem 2 (Gauss-Green). [4, str. 711.] Neka je O C IR" omeden i otvoren te neka je
0Q) = S glatka ploha. Ako je u € C1(Q)), tada je

/Qai ()dx—/uiy,-dS, §="0 o B (2.3)

pri emu je if = (11, ...,1y) polje vanjskih normala na S. Dodatno, za svako vektorsko
polje it € C1(Q;R") vrijedi

/divﬁdx:/ i 7jds.
Q (@)

Primijenjujudi (2.3) na uv dobivamo

/Qailu( Jo (X)dx:/aQu(x)v(x)q,-dS— u(x)aixiv(x)dx’ i=1,...n

Neka je u € C1(Q) i ¢ € D(Q). Bududi da je ¢ = 0 izvan kompaktnog pod-
skupa od ), provodenjem parcijalne integracije dobivamo

/Q aiu(X)fP(X) dx = — /Q u(x)aixi(p(x) dx. (2.4)

Akoje u € Cl*l(Q)) provodimo parcijalnu integraciju |a| puta i dobivamo

/ D*u(x)p(x) dx = (—1)l /Q 1(x)D¥(x) dx. (2.5)

Vodedi se time definiramo derivaciju distribucije T € D’(Q)) na sljededi nacin:
(D*T, ) = (—1)*K(T, D*9). (2.6)

Bit ée nam potreban i pojam slabe derivacije funkcije. Neka je u € Li _(Q). Ako
postoji funkcija v, € L{ (Q) takvadaje T, = D*T, € D'(Q)) onda je ona slaba ili
distribucijska parcijalna derivacija funkcije u te se oznacava s D*u. Prema tome,
akoje v, € L{ (Q) onda zadovoljava

| u00Dg(x) dx = (<)l*! [ o,(x (2.7)
za svaki ¢ € D(Q).

Lema 1. [4, str. 257] Slaba « - derivacija od u, ako postoji, jedinstvena je do na skup
mjere 0.



Dokaz. Pretpostavimo suprotno, neka su v,, 0, € LlloC
u. Tada vrijedi

/Qu(x)D"‘(p(x)dx— I“I/ x) dx = (—1) lal/
za svaki ¢ € C(Q). Dalje imamo
[ 0a(0 = 8 (0lp(x)dx =0, ¢ € C2(CV)

Osnovna lema varijacijskog ra¢una tvrdi da za funkciju f € L] (Q) i za svaku

peCr(Q)iz
/Qf(PZO

slijedi f = 0(s.s.). Prema tome v,(x) — 9x(x) = 0(s.s.), odnosno v,(x) =
Dy (X) (s.5.). O

Ako parcijalne derivacije postoje i neprekidne su na (), onda se podudaraju sa
slabim derivacijama. Zaista, neka je u € C'(Q)), av € L{_(Q) slaba derivacija po
varijabli x; funkcije u. Tada je za svaki ¢ € C*(Q))

d
/Q ()5 p(x) dx = - /Q o(x) @ (x) dx
Parcijalnom integracijom lijeve strane jednakosti slijedi

/ <a?cl”(") - ”(X)) (x) dx =0

te primjenom osnovne leme varijacijskog ra¢una slijedi a_” = v (s.s.). Opcenito,
moguce je da funkcija ima slabu derivaciju, iako nije neprekldna [4].

(Q) slabe derivacije funkcije

Definicija 11. Za normiran prostor X kaZemo da je uniformno konveksan ako
(Ve > 0)(3d(e) > 0)(Vx,y € X, [|x[| = [lyll = 1), [lx —yl > e
X+y
y.

Definicija 12. Za normirani prostor X kaZemo da je potpun ako svaki Cauchyjev niz u
njemu konvergira.

<1-6(e). 28)

Potpun normiran prostor nazivamo Banachovim, a potpun unitaran prostor
nazivamo Hilbertovim.

Definicija 13. Upotpunjenje normiranog prostora X je ureden par (Y, $), gdje je Y Ba-
nachov, a ¢ : X — Y linearna izometrija takva da jeIm¢ =Y.

Definicija 14. Neka su X i Y dva topoloska vektorska prostora. KaZemo da je X uloZen u'’Y
i piSemo X — Y ako postoji preslikavanje i : X — Y koje je neprekidna linearna injekcija.
Takvo preslikavanje nazivamo ulaganje prostora X u'Y. Dodatno, ako i preslikava omedene
skupove u kompaktne, kaZemo da je i kompaktno ulaganje.

Sljededi teorem vaZzan je rezultat iz funkcionalne analize.

Teorem 3 (Hahn-Banachov teorem za normirane prostore). [8, str 281.] Neka je X
normiran prostor i Y < X. Tada za svaki linearni neprekidni funkcional f € Y' postoji
F € X' takav da je ||F||x = ||f|ly" i Fly = f.
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2.1 LP prostori

Posebno vaznu skupinu normiranih prostora ¢ine L? prostori. U nastavku ¢emo
vidjeti da su Soboljevljevi prostori zapravo potprostori LP prostora, stoga ovdje
navodimo njihovu definiciju i osnovna svojstva.

Definicija 15. Neka je (Q), X, i) prostor mjereil < p < oo. S LP(Q)) oznacavamo skup
svih S-izmjerivih funkcija f : Q) — R za koje je

Pd
1A <o

pricemu je R = RU {—o0, 00} prosireni skup realnih brojeva (ponekad se koristi i oznaka
00, 0]).

Uvjerimo se da je L zaista vektorski prostor. Neka su f,g € L7 te neka je
« € R. Provjerimo zatvorenost na mnoZenje skalarom i zbrajanje.

[ an=1a [ 117 du < oo, 29)

pri ¢emu smo koristili homogenost integrala.
Uocimo da vrijedi sljedece:

fg = f+3=2s = |f+glf <2l < 2P(|fIP + g]?).
Potpuno analogno slijedi i ako je ¢ < f. U svakom slucaju vrijedi
|f +glP < 2P(|fIF +[g]”)- (2.10)

Na prethodnu nejednakost primijenimo monotonost integrala pa dobivamo

J1f+glPdu <2 (7 + gl dp < oo,

¢ime je dokazana i zatvorenost na zbrajanje u Lp.
Definiramo preslikavanje

Il = ( f, |f|”du)%, fe @) @11)

To preslikavanje je zbog monotonosti integrala nenegativno, homogenost je po-
kazanau (2.9) , anejednakost trokuta slijedi direktno iz nejednakosti Minkowskog
(Teorem 5). Medutim, opéenito ne vrijedi da || f||, = 0 povlaci f = 0 pa dano
preslikavanje nije norma. Zato u £7(€Q)) uvodimo relaciju ekvivalencije f ~ ¢
koju definiramo kao f ~ ¢ < f = g (ss.).

Uvjerimo se da je ~ zaista relacija ekvivalencije. Refleksivnost i simetri¢nost su
ocigledne. Akoje f = g (s.s.) ig = h (s.s.), ozna¢imos A; = {x € O : f(x) #
gx)}iAr = {x € Q: g(x) # h(x)}. 1z toga slijedi da su A; i A, zanemarivi
skupovi. Tada postoje izmjerivi skupovi B; i By koji su mjere nula te A; C By



2.1. LP PROSTORI 9

i Ap C Bp. Promotrimo skup A3 = {x € Q : f(x) # h(x)}. Uo¢imo da je
Az = A1 U A;. Buduéidasu A; i Ay zanemarivi, to je i As jer B; = By U B, sadrzi
Az ionje takoder mjere nula. Prema tome f = & (s.s.) pa zaklju¢ujemo da vrijedi
i tranzitivnost.

S [f] oznac¢avamo klasu ekvivalencije koja sadrzi f, a s LP(Q), %, u) skup svih
klasa. Struktura prostora £7(Q), X, i) prenosi se na L7 (Q), %, u) tako da se defini-
raju zbrajanje i mnoZenje skalarom:

1+ 18l:=1f+gl
aff] = [af].
Normu na LP(Q), %, i) definiramo kao
1L = WLf M-

U nastavku ¢emo zbog jednostavnosti pisati samo f umjesto [f]. Akobude potrebe
naglasit ¢emo mislimo li na funkciju ili na klasu. Uz tako definiranu normu je
LP(Q), %, y) normiran prostor.

Definicija 16. Neka je p € [1,00]. Broj p’ za koji vrijedi % + %

rani eksponent broja p.

= 1 nazivamo konjugi-

Sljedeca dva rezultata daju dvije poznate i vazne nejednakosti u teoriji L pros-
tora.

Teorem 4 (Holderova nejednakost). [6, str. 168.] Neka je (Q), Z, ) prostor mjere te
f,g:Q — R Akoje p € (1,00) i p’ konjugirani eksponent od p, tada vrijedi

Al < A f1lp - N8l - (2.12)

Jednakost vrijedi ako i samo ako postoji ¢ > 0 takav da je | f|P = c|g|¥'.

Teorem 5 (Nejednakost Minkowskog). [6, str. 169.] Neka je (Q), X, i) prostor mjere
te f, ¢ : Q — R izmjerive funkcije. Ako je p € [1,00) onda vrijedi

If+8llp <[l fllp +1gllp- (2.13)

Sljedece tvrdnje vaZzne su u teoriji integracije, a bit ¢e od koristi u nastavku.

Teorem 6 (Levijev teorem o monotonoj konvergenciji). [6, str. 129.] Neka je
(Q), %, ) prostor mjere i f: Q3 — [0, 00] X— izmjeriva funkcija. Nadalje, neka je (f,)
niz X.— izmjerivih funkcija f,: Q0 — [0, 00| sa sljedecim svojstvima:

1. fu < fut1 (s.5.) zasvakin € N,
2. limp_ye0 fn = f (5.5.).

Tada je
[ fan=lim [ fudp



2.1. LP PROSTORI 10

Korolar 1 (Levijev teorem za redove). [6, str. 132.] Neka je ( f,) niz X.— izmjerivih
funkcija, f, : X — [0, 00]. Ako red Y, f,, konvergira, onda je

/(néf”)d” = né/fndu-

Teorem 7 (Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji). [6, str. 143.] Neka
su f, fu: X = R,n € N, X-izmjerive funkcije i neka je g : X — [0, co| integrabilna
funkcija. Ako vrijedi

L. F = limy soo iy (555 )
2. |fu] < g (ss),VneN,

onda su sve funkcije f i f,, n € IN, integrabilne i vrijedi

[ fan = lim [ fudp.

Neka je p € [1,00] i p’ konjugirani eksponent od p. Pomo¢u v € L¥' (Q) defini-
ramo linearan funkcional L, na L?(Q)) kao

(Lo, u) = /Q 1(x)(x) dx.

Prema Hoélderovoj nejednakosti vrijedi ||(Lo, u)|| < [Ju[|,[|v||,y. Bududi da je L,
ogranien, on je i neprekidan pa je L, € LP(Q))'.
Navedimo jo$ jednu lemu koja ¢e nam kasnije biti korisna.

Lema 2. [1, str. 46.] Neka je p € (1,00). Za L € LP(Q)', ||L||(rr()y = 1 postoji je-
dinstven w € LP(Q)) takav da je |{w||, = (L, w) = 1. S druge strane, ako jew € LF(Q))
i ||w|l, = 1, onda postoji jedinstven L € LP(Q)' takav da je ||L||py = (L, w) = 1.

Sljededi rezultati daju poznata i korisna svojstva L prostora.

Teorem 8 (Rieszov teorem reprezentacija za LV (Q))). [1, str. 47.] Neka je p € [1,00]
te L € LP(Q)'. Tada postoji jedinstven v € LV (Q) takav da za svaki u € LP(Q)) vrijedi

(L) = (Lo, u) = / u(x)o(x) dx.

Q
Stovise, preslikavanje L — v je izometricki izomorfizam prostora LP (Q) i LV (C0).

Teorem 9. [1, str. 29.] LP(Q) je Banachov prostor za p € [1, c0].

Teorem 10. [1, str. 32.] LP(Q) je separabilan za p € [1, 00).

Teorem 11. [1, str. 38.] Cc(Q) je qust u LP, p € [1, 00).

Teorem 12. [1, str. 45.] LP(Q) je uniformno konveksan za p € (1, 00).
Teorem 13. [1, str. 49.] LP(Q)) je refleksivan ako i samo ako je p € (1, 00).
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Sljededi teorem govori o ulaganjima L prostora. Taj rezultat ¢e biti koristan
kada budemo diskutirali ulaganja Soboljevljevih prostora.

Teorem 14. [1, str. 28.] Neka je vol(Q) = [1dx < c0il < p < g < co. Ako je
u € L1(Q)), onda je u € LP(Q)) i vrijedi

lull < (vol(€2))7 7 [lully.
Dakle
L(Q) — LP(Q).
Ako je u € L®(Q) vrijedi
lim |, = [[t]|eo

Nadalje, ako jeu € LP(Q), p € [1, 00) i ako postoji konstanta c takva da je za svaki takav

p
lullp <,

onda je u € L®(Q) i vrijedi
[ulleo < c.

Za realnu izmjerivu funkciju u definiranu na (), ozna¢imo s O, = {x € Q) :
lu(x)| > t},zat > 0. Za u definiramo funkciju distribucije kao d,(¢) := u(Qu),
pri ¢emu je u Lebesgueova mjera na R".

Ako je u izmjeriva funkcija na (2, ozna¢imo

[ulp = p/suptPéu(t). (2.14)
>0
Provijerimo ima li [u], svojstva norme.

(i) Nenegativnostje oCita jer se uzima supremum pot > 0, a d,(t) je nenegativan
zbog nenegativnosti Lebesgueove mjere y.

(ii) Pokazimo sada da vrijedi strogost. Imamo
[ul, =0 <= suptfo,(t) =0,
t>0

Sto je ekvivalentno s
0u(t) =u({xeQ:|lu(x)| >t}) =0, (Vt>0) < u=0(s.s.).

(iii) Uvjerimo se da vrijedi i homogenost. Neka je A € R razli¢it od 0. Uo¢imo da
jezaxec Qit>0
t

>
Al

ut- Pa slijedi 6, (t) = d, <|i—|), a uz supstituciju

Au(x)| >t <= |u(x)|

Prema tome je (), ; = Q)

¥ = AT imamo

t>0 r>0 r>0

= |A|[u]p.

[Au], = (/sup tré, <|Tt|) = </suprP|)L|P5u(r) = |A| p/sup P, (r)
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Slucaj kada je A = 0 slijedi iz strogosti. Dakle vrijedi [Au], = |A|[u], za svaki
A €eR.

(iv) Nejednakost trokuta ne vrijedi [1], medutim ipak postoji nesto slabije svoj-

stvo.
Uogimo da iz |u(x) + v(x)| > t slijedi da je |u(x)| > §ili [o(x)| > %. Da bismo
se u to uvjerili, pretpostavimo suprotno. Neka je |u(x)| < £i |v(x)| < L. Tada iz

nejednakosti trokuta slijedi
() +o(x)] < [u(x)| + o) <,
Sto je kontradikcija s pretpostavkom. Zato je
{xeQ:|(u+v)(x)| >t} C{xeQ:|ulx)|>t}U{xe Q:|v(x)| >t},

odnosno Oy 14 C Q, : uQ, L Iz toga, zbog o— subaditivnosti slijedi 6,4, (f) <

8u(3) + 6o(3)-

V1d1m0 da ¢e biti potrebno koristiti neka svojstva supremuma, stoga ¢emo ih
ovdje navesti. Nekasu A = {a; : i € I} iB = {b; : i € I} skupovi takvi da je
a; < bj,zasvakii € I. Tadajesup,.; A < sup,.; B. Osim toga, vrijediisup; (A +
B) < sup;.; A +sup;.; B

Koristeé¢i monotonost funkcije {/- i navedena svojstva supremuma vrijedi

0ly = (o Pl < </suptp (1) +0 (3)
= 0 (2.15)
< (/sup i <—> + sup tPd, <£> = 2</sup P8, (t) + sup tPoy(t) .
t>0 2 t>0 2 t>0 t>0

Sada ¢emo iskoristiti tzv. diskretnu nejednakost Minkowskog;:

n n n
Y o lai+bilP < pIY P 4§ ) |bilP. (2.16)
(l = !\7/ i :/ b

Naime, akouzmemon = 2,a; = c%, a, =0,b1 =0, b, = d%,za ¢,d > 0 dobivamo
Ye+d< Ye+Vd (2.17)

Primijenjujudi prethodnu nejednakost na (2.15) dobivamo

t>0 t>0 t>0 t>0
= 2([u]p + [v]p)-

Ako vrijede preostala tri svojstva norme i [u + v], < C([u], + [v],), za neki C >
1, preslikavanje [-], naziva se kvazinorma. Slabi LF(Q)) definiramo sli¢no kao i
LP(Q)). Uz relaciju ekvivalencije f ~ g <= f = g (s.s.), slabi L (Q)) definiramo

2</sup tPo,(t) +sup tFoy(t) <2 (</sup tPo,(t) + </sup tf’dv(t))
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kao skup svih klasa ekvivalencije za koje je [f], < oco. Definicija ovog prostora nece
ovisiti o reprezentantu klase. Naime, ako uzmemo funkcije f i ¢ koje su jednake
skoro svuda, vidimo da ¢e njihove funkcije distribucija d,(t) i d,(t) biti jednake, a
samim time i kvazinorme [u], i [v],.

Nekaje u € LP(Q)), za p € (0,00). Tada za svaki t > 0 vrijedi

Jullp = [ Gl x> [ uGPdx= [ u00P Kiseniuo o (6)
w (2.18)

2 /R X (xeufu(o]>t) () dx = (Que) = [u]},

gdje je X {xe:|u(x)|>+} karakteristitna funkcija skupa {x € Q) : [u(x)| > t}. Dakle
[u]p, < ||ul|p , odnosno LP(Q)) C slabi L7 (Q2).

Neka su X i Y vektorski prostori izmjerivih funkcija. Za operator F : X — Y
kaZemo da je sublinearan ako vrijedi

F(u+0)| < |F@)| + |F(0)], w0eX
|F(cu)| = |c| |F(u)|, ueX,ceR.

Posebno ¢e nas zanimati operatori izmedu prostora L? (Q2) i L1(Q)), gdjeje O C R¥,
pri ¢emu k i n ne moraju biti jednaki.
Za sublinearan operator F kaZemo da je

e jakog tipa (p,q), pri Cemusu p € [1,00]iq € [1,00], ako je F preslikavanje
izmedu LP(Q) i L7(Q)) te ako postoji konstanta ¢ takva da za svaku funkciju
u € LP(Q) vrijedi
IE@aqq < ellulliray
e slabog tipa (p,q), p € [1,00]ig € [1,00) ako je F preslikavanje izmedu L?(Q))

i slabog L7(Q)) i postoji konstanta ¢ takva da je za svaku funkciju u € LP(Q))
@)l < llullry-

Teorem 15. [1,str. 27.] Neka je 1 < p < q < r, tako da vrijedi
6 1-90

L
9 P r
zaneki 6 € (0,1). Ako jeu € LP(Q)) NL"(QY), onda je u € L1(QY) i vrijedi

7

luellg < Iluellpllaellz =

Teorem 16 (Marcinkiewiczev interpolacijski teorem). [1, str. 55.] Nekajel < p; <
g1 <ootel < pr < qo < 00,41 < g2. Neka p i q zadovoljavaju sljedece

1 1-6 0 1 1-6 0

T A Y
za 0 € (0,1). Nadalje, neka je 3 C R" i Q C RF, pri emu k ne mora biti jednak n
te neka je F sublinearan operator na prostoru LP1(Q)) + LP2(Q)) cija je kodomena prostor
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izmjerivih funkcija na Q). Ako je F slabog tipa (py,q1) i slabog tipa (p2,q2), onda je F
jakog tipa (p,q). Drugim rije¢ima, ako je

[F(”)]Uh (@) < Cz”uHLPz : i=1LZ
onda je
1F ()l < ealellrin
pri emu konstanta c3 ovisi o p, p1,41, P2,92,€1 i Ca.

Uvedimo sada prostor koji ¢e nam biti od koristi. Neka je & = (ay,...a,), pri
Cemujew; € {0,1,...,m}. Nadalje, ozna¢imo s d broj svih multiindeksa « za koje
je |¢| < m. Definiramo LP((;R?) := {f = (fy) : fu € LP(Q),|a| < m} =
LP(Q) x - - x LP(Q). Definiramo normu na L7 ((); RY) kao

d puta

1Al mey = o/ L Ifellb. (2.19)

|| <m

O dualnosti prostora L? (Q); R?) govori sljede¢i teorem.

Teorem 17 (Rieszov teorem za vektorske L? funkcije). [1, str. 62.] Za svaki
L € LP(GRY ,p € [1,00), postoji jedinstven & € LP (Q;R?) takav da za svaki
ii € LP(Q;RY) vrijedi

(L, B = / i(x)d(x) dx = Z / Uy (X) Uy (x) dx = Z (Ug|V),
0 la|<m || <m
gdje su u, i v, komponente funkcija ii i . Preslikavanje L — T je izometricki izomorfizam
prostora LP (Q; RY)" i LV (Q; RY).
Sljededi teorem je vrlo koristan kada nam je za racunanje pogodno zamijeniti
redoslijed integrala i daje uvjete pod kojima to moZemo napraviti.

Teorem 18 (Fubini). [1, str. 19.] Neka je f izmjeriva funkcija na R™" te neka bar
jedan od sljedecih integrala postoji i konacan je

= [ IfGoy)ldxdy,
b= [ ([ 1fGoy)lde)dy
=[£G dy)ds

Pri tome mislimo da za I, postoji integrabilna funkcija ¢ na R" takva da je g(y) jednaka
unutarnjem integralu za skoro svaki y te slicno za I5. Tada vrijedi:

1. f(-,y) € LY(R") za skoro sve y € R™,
2. f(x,+) € LY(R™) za skoro sve x € R",
s fw ) dy € AR,

4. [gn f(x,-)dx € LY(R™),
50y =l =



3 | Osnovna svojstva Soboljevlje-
vih prostora

U ovom poglavlju definiramo Soboljevljeve prostore i navodimo njihova osnovna
svojstva, od kojih posebno analiziramo dualnost. Ti prostori su od velikog znacaja
za proucavanje teorije parcijalnih diferencijalnih jednadzbi. Kako bismo ih uveli
potrebna su nam sljedeca dva preslikavanja. Zam € INil < p < co definiramo

g
[#t]lmp = ( Y, D“uﬁ) , 1<p<eo, (3.1)

la| <m
2]l m,00 = max | D[ co, (3.2)
lac| <m
za svaku funkciju u za koju je desna strana dobro definirana, gdje je || - ||, norma

na LP(Q)). U nastavku ¢emo promatrati samo realne funkcije i () ¢e biti otvoren
podskup od R".

Definiramo skup W™ (Q) := {u € LP(Q) : D*u € LP(Q)),za 0 < |a| < m},
gdje je D* slaba derivacija.

Uvjerimo se da je W™P?(Q)) vektorski prostor. Neka su uj,u, € W™P(Q),
A, A2 € Rte ¢ € D(Q). Pokazimo da i linearna kombinacija funkcija u; i up
ima slabu derivaciju. Vrijedi

Mg+ Aup)D¥*@dx = | AMquiD*@dx+ | AuD*@dx.

Buduéi da u; i up imaju slabu derivaciju prethodni izraz je jednak

(_1)la|/QA1D“u1(PdX+(-1)'“‘/{)/\2D“H2(de
= (_1)|a|/Q()\lD“M1—|—)\2D“u2)(pdx.

1z jednakosti (2.7) vidimo da izraz A1 D*uy + A, D*uy odgovara slaboj derivaciji
linearne kombinacije funkcija u; i u3. Prema tome Aquy + Ayuy € WP(Q)). Time
je pokazano da je W™ (Q)) potprostor vektorskog prostora L”(Q)) pa je i sam
vektorski prostor. Uo¢imo da je dodatno pokazano da je operator slabe derivacije
D : W™P(Q)) — LP(Q) linearan.

Uvjerimo se sada da sus (3.1) i (3.2) zaista zadane norme na W™ (Q)).

3
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(i) Nenegativnost je zadovoljena jer zbrajamo norme u L?(Q)) prostoru i uzi-
mamo maksimum norme u L®(Q)) .

ii) Pokazimo da vrijedi strogost. Za « € INF takav daje |a| < miu € WP (Q
J g )

vrijedi
Z
Y ID*ul,| =0 < D*u=0(s.s.).
|| <m
Posebno to mora vrijediti za m = 0, odnosno za & = 0 iz &ega slijedi

u = 0(s.s.). Za slucaj kada je p = co dokaz slijedi potpuno analogno zbog
strogosti norme na L*(Q2).

(iii) Nekaje A € Riu € W™P(Q). Homogenost ¢e biti zadovoljena zbog homo-
genosti slabe derivacije i L” norme.

1 1
p p
Aullmp = [ Y ID*AW)IE ] = X IAPID*ull}
|a| <m |a| <m
1
p
= AL Y ID*ull5 | = (AL llm,p s

o <m

[Au][m,e0 = max [|[D*(Au) o = [A] max | D*uleo = [A][[14]|m,c0-
|ae| <m la| <m

(iv) Pokazimo jo$ nejednakost trokuta. Neka su u,v € W™P(Q))ip € [1,00).

1
P

lu+0llmp=| Y [ID*u+ D*o|}
la| <m
P P
< X Ip*ulp] + X ID%lh | = lullmp+ 1ollmp,
la|<m la|<m

Nejednakost koju smo koristili posljedica je diskretene nejednakosti Minkow-
skog (2.16). Osataje pokazati za p = co.

[14 4 0[lm,e0 = max | D*u 4 D*0l|ee < max ([|D*ufjcs + || D*2]oo)
la|<m lae|<m

= [[ttllmc0 + [|0[lm,c0-

Ovdje je za nejednakost za maksimume koriSten slican rezultat kojeg smo naveli
za supremume u proslom poglavlju.

Jedno od vaznijih svojstava prostora W7 (Q}) je potpunost, o ¢emu govori slje-
dedi teorem.

Teorem 19. [1, str. 60] W™ (Q)) je Banachov prostor.
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Dokaz. Neka je (u,) Cauchyjev niz u W"?(Q)). Tada je (D*u,) Cauchyjev niz u
L?, |a|] < m. Kako je LP Banachov, postoje funkcije u i u, takve da u, — u i
D*u, — u, uL?, zan — co. Kako je LP(Q) C L| (Q), u, odreduje distribuciju
Tu, kao u (2.2). Sada za ¢ € D(Q2) imamo

[(Tus @) = (Tu, )| < /Q |tn () = u(x)] - [@(x)dx < @[l - lun —ullp, (33)

gdje je zadnja nejednakost posljedica Holderove nejednakosti, a p’ je konjugirani
eksponent od p. Dakle (T, ¢) — (T, ¢) € D'(Q), za svaku funkciju ¢ € D(Q)
kada n — co. Analogno se pokaze i (Tpsy,, @) — (Tu,, @) € D'(Q), za svaki
¢ € D(Q). 1z toga slijedi

— |1 — 14 14
(Tus @) = lim (Tpey,, @) = lim | D¥up(x)p(x)dx 3.4)
= lim (-1)"*(T,,,, D*¢) = (-1)"*(T,, D*¢),
n—oo
za svaki ¢ € D(Q). Dakle vrijedi 1, = D*unaQ,za0 < || < mpajeu €
W™P(Q) i im ||uy — ul|m,p = 0 te je stoga prostor W™ (()) potpun. O

n—oo

Definirajmo jo$ dva prostora

e H"P(Q)) := upotpunjenje prostora {u € C"(Q) : ||ul|mp < co} u W"P(Q)
normi.

e W,"7(Q) := zatvaraé skupa CZ°(Q)) u prostoru W7 (Q).

Kao sto je ranije receno, ako parcijalne derivacije postoje i neprekidne su, onda se
podudaraju sa slabom derivacijom. Zato je prostor G = {u € C"(Q) : [[u||;,p <
o} = C"(Q) N W"™P(Q). Stovide on je potprostor od W™F(Q)). Nadalje, G je
potpun kao potprostor od W7 (Q)). H™P(Q) definirali smo kao upotpunjenje
prostora G, a on je prema definicji upotpunjenja izometri¢ki izomorfan s G. Prema
tome H"™"(Q)) je potpun potprostor od W™ (Q).

Znamo da je C(Q)) < W™P(Q)). Kako je zatvara¢ normiranog prostora nor-
miran prostor, vrijedi W, 7 (Q) < W™ (Q).

Uz norme (3.1) i (3.2) prostori H™?(Q2), W"™F(Q2) i W, " (Q) su normirani
prostori. Za m = 0, W™P(Q) i LF(Q) se podudaraju, kao i Wy ""(Q) i LF(QQ),
Sto slijedi iz Teorema 11.

Definicija 17. Za prirodan brojm i1 < p < oo normirani prostori H™ (Q), W™P(Q))
i W, 7 (Q) nazivaju se Soboljevljevim prostorima.

Sljedeci teorem bit ¢e koristan za pokazivanje svojstava Soboljevljevih prostora

Teorem 20. [1, str. 8.] Neka je Y Banachov prostor, a X zatvoren potprostor od Y. Tada
je i X Banachov prostor i vrijedi:

1. ako je'Y refleksivan, onda je i X refleksivan;

2. ako je Y separabilan, onda je i X separabilan;
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3. ako je Y uniformno konveksan, onda je i X uniformno konveksan.

Neka je P : W™P(Q) — LP(Q;R?) preslikavanje definirano s P(u) =
(D*u) |y <m koje funkciji iz W™#(Q)) pridruzuje d - torku svih slabih derivacija
do reda m. Ako pogledamo (3.1) i (2.19) vidimo da je P izometrija. Bududi
da je W™P(Q) potpun, ImP je zatvoren potprostor od L”(Q;R?). Prema pret-
hodnom teoremu slijedi da je ImP separabilan za p € [1,00). Takoder, on je
refleksivan i uniformno konveksan za p € (1,00). Stoga ista svojstva ima i
WP (Q)) = P~}(ImP). Dodatno, prostor W™2(Q}) je unitaran uz skalarni pro-
dukt

(lohn = ¥, (D*u|D%0), (3.5)

0<|a|<m

pri demu je (u|v) = [, u(x)v(x) dx skalarni produkt na L?(Q). U nastavku ovog
rada pokazat ¢emo da je H™?(Q)) = W™ (Q)), za svaki Qiza p € [1,00). Ovaj
rezultat dokazan je tek sredinom proslog stoljeca i prije toga nije bila jasna veza
izmedu ta dva prostora. Soboljevljevi prostori mogu se definiratiiza m ¢ IN. U
tom slucaju potrebno je uvesti i pojam razlomljene derivacije, ali time se u ovom
radu ne¢emo baviti.

3.1 Dualnost i prostori W7 (Q))

U ovom poglavlju bavimo se dualnos$é¢u Soboljevljevih prostora. Sljedece tvrdnje
govore da prostori W™ (Q) i W, ¥ (Q) imaju odgovarajuée dualne prostore te ih
identificiraju.

Teorem 21. [1, str. 62.] Nekaje p € [1,00). Za svaki L € W™ (Q)' postoji T €
LY (C;RY) takav da je za svaki u € WP (Q))

(L, ) = Z (D*ulvy). (3.6)

Ako sa Sy oznacimo skup svih T € LV (Q; R?) za koje vrijedi (3.6), tada je
”LHW’”'P(Q)’ = z7i£SfL ||5||Lp’(();][{d) = z];IeuSILI H5||Lp’(g;]Rd) : (3-7)

Ako je p € (1,00), onda se minimum postize za jedinstveni v € Sy.

Dokaz. Neka je L € W™P(Q)’. Koristeéi operator P : W™P(Q) — LP(Q;RY),
P(u) = (D*u)|4|<m , definiramo funkcional L* kao

(L*,Pu) = (L,u), u€ W™P(Q).
Kako je P izometri¢ki izomorfizam, to je L* € (ImP)’ i

IL* || @mpy = Ll wme 2y -
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Prema Teoremu 3 postoji funkcional L koji odgovara progirenju L* na LP(Q);RY)
i vrijedi [|L* || impy = ||L||LP(Q’.]Rd). Takoder, iz Teorema 17 slijedi da postoji 7 €

LV (Q;R?) takav da za proizvoljni # € LP();RY) vrijedi

(L, #) = Z (1o |On).

Prema tome, za u € W™ (Q)) imamo

(Lo} = (L, Pu) = {L.Pu) = Y (D%ulm).

|a| <m
Stovige, vrijedi
||L||WmfP(Q)/ - ||L*||(ImP)’ = ”tHLP(Q;IRd)’ = ||Z7||Lp’(Q;JRd)-
Sada vrijedi (3.7) jer svaki @ € LP ((;IRY) za koji vrijedi (3.6), za proizvoljan u €
W™ (Q)), odgovara pro$irenju L od L* i imat ¢e normu ||v||Lp/(Q;Rd) > || L{lwmr(qy-
Jedinstvenost za 7 € Sy, ako je p € (1, 00), moZe se pokazati, i posljedica je uni-

formne konveksnosti od L ((; RY) i LP' ((0; R?) (vidi dokaz Leme 2.43 [1, str. 46.-
47.]) . O

Akoje p € [1,00), svaki element L € W™?(Q))’ je prosirenje distribucije T €
D'(Q)) na W™P(Q)). Uvjerimo se u to. Neka je djelovanje funkcionala L dano s
(3.6), zaneki ¥ € LV (Q;RY) i definirajmo T i T,, na D(Q)) kao

T= Y (-DMD*T,,, (T, 9) = (gloa), lo|<m, @eDQ). (38)

|| <m

Zasvaki ¢ € D(Q)) C W™P(Q)) vrijedi
(T,9)= Y {(~D)¥D*Ty,,9) = ¥ (T, D*¢) = ) (D*¢lua) = (L, )

la|<m lae|<m la|<m
(3.9)
pa je L prosirenje od T. 1z (3.7) slijedi
L]l wmr )y = min{||z7||Lp/(Q;IRd) : L je prosirenje od T}. (3.10)

Radi lakeg oznadavanija za fiksan T € D'(Q) definiramo Fr = {7 € LV ((; R?) :
¥ zadovoljava (3.8) }.

Napomena 1. Potpuno analogno moZe se pokazati ista tvrdnja ako se W™ ¥ (Q)) zamijeni
s W, " (Q), jer prema Teoremu 3 znamo dase L € W, (Q) moZe prosiritina W™P (QQ).
O dualu prostora Wy, 7 (Q) nesto vise govori sljedeci teorem.

Teorem 22. [1, str. 64.] Neka je p € [1,00) i p’ konjugirani eksponent od p te m > 1.
Tada je dualni prostor Wy " (Q)' izometricki izomorfan prostoru WP (Q)) koji se sastoji
od distribucija T € D'(Q) koje zadovoljavaju (3.8) za neki 7 € LV (Q; R?) i norma im
je

||T||me,p’(()) = %Iég; HUHLP/ (QuRY) (3.11)
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Dokaz. Neka je T € D'(Q) oblika kao u (3.8), zaneki ¥ € LV ((; R?) i p’ € [1,00).
Tadajezau € W"P(Q) s (T, u) = ¥4 <m(Tv,, D*u) dobro definirano neprekidno
prosirenje distribucije T na WP (Q). Medutim, ako gledamo na skupu W, " (Q2),
prosirenje je u tom slucaju jedinstveno. Zaista, neka su L; i L, dva razli¢ita nepre-
kidna prosirenja distribucije T na W, ¥ (Q). Nadalje, neka je u € W, " i (¢4) niz
u D(Q) koji konvergira prema u. Tada je

(T, @n) = (L1, @n) = (L1,u)
(T, @n) = (Lo, @) = (L2, u)

pa zbog jedinstvenosti limesa slijedi L; = L. Da bismo pokazali injektivnost,
pretpostavimo da su Ly, Ly € W, " (Q) prosirenja od Ty, T, € D'(Q), tim re-
dom, te da za svaki ¢ € D(Q) vrijedi (Ly, ) = (La, ¢). Po pretpostavci vrijedi
(T1, ) = (Tp, @), odnosno (T} — T,, @) = 0 za svaki ¢ € D(Q). 1z toga slijedi
T; = T,. Nadalje, za L € W, " (Q) znamo da je progirenje distribucije T € D'(Q)
koja zadovoljava (3.8) pa postoji T € W~"-"' (Q)) koji se preslika u L. Dakle, spo-
menuto preslikavanje je i surjekcija. Linearnost preslikavanja se lako provjeri pa
je ono prema tome izomorfizam vektorskih prostora. Preostaje pokazati da je i
izometrija. Uvjerimo se najprije daje s (3.11) dana norma na W=7 (Q)

(i) Nenegativnost slijedi iz nenegativnosti norme u L? (€); RY).
(ii) Provjerimo strogost. Neka je najprije T = 0. Tada je prema (3.9)
0=(0,¢) = ) (D*plva), Vo €D(Q).

|a| <m
Prema tome, otitoje ¥ = 0 € Fy paje onda i mingep, ||Z7||LP'(Q-IR4) =0.
Obratno, neka je || T|| = 0. To znaci da postoji ¥ € Fr takav da ||77||Lp/(0,]Rd) =

0 pa slijedi ¥ = 0. To povladi da za takav ¥ i za svaki ¢ € D(Q) vrijedi
(Ty,, ¢) = 01z Cega slijedi T = 0.

(iii) Nekaje A € R, T € W™V (Q), 7 € Fri@ = A7 € Fyr. Stovise, lako se vidi
daje ¥ € Fr ako i samo ako je AT € F,t. Stoga je

IAT]| = min

WEF)\T

||w||LP/(Q;IRd) wei% ||A5]|LP’(Q,-Rd) = %IG‘}I; ||A5”LP’(Q;Rd)

= EI&:I; |A|||5HLP/(Q;]R'1) = l/\|¥€1¥; ||Z7||LP/(Q;1Rd) = MHITHI

¢ime je pokazana i homogenost
(iv) Pokazimo jo$ nejednakost trokuta. Neka su v € Frid € Fg,za T,S €

WP (Q):

T= Y, (D)D", (To, ¢)=(ploa), |a| <m,

la|<m

S= Y, (-)"D*Su,, (Suw. ) = (glwa), e <m,

|| <m
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za svaki ¢ € D(Q). Tada je

T+ 5= Z (_1)‘041)0‘(’1—10& + Swa)

|ac| <m
i vrijedi
(Tow + Swar @) = (Tows @) + (Swar @) = (@[0a) + (@|wa)
= (plox +ws), Vo € D(Q).

Iz prethodnog slijedi ¥ + @ = ii € Fr.s paje Fr + Fs C Fryg. Prisjetimo se
da za proizvoljne skupove brojeva A i B vrijedi min(A + B) < min A + min B
te akoje A C B onda je min B < min A, $to éemo iskoristiti u nastavku. Sada

imamo
T+ S| = g}m ]| (QRA) S f?lﬂF |IuI|LP/(Q;IRd) = %IG‘IF? ||5+Z?’”LP’(Q;IR»%)
ZTJGFS
< gellFle <||5||Lp’(g;md) - Hw”LP'(Q;IR"))
wEFS
SHEanllvlle ord) T n}m 1@l ey = TN+ 1IS]-

Dakle zadovoljena je i nejednakost trokuta pa smo pokazali da je s (3.11)
dana norma na W=7 ((2).

Nekaje T € W™V (Q)iL e W, " (Q)’ njegovo jedinstveno prosirenje. 1z (3.10)
i (3.11) tada slijedi ||L||W(l)n,p(0)/ = HT”W*’W’/(Q)' Dakle, preslikavanje T +— L je
izometrija. 0

Postoji jo§ jedan nacin karakterizacije duala prostora W, ¥ (Q), za p € (1, 0).
Svaki v € L¥' (Q) odreduje L, € W, 7 (Q)" usmislu (Lo, u) = (u|v) zbog

(Lo, u)| = [ulo)| < lollpllully < l0llpl[llnm,p- (3.12)
Zav € LV (Q) definiramo (—m, p’) normu, kao normu od Ly, odnosno

ol omp = MLollggmry = swp ulp)l.  (313)
uewg’"”(o),nunm,pg

Ocito je [|v]|—p,py < ||v]],- Za proizvoljnu funkciju u € W, 7(Q) tev € LY (Q)
vrijedi

[(ulo)| = [e]lm,p

u
<W|v>’ < |t p|[2]] -, - (3.14)

Nekaje V = {L,: v € L? (Q)}, vektorski potprostor od W,"¥ (Q)’. Pokazat ¢emo
da je V gust u W, 7 (Q)’. Zapravo je dovoljno pokazati da ako F € W, ()"
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zadovoljava Wén,p(ﬂ),,ﬂ-", LU>Wgz,p(Q>, = 0, zasvaki L, € V,onda je F = 0. Bududi
daje W, 7 (Q) refleksivan, za F postoji f € W, ¥ (Q) takav da je

<f|v> = ng’p(ﬂ)’<LU/f>W(’)"’p(Q) = W(')”'P(Q)//<F, Lz})W(’)"rP(Q)/ = O,

za svaki v € LV (Q). Zato mora biti f = 0 skoro svuda na Q. 1z toga slijedi f = 0
u W, " (Q), odnosno F = 0 u W, (Q)".

Prostor W= (Q) zapravo je upotpunjenje prostora L? ((2) s obzirom na
normu || - ||, -

3.2 Aproksimacija glatkim funkcijama na ()

U ovom poglavlju ¢emo pokazati da je skup {¢ € C*(Q) : ||@||mp < oo} gustu
WP (Q)). Najprije éemo dati rezultat vezan za particiju jedinice.

Teorem 23. [1, str. 65.] Neka je A C IR proizvoljan skup te neka je U familija otvorenih
skupova u R" koja pokriva A, odnosno A C UyeyU. Tada postoji familija ¥ funkcija
P € CX(R") koja ima sljedeca svojstva

1. za svaki ¢ € ¥ i za svakix € R" vrijedi 0 < p(x) <1,
2. za K CC A svi osim eventualno konacno mnogo € Y su identicki jednaki O na K,
3. za svaki p € Y postoji U € U takav da je supp () C U,
4. za svaki x € A vrijedi Y yey P(x) = 1.
Takva familija ¥ zove se C* particija jedinice skupa A podredena U.
Neka je ] nenegativna realna funkcija u C°(R") za koju vrijedi
L. Jixj =0, [} =11
2 e Jix)jdx =1
Primjerice, to je funkcija
_ A
s {ceuxz, Ix|| <1
0 Ix[l =1,

pri ¢emu je ¢ > 0 konstanta koja osigurava drugi uvjet. Neka je k € IN. Funkcija
Jk(x) = k" J(kx) je nenegativna, pripada prostoru C°(IR") i zadovoljava

L Je() =0, x> ¢,
2- f]Rn ]k(X)dX = 1
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Jx nazivamo izgladivac i konvoluciju

Jeru) = [ Jx=y)u(y)dy, (315)

koja je definirana za funkcije u za koju desna strana u (3.15) ima smisla, nazivamo
izgladenje funkcije u.

Teorem 24. [1, str. 36.] Neka je u funkcija definirana na R" i is¢ezava izvan Q).
1. Akojeu € L} _(R"), ondaje Jy x u € C*(R").
2. Akojeu € LL (Q)isupp(u) CC Q, ondaje Jxu € CX(Q) uz uvjet § <
d(supp(u),0Q).
3. Akojeu € LF(Q)),p € [1,00), onda je Ji x u € LP(Q)). Takoder,

kex ullp < llullp,  Jexu—u e LP(Q).

4. Akojeu € C(Q)i G CC Qonda Ji *u = una G, gdje = oznacava uniformnu
konvergenciju.

5. Akojeu € C(Q)), onda Ji x u = u na Q).

U nastavku ¢e biti vaZne i sljedece dvije leme. Prva govori o derivaciji konvo-
lucije dok se druga odnosi na izgladivanje u prostoru W7 (Q}).

Lema 3. [5, str. 242.] Nekaje f € LY(Q)), ¢ € C™(Q) te neka je D*g omedeno za
la| < m. Tadaje fxg € C™(Q) i D*(f*g) = f * (D*Q) za |a| < m.

Lema4. [1,str. 66.] Neka je Ji izgladivac, p € [1,00) iu € WP (Q)). Akoje (Y CC Q
onda Ji *u — u, u WP (Q)).

Dokaz. Prema prethodnoj lemi znamo D*(Ji % u) = Ji * D*u. Bududi da je D*u €
LP(Q),za0 < |a| < m, prema trecoj tvrdnji Teorema 24 vrijedi

lim [|[D*Jy * u — D*ul|pp(cyy = im ||Jx * D*u — D*u||1p(qry = 0
k—o0 k—oc0

iz Cega slijedi tvrdnja leme. O

Sljedeca lema tvrdi da je produkt funkcije iz Soboljevljevog prostra i test funk-
cije opet iz Soboljevljevog prostora te je iskazana Leibnizova formula za isti pro-
dukt.

Lema 5. [4, str. 261.] Neka je ¢ € CX(Q) iu € W™P(Q). Tada je pu € W™P(Q) i
vrijedi
D*(gu) = ¥ ("‘) DFgD* Py, (3.16)
pza \P
Ovaj rezultat pokazat ¢e se koristan u dokazu sljedeceg teorema. On je va-

Zan jer povezuje H™?(Q)) i W™P(Q)), a govori o aproksimaciji funkcija iz prostora
WP (Q)) funkcijama iz C (Q).
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Teorem 25. [1, str. 67.] Ako je p € [1,00) onda je H™P(Q)) = W™P(Q)).

Dokaz. Kod definicije prostora H"?((}) pokazali smo da je H"™*(Q)) C W™ (Q))
pa je ostalo pokazati drugu inkluziju, odnosno da je skup C*(Q) N WP (Q)) gust
u W™P(Q). Zau € W™P(Q)) ie > 0 proizvoljan, pokazat ¢emo da postoji ¢ €
C®(Qy) NW™P(Q) takav da ||¢ — u||m,p < . Neka je

1
Q,:{er:||x||<l A d(x,aQ)>T}, leN

te Oy = Q1 = @. Skica skupa (); dana je Slikom 3.1. O¢ito je {€(); : | € IN}
rastuca familija skupova.

W

Slika 3.1: Skica skupa

Ozna¢imo U, = 1 N (1) = g\ (1), Cija je skica
prikazana Slikom 3.2. Uo¢imo da U; moZemo zapisati kao U =
&eaz@ﬂ<1+1Aﬂxan>ﬁQAQmpw—1vaxan<gQ}
Familija &/ = {U, : | € N} otvorenih podskupova od Q) pokriva Q). Zaista, neka
je | € N najmanji takav da je x € ()4 i pretpostavimo da je

Il <1-1 A d(x,0) > .
Medutim, tada je i [|x|| < Iid(x,0Q) > 1, iz ega slijedi da je x € Q, §to je u
kontradikciji s pretpostavkom I najmanji prirodan broj za koji je x € €);,1. Buduéi
daje U; C O omeden, a U, je kompaktan, slijedi U; CC Q.
Neka je ¥ - C* particija jedinice od Q) podredena U/. Sa 1; ozna¢imo sumu ko-
nacno mnogo funkcija ¢ € ¥ ¢iji su nosaci sadrzani u U;. Tih funkcija ¢e biti ko-
na¢no mnogo zbog druge tvrdnje Teorema 23. Tadaje ¢, € CX(U;) 1Y 72, Py(x) =

1na Q. Prema prethodnoj lemije y,u € WP (Q)). Za0 < e < (lﬂ)lw, Ji * (Pru)
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ima nosac koji se nalazi u presjeku V; = ., N (Q_,)¢ CC Q. Bududi da je

Pu € W™P(Q)), mozemo uzetik; € N, 0 < kll < e takav da je

€
1Tk = (i) — rullwme vy = [Tk, * (Yr1) — Yrueflymp ) < Esh (3.17)

o002

’ .

~
|
—

‘ .

“+
—_

Ny

Slika 3.2: Skica skupa U

Neka je sada ¢ = Y2, Ji, * ({u). Prema Teoremu 23, na )’ CC () samo
kona¢no mnogo sumanda mozZe biti razlic¢ito od 0. Stoga ¢e ¢ biti kona¢na suma
paje ¢ € C*®(Q) dobro definiran. Za x € (}; imamo

1+1 1+1
= 2 9i(u(x), @) =) Ji, * (i) (x),
i=1

i=1

bududi daje O NUx = @, za K > | + 1. Prema tome, koristeci (3.17) imamo

I+1 L
[ — @llwmr(a,) Z]k * (Yiu) — piu < Y Wk, * (i) — Yirt][wm )
wer() i1
g Hlq g
<3 ly<y

[y

(3.18)

Kako je Q) rastuca familija skupova koja iscrpljuje ), prema teoremu 6 slijedi ||u —
@llwmrq) = 4 — @llwmr(q)- Posebno, postoji [y € IN takav da za svakil > Iy

vrijedi
€
[l = @llwme ) — 11 = @llwmp)| < 5
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Koristenjem nejednakosti trokuta i nejednakosti (3.18) dobivamo

€ € €
[ = @liwmr) < 5+l = @llwmry <5+35=¢
¢ime je teorem dokazan. 0

Napomena 2. Uocimo da prethodni teorem ne vrijedi za p = oo. Primjerice, neka je
Q=(-11) CRteu(x) = |x|. Tada je

u,(x):{l, x>0

-1, x <0,

za x # 0 pa jeu € Wv°(Q). Medutim, u ¢ HY*(Q)). Naime, ako uzmemo ¢ € (0, %),
ne postoji funkcija ¢ € C'(Q) za koju vrijedi ||¢' — 1’| < &.

3.3 Aproksimacija glatkim funkcijama s kompakt-
nim nosacem u R"

Vodedi se prethodnim poglavljem, postavlja se pitanje moze li se u € W™?(Q))
aproksimirati omedenim funkcijama ¢ije su derivacije svakog reda omedene ili su
omedene bar do reda . Drugim rije¢ima, pitamo se je li za k > m prostor C*(Q)
gust u W™ (Q).

Primjer 1. [1, str. 68] Nekaje QO = {(x,y) € R?: 0 < |x] < 1,0 < y < 1}.
Pogledajmo funkciju u definiranu na Q) kao

1, x>0
HEW= NG <D

Njena derivacija iznosi 0 na cijelom ) pa ona pripada prostoru W (Q)). Medutim za
dovoljno veliki k € IN ne postoji funkcija ¢ € C'(Q)) za koju vrijedi ||u — ¢llwir@) < x.
Pretpostavimo suprotno, neka postoji takva funkcija ¢. Oznacimo s

A={(x,y) eR*: -1<x<0,0<y<1}

B={(x,y) eR?:0<x<1,0<y<1}.

Tada je O = A U B. Prema Hélderovoj nejednakosti znamo da vrijedi lpllriay <
| @llLr(a)- Takoder je i ||@|[rray < ||@llwmp(a). Buducida je za x < 0 funkcija u = 0
vrijedi

==

l@llicay < l@llrcay < ll@llwireay <

Sli¢no, kako je za x > 0 funkcija u = 1 vrijedi

1
1M gy = @l < 11 =@l <= llelne >1- e
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Definirajmo
1
F(x) = /0 ¢(x,y)dy

Uocimo da ako u prethodnu jednakost ukljucimo apsolutnu vrijednost, koriste¢i monoto-
nost integrala dobivamo

F) < IF@)1 = | [ o dy] < [ lotldy

Prointegriramo u granicama od —1 do 0 po x i imamo

—1

/O F(x)dx</0 /1| ey |y e = [ @llapa < = (3.19)
—_1O(Pryy—(PL1(A) Ty .

Pokazimo da tada postoji a € [—1,0) takav da je F(a) < }. Pretpostavimo suprotno, neka
za svaki a € [—1,0) vrijedi F(a) > 1. Tada je

0 01 1
e V.
/_11-"(x)dx_/_1 kdx o

sto je u kontradikciji s (3.19). Dakle, slijedi da postoji a € [—1,0) takav da je F(a) < .
Potpuno analogno pokazZe se da postojii b € (0,1] takav da je F(b) > 1 — ¢. Sada imamo

2 /(
1-% <F(b)—F(a) = /F d</‘ ‘ddy
| N2
0x k-

Broj 2 se pojavljuje jer je to integral jedinice po zadanom porducju, a predzadnja nejed-
nakost je posljedica Holderove ne]ednakostz Pogledajmo jos zadnju nejednakost. Prema

pretpostavci je ||u — @|| @) < 1 pa iz toga dobivamo:
_ dg 1
= Wy = Il — @l ’a'()<?
0 1
2] <=l <

Dakle, 1 < %(2 + {’/i), Sto ne mora vrijediti za dovoljno veliki k.

Problem sa skupom () iz prethodnog primjera jest taj $to on leZi s obje strane
svog ruba. Uvjet na () kojeg navodimo naziva se uvjet segmenta i garantira da ce
za proizvoljne k i m, CK(Q) biti gustu W"™?(Q),zal < p < oo.

Definicija 18. Kazemo da Q) zadovoljava wvjet segmenta ako za svaki x € Q) postoji
okolina U, i nenul vektor Uy takav da, ako je z € QAN Uy, onda je i z + 17, € (), za
te (0,1).
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Q) iz prethodnog primjera ne zadovoljava uvjet segmenta. Naime, ako uzmemo
neku tocku xiz {0} x [0, 1], za svaku okolinu Uy i za svaki vektor vy, akojez = x +
¥x € QN Uy, moZe senadit € (0,1) takav da x + t7x nece biti u skupu {0} x [0,1]
(vidi Sliku 3.3).

--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------

-1 0 1

Slika 3.3: Skica skupa (2 iz Primjera 1

Teorem 26. [1, str. 68.] Ako Q zadovoljava uvjet segmenta, onda je skup restrikcija
funkcija iz CP(R") na Q gust u W™P(Q), 1 < p < oo.

Dokaz. Neka je f fiksna funkcija u C°(R") za koju vrijedi
1. fix)=1,za %] <1,
2. f(x) =0,za|x|| >2,
3. ID*f(x)| < M, zasvakixiO < |a| < m.

ekaje fi(x) = f(§), zak € N. Tadaje fr(x) = 1za ||x|| < kte |[D*fi(x)| <
k\“| < M. Akoje u € W™P(Q)), onda je prema Lemi 5 funkcija uy = fru takoder
u prostoru W™F(Q)) i ima omeden nosac¢. Koristenjem formule (3.16), za |a| < m
vrijedi

D] = | T () DPut0D* Pt

p<u

<MY ( >|Dﬁu (3.20)

pa

Oznac¢imo QO = {x € Q : ||x|| > k}. Primijetimo da se norme funkcije u — 1
podudaraju na W™ (Q)) i W™ (). Naime, u — uy = u(1 — f;), akakoje fx(x) =
1za ||x|| < kslijedi daje u — up = 0 za ||x|| < k. Prema tome imamo

| — ”k||wmfv(n) = |lu— ”k||wmrp(0k) < ||“||wmfr’(0k) + ||”k||W"w(Qk)
< cfjullwmp )
gdje je ¢ > 0 konstanta koja se dobije iz (3.20). Prema Teoremu 7, za dovoljno ve-

liki k desna strana nejednakosti tezi u 0. Prema tome, svaka funkcija u € W7 (Q))
moZe se u tom prostoru aproksimirati funkcijama s omedenim nosacima.
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Stoga moZzemo pretpostaviti da je supp u omeden. Skup F = supp u \ Uxegn Ux
je kompaktan i sadrzan u QQ, pri ¢emu su Uy okoline iz definije uvjeta segmenta.
Zato postoji otvoren skup Uy takav daje F CC Uy CC Q. Kako je supp u kom-
paktan, postoji kona¢no mnogo skupova Uy, U .. ., U; koji ¢ine konacan pokrivac
od supp u. Stovise, postoje i skupovi Vo, V4,... V] za koje vrijedi V; cC U, za
0 <i <, koji takoder pokrivaju supp u.

Neka je ¥ C* particija jedinice podredena {V; : 0 < i < k} te neka je ¢; suma
kona¢no mnogo funkcija i € ¥ ¢iji sunosaciu V; te vrijedi Y i = 1. Oznacimo
u; = P;u. Ako pretpostavimo da za svakii € {0,1,...k} i za svaki e > 0 postoji
@; € CP(R") za koji vrijedi

||1/lz' — (Pi”wm,p(Q) < (321)

(I1+1)

za ¢ = Y!_, ¢; imali bismo

l
[ — @llwmpiy < Y 1t — @illwmr(q) < €
i=0

i tada bi teorem bio dokazan. Stoga je potrebno naci funkcije ¢; koje to zadovolja-
vaju.

Funkcija 99 € CZ(R") koja zadovoljava (3.21) postoji prema Lemi 4 jer je
supp(ug) € Vy CC Q. Preostaje nadi funkciju ¢; koja zadovoljava (3.21) za
1 < i < k. Za fiksirani i napravimo prosirenje nulom funkcije u;. Dakle
u; € WP(R"\T), gdjeje I = V;N0Q. Neka je y nenul vektor iz definicije
uvjeta segmenta pridruzen skupu U; iI'y = {x — & : x € T}, pri¢emuje N € N
odabran tako da zadovoljava

— < min

L i {1, A0SR AU,

Iyl

Slika 3.4: Skica skupova I'i I'y

Tada je Iy C Uj; te su Ty i Q disjunktni prema uvjetu segmenta. Definiramo
un(x) = ui(x+ %) Tada je u;ny € W™P(R" \ T'y). Translacija je neprekidna
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u LP(Q) [1, str. 38. 139.] pa D*u;n — D*u; € LF(Q)), kada N — +oo, |&| <
m. Prema tome u; y — u; € W"™P(Q)), kada N — +o0. Stoga je dovoljno naci
¢; € CP(R") takav daje ||u; 5y — @;|| dovoljno malo. Medutim, kakoje QN U; CC
R" \ I'y, prema Lemi 4 za dovoljno veliki K € IN moZemo uzeti ¢; = Jx * u; N, iz
¢ega slijedi tvrdnja teorema. O

Korolar 2. [1, str. 70.] W,""(R") = W™P(R").

Dokaz. Tvrdnja slijedi primjenom prethodnog teorema za (2 = R". O



4 | Soboljevljeva ulaganja

U ovom poglavlju bavimo se Soboljevljevim ulaganjima, koja imaju primjenu u
proucavanju diferencijalnih i integralnih operatora. Napravit ¢emo kratki uvod u
kojem ¢emo definirati bitne pojmove i svojstva koja su nam od interesa te nakon
toga iskazati teorem o ulaganjima. () ¢e u ovom poglavlju biti otvoren podskup
od R".

Svojstva Soboljeveljevih prostora definiranih na (2, kao i svojstva ulaganja,
ovise o svojstvima skupa ). Ta svojstva éemo promatrati kroz geometrijske ili
analiticke uvjete. U nastavku ¢emo navesti nekoliko njih.

Definicija 19. Neka je u € R",u # 0 i za svaki x # 0 neka je Z(x,u) kut izmedu
vektora x i u za kojeg vrijedi cos Z(x,u) = % Za takav w,p > 01 7y takav da je
0<y<7Z, skup

C={xeR":x=0Vv0<|x| <p, L(xu) <7}

naziva se konacni konus visine p, smjerom osi u i kutom otvora <y s vrhom u ishodistu.
Uocimo da jex +C = {x+y : y € C} konacan konus s vrhom u x sukladan konusu
C, u smislu da ima istu visinu p, smjer osi u i kut otvora <y kao i C, dobiven translacijom
konusa C.

KaZemo da je otvoreni pokriva¢ U skupa S C R” lokalno konacan ako svaki
kompakptan skup u R" sijee najvise konacno mnogo skupova iz &. Moze se
pokazati da, ako je S zatvoren, svaki otvoren pokrivac od S, ¢iji su dijametri uni-
formno ograniceni, sadrZzi lokalno konacan potpokrivaé. U nastavku ¢emo s ()5
oznacavati skup svih to¢aka skupa 2 koje su od 02 udaljeni za manje od ¢é:

Os ={xeQ:d(x,00) < d}.

Definicija 20. Kazemo da () zadovoljava uvjet konusa ako postoji konacan konus C takav
da je svaki x € Q) vrh konusa Cy koji je sadrzan u ) i sukladan konusu C, u smislu da
ima istu visinu p i isti kut otvora 7y kao i C. Iz tog razloga konus C, ne mora nuzno biti
dobiven translatiranjem konusa C.

Prethodni uvjet mozZe biti prezahtjevan, stoga uvodimo slabi uvjet konusa.

Definicija 21. Za x € Q, neka je P(x) skup svih y € Q takav da duZina koji spaja x i
yleZiu Q). Oznacimo T'(x) := {y € P(x) : ||y —x|| < 1}. KaZemo da Q) zadovoljava
slabi uvjet konusa ako postoji 6 > 0 takav da je u(I'(x)) > 6,Vx € Q, pri emu je y
Lebesgueova mjera na R™.

<t
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Definicija 22. KaZemo da Q) zadovoljava jaki lokalni Lipschitzov uvjet ako postojie
M,é > 0, lokalno konacan otvoreni pokrivac (U;);c; od 0Q) te za svaki i € I realna
funkcija f; od n — 1 varijabli, takvi da su zadovoljeni sljedeci uvjeti

1.

Postoji konac¢an R, takav da za svakih R + 1 skupova U; vrijedi da su medusobno
disjunktni.

. Za svake dvije tocke x,y € Qs takvi da je ||x — y|| < 6, postoji i takav da je

x,y € Vi:={z e U :d(z,0U;) > 6}

Svaka funkcija f; zadovoljava Lipschitzov uvjet. Preciznije, postoji konstanta ¢ > 0
takoa da za svake doije tocke x,y € R" ! vrijedi

|fi(x) = fiy)| < cllx =yl

Za neki Kartezijev koordinatni sustav (x; 1, ... x;,) u R", QN U; se moZe prikazati
pomocu
By < Jiloi 150 00 Hin—1)

Moze se pokazati da jaki lokalni Lipschitzov uvjet povlaci uvjet segmenta.
Od interesa ¢e nam biti neki prostori funkcija u koje ¢e biti ulozZeni Soboljevljevi
prostori W™ (Q2), odnosno W, " (€2). Ti prostori su:

1. WH(Q),za0 <i<migq € [l,00)].

2. WHI((y), gdjesu 0 < i < miq € [1,00], pricemujezal < k < m, O presjek

skupa Q) i k—dimenzionalne ravnine u R".

CL(Q) - skup funkcija na Q ¢ije su derivacije omedene i neprekidne do reda
i € N s danom normom

Ul ~ = maxsup |D*u(x)]|.
Iy ) = maxsup | Deu(x)

C!(Q)) - potprostor od Ck(Q) koji se sastoji od funkcija koje na () imaju ome-
dene i uniformno neprekidne derivacije do reda i € IN sa istom normom kao
i CL(Q):
I9llci i) = maxsup [D*p(x)|.
|&[<i xe
C'(Q) - zatvoreni potprostor od C'(Q) koji se sastoji od funkcija ¢ije deriva-
cijedoredai € NnaQizaA € (0,1] zadovoljavaju

[D*¢(x) — D*¢(y)| < cllx—y|*, ¢>0.

Taj prostor naziva se prostor Hélder neprekidnih funkcija. Norma na C**(Q)
dana je s

[D*¢(x) — D*¢(y)|
ey = i3y +max su )
Illconn = Nello +max sup =L =
X7y
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Bududi da su elementi skupa W™*(Q) klase ekvivalencije funkcija koje su de-
finirane na cijelom (), do na skup mjere 0, potrebno je razjasniti ulaganja 2. - 5.
Kada imamo ulaganja u prostore neprekidnih funkcija (3. - 5.) bitno je da ta klasa
ekvivalencije sadrZi funkciju iz prostora neprekidnih funkcija, koji je dolazni pros-
tor u ulaganju, te da je u tom prostoru omedena s c||u|| (), gdje je ¢ pozitivna
konstanta. Primjerice, ulaganje

WP (Q)) < C/(QQ)

postoji ako se svaka funkcija u € W7 (()) moZe predefinirati na nekom podskupu
od Q koji je mjere 0 da bismo mogli definirati novu funkcija @ € C'(Q)) takva da
jeil =u € W™P(Q) ivrijedi

] ciy < cllullwme(a),

pri ¢emu ¢ ne ovisi o u. Prethodna nejednakost zapravo osigurava neprekidnost
ulaganja. Komentirajmo jo$ drugi tip ulaganja: W7 (Q) < W"1(()), gdje je O
presjek Q) i ravnine dimenzije k < n. Prema Teoremu 25 svaki element iz W7 (Q})
se moZe proizvoljno dobro aproksimirati funkcijama iz C*(Q2). Ako promatramo
niz (uy) funkcija iz C*°(Q) koji konvergira prema u € W™?(Q)), te funkcije imaju
tragove na () (odnosno restrikcije na () ) koje suu C* () ). Prethodno navedeno
ulaganje znaci da ti tragovi konvergiraju u W7(Q);) prema funkciji i koja ne ovisi
o0 izboru niza (uy) i zadovoljava
| wia (e < cllullwmeay

pri emu ¢ ne ovisi o u.
Iskazimo sada Soboljevljev teorem o ulaganjima.

Teorem 27. [1, str. 85.] Neka je Q) presjek skupa Q) s k-dimenzionalnom ravninom u
R",1 <k < n (ako je k = n onda je O3 = Q). Neka su i i m cijeli brojevi, i > 0,m > 1
ip€[l,00).

a) Neka Q) zadovoljava uvjet konusa.
1. Akojemp > nilim =nip =1onda
WP (Q)) < Ch(Q). (4.1)
Stovise,zal <k <n vrijedi
WHMP(Q) — WH(Qy), p <q < co. (42)

Posebno,
WP (Q)) - LI1(Q), p<g<oo.

2. Akojemp =nil <k < nondaje
WP (Q) s WH(Qy), p<gq< oo, (4.3)

a posebno
W"P(Q)) — LI1(Q)), p<g<oo.
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3. Akojemp <nten—mp <k<nilip=1in—m <k <n,onda

Wi+m'P(Q) — Wi'q(Qk), p<g<p= - iqinp (4.4)
Posebno,
WmP(Q) = L1(Q), p<q<p’=- ffﬂp. (4.5)

b) Neka Q zadovoljava jaki lokalni Lipschitzov uvjet. Tada se prostor Ci(Q) moZe
zamijeniti prostorom C'(Q)) i ulaganje se moZe poboljsati na sljedeci nacin:

Ako jemp >mn > (m —1)p, onda
xmmﬂny»dﬂﬁ)0<Agm—% (4.6)

te ako jen = (m — 1)p tada
WP H) <3 €61} O< A<l (4.7)
Takoder, ako jen = m — 1i p = 1 onda prethodno ulaganje vrijedi i za A = 1.
c) Sve turdnje vrijedi i ako se W zamijeni s W.

Ako je vol(Q)) < oo, onda ulaganja (4.2)-(4.4) dodatno vrijedeizal < g < p,
a to je direktna posljedica Teorema 14.

Za dokaz teorema dovoljno je pokazati da tvrdnje vrijede za i = 0, bududi
da se opceniti slucaj postize za D*u, || < i. Primjerice, ako smo dokazali da
je WP(Q) — L1(Q), onda za svaku funkciju u € W*™#(Q) imamo D*u €
W™P(Q), za || < i, odakle slijedi D*u € L1(Q)). Dakle u € W™ (Q) i jos je
potrebno pokazati ||ul[;; < c|u||i1m,p. MoZemo naéi konstantu c; takvu da je
ID*u||7 < c1||D*u||},. Nadalje, ogito je |[D*ul|h, < ||D*ull},, pa sumiranjem po
| <ii d]elovan]em p- tim korjjenom imamo

1

1 1

q p

lullig=| Y ID*ullf| <ea| X ID*ulfy, ] -
la| <i || <i

Nadalje, kako je ¥, <; [| D* ||y < 2 2 i || ™ ||}, p vrijedi,

l 1
P
[4llig = (Z |D"‘uq) <a (Z ID”‘uII@,p) < cslullivm,p ,

|| <i || <i

Sto je bio i cilj pokazati. U nastavku ¢emo uz pomo¢ nekoliko lema korak po korak

dokazati teorem.
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Lema 6. [1, str. 87.] Neka Q) zadovoljava uvjet konusa. Tada postoji konstanta ¢ koja
ovisi 0 m, n te parametrima p i 7y konusa C koji je spomenut u definiciji uvjeta konusa za
Q) takva da za svaku funkciju u € C*(Q)), svaki x € Qi svakir € (0, p] vrijedi

X,¥

|u<x><c( Y [ Dtu(y)|dy
T (4.8)

+ 2/ D*u(y)] - |lx—y|"" ”dy)

la|=m

pricemu je Cy, = {y € Cy : ||[x —y|| <7}, a Cy C Q jekonus sukladan konusu C, s
vrhom u tocki x, u smislu da ima istu visinu p i isti kut otvora .

U nastavku ¢emo s K(x, r) oznacavati otvorenu kuglu oko x radijusa r. Uo¢imo
daje Cx, = Cx NK(x, 7).

Dokazimo sada prvu tvrdnju a) dijela teorema. Kao $to je i ranije re¢eno, do-
voljno je tvrdnju pokazati za i = 0. PokaZimo najprije da postoji ¢ > 0 takva da za
ue WmP(Q)NC®(Q) te x € Q vrijedi

()| < cllullwmrq) - (4.9)

Za p = 1im = n tvrdnja slijedi direktno iz (4.8). Naime, za n = m u prvoj sumi
je |a| < m pa je koeficijent koji mnozi integral u prvoj sumi manji od 1. 1z toga
dobivamo

Ose ¥ [ ptuyldy=c ¥ Julwmie,) <¢ T lullwmco

la|<m la|<m || <m

Akoje mp > nip > 1 primijenimo Holderovu nejednakost na integrale u (4.8) i
uzmimo r = p. Volumen skupa Cy , iznosi V", gdje je V volumen skupa Cy ;. Za
integral iz prve sume imamo

1 n
ID*ull e,y < M1 e,y - 1IP*#llLrcy,) = V7 o7 ID*ul1p(cy)

Primijenjuju¢i Holderovu nejednakost na drugi integral i uvrstavajuéi prethodnu
nejednakost u (4.8) dobivamo

Ju( <c( Y V7o E DM,

|| <m—1

(4.10)

1
+ Z ||D““||LP(Cx,p)' {/C ||X_Y||m P d}’} )

|a[=m

Uvjerimo se jo$ da je zadnji integral konacan. Iskoristimo sferne koordinate kako
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bismo ga izra¢unali. Uvedimo z = ||x — y/||. Koordinate tada postaju

Y1 = zcos(67)
Y2 = zsin(60y) cos(6>)
Y3 = zsin(67) sin(6;) cos(63)

Yn—1 = zsin(6y) sin(6,) - - - sin(6,,_») cos(6,,—1)
Y = zsin(6y) sin(6;) - - - sin(6,—2) sin(6,,—1),

a Jacobijan iznosi ] = z"!sin""2(0;)sin"3(6,) - - -sin(#,_,). Tada je integral
oblika

0 2w pm 7T ’
/ / / o / Z(m—n)p +n—1 Sinn—l(gl) Sinn—Z(Qz) .. .sin(gn_l)
0 JO 0 0
d91 d@z CRCR dgn—l dZ i

Da bi taj integral bio konacan treba vrijediti (m —n)p’ +n —1 > —1, odnosno
(m —n)p’ > —n. Medutim to je ispunjeno:

(m_n)p/:mp/_np/: mp . np >n(1_p):—7’l.

p—1 p—1 p—1

Dakle
u(x)| <e1 ), ID*ullrr(c,,) (4.11)

|| <m

pri ¢emu je ¢; konstanta razli¢ita od c, koja ponovno ovisi o visini konusa p, kutu
otvora 7y te m i n. Iz prethodne nejednakosti slijedi i (4.9), bududi da je Cy, C Q.

Prisjetimo se da Teorem 25 govori da je funkcija u € W™?(Q) limes Cauc-
hyjevog niza (u,) funkcija iz C®(Q) N W™P(Q)). 1z (4.9) imamo (1, — uy,)(x) <
c||m — tn||m,p pa slijedi da postoji neprekidna funkcija v € C(Q) takva da niz u,
uniformno konvergira prema v na kompaktnim podskupovima od Q). Medutim,
mora vrijediti i u, — u u LP(Q). Iz toga slijedi v = u (s.s.). Dakle u € C3(Q) i
vrijedi (4.1).

Pokazimo sada ulaganje (4.2). Nekaje u € W™ (Q)) te neka je Q) presjek od O
i k— dimenzionalne ravnine H. Nadalje, neka je O, = {x € R" : d(x, (%) < p}
te neka u i sve njene derivacije imaju prosirenje nulom izvan (). Znamo da je
Cxp € K(x,p) pa mozemo promatrati integral i na K(x,0). Nadalje, ako s dx’
ozna¢imo k— volumni dio iz H i uzmemo u obzir (4.11), koriste¢i nejednakost
Minkowskog dobivamo

p ’ p ’ ® p
(A%Ju(xﬂ ix < Y /gkdx /;“ﬁ)u) u(y)|Pdy.

|| <m

Nadalje, primjenom Fubinijevog teorema moZemo zamijeniti redoslijed integra-
cije, medutim bit ¢e potrebno uskladiti podrudja integracije. Naime, u prethod-
nom zapisu se integrira po x € () te po p - okolinama od x. Ako se zamijeni
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redoslijed, integracija ¢e biti poy € (), i po x koji se istovremeno nalaze u rav-
nini H i p - okolini od y.

—Cl 2/ |D*u( )|pdy/HmK(y dx’ <cz||u||wmp Q)

o <m

Dakle WP (Q)) < LF((). Iz (4.9) se vidi da W™ (Q)) — L®()) pa ulaganje
(4.2) slijedi prema Teoremu 14.

U nastavku ¢emo pokazati drugu i tre¢u tvrdnju za a) dijela. Za to éemo uvesti
nekoliko oznaka i navesti dvije leme.

Oznacimo s ), karakteristi¢nu funkciju skupa K(0, 7). Neka je funkcija h,, de-
finirana kao hy,(x) = ||x||". Tada je

R x| =< #,
() = {u || I|

0, |x|| > r.
Uoc¢imo da zam < nir € (0,1] vrijedi

Xr(%) < Xrhm(x) < hin(x).

Lema?7. [1,str. 90.] Nekajep > 1,1 <k < nten —mp < k. Tada postoji konstanta
c takva da za svaki r > 0, svaku k—dimenzionalnu ravninu H C R" i svaku funkciju
v € LP(R") vrijedi xhm x |v| € LP(H) i

_n=k
3t * ol loqy < o™ 7 lol| oo (4.12)
Posebno, vrijedi i
X1 # [0l ey < llxakm * (o] [y < ellollr ey - (4.13)
Lema 8. [1, str. 90.] Nekajep > 1, mp < n,n—mp < k < nip* = nf—pmp.

Tada postoji konstanta ¢ takva da za svaku k— dimenzionalnu ravninu H C IR" i svaku
funkciju v € LF(R") vrijedi hy, % |v| € LP" (H) te

11 * |o] ||LP*(H) < [|x1hm * |o] ||LP*(H) < ||l * |o] ||LP*(H) < CHU”LP(IR")- (4.14)

Dokaz trece tordnje a) dijela za p > 1. Imamo pretpostavke mp < n,n —mp < k <

nip < g < p* = nfﬂw. Neka je u € C®(Q) te neka u ima prosirenje nu-
lom na R” \ Q). Primijenimo Lemu 6 i uzmimo r = p. Bez smanjenja opceni-
tosti zamijenimo Cx, s kuglom K(x,1). To mozemo udiniti jer je Cx, C K(x,7), a

vol K(x,7) = K- vol K(x, 1). Dobivamo

L oDy + T[] -yl ay |
|| <m—1 K(x,1) K(x,1)

|ac|=m
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Op¢enito, integral po nekom skupu A C R” moZemo zamijeniti s integralom po
¢itavom IR" uz dodavanje karakteristicne funkcije skupa A pod integral. Sada iz
prethodnog slijedi

|| <m—1

u( (2 | xx=y) D*uy)| dy

+ ) / xi(x—y) [D*u(y)| xy’””dy) (4.15)

|a|=m

C( Y. (axDu))+ ) (hm*D"‘u)(X))-

lae| <m—1 la|=m

Akoj ]e 1 -0 4128 9¢0,1], onda po nejednakosti iz Teorema 15 imamo

p*
— 0
lellsieny < Ielniag Nl < Nallogan il

Djelovanjem p — te potencije na (4.15), integriranjem te koristenjem nejednakosti
Minkowskog imamo

0
|u’£2<H><6”( Y lxa* D%l [P+ ¥ Il * (D% ||P) (4.16)

la| <m—1 |a|=m

te sli¢no za p*. Kako prema (4.13) i (4.14) za p,p* i ravninu H vrijedi ||x; *
D*ul[[p(r) < €1l| D%t p(gn), 0dnosno [|x1 # [D¥u| || = (1) < €ol| D*u][ p(rny mo-
Zemo 1skorlst1t1 prethodnu ocjenu

& <m—1 |a[=m

0
(1-6
Jull? ||u||” O D D o1 | S W ) oL
(H)’

1-0
.Cg Z ||D“u||;£ ]R” + Z ||D“u|| ]R”) IF

|a|<m—1 || =m
Sto je jednako
0 1-6
( Y. ID*ulf, Rn) ( Y. D%, Rn) < c3llllpmr ()
| <m |a|=m

za neke konstante ¢, cq,c; > 0icg = ¢ - c1 - 2. Djelovanjem p-tog korijena poka-
zanoje [|u|pa(q,) < cllullwmr(q) , odnosno ulaganje (4.5). O
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Dokaz druge tvrdnje a) dijela za p > 1. Imamo pretpostavke mp = n,1 < k < ni
p < q < co. Odaberimo brojeve p1, ppifl takodajel < p; < p < pp,n —mpy <k,
6 e (0,1)i
1 0 1-0 1 6

+

P o op2 4 m

Kao u prethodnom dokazu, preslikavanja v — (x1 * |[0])|giv — (X1hm * |7]) |1
koja idu s LP1(R") u L' (R¥) su omedena pa onda i slabog tipa (p1, p1). Kao $toje
pokazano za prvi slucaj tvrdnje a), ta preslikavanja su omedena i u slucaju kada
idu s LP2(R") u L (R¥) i slabog su tipa (p2, ). Prema Teoremu 16 preslikavanja
su omedena kada idu s L (R") u L7(R¥) i vrijedi

1% o] Loy < llxahm * [0 Loy < cllolliogny -

Primjenom tih ocjena na (4.15), sli¢no kao u prethodnom dokazu, dokazano je
[u(x)| < cl|ul|rs(q), odnosno ulaganje (4.3), za p > 1. O

Ostalo je jos pokazati drugu i tre¢u tvrdnju a) dijela za p = 1. Ovdje to ne¢emo
dokazivati. Dokaz se moZe naci u [1, str. 93.-98.].

Pogledajmo sada dio b). Imamo pretpostavke da () zadovoljava jaki lokalni
Lipschitzov uvjet te da je mp > n > (m — 1)p. Kao $to smo ve¢ ranije rekli,
dovoljno je pokazati tvrdnju za i = 0, odnosno W7 (Q) — C%*(Q), za tri slucaja:

LO<A<m—%,zan> (m—1)p,
2 0<A<l,zan=(m—1)pip>1,
0= AL L Zan=m—1ip=1

Konstante ulaganja ovise o m, p, n i parametrima ¢ i M iz definicije jakog lokal-
nog Lipschitzovog uvjeta. Bududi da jaki lokalni Lipschitzov uvjet povlaci uvjet
konusa, znamo W™ (Q) < C%(Q)). Dakle, ako je u € W™?(Q)) onda je

sup [u(x)| < Cqlullwmrq)-
xeQ)

Prema tome, dovoljno je pokazati da vrijedi

|u(x) —u(y)|
sup ———— < Go||ul|nn, .
x,ye% Ix—y|* Il 7(@)
X#y

Bududi da je mp > n > (m —1)p, drugi i treéi slucaj prve tocke povlace
WP (Q)) — WIT(Q), pri cemu je
lor= %pajel—% =m—3,akojen > (m—1)p,
2.p<r<opajed<l—-=2<1akojen > (m—1)p,

3.r=ocpajel—2=1akojen=m—1lip=1.
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Dakle, dovoljno je razmotriti slucaj kada je m = 1. Dokaz b) dijela slijedi direktno
iz sljedece leme.

Lema 9. [1, str. 99.] Neka Q) zadovoljava jaki lokalni Lipschitzov uvjet. Ako je u €
WLP(Q),zan <p < ocoteakoje0 < A <1-— %, tada

|u(x) —u(y)|
sup —————— < Cllullwirian- (4.17)
x,ye% |x - yl)\ “ ”WlP(Q)
x#y

Ostalo je fﬁ)okazati c) dio teorema, ali to je ocigledno jer a) i b) dio vrijede za
Q=R"i W, " (Q) = WP (Q).
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Sazetak

U ovom radu najprije je uveden pojam slabe derivacije te su analizirani L? prostori
i neka njihova svojstva, poput dualnosti, kako bi se dala podloga za proucavanje
Soboljevljevih prostora koje ozna¢avamo s W"?. Soboljevljevi prostori su, jednos-
tavno receno, prostori funkcija koje pripadaju prostoru L7, a cije slabe derivacije,
do nekog reda |«| takoder pripadaju L? prostoru. Analizirana je njihova dual-
nost i pokazano je da se funkcije iz tih prostora mogu aproksimirati funkcijama
iz C® N W™P te iz C°. Na kraju su analizirana ulaganja Soboljevljevih prostora u
prostore neprekidnih funkcija, L? prostore te kona¢no u same Soboljevljeve pros-
tore.

Klju¢ne rijeci

slaba derivacija, integrabilnost, L” prostori, dualnost, Soboljevljevi prostori, Sobo-
ljevljeva ulaganja
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Sobolev Spaces

Summary

This paper first introduces the concept of weak derivatives and then examines L
spaces and their properties, such as duality, to lay the background for studying
Sobolev spaces, denoted by W""F. Sobolev spaces are, simply put, spaces of fun-
ctions that belong to L” spaces, and whose weak derivatives, up to some order
|a| also belong to LP. The duality of these spaces is analyzed, and it is demons-
trated that functions in Sobolev spaces can be approximated by functions from
C*® N W™P and CZ. Finally, the paper explores the embeddings of Sobolev spaces
into spaces of continuous functions, L? spaces, and eventually into Sobolev spaces
themselves.

Keywords

weak derivative, integrability, LF spaces, duality, Sobolev spaces, Sobolev embed-
dings
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