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Uvod

U ovom diplomskom radu proucit ¢emo skup kompleksnih brojeva te nje-
govu integraciju u proces nastave matematike. Prvo ¢emo pogledati povijest
kompleksnih brojeva, sto je dovelo do njihovog otkri¢a te koje poznate ma-
tematicare i teoreme vezujemo uz kompleksne brojeve. Nakon toga ¢emo
prouciti dio kurikuluma za nastavu matematike vezan uz kompleksne bro-
jeve, koji su ishodi te razradu istih koji su najzastupljeniji za sve nastavne
programe matematike, a sto se jos nudi kao prosireni sadrzaj za kompleksne
brojeve. Nakon sto smo proucili kurikulum pogledat ¢emo kako i kada se
kompleksni brojevi uvode u nastavu matematike proucavajuéi jedan skolski
udzbenik matematike. Pogledat ¢emo koji su matematicki pojmovi vezani uz
kompleksne brojeve najzastupljeniji u nastavi, dati ¢emo primjere za neke,
pogledati na koji nacin se integriraju u nastavu matematike te usporediti
uvodenje skupa kompleksnih brojeva u skolama i na visim razinama obrazo-
vanja. Proucavaju¢i kompleksne brojeve u nastavi slijediti ¢emo intuitivan
ucenicki pristup i potrebu za prosirivanjem ili uvodenjem novih pojmova u
nastavi matematike s kompleksnim brojevima. Nakon toga ¢emo nesto vise
reci o procesu metakognicije i u¢enickim miskoncepcijama s kojima se ucitelji
matematike Cesto susreéu, a zatim ¢emo dati rjeSenje za problem miskon-
cepcija u nastavi matematike s kompleksnim brojevima preko formativnog
vrednovanja. Pokazat ¢emo neke metode i primjere nekih metoda forma-
tivnog vrednovanja u nastavi matematike s kompleksnim brojevima kako bi
kod ucenika otklonili moguce miskoncepcije koje imaju s kompleksnim bro-
jevima te procesom metakognicije dosli do najvise i najtrajnije razine znanja
koju ucenici mogu posti¢i. Na kraju ¢emo pogledati zastupljenost komplek-
snih brojeva na nacionalnom ispitu drzavne mature, a zatim ¢emo pogledati
zadatke s kompleksnim brojevima na nekim od ispitnih rokova te njihovu
rjesenost.



1 Kompleksni brojevi kroz povijest

Kompleksni brojevi u matematici prvi puta su uoceni jos u doba renesanse,
iako tada nisu dobili svoj danasnji naziv, niti su definirani. Naime, tali-
janski matematicar, Girolamo Cardano, koji se u svom radu uvelike bavio
rjesavanjem kubnih jednadzbi (jednadzbi 3. stupnja) dosao je do spoznaje da
kubna jednadzba ima tri rjesenja. Nazalost, on je bio u stanju odrediti samo
realno rjesenje, ali ne i kompleksna rjesenja jednadzbe. Kasnije se, pojavom
osnovnog teorema algebre pokusalo do¢i i do ostalih rjesenja jednadzbe, ali
to do kraja nije uspio niti jedan matematicar sve do pojave prvog potpunog
dokaza osnovnog teorema algebre. Descartes je tako dosao do saznanja da
polinom n-tog stupnja ima n rjeSenja (o ¢emu zapravo govori i osnovni te-
orem algebre), ali da ta ”zamisljena rjesenja” ne odgovaraju nikakvoj realnoj
vrijednosti.

Kompleksnim brojevima bavio se i flamanski matematicar Albert Girard koji
je tvrdio da se rjesenja jednadzbe n-tog stupnja nalaze u nekom veé¢em skupu
od do tada poznatih skupova brojeva. Leibniz je, umjesto prihvacajuci da
osnovni teorem algebre vrijedi, pokusao dokazati da osnovni teorem algebre
ne vrijedi, ali to nije uspio. Njegova greska je bila to sto je pokusao zapi-
sati broj Vi kao a + Bi,a, f € R. Euler je u prvoj sredini 18. st. dokazao
teorem za polinom do 6. stupnja s realnim koeficijentima, a pokusao ga je
dokazati i za polinome veceg stupnja. U otprilike isto vrijeme je i d’Alembert
pokusao dati konkretniji dokaz, konstruirajuéi niz kompleksnih brojeva koji
konvergira prema nultocki polinoma, ali njegov dokaz je imao vise nedosta-
taka. Lagrange je kasnije popunio nedostatke Eulerovog dokaza, ali napravio
je istu gresku kao 1 matematicari prije njega. Pretpostavio je da polinom ima
n nultocki i dokazivao njihova svojstva. Tako je pristupio i Laplace nakon
njega, ali je dao malo to¢niji dokaz.

Prvi pravi dokaz osnovnog teorema algebre pripisuje se Gaussu. On je u
svom doktoratu 1799. dao topoloski dokaz i iznio primjedbe na ranije do-
kaze. Dokaz je imao viSe nedostataka, no 1816. Gauss je iznio i drugi, to¢niji
dokaz, utemeljen na idejama iz Fulerovog dokaza. Osim dokaza za polinome
s realnim koeficijentima, Gauss je takoder 1849. iznio dokaz i za polinome s
kompleksnim brojevima. U meduvremenu je i Svicarski matematicar Robert
Argand iznio svoj dokaz, koji se temeljio na d’Alambertovim pokusajima do-
kaza. Njemu se jos pripisuje i da je uveo pojam kompleksne ravnine te dao
geometrijsku interpretaciju mnozenja broja s i.

Nakon dokaza osnovnog teorema algebre postavilo se pitanje postoji li jos
veéi skup brojeva, nego su to kompleksni brojevi. Gauss je tako vjerovao
da postoji odredena hijerarhija poopéenja kompleksnih brojeva u kojoj je
”obi¢ne” kompleksne brojeve nazvao ”sjenom sjena”. Tu tvrdnju je opovrg-



nuo Weierstrass, dokazavsi da je polje kompleksnih brojeva jedino polje koje
prosiruje polje realnih brojeva, tj. da nema veceg skupa od C koje sadrzi skup
R i koje sadrzava uobi¢ajena svojstva zbrajanja i mnozenja (kao u skupu R).



2 Kompleksni brojevi u kurikulumu

2.1 O kurikulumu matematike

Primjena matematike je uvelike pridonijela brzom i boljem razvoju drustva
te je upravo zbog toga matematika prepoznata kao sastavni dio kurikuluma
propisanog od strane Ministarstva znanosti i obrazovanja Republike Hrvat-
ske. Matematika, osim sto je igrala kljucnu ulogu u razvoju i napretku kroz
povijest, i dalje igra bitnu ulogu u zivotu svakog pojedinca bez obzira na nji-
hovu sferu interesa. Povezivanjem matematickih domena i procesa ostvaruje
se proces ucenja i poucavanja u nastavi matematike. Ta dvodimenzionalnost
u nastavi matematike se ocituje upravo kroz ishode propisane u kurikulumu.
Ishodi su podjeljeni u pet domena: brojevi, mjerenje te podaci, algebra i
funkcije, oblik i prostor, statistika i vjerojatnost.

2.2 Kompleksni brojevi u kurikulumu matematike

Ucenici se, prema [8], upoznaju s kompleksnim brojevima u 4. razredu sred-
nje skole i to iz domena Brojev i Oblika i prostor. Ishodi koji se propisuju iz
tih domena za nastavni program s 96 sati matematike su:

e A.4.2. Racuna s kompleksnim brojevima

e A.4.3., CA4.1. Interpretira racunske operacije s kompleksnim brojevima
u Gaussovoj ravnini.

Propisani ishodi su jednaki za sve nastavne programe (iako su drugacije
oznaceni za pojedini nastavni program), ali se razlikuju u svojoj razradi.
Tako primjerice za nastavni program s 96 sati matematike razrada ishoda
A.4.2. glasi:

e Zapisuje kompleksni broj u algebarskome i trigonometrijskome obliku.

e Zbraja, oduzima, mnozi i potencira kompleksne brojeve u odgova-
raju¢emu obliku, po potrebi koristeé¢i se De Moivreovom formulom.

e Prosireni sadrzaj: Korjenuje kompleksne brojeve,
a za ishod A.4.3., C.4.1. glasi:

e Prikazuje kompleksni broj u Gaussovoj ravnini, odreduje i prikazuje
konjugirano kompleksni broj i modul kompleksnoga broja.

e Rjesenja jednostavnih jednadzbi i nejednadzbi graficki prikazuje u Ga-
ussovoj ravnini.



e Interpretira geometrijsko znacenje zbroja, razlike ili modula razlike
dvaju kompleksnih brojeva.

e Prosireni sadrzaj: RjeSenja jednadzbe, primjerice z°, prikazuje u Ga-
UusSsovoj ravnini.

Za nastavni program od 140 sati matematike, prosireni sadrzaj u navedenoj
razradi ishoda postaje redovni sadrzaj te se u razradi matematicki procesi jos
nadopunjuju. Tako da, ako u programu s 96 sati uc¢enik prikazuju rjesenja
jednostavnijih jednadzbi i nejednadzbi u Gaussovoj ravnini, ucenik u pro-
gramu sa 128 sati prikazuje rjesenja slozenijih jednadzbi i nejednadzbi. Za
programe sa 160 sati matematike se matematicki procesi u razradi tih ishoda
dodatno prosiruju, a kao prosireni sadrzaj se navode fraktali i Mandelbro-
tov skup. U razradi za nastavni program od 192 sata matematike se opet
prosireni sadrzaj u nastavnom programu od 160 sati navodi kao sastavni dio
nastavnog procesa.



3 Kompleksni brojevi u nastavi

3.1 Skup kompleksnih brojeva

Prema [4] skup kompleksnih brojeva se definira na sljedeéi nacin:

Definicija 1. Skup R? := R x R = (a,b) : a,b € R u kome je definirano
zbrajanje:

(V(a,b), (c,d) € R?) (a,b) + (c,d) := (a +c,b+d) (1)
1 mnozenje:
(V(a,b), (c,d) € R?*) (a,b) - (c,d) := (ac — bd, ad + bc) (2)

zovemo skup kompleksnih brojeva i oznacavamo s C, a njegove elemente na-
zivamo kompleksnim brojevima.

Ovakva definicija bi mogla djelovati zbunjujuce ucenicima srednje skole
te se stoga i ne primjenjuje bas u nastavi. U nastavi se sistematski gradi
definicija kompleksnih brojeva pa tek nakon toga kompleksnog skupa. Tako
prema [6] ucenici najprije definiraju imaginarnu jedinicu:

Definicija 2. Imaginarna jedinica, i, je broj za koji vrijedi i* = —1.

Nakon sto ucenici definiraju imaginarnu jedinicu definiraju imaginarni
broj kao umnozak realnog broja i imaginarne jedinice (primjerice 4i, v/2i,
7i). Na kraju se definira kompleksan broj kao zbroj imaginarnog broja i
realnog broja.

Definicija 3. Kompleksni brojevi su svi brojevi oblika
z =z + yt,

gdje su x iy realni brojevi, a i imaginarna jedinica. Broj x je realni dio,
a y je tmaginarni dio kompleksnog broja z. Pisemo x = Rez, y = Imz.
Zapis z = x + yi nazivamo standardni ili algebarskr zapis kompleksnog broja
z.

Pogledajmo sljedeéi primjer.

Primjer 1. Odredite realni i imaginarni dio sljedecih brojeva:
gle, =2,

b) Zo = 3Z,

€) gy =2 —1i.



Rjesenje.

@)z =2 == Rez =2, Tz =10

b) 2o = 3i = Rezy =0, Imzy, = 3
c)z3=2—1= Rezz =2, Imzz = —1

Kompleksni brojevi se u nastavu uvode upravo kao prosirenje skupa re-
alnih brojeva, stoga je vrlo lako zakljuciti kako svi realni brojevi ujedno
pripadaju i skupu kompleksnih brojeva. Nadalje, ne mora svaki kompleksni
broj imati i realni i imaginarni dio (razli¢it od 0), ali i dalje ¢emo ga moéi
zapisati u standardnom algebarskom zapisu kompleksnog broja. Primjerice
broj 2 iz prethodnog Primjera 1 mogli smo zapisati kao 2 + 0z.

Pogledajmo algebarski zapis kompleksnih brojeva. U nastavi matematike se
¢esto govori o odnosima izmedu brojeva pa nam se prirodno namece pitanje
kada ¢e dva kompleksna broja biti jednaka.

Definicija 4. Dva kompleksna broja zapisana u algebarskom zapisu kao z; =
X1+ Y1l 1 29 = Ty + Yot Ce biti jednaki upravo onda kada su im medusobno
jednaki realni dijelovi © imaginarni dijelovi, tj. kada je x1 = x4 1 Y1 = yo.

Ovo je vrlo bitno svojstvo koje se primjenjuje pri rjesavanju zadataka s
kompleksnim brojevima u nastavi te je stoga vazno nauciti ucenike kako ga
pravilno primjenjivati. U [4] je to svojstvo zapisano na sljede¢i nacin:

Definicija 5. Dva kompleksna broja (a,b), (¢,d) € C onda i samo onda ako
je a=rc, b=d i tada pisemo (a,b) = (c,d).

Vrlo je lako provjeriti da su Definicija 4 i Definicija 5 ekvivalentne. Po-
gledajmo sljedeci primjer:

Primjer 2. Odredite realne brojeve a, b iz jednakosti 3a+ (2 —b)i = —6 — 41

Rjesenge.

Kompleksni brojevi z; = 3a+ (2 —10)i i 2o = —6 — 4i su jednaki pa primjenom
Definicije 4 dobivamo:

3a = —6

2—b=—4,%. a=—-2,b=8.

Jos jedan bitan matematicki pojam koji ucenici nauce kada se tek krenu
upoznavati s kompleksnim brojevima su kompleksno konjugirani brojevi.

Definicija 6. Kompleksno-konjugirani broj broja z = x+yi je brojz = z—1ys.



3.2 Racunske operacije s kompleksnim brojevima

Kako je skup kompleksnih brojeva prosirenje skupa realnih brojeva dobro je
zakljuciti kako bi svojstva racunskih operacija koja vrijede u skupu realnih
brojeve vrijede trebala vrijediti i u skupu kompleksnih brojeva. Tako su,
prema [6], racunske operacije zbrajanja, oduzimanja i mnozenja kompleksnih
brojeva definirane na sljedec¢i nacin:

z21 = X1+ Y1t, 22 = T + Yol

21+ 20 = (1 4+ y1%) + (2 + y2i) = (w1 + 22) + (Y1 + y2)i

21 — 29 = (21 +118) — (22 + yoi) = (1 — x2) + (Y1 — Yo)i

21+ 20 = (x1 + y11) - (T2 + Yai) = T1@2 + T1Yol + Y1T2i + Y1y’ =

(2172 — Y1y2) + (2192 + D211 )1

Primjetimo da zbrajanje (oduzimanje) kompleksnih brojeva provodimo tako
da im medusobno zbrojimo (oduzmemo) realne i imaginarne dijelove.
Mnozenje mozemo poistovjetiti sa mnozenjem binomnih izraza (svaki ¢lan
jedne zagrade mnozimo sa svakim ¢lanom druge zagrade). Lako je provjeriti
da za ovako definirane racunske operacije s kompleksnim brojevima vrijede
svojstva komutativnost i asocijativnosti mnozenja i zbrajanja te distributiv-
nosti mnozenja prema zbrajanju. Sljede¢i primjer nam ilustrira to:

Primjer 3. Pokazimo na brojevima z; = 1+ 2i, 29 =3 — 1, 23 =2+ 1 da
vrijedi svojstvo distributivnost mnozZenja prema zbrajanju.
Rjesenje.

z1-(za+23) =(14+2)-(B3—9)+(2414)=(14+2i)-5=5+10¢
z1rzet 2oz =01420)-3—1)+(1+2i)-(2+1¢) = (5+5i) +5i =5+ 10¢
Zakljucujemo dakle, zy - (2o + 23) = 21 - 20 + 21 - 23.

lako su operacije zbrajanja i mnozenja prema [4] dani u samoj defini-
ciji skupa kompleksnih brojeva mozemo u sljede¢em primjeru vidjeti kako
¢e na$ intuitivan pristup u nastavi mateamatike srednje skole zadovoljiti te
operacije.

Primjer 4. Izracunaj z1 + 22 © 21 - 29 pri cemu je zy = 14+ 2, a 2o = 3 — 3.
Rjesenge.

4z =1+2+(B3-3)=1+3+(2-3)i=4—i
2oz =(1+2)-(3—3)=3—3i+6i+6=09+3



Lako mozemo provjeriti da drugacijim zapisom z; = (1,2),29 = (3,—3) @
primjenom definicje iz [4] dobivamo isti rezultat:
21+20=(1,2)+(3,-3)=(4,—-1)=4—1i

2oz =(1,2)-(3,—3) = (1-3—2-(=3),1-(=3) +2-3) = (9,3) = 9+ 3i.

3.3 Kompleksna ravnina

Sli¢no kao sto realne brojeve prikazujemo na brojevnom pravcu i kompleksne
brojeve mozemo graficki prikazati. No, ovoga puta imamo 2 koordinate (re-
alni i imaginarni dio) pa se ucenicima prirodno namece prikaz kompleksnih
brojeva u pravokutnom koordinatom sustavu u ravnini.

Definicija 7. Svaki kompleksni broj z = x + yi moZemo predociti tockom
(x,y) u kompleksnoj ili Gaussovoj ravnini. Os apscisa naziva se realna
0s, a 0s ordinata tmaginarana os.

Primjer 5. Prikazimo u kompleksnoj ravnini sljdece brojeve: z; = 1 + 21,
ZQZ4Z', 23:3; 242—1—:%.
Rjesenje.

X

o,

7

0 nalaze se na osi ordinati.



Jos jedan matematicki pojam s kojim se ucenici susre¢u u kompleksnoj
ravnini je modul kompleksnog broja.

Definicija 8. Modul kompleksnog broja z definira se kao udaljenost komplek-
snog broja z od ishodista kompleksne ravnine, a oznacava se |z|.

Provjerimo kako racunamo modul kompleksnog broja.

Imz

R R

Slika 2: Uoc¢imo kako je kut izmedu realnog i imaginarnog dijela kompleks-
nog broja pravi kut te stoga mozemo primijeniti Pitagorin poucak kako bi
izracunali udaljenost kompleksnog broja od ishodista kompleksne ravnine,
tj. modul kompleksnog broja. Modul kompleksnog broja z = = + yi stoga

racunamo kao |z| = /22 + y%.

Ono sto je apsolutna vrijednost realnom broju to je i modul kompleksnom
broju te je stoga dobro zakljuciti kako ¢e i svojstva apsolutne vrijednosti u
skupu realnih brojeva biti prenijeta na svojstva modula u skupu komplek-
snih brojeva. Tako za umnozak, kvocijent i potenciju modula kompleksnih
brojeva z; i z; imamo sljedeée formule:

|Z1 g Z2| = |Z1| g |Z2|
li = @aZQ 7£ 0

22 |22
12" = |2

Kod kvocijenta modula moramo paziti da modul naseg kompleksnog broja
29 bude razlic¢it od 0, tj. da kompleksni broj z; bude razli¢it od 0.

10



Prema [8] kao jedan od ishoda u nastavi s kompleksnim brojevima se na-
vodi da ucenik interpretira racunske operacije s kompleksnim brojevima u
kompleksnoj ravnini. Pogledajmo sljede¢i primjer.

Primjer 6. Za kompleksne brojeve zy = 1+ 21, 29 = 3 4+ ¢ prikazi z; + 25 ¢
z1 — 29 u kompleksnoj ravnina.

Rjesenje.

Lako se vidi da je z1 + 20 = 4+ 31, a 21 — 2o = —2 + 1. PrikaZimo to u
kompleksnoj ravnina.

Slika 3: Vidimo kako je zbroj kompleksnih brojeva u kompleksnoj ravnini
zapravo zbroj radijvektora odredenih tim kompleksnim brojevima, a razlika
zapravo razlika radijvektora odredenih tim kompleksnim brojevima.

3.4 Trigonometrijski zapis kompleksnog broja

Nakon Sto su ucenici upoznati s osnovnim algebarskim operacijama s kom-
pleksnim brojevima u algebarskom zapisu namece se pitanje kako izracunati
malo zahtjevnije izraze s kompleksnim brojevima, primjerice (142i)8-(3—1)!7.
Iako nije nemoguce zahtjevalo bi provodenja velikog broja racunskih radnji
Sto bi oduzelo dosta vremena. Stoga vidimo kako standardni algebarski zapis
kompleksnog broja nije najbolje rjesenje za racunske operacije s kompleksnim
brojevima. Stvara se potreba za koristenjem drugacijeg zapisa kompleksnog
broja s kojim bismo mogli jednostavnije izvrsiti zahtjevnije operacije. Takav
zapis je upravo trigonometrijski zapis kompleksnog broja.Ponovo po-
gledajmo prikaz kompleksnog broja u kompleksnoj ravnini.
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Slika 4: Primjetimo kako kompleksni broj s osi apscisa zatvara odredeni kut,
. Taj kut nazivamo argument kompleksnog broja. Upravo taj kut,
zajedno s ve¢ spomenutim modulom kompleksnog broja ¢e igrati kljuénu
ulogu u trigonometrijskom zapisu kompleksnog broja.

Odsada pa nadalje u trigonometrijskom zapisu kompleksnog broja ¢emo
modul kompleksnog broja, |z|, oznacavati s r. Koristenjem trigonometrije
pravokutnog trokuta iz slike jasno mozemo ocitati cosp = = isinp = £. Iz
toga slijedi da je = rcosp i y = rsine. Uvrstavanjem tih jednakosti u
algebarski izraz kompleksnog broja, z = x + yi, dobivamo trigonometrijski
zapis kompleksnog broja z = r(cos¢ + isin ). Primjetimo kako je kut
@, tj. argument kompleksnog broja kut izmedu 0 i 27, tj. ¢ € [0, 2).

Primjer 7. Zapisimo broj z = 1 4+ ¢ u trigonometrijskom obliku.

Rjesenge.

Argument broja z moZemo racunati koristeci trigonometrijski identitet tg.
Tada je tgp = £, pri cemu je x realni dio broja z, a y imaginarni dio broja
z tj. tgp = % = 1 1z Cega slijedi da je p = 7 ili ¢ = %”. Prisjecajuci se

trigonometrijske kruznice i imajuci na umu da se z nalazi v 1. kvadrantu
zakljucujemo da je p = 7.
Modul kompleksnog broja racunamo po veé poznatoj formulir = |z| = V1 +1 =

V2.

Kako znamo modul v argument kompleksnog broja moZemo ga 1 zapisati u
trigonometrijskom zapisu z = v/2(cos T +isin ).

Pomocu trigonometrijskih zapisa kompleksnih brojeva vrlo je lako izvesti
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formule za mnozenje i dijeljenje kompleksnih brojeva (koristeéi svojstva trigo-
nometrijskih funkcija), a formulu za potenciranje kompleksnih brojeva (koju
jos nazivamo De Moivreova formula) izvodimo pomo¢u matematicke in-
dukcije poznavajuéi pritom formulu za mnozenje dva kompleksna broja u tri-
gonometrijskom zapisu. Izvode formula mozete pronadéi u [6], a ovdje ¢emo
samo spomenuti gotove formule.

Za dva kompleksna broja z; = r1(cos @1 +isin;) 1 zg = ra(cos g + 1 sin @)
vrijedi sljedece:

21+ 22 =11 - To(cos(p1 + 2) + isin(pr + p2))
z i3 .
— = —(cos(ip1 — p2) + isin(p1 — p2))
Z2 T2
Definicija 9 (De Moivreova formula za potenciranje kompleksnih brojeva).
Za kompleksni broj z = r(cosp + isinp) in € N vrijedi

2" = 1r"(cosny + isinny).

Primjer 8. Izracunajte z*°, ako je z = 1 + 1.

Rjesenje.

U prethodnom primjeru smo vec odredili trigonometrijski zapis broja z pa
stoga koristimo taj zapis 1 formulu za potenciranje kompleksnog broja u tri-
gonometrijskom zapisu.

= \/Q(cosg + isin%)

22010: (V2)%(cos 2% 44 sin 227) = 2'0(cos b +isin5m) = 2!%(cos w+isinT) =
-2,

Da smo u prethodnom primjeru racunali pomocu algebarskog zapisa pro-

veli bi jako velik broj operacija sto bi zahtjevalo znatno vise vremena. Zbog
toga nam je trigonometrijski zapis kompleksnih brojeva pogodan za racunske
operacije s kompleksnim brojevima u nastavi matematike.
U skupu pozitivnih realnih brojeva n-ti korijen broja definiramo kao broj
koji potenciran na n-tu potenciju daje taj broj. Opcenito korijen broja ve-
zujemo uz rjesavanje jednadzbe, pr. 2 = 9. U skupu kompleksnih brojeva
n-ti korijen definiramo na sljede¢i nacin.

Definicija 10. n-ti korijen iz kompleksnog broja z je svaki kompleksan broj
w takav da vrijedi w" = z.
Pisemo w = {/z.
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Pogledajmo sljedeéi primjer.

Primjer 9. Odredite /1.

Rjesenge.
Neka je w takav da je w® = 1. Dodavanjem —1 s obije strane jednadzbe

mamo
w?—1=0.

Faktoriziramo It to dobivamo
(w—1)(w? +w+1) =0.

Promotrimo sada jednadzbe
w—1=0,

w4+w+1=0.

Rjesenje prve jednadzbe nam je wy = 1, a rjesenja druge jednadzbe su wy =

-1+ gz te wy = —1 — @@ wy, Wy, ws su sve koryjeni broja 1 u skupu C.

Primjenjujuc¢i de Moivreovu formulu i trigonometrijski zapis kompleks-
nog broja dolazimo do rezultata da n-ti korijen kompleksnog broja ima n
vrijednosti te formule za n-ti korijen kompleksnog broja u trigonometrijskom
zapisu.

Definicija 11. n-ti korijen kompleksnog broja z = r(cosp + isinp) ima
tocno n razlicitih vrijednosti:

cos(p + 2km sin(p + 2km
Geometrijski, korijene kompleksnog broja interpretiramo kao vrhove pra-

vilnog n-terokuta u kompleksnoj ravnini. Mozemo to ilustrirati na pret-

hodnom primjeru tako da nacrtamo rjesenja nasih jednadzbi u kompleksnoj

ravnini.
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Slika 5: Korijeni broja 1 u skupu C
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4 Metakognicija i miskoncepcije

U revidiranoj Bloomovoj taksonomiji razlikujemo cetiri dimenzije znanja. To
su ¢injenic¢no, konceptualno, proceduralno i metakognitivno znanje.
Cinjeni¢no znanje obuhvaéa poznavanje i reprodukciju éinjenica, temeljnih
pojmova, ideja i principa te nacina na koji su ti pojmovi povezani. Konceptu-
alno znanje obuhvaca uopcéene predodzbe, strukture koje sluze u organizaciji
1 reorganizaciji te pojmovnom povezivanju. Proceduralno znanje je znanje
o tome kako se rjeSavaju problemi, a obuhvaé¢a opis metoda i postupaka za
rjeSavanje problema. Metakognitivno znanje je najvisa dimenzija znanja,
moze se definirati kao znanje o vlastitom mentalnom funkcioniranju, daje
uvid u vlastito znanje.

U procesu ucenja matematike kod ucenika se ponekad javljaju pogresne inter-
pretacije nekih matematickih koncepata. Te interpretacije mozemo podijeliti
konceptualne pogreske, pretjerane generalizacije, predodzbe i djelomicne kon-
cepcije. U pretjeranoj generalizaciji informacije o matematickim konceptima
su prosirene sto dovodi do njihove krive upotrebe. Primjerice, ako ucenik
pretpostavi da je svaki mnogokut pravilan te koristi formulu za unutarnje
kutove pravilnog mnogokuta pri rjesavanju zadatka gdje nije navedeno da je
mnogokut pravilan. Djelomicne koncepcije nastaju zbog poteskoca pri gene-
ralizaciji ili poznavanju pojmova. Tako npr. ucenici pri rjesavanju jednadzbe
veceg stupnja dosta cesto napisu samo realna rjesenja, izostave kompleksna
rjeSenja. Konceptualne greske nastaju kada ucenici nekom matematickom
pojmu daju vlastito znacenje zbog lose interpretacije uciteljevog tumacenja.
To bi bilo, primjerice, kada ucenici koriste formulu za opseg kvadrata u
zadatku u kojem se trazi povrsina kvadrata. Neke miskoncepcije se mogu
svrstati u vise kategorija, nisu nuzno vezani uz samo jednu od ove cetiri ka-
tegorije.

U nastavi matematike vrlo je tesko izbje¢i kriva ucenicka tumacenja koja
mogu nastati kao rezultat vise faktora. Zadatak svakog ucitelja matema-
tike je pronaci kriva ucenicka tumacenja i procesom metakognicije natjerati
ucenike na ispravno tumacenje. Kao Sto je ve¢ navedeno metakognitivno
znanje je najvisi oblik znanja, nudi najtrajnije i najbolje poznavanje ma-
tematickih pojmova i koncepata, a moze se posti¢i tako da ucenici uce na
vlastitim greskama. Pronaci sve miskoncepcije nije nimalo lak zadatak, dosta
¢esto je vrlo tesko pronaci sva kriva tumacenja kod ucenika, ponekad i ne-
moguce, no svaki ucitelj se mora truditi kako bi ucenici postigli najvisu razinu
znanja. U nastavi s kompleksnim brojevima (a i opéenito u matematici) u
tome nam pomazu razli¢ite metode koje mozemo provesti procesom forma-
tivnog vrednovanja.
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5 Formativno vrednovanje

5.1 Vrednovanje

Sudionicima odgojno-obrazovnog procesa u matematici vrednovanje daje po-
vratnu informaciju o usvojenosti matematickih znanja i vjestina. Sastavni
je dio procesa ucenja i poucavanja te zajedno s kurikulumom ¢ini jedan cje-
lovit, povezan sustav. Vrednovanje ucitelju i ucenicima daje informaciju o
razini usvojenosti odgojno-obrazovnih ishoda, ali moze motivirati i usmjeriti
ucenike za ucenje i napredak. U odgojno-obrazovnom procesu razlikujemo tri
oblika vrednovanja: dijagnosticko, sumativno i formativno vrednovanje. Di-
jagnosticko vrednovanje se provodi prije pocetka procesa uc¢enja i poucavanja,
najceSce na pocetku skolske godine, te pomoéu rezultata dijagnostickog vred-
novanja ucitelj moze prilagoditi proces ucenja i poucavanja. Formativno
vrednovanje se provodi tijekom procesa ucenja i poucavanja te daje uvid u
ucenicki napredak, ali takoder i manjkavosti u uéenickom napretku, a takoder
moze pomodi i uciteljima kako bi prilagodili svoje nastavne metode da budu
sto djelotvorniji. Sumativno vrednovanje se provodi na kraju procesa ucenja
i poucavanja, daje uvid u ucenicka postignuca i razinu ostvarenosti ishoda,
a najcesce rezultira numerickom ocjenom.

Osim oblika vrednovanja razlikujemo i tri pristupa vrednovanju, a to su:
vrednovanje za ucenje, vrednovanje kao ucenje i vrednovanje naucenog. Vred-
novanje za ucenje se odvija tijekom procesa ucenja i poucavanja, a provodi se
razlicitim metodama kojima se utvrduje ucenicko trenutno stanje u odnosu
na odgojno-obrazovne ishode. Vrednovanje za ucenje sluzi za formativne
svrhe, najcesée ne rezultira ocjenom, ve¢ kvalitativnhom povratnom informa-
cijom. Vrednovanje kao ucenje je pristup vrednovanju utemeljen na ideji
da ucenici vrednovanjem uce, tj. ucenici sami analiziraju uspjesnost ostva-
renosti odgojno-obrazovnih ishoda. Vrednovanje naucenoga podrazumijeva
procjenu razine postignuc¢a ucenika nakon procesa ucenja i poucavanja.

5.2 Formativno vrednovanje u nastavi s kompleksnim
brojevima

U nastavi matematike za pracenje ucenikovog napretka, ali takoder i za
pracenje i poboljsavanje vlastitih metoda rada uciteljima je najkorisniji for-
mativni oblik vrednovanja. Formativno vrednovanje se moze provoditi na
razlicite nacine te razlicitim strategijama, a daje uciteljima korisnu kvalita-
tivnu informaciju o odnosu ucenika i odgojno-obraznovih ishoda u nastavi
matematike. Kako se skup kompleksnih brojeva uvodi kao potpuno novi po-
jam u 4. razredu matematike za sto bolji napredak ucenika, ali takoder i
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uciteljevih metoda rada, bilo bi dobro provesti neki oblik formativnog vred-
novanja kroz razlic¢ite strategije formativnog vrednovanja. Takoder bi se na
taj nacin mogle otkloniti miskoncepcije koje bi mogle nastati pri uvodenju
pojma kompleksnih brojeva.

5.2.1 Slazem se, ne slazem se, ovisi

Ucenici ovom strategijom provjeravaju tocnost danih tvrdnji. Prvo odabiru
slazu li se s nekom tvrdnjom ili ne ili im je mozda potrebno vise informacija,
a onda trebaju prikazati svoj proces razmisljanja koji ih je naveo na takav
odgovor. Ova strategija pomaze u razvoju metakognicije i matematickog
misljenja, a dobro ju je koristiti na pocetku procesa poucavanja kako bi
ucitelji mogli utvrditi s kojim matematickim konceptima i pojmovima ucenici
imaju najvise problema te kako bi se tome vise mogli posvetiti u nastavi ma-
tematike. Strategija se provodi tako da ucitelji odaberu konkretne tvrdnje,
najcesée one koje se nalaze u [8], te od ucenika traze da odaberu slazu li se
s tvrdnjom ili ne, a ako se slazu kada se slazu. Najbolje je uvijek odabrati
jednu tvrdnju koja je tocna, jednu koja je neto¢na i jednu za koju nije dano
dovoljno informacija. Ako se ucenici ne slazu s nekom tvrdnjom dobro je od
njih traziti protuprimjer kojim ¢e tu tvrdnju opovrgnuti. Time se takoder
moze potaknuti razvoj matematickog misljenja kod ucenika. Nakon Sto su se
ucenici odlucili za svoje odgovore dobro bi ih bilo i podjeliti u manje grupe
kako bi se potakla argumentirana rasprava medu njima gdje mozda dodu do
novih ideja ili zajedno ispitaju neke ideje koje nisu mogli samostalno. Na
kraju ucenici sami dolaze do odgovora uz smjernice ucitelja (kroz primjere,
protuprimjere, itd... ).

U nastavi s kompleksnim brojevima ovu strategiju bilo bi dobro provesti od-
mah na pocetku poucavanja o kompleksnim brojevima, nakon sto se ucenici
tek upoznaju s kompleksnim brojevima. Kljucno je da odmah na pocetku
ucenici usvoje temeljne tvrdnje za aksiomatsku izgradnju skupa kompleksnih
brojeva kako bi kasnije mogli s njima racunati, prikazivati ih u kompleksnoj
ravnini itd. . . Ispod se nalazi primjer nastavnog listi¢a za ovu strategiju. Prva
tvrdnja bi trebala u¢enicima doé¢i prirodno jer se skup kompleksnih brojeva
u nastavi matematike upravo uvodi kao prosirenje skupa realnih brojeva.
Druga tvrdnja bi zahtjevala ucenicko poznavanje standardnog algebarskog
zapisa kompleksnog broja. Treca tvrdnja se odnosi na jednakost komplek-
snih brojeva, a trebala bi ucenike natjerati na razmisljanje. Za proces me-
takognicije je ova tvrdnja upravo najjaca. Ucenici bi ispitivali vlastite ideje
i znanja, davali primjere i protuprimjere kako bi utvrdili je li ova tvrdnja
toéna i kada te uz koje uvjete. Cetvrta tvrdnja trazi od ucenika poznavanje
pojma kompleksno konjugiranog broja.
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Tvrdnja Obrazlozenje

Skup kompleksnih brojeva je podskup = Slazemse. | Ne slazem | Ovisi. Ovo je toéno. Svaki realan broj mogu
skupa realnih brojeva. se. zapisati kao kompleksan broj u standardnom
algebarskom zapisu.
Pr. 2=2+0i.

U standardnom algebarskom zapisu Slazemse. | Neslazem | Ovisi. | Ovo je neto¢no. Standardni algebarski zapis

kompleksnog broja razlikujemo realne se. kompleksnog broja glasi z=x+yi, gdje je x
dijelove kompleksnog broja. realni dio, a y imaginarni dio kompleksnog

broja.

Dva kompleksna broja su jednaki ako | Slazemse. | Neslazem | Ovisi. | Dva kompleksna broja su jednaka ako su im
su im jednaki njihovi imaginarni se. medusobno jednaki imaginarni i realni
dijelovi. dijelovi. Ako im je jednak samo imaginarni
dio, mogu, ali ne moraju biti jednaki.
Pr. 2421 i 3+2i imaju jednak imaginarni dio,
ali nisu jednaki.

Kompleksno konjugirani brojevi su Slazem se. | Ne slazem | Ovisi. Ovo je toéno.
kompleksni brojevi kojima su realni se. Pr. Broju 2+2i je 2-2i kompleksno
dijelovi medusobno jednaki, a konjugiran.
imaginarni dijelovi se razlikuju samo u
predznaku.

Slika 6: Primjer rjesenog listi¢a (ne nuzno toénog) za strategiju Slazem se,
ne slazem se, ovisi.

5.2.2 Uvijek, ponekad, nikada

Strategiju provodimo tako da se ucenicima nabroji par matematickih tvrdnji
i od njih trazi da odgovore vrijede li te tvrdnje uvijek, ponekad ili nikad ne
vrijede te da svoj odgovor obrazloze. Ova strategija ucenicima pomaze pri
razvoju metakognicije, a takoder potice razvoj matematickog misljenja (ako
bi ucenici smisljali primjere i protuprimjere kako bi dali svoje odgovore).
Strategija se moze provoditi na pocetku procesa ucenja kako bi potaknula
razvoj ucenickih ideja o matematickoj temi, ali se takoder moze provoditi i
na kraju procesa ucenja kako bi se provjerila ostvarenost ishoda za odredenu
temu. Strategiju provodimo tako da ucenici samostalno ili u paru / grupi
rijeSe listi¢ sa konkretnim matematickim tvrdnjama te uz raspravu navedu
primjere ili protuprimjere koji potkrepljuju njihove tvrdnje. Na kraju za-
jedno s uciteljem navode primjere kojih se jos nisu mogli sjetiti, a koji bi
mogli potkrijepiti ili opovrgnuti njihove odgovore. Ucenici na kraju sami
dolaze do zakljucaka vrijedi li odredena tvrdnja te ako vrijedi uz koje uvjete.
U nastavi s kompleksnim brojevima ovu strategiju bilo bi zgodno provesti
nakon obrade racunskih operacija s kompleksnim brojevima (u standardnom
algebarskom zapisu). Ispod se nalazi primjer listica za ovu strategiju.
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Tvrdnja

Obrazlozenje

Kompleksne brojeve zapisane u standardnom
zapisu mnozimo tako da im pomnozimo
odgovarajuce realne dijelove i imaginarne

Kompleksne brojeve mnozimo slicno kao
§to mnozimo i polinome, tj. mnozimo
svaki dio sa svakim, npr.

dijelove. (2-1)(4+i)=8+2i-4i+1=9-2i.

Uvijek. Ponekad. Nikada.

Umnozak kompleksnog broja i njegovog
kompleksno konjugiranog para je realan broj.

Da, zato 5to kada mnozimo kompleksni
broj sa svojim konjugiranim parom,
imamo zapravo razliku kvadrata pa se
imaginarni dio izgubi.

Ponekad. Nikada.

Uvijek.

Zbroj dva kompleksna broja u svom
standardnom zapisu sadrzi imaginarni dio.

Zbroj dva kompleksna broja ne mora
uvijek sadrzavati imaginarni dio. Npr.
(2+i) + (7-)) = 9.

Nikada.

Uvijek. Ponekad.

Parna potencija imaginarne jedinice je
jednaka -1.

Da, zato 5to je i na kvadrat jednako -1.

Ponekad. Nikada.

Uvijek.

Slika 7: Primjer rjesenog listi¢a (ne nuzno to¢nog) za strategiju Uvijek, po-
nekad, nikada.

Prva tvrdnja sluzi kako bi provjerila znaju li ucenici mnoziti dva komplek-
sna broja. Ucenici bi tijekom poucavanja trebali biti upoznati da se operacija
mnozenja kod kompleksnih brojeva moze poistovjetiti s operacijom mnozenja
kod binomnih izraza te bi se tako trebale otkloniti miskoncepcije gdje bi oni
operaciju mnozenja kompleksnih brojeva mogli provoditi na analogni nacin
kao operaciju zbrajanja i oduzimanja kompleksnih brojeva. Druga tvrdnja
bi od ucenika trazila poznavanje gradiva matematike iz prethodnih razreda
kako bi mogli povezati matematicki pojam razlike kvadrata sa tvrdnjom o
mnozenju kompleksno konjugiranih brojeva. Tu bi ucenici takoder mogli pi-
sati razne primjere te i tako do¢i do zakljucka. Treca tvrdnja oc¢ito vrijedi iz
same definicije zbrajanja kompleksnih brojeva, ali bi uc¢enici trebali razmisliti
vrijedi li ona uvijek ili ponekad. To bi ih potaklo na razvoj matematickog
misljenja gdje bi pokusali smisliti protuprimjere kako tvrdnja ne bi vrijedila.
Cetvrta tvrdnja takoder o¢ito vrijedi, ali ucenici bi se trebali zapitati vrijedi
li ona uvijek ili ponekad. Inace, cetvrta tvrdnja je takoder miskoncepcija
u nastavi. Stoga bi bilo dobro tijekom procesa poucavanja, a i za vrijeme
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provodenja ove strategije ispisati potencije od ¢ te vidjeti je li to uvijek —1
na konkretnim primjerima.

5.2.3 Cetiri kuta

Strategiju se provodi tako da se u¢enicima postavi pitanje, ponude odgovori
od kojih je samo jedan tocan te se od njih ocekuje da se opredijele za jedan
odgovor 1 svoj odabir obrazloze. Nakon Sto su svoj odgovor obrazlozili mogu
se grupirati s ostalim ucenicima koji su odabrali isti odgovor. Idealno bi bilo
da se ponude cetiri odgovora na pitanje kako bi svaka grupa koja se zalaze za
pojedini odgovor mogla zauzeti jedan kut u ucionici. U grupi bi u¢enici mogli
jos medusobno raspravljati, davati primjere ili protuprimjere Sto bi potak-
nulo matematicko razmisljanje. Ucitelj onda, davanjem konkretnih primjera
i / ili matematickih tvrdnji usmjerava ucenike koji su se opredjelili za krivi
odgovor da promjene misljenje, a takoder i svoju poziciju u ucionici (kut).
Na kraju dolazi do procesa metakognicije, u¢enici uvidaju svoje krive nacine
razmisljanja i miskoncepcije koje su imali te dolaze do valjanog zakljucka i
tocnog odgovora.

U nastavi s kompleksnim brojevima ovu strategiju je dobro provesti kada se
ucenici upoznaju s pojmom kompleksne ravnine. Strategiju je dobro provesti
1 prije nego se ucenici upoznaju s trigonometrijskim zapisom kompleksnog
broja jer je poznavanje kompleksne ravnine klju¢no za trigonometrijski za-
pis kompleksnog broja. Vazno je da ucenici mogu prikazati kompleksni broj
u kompleksnoj ravnini (to je jedan od ishoda iz [8], neovisno o nastavnom
programu). Ispod se nalazi primjer nastavnog listi¢a za ovu strategiju. Sva
pitanja ispituju ucenicko poznavanje kompleksne ravnine (gdje se nalazi ima-
ginarni dio kompleksnog broja, gdje realni dio, sto ako se kompleksni broj
nalazi na koordinatnoj osi,. .. ).
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Pitanje 1. Broj z se nalazi u
kompleksnoj ravnini u 1.
kvadrantu. To znaéi da je:

a)Imz < 0,Rez <0
b) Imz > 0,Rez <0
c¢)Imz > 0,Rez >0
d)Imz <0,Rez >0

Odabirem odgovor pod c) jer
sigurno moraju oba dijela
biti veca od 0 ako se nalazi u
1. kvadrantu.

Pitanje 2. Broj z se nalazi u
kompleksnoj ravnini u 3.
kvadrantu. To znaéi da je:

a)Imz < 0,Rez <0
b) Imz > 0,Rez < 0
c)Imz > 0,Rez >0
d)Imz < 0,Rez >0

Odabirem odgovor pod a) jer
sigurno moraju oba dijela
biti manja od 0 ako je u 3.
kvadrantu.

Pitanje 3. Broj z se nalaziu

kompleksnoj ravnini na osi

ordinata iznad ishodista. To
znadi da je:

a)Imz =0,Rez <0
b) Imz = 0,Rez > 0
c¢)Imz > 0,Rez=0

Odabirem odgovor pod b)
jer realni dio gledamo na osi
ordinata a kako je u b)
imaginarni dio jednak 0

d)Imz <0,Rez=0
znadi da je on tamo. Nadalje,
nalazi se iznad ishodista te je
stoga realni dio veéi od 0.

Slika 8: Primjer listi¢a za strategiju Cetiri kuta.

5.2.4 Popis terminologije

Ova strategija se provodi pomoc¢u kratkih upitnika na kojima ucenici odabiru
jesu li tj. koliko su upoznati s nekim matematickim terminom. Ako tvrde
da su upoznati s nekim terminom od njih se trazi i opis tog termina kako
bi se dobio uvid u njihovo konceptualno shva¢anje tog termina. Strategija
se najcesc¢e provodi na kraju procesa poucavanja kako bi se utvrdilo koliko
dobro su ucenici upoznati s matematickom terminologijom za odredenu nas-
tavnu cjelinu (jedinicu). Neki ucenici mogu biti upoznati s terminom na
razini prepoznavanja, ali mozda nece biti u stanju taj matematicki termin
opisati, dok ¢e s druge strane neki ucenici taj termin moéi i opisat i objas-
niti drugim ucenicima. Rezultate ove strategije ucitelj moze koristiti kako bi
poboljsao ili prilagodio uvodenje nove matematicke terminologije.

U nastavi s kompleksnim brojevima ovu strategiju bi bilo dobro provesti na-
kon obrade trigonometrijskog zapisa broja. Trigonometrijski zapis komplek-
snog broja je takoder jedan od ishoda prema [8] te je stoga kljuéno provjeriti
koliko su ucenici upoznati s njime. U tu svrhu bi trebalo odabrati termine
vezane uz trigonometrijski zapis kompleksnog broja (modul i argument kom-
pleksnog broja) te ispitati samo poznavanje termina trigonometrijskog za-
pisa kompleksnog broja. Kako su to potpuno novi matematicki pojmovi za
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ucenike u 4. razredu srednje skole nastavnik ¢e dobiti povratnu informaciju
koliko dobro su ih ucenici usvojili te ¢e prema tome moc¢i ubuduée planirati
uvodenje istih.

Modul kompleksnog broja

e Nikad nisam ¢uo/la
za taj termin.

e Cuo/la sam za taj
termin, ali nisam
siguran/na §to to
znadi.

® Imam neke ideje 5to
bi taj termin mogao
znaditi.

® Znam Sto taj termin
znadi i mogu ga
opisati.

Modul kompleksnog broja
z = x + yi definiramo kao
udaljenost kompleksnog
broja od ishodista u
Kompleksnoj ravnini.
Oznaéavamo ga sa |z]| i
racunamo kao |z| =

Argument kompleksnog
broja

e Nikad nisam ¢uo/la
za taj termin.

e Cuo/la sam za taj
termin, ali nisam
siguran/na $to to
znaci.

e Imam neke ideje 5to
bi taj termin mogao
znagiti.

e Znam 3to taj termin
znadi i mogu ga
opisati.

Argument

kompleksnog broja z = x +
yi uoznaci argz = ¢ je kut
koji se nalazi u intervalu
[0,2m >, a radunamo ga
pomocu jednakosti tge = %,
pritom pazedéi u kojem

Trigonometrijski zapis
kompleksnog broja

o Nikad nisam ¢uo/la
za taj termin.

e Cuo/la sam za taj
termin, ali nisam
siguran/na $to to
znadi.

e Imam neke ideje 5to
bi taj termin mogao
znaditi.

® Znam §to taj termin
znadi i mogu ga
opisati.

Trigonometrijski zapis
kompleksnog broja z glasi
z = r(cosp + ising) , gdje
je r modul od broja z, a ¢
argument kompleksnog
broja z.

kvadrantu kompleksne
ravnine se nalazi broj z.

Slika 9: Primjer listica za strategiju Popis terminologije.

5.2.5 Frayerov model

Ova strategija je vrlo slicna prethodnoj strategiji jer kod u¢enika provjerava
poznavanje i razumijevanje matematickih termina. Provodi se na nacin tako
da ucenicima bude ponuden dijagram s matematickim terminom u sredini,
a od njih se ocekuje da popune dijagram s definicijom i karakteristikama
tog matematickog termina te primjerima i protuprimjerima. Prije samog
provodenja ove strategije dobro bi bilo ucenicima pokazati nacin na koji bi
popunjavali tablicu s nekim terminom s kojim su ve¢ dobro upoznati, ako se
prvi puta susrecu s ovom strategijom. Nakon $to ucenici popune svoju tablicu
mogu kroz argumentiranu raspravu s drugim ucenicima vidjeti jesu li dobro
popunili te ako nisu kako mogu poboljsati svoje poznavanje matematickog
termina i uvidjeti koje miskoncepcije jos imaju za taj termin. Strategija se
moze provesti i tako da se od ucenika trazi da prepoznaju o kojem je mate-
matickom terminu rije¢ ako im je poznata definicija, karakteristike, primjer i
protuprimjeri ili nesto od toga. U pravilu se strategija provodi nakon procesa
poucavanja, ali moze se provoditi i prije upoznavanja s novom terminologi-
jom kako bi ucitelj uocio mogucée prepreke s kojima ¢e se ucenici susretati u
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procesu ucenja.

U nastavi s kompleksnim brojevima ovu strategiju bi bilo dobro provoditi
nakon upoznavanja s trigonometrijskim zapisom kompleksnog broja jer, kao
Sto je ve¢ spomenuti, trigonometrijski zapis kompleksnog broja je jedan od
sastavnih pojmova iz [8]. Ispod je dan primjer listica za ovu strategiju.

Definicija Karakteristike

Trigonometrijski zapis kompleksnog broja z o 1 =|z| je modul kompleksnog broja
je: z

z =1(cos(@) + isin(¢)). o kut g € [0,2m > nazivamo argument

kompleksnog broja z

TRIGONOMETRIJSKI ZAPIS KOMPLEKSNOG BROJA

Primjeri Protuprimjeri

4t | . 4m 24

Z(COS(?) + xsm(?)) 3i

dr | 4m 2
4(cos(?) + lsm(?))

i3 o T
cos(s) Ism(3)

Slika 10: Primjer listi¢a za strategiju Frayerov model.

5.2.6 Strategija 3-2-1

Strategija se najcesée provodi nakon obradene nastavne jedinice,a provodi
se tako da se od ucenika traze pisani odgovori na tri refleksivna. Odgo-
varaju na pitanja sa Sest odgovora (tri na prvo, dva na drugo, jedan na
zadnje pitanje) u kojima opisuju $to su nauéili u nastavnoj jedinici. Uc¢enici
u pravilu daju tri nove cinjenice koje su naucili za odredeni matematicki
pojam, dvije ¢injenice s kojima se muce i jednu strategiju koja im pomaze
rjesiti problem. Strategija 3-2-1 prikazuje ucenicku refleksiju, a takoder pruza
ucenicima mogucnost dijeljenja svog uspjeha pri savladavanju novih mate-
matickih pojmova s drugim ucenicima. Uciteljima, s druge strane, ova stra-
tegija pruza uvid u informacije i spoznaje koje ucenici smatraju klju¢nima za
odredenu nastavnu jedinicu. Takoder je moguce dobiti povratnu informaciju
o ostvarenosti odgojno-obrazovnih ishoda za nastavnu jedinicu.
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U nastavi s kompleksnim brojevima ovu strategiju bi bilo dobro provesti na-
kon obrade modula kompleksnog broja. Kako je modul jedan od kljuénih
pojmova koji se primjenjuje u nastavi s kompleksnim brojevima vazno je
provjeriti ucenicko razumjevanje i poznavanje istog. Ispod je dan primjer
jednog rjesenog listi¢a za ovu strategiju.

Modul kompleksnog broja

3 nove Cinjenice koje sam naucio/la:
o modul kompleksnog broja je udaljenost kompleksnog broja od ishodista u Gaussovoj
ravnini
e modul kompleksnog broja je uvijek pozitivan
o racuna se kao zbroj kvadrata realnog i imaginarnog dijela kompleksnog broja
2 Cinjenice s kojima se jo§ mucim:
e svojstva modula kompleksnog broja
o udaljenost dva kompleksna broja
1 strategija koja mi pomaze:
o formula za udaljenost 2 tocke u koordinatnom sustavu

Slika 11: Primjer listica za strategiju 3-2-1.
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6 Kompleksni brojevi na drzavnoj maturi

Osim nastave, ucenici se s kompleksnim brojevima mogu sresti i na drzavnoj
maturi. Drzavna matura je nacionalni ispit koji u Republici Hrvatskoj orga-
nizira Nacionalni centar za vanjsko vrednovanje i obrazovanje. Polaganjem
drzavne mature smatra se polaganje ispita drzavne mature. Ispit drzavne
mature sastoji se od dva dijela, obveznog i izbornog dijela. Obvezni dio
drzavne mature trenutno je podijeljen na dvije razine, visu i nisu razinu (A
i B). Ispit iz matematike trenutno se nalazi na obveznom djelu drzavne ma-
ture, stoga je polaganje ispita matematike obavezno za polozenu drzavnu
maturu. Polozenim ispitom se smatra zadovoljen minimalni prag bodova iz
tog ispita. Minimalni prag bodova se utvrduje naknadno, nakon provedbe
ispita.

Podrugja ispitivanja i ishodi koji se ispituju iz tih podrué¢ja za predmet mate-
matike su dani u ispitnom katalogu za drzavnu maturu (koji izlazi prije pro-
vedbe ispita). Slicno kao i u kurikulumu nastavnog predmeta matematike,
ispit drzavne mature iz matematike, podijeljen je u pet domena: brojevi, al-
gebra i funkcije, oblik i prostor, mjerenje te podaci statistika i vjerojatnost.
U ispitnom katalogu za drzavnu maturu 2022. /2023. godine kompleksni
brojevi se svrstavaju u domenu brojeva. Zastupljenost te domene na ispitu
drzavne mature koji ¢e biti na ljeto 2023. iznosti ¢e 20%. Ishodi vezani uz
kompleksne brojeve koji ¢e se ispitivati na tom ispitu su:

e MAT SS A.4.2. Ra¢una s kompleksnim brojevima.

e MAT SS A.4.3., C.4.1. Interpretira racunske operacije s kompleksnim
brojevima u Gaussovoj ravnini.

Trenutno su ovi ishodi navedeni samo za visu razinu ispita iz matematike.

6.1 Pregled ispitnih rokova

Zadaci koji se nalaze na ispitu drzavne mature iz matematike podijeljeni su
prema nac¢inu rjesavanja na tri tipa zadataka: zadatke visestrukog izbora,
zadatke kratkog odgovora i zadatke produzenog odgovora. Osim sto ée i
ove godine biti na drzavnoj maturi, kompleksni brojevi su se i prije nasli na
ispitu matematike na drzavnoj maturi. Tako je primjerice za skolsku godinu
2018./2019. na ljetnom roku zadan zadatak visestrukog izbora u kojemu se
trazilo poznavanje trigonometrijskog zapisa kompleksnog broja i argumenta.
lako nema podataka o rjesenosti konkretno ovog zadatka, aritmeticka sredina
rjesenosti ispita matematike na ovom roku je iznosila 42.08%.

2019./2020. na ljetnom ispitnom roku se nalazi zadatak kratkog odgovora
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—1+l?

9. Koliki je argument kompleksnoga broja z = —
1

A L
4
B. X
>
c. 3m
2
. 3T
4

Slika 12: 9. zadatak na ljetnom ispitnom roku 2018. /2019.

vezan uz kompleksne brojeve. Maksimalni moguéi broj bodova postignut iz
ovog zadatka je bio 2. Prema statistickoj analizi NCVVO-a 47% pristupnika
ovom roku ostvarilo je 0 bodova iz tog zadatka, 6% je ostvarilo 1 bod, a 7% 2
boda. 40% pristupnika nije odgovorilo na zadatak. Na ljetnom ispitnom roku

29. Rijesite zadatke.

29.1. Kompleksni broj z, = —5\/§ +5i jedno je rjeenje jednadzbe z* =w gdje je
w kompleksni broj. NapiSite preostala dva rjeSenja te jednadzbe.

Slika 13: 29.1. zadatak na ljetnom ispitnom roku 2019. /2020.

2020./ 2021. su se pronasla tri zadatka, sva tri zadatka kratkog odgovora.
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16. Rijesite zadatke.

P

16.1. Rijesite jednadzbu (4x+1)" =(8x+3)(2x—1)—10.

Odgovor: x =

16.2. Odredite rje$enja jednadzbe x*+35x> —36 =0 koja nisu realni brojevi.

Odgovor:

Slika 14: 16.2. zadatak na ljetnom ispitnom roku 2020. /2021. Maksimalno
je bilo moguce ostvariti 1 bod. 53% pristupnika ostvarilo je 1 bod, 36% je
ostvarilo 0 bodova, a 11% nije odgovorilo.

23. Rijesite zadatke.

23.1. IzraCunajte apsolutnu vrijednost kompleksnoga broja w = _,U,ll 5
1202

Odgovor: |w| =

23.2. Prikazite u kompleksnoj ravnini skup svih kompleksnih brojeva z = x+ yi za
koje vrijedi Imz+Rez=0.

~

Y

W

Slika 15: 23.1. i1 23.2. zadatak na ljetnom ispitnom roku 2020. /2021. Moguéi
maksimalan broj bodova oba zadatka je bio 1. 1 bod za 23.1. zadatak je
ostvarilo 59% ispitanika, 0 bodova 27%, a nije odgovorilo 14%. 1 boz za 23.2.
zadatak je ostvarilo 40%, 0 bodova 26%, a nije odgovorilo 34%.
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Zakljucak

[ako su otkriveni prije otprilike 170 godina kompleksne brojeve mozemo i
dalje smatrati relativno novim pojmom u matematici, a tako i u nastavi
matematike. U nastavi matematike ucenici se susre¢u sa cetiri temeljna
pojma vezana uz kompleksne brojeve. To su skup kompleksnih brojeva,
racunske operacije s kompleksnim brojevima, kompleksna ravnina i trigo-
nometrijski zapis kompleksnog broja. Ucenici, nakon procesa poucavanja
kompleksnih brojeva, moraju znati provesti racunske operacije s komplek-
snim brojevima (u prikladnom zapisu) te ih moraju znati interpretirati u
kompleksnoj ravnini. Kompleksni brojevi se u nastavu matematike uvode
kao potpuno novi pojam, a osim u nastavi matematike nalaze se i na naci-
onalnom ispitu drzavne mature iz matematike, te je stoga vazno kod ucenika
otkloniti sve moguce miskoncepcije koje mogu stvoriti o kompleksnim broje-
vima primjenjujuéi razlicite metode formativnog vrednovanja.
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Sazetak

Kompleksni brojevi se uvode u 4. razredu srednje skole kao potpuno novi ma-
tematicki pojam ucenicima. Ucenici se susrec¢u s razli¢itim pojmovima veza-
nim uz kompleksne brojeve tijekom svog skolovanja, a njihovo reproduciranje
znanja i vjestina koje moraju steéi iz tog podrucja je propisano kurikulumom
nastavnog premdeta matematike. U nastavi s kompleksnim brojevima ¢esto
dolazi do razli¢itih miskoncepcija pa se stoga provode razlicite metode for-
mativnog vrednovanja kako bi ih otklonili. Vazno je otkloniti miskoncepcije
koje ucenici mogu izgraditi o kompleksnim brojevima jer, osim Sto se nalaze
u nastavi matematike, takoder se nalaze i na nacionalnom ispitu drzavne
mature iz matematike.

Kljuéne rijeci: kompleksni broj, kompleksna ravnina, trigonometrijski za-
pis kompleksnog broja, miskoncepcije, formativno vrednovanje
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Complex numbers in math class

Summary

Students are introduced to complex numbers as a completely new mathema-
tical term in 4th grade of their secondary school. They are also introduced
with different terms regarding complex numbers and their reproduction of
knowledge and skills they need to acquire from that area is given by curricu-
lum of maths. It can often come to different misconceptions while teaching
complex numbers so therefore, various methods of formative evaluation are
implemented to remove those misconceptions. It is very important to remove
any misconceptions students can have about complex numbers, because not
only are they part of math class, but also part of national math state gradu-
ate exam.

Keywords: complex number, complex plain, trigonometric notation of com-
plex number, misconceptions, formative evaluation
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