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1. Quasi-Newtonove metode

1.1. Sazetak

U ovom radu ¢emo se baviti rjesavanjem jednadzbe f(z) = 0 pomoéu Newtonove me-
tode tangente te metode sekante, kada nam je funkcija f : R — R. Za visedimenzionalni
problem problem koristit ¢emo Newtonovu metodu. Zbog numericke nestabilnosti
Newtonove metode, za viSedimenzionalni problem ¢emo takoder koristiti jednu od naj-
poznatijih tzv. Quasi-Newtonovih metoda, Broydenovu metodu. Objema metodama
¢emo rjesiti isti primjer te ¢emo vidjeti prednosti i nedostatke svake od njih. Redi
¢emo nesto jos i o dvjema najpoznatijim optimizacijskim Quasi-Newton metodama;
Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno te Davidon-Fletcher-Powell metodi. Pomoc¢u njih
¢emo traziti minimum funkcije f: R™ — R.

1.2. Kljué¢ne rijeci

Newtonova metoda tangente, metoda sekante, Newtonova metoda, Jacobijan, Broyde-
nova metoda, Hessijan, Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno metoda, Davidon-Fletcher-
Powell metoda.

2. Quasi-Newton methods

2.1. Abstract

In this work we will be interested in solving equation f(z) = 0 using Newton’s tangent
method and secant method, when we have function f: R — R. For multidimensional
problem we will use Newton’s method. Because of numerical instability of Newton’s
method, for multidimensional problem we shall also use one of the best known so-called
Quasi-Newton’s method, the Broyden’s method. We will solve the same example with
both methods and compare adventages and disadvantages each of them. We shall
say something about two best known optimization Quazi-Newton’s methods; Broyden-
Fletcher-Goldfarb-Shanno and Davidon-Fletcher-Powell method. Using them, we will
try to minimize function f : R" — R.

2.2. Key words

Newton’s tangent method, secant method, Newton’s method, Jacobian, Broyden’s met-
hod, Hessian, Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno method, Davidon-Fletcher-Powell met-
hod.



Poglavlje 1
Uvod

U ovom radu, trazit ¢emo rjeSenje jednadzbe:

flz) =0
pri cemu je funkcija f : R®™ — R"™. Najprije analiziramo problem rjesavanja ove
jednadzbe u slucaju n = 1, odnosno pretpostavljamo da je f : I — R, gdje je
I = [a,b] C R. Najznacajnije dvije metode za rjesavanje ovog problema su Newto-
nova metoda i metoda sekante. O njima ¢emo nesto vise reci jer bez njih ne bismo
imali niti iterativne metode za visedimenzionalni problem.
Najpoznatija iterativna metoda za rjeSavanje nase jednadzbe je Newtonova metoda.
Medutim, u svakoj iteraciji Newtonove metode trebamo iznova racunati matricu par-
cijalnih derivacija (Jacobijan), a to nije numericki stabilno. Zbog toga postoje metode
koje su pouzdanije. Jedna od njih je Broydenova metoda, koja je jedna od najpoznati-
jih tzv. Quasi-Newtonovih. U njoj aproksimiramo Jacobijan, no i to ima svoju cijenu, a
to je brzina konvergencije. Bududi da je rjeSenje ovakvog iterativnog postupka dovoljno
blizu pravom rjesenju, ¢esta je upotreba upravo Broydenove metode unato¢ tome §to
je potrebno nesto vise iteracija pri dolasku do one tocke do koje Newtovom metodom
dodemo u manje koraka.
Dotaci ¢emo se jos i dviju optimizacijskih Quasi-Newtonovih metoda, Broyden-Fletcher-
Goldfarb-Shanno te Davidon-Fletcher-Powell metode. Te dvije metode koristimo za
trazenje minimuma funkcije. Metode za minimizaciju su nesto kompliciranije od obi¢nih
Quasi-Newton metoda za rjesavanje jednadzbe f(z) = 0 jer moraju zadovoljavati neka
svojstva koja za iterativne metode za rjesavanje navedene jednadzbe nisu nuzna, no o
tome ¢emo nesto kasnije.
Svakom od tih metoda rijesit ¢emo jedan primjer kako bismo vidjeli na¢in na koji one
funkcioniraju, te da u praksi usporedimo prednosti i nedostatke svake od njih. Primjere
¢emo rijesiti u MATLAB-u i navesti pripadne programske kodove.



Poglavlje 2

Motivacija

Za zadanu funkciju f : R* — R™ zanima nas rjeenje jednadzbe f(z) = 0. Cesto to

nije tako jednostavno. Promotrimo to na sljede¢em primjeru.

Primjer 1 Neka je funkcija f : R — R zadana s f(x) = x + Inz. Zelimo rijesiti

jednadzbu f(x) = 0, odnosno x + Ilnx = 0. Analogan zapis je sljedeéi: v = —Inx.
Rjesenge te jednadzbe je tocka u kojoj se sijeku grafovi y, = x i yo = —Inx. Nacrtagmo
oba grafa.

Budu¢i da ovakve jednadzbe ne mozemo rijesiti egzaktno, do rjesenja pokusavamo
do¢i primjenom numerickih iterativnih postupaka. U ovom radu, za rjesavanje jed-
nadzbe f(x) = 0, gdje je f : R — R koristit ¢emo Newtonovu metodu tangenti, te
metodu sekanti, dok ¢emo opcenito za funkcije f : R™ — R”™ koristiti Newtonovu te
Broydenovu metodu.



Poglavlje 3

Newtonova metoda tangente i
metoda sekante

1. Newtonova metoda tangente

Na pocetku ¢emo nesto reé¢i o Newtonovoj metodi tangente. Ova metoda sluzi nam za
rjesavanje jednadzbe f(x) = 0, pri cemu je funkcija f realna neprekidno diferencijabilna
funkcija definirana na segmentu I = [a,b]. Ako je f neprekidna funkcija na I, te ako
vrijedi f(a) - f(b) < 0, onda postoji barem jedna tocka ¢ € I td. je f(c) =0 (vidi [4]).
Ako je jos i f’ stalnog predznaka na segmentu I, onda je ¢ jedina nultocka funkcije f
na /.

Pretpostavimo da je f'(z) # 0,Vx € I. Izaberimo neku tocku zg € I i povucimo
tangentu na graf funkcije f kroz tocku (zo, f(x¢)). Jednadzba tangente kroz zadanu
tocku je:

f(@) = f(o) = f'(wo)(z — x0).

Kako nam ova metoda sluzi za rjesavanje jednadzbe f(x) = 0 slijedi:

I ACT)
ACH)

Dobili smo tocku x u kojoj tangenta sijece x — os. Oznacimo tu tocku s x; i povucimo

xr =

sada tangentu na graf funkcije kroz tocku (z1, f(x1)). Dobivenu tocku ozna¢imo s xs.

f(z1)
f'(x)

Nastavljajuéi ovaj postupak povlaceéi tangente kroz tocke (z1, f(x1)), (x2, f(22)),. ..

To = T1 —

dobijemo iterativni postupak koji je zadan sljede¢om formulom ([4]):

I P
n

n=20,1,...



Teorem 1 ([4])Neka je f : 1 — R, I = [a,b] td. je f(a)- f(b) < 0, te neka je f”
neprekidna na I. Neka su f'if” stalnog predznaka na I. Ako je xg € I td. f(xo)-f"(zo) >

0, onda niz definiran s:

T )
n

n=20,1,...
konvergira prema jedinstvenom rjesenju & jednadzbe f(x) =0 i vrijedi:

M
|€ - xn| S Q_ﬂ;(xn - In—1)2

Mo ey

_ < —=
’5 xn+1| — le

pri cemu je: my = minges |f'(z)|, Ms := max,es |f"(x)].

2. Metoda sekante

Ova metoda, kao i Newtonova metoda tangenti sluzi za rjesavanje jednadzbe f(x) =0,
pri ¢cemu je funkcija f realna neprekidna funkcija definirana na segmentu I = |a, b].
Velik je uvjet traziti derivabilnu funkciju jer metodu zelimo primjenjivati na sto ve¢em
skupu funkcija. Zbog toga ¢emo uzeti 2 pocetne aproksimacije xg, x1 € I te kroz tocke
(x0, f(20)), (z1, f(21)) povucemo sekantu na graf funkcije f (vidi [4]).

fry) — f(xo)

r1 — Zo

f(x) = f(x0) + (x —x9) =0

Sredimo ovaj izraz, s time da ¢emo tocku u kojoj sekanta sijece x-os oznaciti s z:

Oﬁof(xl) - l‘lf(xo)
f(x1> - f(xo) '

Sada uzmemo aproksimacije x1 i x9 te ponovimo isti postupak. Iterativnim ponavlja-

To =

njem dobijemo sljedeé¢i algoritam:

Tpoq = xn—lf(xn) - xnf(xn—l)
" f(xn) = f(zn-1) 7

Na taj smo nacin izostavili uvjet o derivabilnosti, no za to smo platili odredenu cijenu;

=1,2,...

gubitak na brzini konvergencije. Brzina konvergencije Newtonove metode tangenti je
kvadratna, a metode sekante ipak nesto manja i iznosi %g ~ 1.618 (vidi [4]).



Poglavlje 4

Newtonova i Quasi-Newtonove
metode za rjesavanje sustava
nelinearnih jednadzbi

1. Newtonova metoda

Neka je F' = (f1, f2,..., fn) : R — R™ neprekidno diferencijabilna funkcija, zelimo
naéi z € R" td. je F(x) = 0.

Definicija 1 Neka je f = (f1, fay .-, fu) : R — R"™ neprekidno diferencijabilna funk-

cija i x = (1, T2,...,x,) € R" tada matricu
Oh ... Of
S_df {0f of 8f1 gt
dx Ox, Oxy’ " Oz, o . oh
o0x1 OTn
nazivamo Jacobijan ili Jacobijeva matrica.
Izaberimo pocetnu aproksimaciju z(® = (xgo),xgo), . ,x%o)) i svaku od funkcija
fi,. .., fa razvijmo u Taylorov red oko tocke 2(®) do ukljucivo prvog clana ([4]):
~ - 3fz(x(0)) 0 .
filw) = @)+ 3 FE L =), =1,
=1 !

Sada ¢emo umjesto jednadzbe F(z) = 0 rjesavati sustav f;(z) = 0, §to u matriénom
zapisu izgleda:
J(2)s(20) = —F(2©)

pri ¢emu je J(z(®) Jacobijan u tocki 2@, s(2©@) = (21 — 2\”, ... 2, — 2Y), a F(z©)

vrijednost funkcije F u tocki 2(?). Tada nam je nova aproksimacija rjesenja:

W = 2O 4 5(2®).

6



Opcenito, dobijemo iterativni postupak:
g* D = g0 Log(z®)) Kk =0,1,...

pri ¢emu s(z*)) dobijemo kao rjesenje sustava:

J(z®)s(z®) = —F (™).
Pretpostavimo li da je Jacobijan regularan, dobit ¢emo:

s(@®) = = (J@W) T FEW), k=0,1,...
odnosno, kad uvrstimo:
gkt — g0 _ (J(:r(k)))_lF(x(k)), k=0,1,...

Sto nas podsje¢a na Newtonovu metodu tangente. Medutim, izrac¢unavanje inverzne
matrice Jacobijana nas puno kosta, pa se ovaj iterativni postupak rjede koristi( vidi
4)).

Ako je u svakoj iteraciji Jacobijan nesingularan, te ako pocetnu aproksimaciju iza-
beremo dovoljno blizu rjesenja, Newtonova metoda kvadratnom brzinom konvergira
prema rjeSenju sustava. Drugim rije¢ima, nismo osigurani da ¢e ova metoda uvijek

konvergirati (vidi [2]).

Primjer 1 Rijesimo Newtonovom metodom sljedeci sustav jednadzbi:
202 +y>—1=0
22+ 62%y—1=0

Tada je:

222+ 2 -1 _ 4a 2y

Izaberimo pocetnu aproksimaciju: x(®) = (0.5,0.5). Rjesavat cemo iterativno primger
dok god nam je ||f(z™)||o > eps, pri éemu je eps > 0, u nadem slucaju strojna
preciznost racunala. Ukljucit ¢emo naredbu tic w MATLAB-u da vidimo koliko nam
vremena treba da dodemo do rjeSenja, te cemo ga usporediti s vremenom izvrsavanja

1stog primjera Broydenovom metodom.



Pripadni MATLAB kod za rjesenje primjera izgleda:

tic

format long
®x0=0.5;
yo=0.5;
BYms K V)

flix,v)=2=x"2+vy"2-1;

2=, v)=x"3+6rx"27y-1;
J1l(x,vi=jacobian([2*x"2+y"2-1], [=x, ¥]1):
J2 (=%, v)=jacobkbian|[x"*3+6~x"2*y-1], [=x, ¥]):

while max(abs (fl(x0,v0)),abs(f2(x0,v0)))>ep=s
a=J1 (=0,vy0):
b=J2 (=0, v0) ;
g=double(a(l)/(b(l)*a(2)+b(2)*a (1)) *(£2 (%0, v0)-f1 (=0, v0)*b (1) a(l)));
p=double (f1(x0,v0)/a({l)-a(2)/ail) *qg):
¥=[x0 v0]
x1=x0-p;
vi=y0-d;
x0=x1;
yo=y1;

end

toc

Pokrenemo kod i dolazimo do rjesenja: (1M = (0.68659,0.23912), pri cemu vrijeme

potrebno za izvrsavanje programa iznosi 2.49 sekundi.



2. Broydenova metoda

Kod Newtonove metode jako je skupo racunati Jacobijan u svakoj iteraciji, pa zbog toga
uvodimo tzv. Quasi-Newtonove metode, kako bismo aproksimirali Jacobijan. Jedna
od najpoznatijih takvih metoda je Broydenova, koja je nastala generalizacijom metode
sekante.

Neka nam vrijede iste oznake kao kod Newtonove metode. Kao $to smo veé¢ pokazali,
aproksimaciju funkcije F' u okolini tocke (°) mozemo zapisati kao:

F(z) = F@9) + J(z9)(z — z©)

Oznaéimo s B aproksimaciju Jacobijana u tocki z(®. Tada vrijedi:

F(z) = F(9) + B(z)(z — 2.

Uz oznake s := 2 — 29 iy := F(z) — F(2") vrijedi:

Bs=y.

Neka je B poznata aproskimacija od J. Broydenova pretpostavka je da se B razlikuje
od B samo u smjeru od s, tj. ako je < z,5 >= 0 onda je Bz = Bz (vidi [1]).

(y BS)S prethodna 2

Provjerimo zadovoljava i B definiran na sljede¢i nacin: B = B + W=2%s_
svojstva.

ispitajmo prvo vrijedi i Bs = .

(B+ (y—BS)ST)S:y

< 8,8 >
(y — Bs)s''s
Bs+—7— =V

Bs+y—Bs=y
Y=y

Ostaje nam jos za pokazati da je Bz = Bz ako je < z,s >= 0.

(B+M>Z—Bz

< 85,8 >
— Bs)sT
< 8,8 >
- B
Bz+u<z,s>:Bz
< 8,8 >

9



Kako je po pretpostavci < z,s >= 0 slijedi:
Bz = Bz.
Time smo dokazali i ovu tvrdnju, te smo dobili direktnu Broydenovu metodu:
Tpo1 = Tp — Bk_lF(.CEk), kE=0,1,...
pri ¢emu matrice By, € R™*™ dobivamo rekurzivno iz formule:

(yx — Bisk)sr

Bk+1 — Bk +
< Sk, Sk >

k=0,1,...

gdje su y, = F(xpi1) — Fag) 1 s, = xp1 — 2 (vidi [2]).
Racunanje inverzne matrice nas kosta i to ¢emo izbjeci tako sto ¢emo umjesto —B,;lF (k)
rjeSavati:
BkSk:—F<Ik), /{Z:O,l,
pa dobijemo:
xk+1:xk+5k7 ]{320,1,
Primjer 1 Rijesimo Broydenovom metodom sljedeci sustav jednadzbi:

202 +y2 —1=0

23 +62%y —1=0
Ovaj primjer smo vec rijesili Newtonovom metodom. Opet imamo istu funkciju:

B 2:L‘2—|—y2—1
f(xay)— L?’—I—Gﬁy—l :

No u ovom sluc¢aju ne moramo izracunavati Jacobijan funkcije f u svakoj iteraciji nego
cemo ga aproksimirati matricama By, k = 0,1,.... Za nultu iteraciju, tj. matricu
By uzimamo jedinicnu matricu I reda n. Uzmimo opet istu pocetnu aproksimaciju

2® = (0.5,0.5). Takoder éemo ukljuciti naredbu tic w MATLAB-u, da bismo izmjerili

vrijeme potrebno za izvrsavanje programa.

10



Rijesimo sada w MATLAB-u primjer:

tic

format long

x0=0.5;

yO=0.5;

syms X V!
flix,yv)=2=x"2+vy"2-1;
f2 (=, v)=x"3+6~x"2=y-1;
B=evye (2):

kk=0;

¥x=zeros (17,2);:

while max(abs (fl (x0,v0)),abs(f2(=x0,v0)) ) >ep=
g=double (B(1,1)/(B(1,2)*B(2,1)4+B(2,2)*B(1,1))*...
(—-£2 (%0, vO)+£1 (%0, v0)*B(2,1)/B(1,1))):
p=double (-f1(x0,v0)/B(1,1)-B(1,2)/B(1,1)*g):
¥ (kk+1,:)=[=0 y0O]:
x1=x0+p;
vil=y0+g;
cO=f1(x1,v1)-£1(=x0,v0);
tl=f2 (x1,v1)-£2 (x0,v0):
s=p"24+q™2;
B=B+1/=*[t0-B(1,1)*p-B(1,2)*g; tl-B(2,1)*p-B(2,2)*ql*[p gl:
x0=x1;
yo=y1;
kk=kk+1;
end
toc

te dolazimo do rjesenja ') = (0.68659,0.23912). Trebalo nam je cak 6 iteracija
visSe da dodemo do istog rjesenja kao kod Newtonove metode. Vrijeme potrebno za
1zursavanje ovog programa je 5.22 sekunde. To je 1 ocekivano jer smo vecé spomenuli

kako je brzina konvergencije Newtonove metode veéa nego u Broydenove.

11



3. Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS) me-
toda

Dok Broydenova metoda sluzi za rjesavanje sustava nelinearnih jednadzbi, ova Quasi-
Newtonova metoda se koristi za optimizaciju funkcije. Broydenova metoda ne ¢uva
neka strukturna svojstva potrebna za metode linijskim pretrazivanjem ! u optimizaciji
(simetri¢nost i pozitvna definitnost) i mogla bi zapravo potaknuti konvergenciju prema
lokalnom maksimumu. Iz tog su razloga Quasi-Newtonove optimizacijske metode kom-
pliciranije od onih koje se koriste za rjeSavanje nelinearnih jednadzbi.

Definicija 1 Neka je f = (f1, foy- -, [u) : R" = R™ funkcija koja ima neprekidnu

drugu derivaciju na R"™ i neka je x = (x1,x2,...,x,) € R". Tada matricu:
% f1 . 0f1
am% O0x10xn
H = : . :
Pfu . Ofa
0x, 01 ox2

nazivamo Hesseova matrica ili Hessian.

BFGS je Quasi-Newtonova metoda koja odreduje aproksimaciju od matrice H kao
iterativni postupak. Pri ¢emu aproksimaciju matrice H dobivamo na sljede¢i nacin:
vy (Hesk)(Hisi)”

Hy 1= H,+ — , k=1,2,...
* y,{sk sfHksk

gdje su sg = Tpy1 — Tk 1 Yk 1= V(xpy1) — V(zg) (vidi [3]).
Ova metoda je tzv. metoda sekante iz razloga sto zadovoljava jednadzbu sekante:

Hk:—i—lsk:yka k:172a

Za n=1, tj. za funkcije f : R — R sve metode sekante reduciraju se to klasi¢ne metode
sekante za nelinearnu jednadzbu f'(x) = 0, tj. vrijedi:

xkflf,(xk) - xkf/<xk71)

T T ) — fe)

k=1,2,...

ILinijsko pretrazivanje-jedno od 2 osnovna iterativna pristupa u pronalsku lokalnog minimuma
funkcije f : R™ — R"

12



Primjer 1 Odredimo minimum funkcije f : R? — R definirane s:
flz,y) = (z+2y = 7)°+ (22 +y = 5)°
Za pocetnu aproksimaciju uzet éemo tocku x(® = (0.8,2.7). Pripadni MATLAB kod
1zgleda:
tic
format long
x0=0.8;

yo=2.,7:
syms =X V;

Fl(x, V)= (X+2%y=-T) "2+ (2%*x+y-5) "2;

H=eve (2) :
J1l (=, yv)=jacokbian ([ (x+2*y-T) "2+ (2*=x+y-5)"2], [=x, ¥]):
while max(abs (f1(x0,v0))) >eps=

i=J1 (=x0,v0)

g=double (H({1,1)/(H({1,2)*H(2,1)+H(2,2)*H(1,1))*...
(=3(2)+3 (1) *H(2,1)/H(1,1))):

p=double (-3 (1) /H(1,1)-H{1,2)/H({1,1)*q):

¥=[x0 v0]:

x1=x0+p;

vi=y0+d;

cO0=J1 (x1,v1)-J1(x0,v0);

yva=tl (1) *p+cl (2) *q:

z=p* (H({1,1)*p+H(1,2) *q)+g* (H(2,1) *p+H(2,2) *q);

H=H+1/ys*[p"2 p*d:p*qg g~2]-1/z*[(H(1,1)*p+H(1,2)*g)"2 (H{1,1)*...
p+H(1,2)*a)* (H(2,1)*p+H (2, 2) *q) ; (H(1,1)*p+H(1,2)*aq)* (H(2,1)*...
p+H(2, 2) *g) (H(2,1)*p+H(2,2) *g)"2]:

x0=x1;

yo=yl;

end
toc

Tocka minimuma iznosi: ©9 = (1,3). Vrijeme potrebno da se program izvrsi iznosi
8.13 sekundi.
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4. Davidon-Fletcher-Powell (DFP) metoda

Problem optimizacije diferencijabilne funkcije f : R® — R mozemo gledati i kao pro-
blem rjesavanja jednadzbe:
F(z)=0

pri ¢emu je funkcija F' : R" — R™ td. je F'(x) = f’(z). Taj problem bismo mogli rijesiti
Newtonovom ili nekom drugom iterativnom metodom za rjesavanje sustava nelinearnih
jednadzbi, no postoje iterativne metode za rjesavanje optimizacijskog problema; ranije
spomenuta Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno te Davidon-Fletcher-Powell metoda o
kojoj ¢emo sada reci nesto vise.

Kao sto smo ve¢ naveli, Davidon-Fletcher-Powell metodu koristimo za optimizaciju
funkcije. Ova metoda je poznata kao prva Quasi-Newtonova metoda koja zadovoljava
jednadzbu sekante za multidimenzionalni problem.

DFP metodom dobivamo aproksimacuju matrice Hessijana H kroz iterativni postupak,
gdje aproksimacije matrice H dobivamo kroz sljede¢i postupak:

- H T - H T —H T T
Hyovy = Hy+ (yr — Hisi)yi + yelye — Hese)™ ((ys — Hise) ") yuyi k=12

Yi Sk (Y sx)?

gdje su sy 1 yg definirani kao: sy, 1= x5 — 2 1 yp 1= V(xg1) — V(xg) (vidi [3]). Pri
¢emu, u praksi, za pocetnu aproksimaciju H; uzimamo jedini¢nu matricu 1.

DFP ima sli¢na svojstva lokalne konvergencije kao i BFGS, no ona ipak nisu tako dobra
u praksi (vidi [4]). Rijesit ¢emo isti primjer kao i kod BEFGS metode, te ¢emo usporediti
dobivene rezultate.

Primjer 1 Odredimo minimum funkcije f : R*> — R definirane s:
fley) = (z+2y = 7)° + (20 +y — 5)*

Uzmimo istu pocetnu aproksimaciju kao i kod BFGS; z(0) = (0.8,2.7). Pokrenimo pri-
padni MATLAB kod:

tic

format long
x0=0.8;
yo=2.7;
SYymS X Vi
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Tli=, vI=(B+2*y-T) "2+ (2"8+v-5) "2;
H=avye (2);
J1(x,v)=dacobian ([ (x+2*y-T7) "2+ (2*=x+v-5)"2], [=, v]):

I=eye(2);
while max (abs (£l (x0,v0))) >eps=

end
toc

J=J1(x0,v0):

g=double (H{1l,1)/(H(1,2)*H(2,1)+H({2,2)*H(1,1))*(-F(2)+3 (1) *...
H{2,1)/H(1,1}}):

p=double (-3 (1) /H(1,1)-H(1,2)/H(1,1)*qg):

¥=[=x0 v0]

®1=x=04+p;

vi=yD+a;

t0=J1 (x1,v1)-J1 (=x0,v0);

yve=tl0 (1) *p+tl (2) *g:

H=1/v=*[p"2 p*qg;p*g g™2]+(I-1/ye*[t0(1)*p tO(1)*...
g; tO{2)*p £0(2)*g]) *H* (I-1/y=s*[t0(1)*p tO(2)*p; tO(1)*g tO(2)*ql):

®wo=xl;

yO=yl:

Dolazimo do istog rjesenja 1% = (1,3), no trebalo nam je 4 iteracije vise nego kod

BFGS metode. Takoder trebalo nam je 12.48 sekundi da bismo stigli do rjesenja, sto je

ocekivano zbog manje brzine konvergencije DFP metode. To je i jedan od razloga zasto

je BFGS metoda puno ucestalija u praksi od DFP.
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