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Sazetak

U ovom radu promatrat ¢emo matematicke modele koji opisuju eksponencijalni rast i pad,
a temelje se na primjeni obi¢nih diferencijalnih jednadzbi sa separiranim varijablama. Za
pocetak, upoznat ¢emo se s eksponencijalnom funkcijom i njenim svojstvima, definirati po-
jam derivacije, diferencijalne jednadzbe, te rjeSenja diferencijalne jednadzbe. Zatim éemo
proucavati primjenu eksponencijalnog rasta i pada kroz razli¢ite modele, a to su: Malthusov i
Verhulstov model rasta populacije, Newtonov model hladenja, model radioaktivnog raspada
tvari, model cijeljenja rana, te model koji opisuje promjenu atmosferskog tlaka s visinom.

Kljucne rijeci

eksponencijalna funkcija, obi¢na diferencijalna jednadzba, derivacija, brzina promjene

Some applications of exponential growth and decay

Abstract

In this paper we will observe mathematical models that explain exponential growth and
decay based on ordinary differential equations with separable variables. Firstly, we will
introduce exponential function and its properties, define the notion of derivative, differential
equation and its solutions. Then we will study the application of exponential growth and
decay through various models such as Malthus and Verhulst’s models of population growth,
Newton’s law of cooling, the model of radioactive decay, the model of wound healing as well
as the model of change in the atmosphere with altitude.
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exponential function, ordinary differential equation, derivative, speed of change
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1 Uvod

Od davnina se ¢ovjek svakodnevno susretao s problemima. Pogleda li se proslost, problemi
su bili izrazito maleni u usporedbi s danasnjicom, a kako su prolazile godine, stoljeca, ti-
sucljeca, isti su se komplicirali. RjeSenje problema ¢ovjek je pronasao u raznim znanostima
medu kojima se nasla i matematika. Kako je ¢ovjek znatizeljno bice, Zelja za proucava-
njem, razvojem i primjenom matematike u svakodnevnom zivotu rasla je iz dana u dan.
Naime, bez poznavanja osnova matematike bilo je gotovo nemoguée trgovati hranom koja je
bila neophodna za prezivljavanje. Takoder, razvoju pomorstva, arhitekture, astronomije te
brojnim drugim znanostima prednjacio je razvoj matematike. Zbog Zelje za proucavanjem
gibanja i promjena doslo je do razvoja diferencijalnog ra¢una koji je bio temelj za razvoj di-
ferencijalnih jednadzbi. Za njegov razvoj zasluzni su Newton! i Leibniz?, a njihova saznanja
omogucila su razvoj primjene diferencijalnog racuna u svakodnevnom zivotu. U ovom radu
govorit ¢emo o primjeni diferencijalnog racuna koja je vezana uz eksponencijalni rast i pad.
Bududi da je eksponencijalna funkcija temelj ovog rada upoznajmo se s legendom o njenom
nastanku [19].

Legenda o nastanku eksponencijalne funkcije vezana je uz jednu od najstarijih igara
svijeta, a to je Sah. O podrijetlu ove velicanstvene igre postoje razna vjerovanja i legende.
Jedna od njih je da je Sah nastao u Indiji prije mnogo stoljeca. Jednoga dana indijski car
Seram odludio je nauciti igrati Sah jer je upoznavsi se s navedenom igrom ostao ocaran
njezinom ljepotom i elegancijom. Raspitao se tko je osmislio tako velicanstvenu igru te
saznao da ta cast pripada jednom od njegovih podanika. Car Seram pozZelio je upoznati tog
podanika stoga je naredio svojim slugama da ga Sto prije pronadu. Podanik se zvao Seta,
bio je to skroman ucitelj. Vrlo brzo careve sluge pronasli su Setu, te je dosavsi na dvor
cara Serama Setu docekala velika dobrodoslica. Car ga je odlucio nagraditi, no nagradu
nije sam osmislio nego je dopustio da Seta od njega zatrazi sto god zeli. Kada ga je Car
upitao Sto bi najvise zelio dobiti za nagradu Seta je mudro odgovorio da mu je potrebno
malo vremena dok razmisli te da ¢e ga naknadno obavijestiti o svojoj zelji. Ve¢ sljedeceg
dana Seta je caru priopcio svoju zelju. Pozelio je da mu car za prvo polje Sahovske ploce
da jedno zrno pSenice, za drugo Sahovsko polje dva zrna psSenice, za trece Cetiri, za Cetvrto
osam, za peto Sesnaest itd. Cara je uvrijedila Setina skromna molba te mu je rekao da ée za
svako Sahovsko polje dobiti duplo vise zrna psenice nego za prethodno. Takoder, car Seram
objasnio je ucitelju Seti kako s navedenom zZeljom omalovazava njegovu zelju da u¢ini dobro
djelo te ga je opomenuo da bi on kao jedan ugledan ucitelj trebao vise cijeniti dobrotu svog
gospodara. Seta je otiSao u carev vrt pricekati obe¢anu nagradu. U meduvremenu se car
Seram raspitao je li Seta dobio trazenu nagradu te je saznao da njegovi matematicari i dalje
izracunavaju broj zrna. Kako je izracun dugo trajao car se poceo ljutiti. Tek sljedeceg jutra
carevi matematicari zavrsili su s izra¢unom te obavijestili cara da je broj zrna psenice koje je
zatrazio Seta toliko velik da nije moguée uruciti mu nagradu. Caru je rec¢eno da toliko zrna
pSenice nema ni u zitnicama cijelog svijeta. Car je ostao zaprepasten, te je upitao koliki je
to ogroman broj, a odgovor je bio 18 446 744 073 709 551 615. Cuvsi broj car je utihnuo i
zacudeno gledao u svoje matematicare. Broj svih zrna psenice bio je jednak

B=2012' 4 9% 1 suu g 9P

Usaac Newton (1642. - 1727.) je engleski matematicar, fizicar i astronom
2Gottfried Wilhelm Leibniz (1646. - 1716.) je njemacki filozof, matematicar i fizic¢ar



Navedeni niz brojeva kod kojeg je svaki ¢lan visekratnik predhodnog naziva se geometrijski
te on opisuje eksponencijalni rast. U¢itelj Seta uspio je nadmudriti cara Serama jer je
poznavao matematicku funkciju koja se naziva eksponencijalna funkcija. Tako se ispostavilo
da je Setina naizgled vrlo skromna molba zapravo neostvariva.

Slika 1: Sahovska ploca

Cilj ovog rada je pojasniti primjenu eksponencijalnog rasta i pada kroz razne modele, pocevsi
od modela koji opisuju promjenu populacije: Malthusov i Verhulstov model, zatim Newtonov
model hladenja, model radioaktivnog raspada tvari, model cijeljenja rana, te model kojim je
opisana promjena atmosferskog tlaka s visinom.



1.1 Osnovne definicije

Za razumijevanje ovog rada potrebno je poznavanje odredenih pojmova koji su pojasnjeni u
nastavku.

Definicija 1.1. [5| Funkciju f : R — R definiranu formulom
flx)=0a”, a e RT\ {1},
nazivamo eksponencijalna funkcija s bazom a.
Napomena 1.1. [5] Svojstva eksponencijalne funkcije:
1. Domena je cijeli skup R.
2. Kodomena je R*.
3. Graf funkcije f(z) = a” sijeCe os y u tocki T'(0,1).
4. Graf funkcije f(z) = a” asimptotski se priblizava osi x.
5. Funkcija f(z) = a” je injekcija.

6. Ako je a > 1 eksponencijalna funkcija je rastuca, te ako je 0 < a < 1 eksponencijalna
funkcija je padajuéa.

(a) a>1 b)0<a<l1

Slika 2: Graf eksponencijalne funkcije
Definicija 1.2. [9] Neka je Q C R"™ otvoren skup, f :  — R™ dana funkcija, Py € .
Kazemo da je funkcija f neprekidna u tocki F ukoliko

(Ve >0)(F > 0)(VP € Q) [P - Rl <d=|f(P)-f(B)l <e

Teorem 1.1. [9] Neka su f,g: Q) CR™ — R™ neprekidne u Py € Q. Tada vrijedi:

~

. [+ g je neprekidna u Fy.
. Va € R) af je neprekidna u P.
. fg je neprekidna u Py.

. Ako je g(Fy) # 0 i m=1, onda je g neprekidna u Py.

S T GRS

. Funkcija || f|| je neprekidna u Py.



Definicija 1.3. [8] Nekaje Q CR™, f: Q - R™ i By € .2 Za L € R™ kaZemo da je limes
funkcije f u tocki Fy ako vrijedi:

(Ve >0)(30 > 0)(VP Q) |[P— PRl <= |f(P)—L| <e.

Definicija 1.4. [5] Neka je 2 C R otvoren skup i f : Q@ — R. KaZemo da je funkcija f
derivabilna u tocki xy € €2 ako postoji

. flzo +Azx) — f(z)
Alglcrgo Az ' o

Ako je funkcija f derivabilna u tocki xy € €2 onda se izraz (1) zove derivacija funkcije f u
tocki z i oznatava s f'(z) ili 2 f(zo), tj.

Flog) i Tim J00H D)~ f(20)

Az—0 Azx

Napomena 1.2. [5] Ako je funkcija f derivabilna u svakoj tocki xy € 2 onda kazemo da je
funkcija f derivabilna na (2.

Napomena 1.3. [5| Supstitucijom = = xy + Az izraz (1) ekvivalentan je izrazu

o @) = )
T—X0 r — Ig

Dakle, mozemo pisati
f,<$0) — T f(l’) — f(x()) ]
T—T0 T — ;UO
Definirali smo pojam derivacije za funkciju jedne varijable, no pojam derivacije moze se
lako generalizirati za funkciju n varijabli. Stoga promotrimo funkciju v = f(x1, o, ..., z,), te
kako se mijenja vrijednost funkcije f kada se mijenja jedna od varijabli z;, a ostale varijable
pri tome ostaju fiksne. U slu¢aju kada promatramo promjenu samo po jednoj varijabli

funkcije f kazemo da se radi o parcijalnoj derivaciji po toj varijabli.

Definicija 1.5. [9] Neka je Q2 C R" otvoren skup, f : Q - R, By = (29,29, ..,2%) € Q,

k€ {1,2,..,n} fiksan. Kazemo da funkcija f ima parcijalnu derivaciju po k-toj varijabli u
tocki Py ukoliko postoji

Tisii f(wla Loy .oy Ty oy mn) - f(xla To, .., .Z‘%, ey mn)
Tp—zl T — .Z‘g '

Primjer 1.1. Neka je Q2 CR" te f: Q2 — R. Pogledajmo kako izgleda derivacija funkcije f
po varyjabli xy:

. flzr+ Az, 2o, . x,) — f(21, 29, ., Tp)

! _ ) 3+ ) j #aEg

fxl(wla"axﬂ) _Agclgo A.I’l :

Definicija 1.6. [9] Neka je Q2 C R™ otvoren, f: Q2 — R te Py € Q. Kazemo da je funkcija

f diferencijabilna u F, ukoliko postoji linearan operator A : R®™ — R tako da za proizvoljan
H = (hq, hy, .., hy) € R™ vrijedi

1o J(Po+ H) — £(Py) — A(H)

=0.
0 1H]]

U tom slucaju linearan operator H — A(H) nazivamo diferencijal funkcije f u tocki P i
oznacavamo ga s D f(Fp).

3¢V je skup svih gomilista skupa €.



Napomena 1.4. [9] Diferencijal funkcije D f(F,) identificira se s vektorom

(f:;1(P0)a fslcz(PO)7 ..,f;n(PO))

koji se naziva gradijent funkcije f u tocki Py i oznacava s V f(F).

Definicija 1.7. [1] Neka je Q C R"*2 otvoren skup i F': 2 — R dana funkcija. Obi¢na
diferencijalna jednadzba n-tog reda je jednadzba oblika:

F(x7 y? y,7 y”? P y(n)> = 07
koja povezuje nezavisnu varijablu x, nepoznatu funkciju y i njezine derivacije v/, v", .., y™.

Upoznajmo se s klasifikacijom diferencijalnih jednadzbi. S obzirom na broj varijabli
o kojima ovisi nepoznata funkcija razlikujemo obi¢ne diferencijalne jednadzbe i parcijalne
diferencijalne jednadzbe. Ovisno o broju nepoznatih funkcija razlikujemo diferencijalne jed-
nadzbe i sustave diferencijalnih jednadzbi. Red diferencijalne jednadzbe je red najveée deri-
vacije koju sadrzi jednadzba, stoga diferencijalne jednadzbe razlikujemo i s obzirom na red.
Diferencijalne jednadzbe dijele se na linearne i nelinearne [1].

Definicija 1.8. [1] Neka je Q C R™*! otvoren skup. Za u : I — R kazemo da je rjeSenje
obi¢ne diferencijalne jednadzbe F(z,v,y',y”, ...,y™) = 0 ukoliko zadovoljava sljedeée uvjete:

1. I C R je otvoren interval.
2. ueC™(I)*
3. Vzel) (z,u(z),..,u(z)) € Q
4. Yz eI) F(z,u(x),.,u™(z)) =0.
2y

Primjer 1.2. Provjerimo je li y, = 2* rjesenje diferencijalne jednadzbe vy = =2 na bilo
kojem otvorenom intervalu I C R, tj. zadovoljava li y, = x? uvjete iz Definicije 1.8.

1. Je li I C R otvoren interval? Prvo svojstvo je zadovoljeno jer je veé u samom primjeru
navedeno da je I C R otvoren interval.

2. Jeliy, € CY(I)? Uocimo da je y; = x* polinom drugog stupnja stoga zakljucujemo da
j@ Y1 € C (])

3. Ocito je za svaki x € I, (z,z*) € Q = R%

4. Uvrstavanjem dobijemo da je y| = %l, te zakljucimo da je zadovoljeno i cetvrto svoj-
stvo.

Buduéi da su zadovoljena sva svojstva iz Definicije 1.8 slijedi da je y, = x? rjesenje diferen-
cijalne jednadzbe y = QI—y

Razlikujemo odredene vrste diferencijalnih jednadzbi. Neke od njih su: diferencijalne
jednadzbe sa separiranim varijablama, homogene, egzaktne,..|1] Tijekom primjene eksponen-
cijalnog rasta i pada najcesce se koriste diferencijalne jednadzbe sa separiranim varijablama,
koje su oblika

y'(t) = g(t)h(y). (2)

4C™(I) je skup svih funkcija ¢ije su derivacije do uklju¢ivo reda n neprekidne na I.
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Napomena 1.5. [1] Pogledajmo kako izgleda postupak za rjeSavanje diferencijalnih jed-
nadzbi sa separiranim varijablama.
Jednadzbu (2) mozemo zapisati i u sljede¢em obliku:

Y g(onty)

te ju pomnoziti s dt:
dy = g(t)h(y)dt.
Zatim jednadzbu podijelimo s h(y) paze¢i pritom na uvjet h(y) # 0:

dy

) g(t)dt. (3)

Nadalje, integriramo jednadzbu (3):

iz ¢ega lako zaklju¢imo da je
In|h(y)| = G(t) +c, ceR,

gdje je G primitivna funkcija funkcije g. Kako je ¢ konstanta pri integriranju, supstitucijom
¢ = In C' dobivamo sljedece:

In |h(y)| = Inef® +InC, C>0.

Prisjetimo se sljedeceg pravila: Ina + Inb = In(ab), a,b € RT. Primijenimo li navedeno
pravilo dobivamo sljedece:

In |h(y)| = In (Ce“®), C > 0.

Bududi je e = q slijedi:

hy) = Ce%®), C #0.



2 Eksponencijalni rast i1 pad

Neka je brzina promjene veli¢ine y proporcionalna samoj veli¢ini y. Navedeno mozemo
zapisati na sljedeé¢i nacin:

Y (t) = ky(t), (4)
gdje k predstavlja konstantu proporcionalnosti i vrijedi £ € R\ {0}. Izraz (4) moZemo
zapisati i u sljedeé¢em obliku:

iz kojeg zakljuc¢ujemo da je relativna brzina promjene veli¢ine y konstantna.
S obzirom na konstantu £ razlikujemo dva slucaja:

1. Za k < 0 slijedi da je ¢y’ < 0, odnosno funkcija y pada.
Kazemo da se radi o prirodnom padu.

2. Za k > 0 slijedi da je ¥’ > 0, odnosno funkcija y raste.
Kazemo da se radi o prirodnom rastu.

Uoc¢imo da je jednadzba (4) diferencijalna jednadzba sa separiranim varijablama. Pro-
nadimo rjesenje jednadzbe koriste¢i postupak opisan u Napomeni 1.4:
jednadzbu

mozemo zapisati i u sljede¢em obliku:

dy
— = ky(t
o = ky(®),
te ju pomnoziti s dt:
dy = ky(t)dt.

Zatim jednadzbu podijelimo s y(t) pazeéi pritom na uvjet y(t) # 0:

L
06 = kdt. (5)

EE

In|y(t)| = kt +c, ceR.

Nadalje, integriramo jednadzbu (5):

iz ¢ega lako zakljucujemo da je

Iskoristimo supstituciju ¢ = In C' te dobivamo sljedece:
In|y(t)] = Inef +InC, C >0,
iz Cega lako dolazimo do rjesenja diferencijalne jednadzbe koje glasi:

y(t) = CeM, C #0.



Zbog uvjeta y(t) # 0 preostaje provjeriti moze li y = 0 biti rjeSenje diferencijalne jednadzbe
(4), a to lako provjerimo uvrstavanjem nule u pocetnu jednadzbu:

0 = kO,

te zakljuc¢ujemo da je y = 0 takoder rjesenje.
Dakle, rjesenje diferencijalne jednadzbe (4) je svaka eksponencijalna funkcija oblika
y(t) = Ce* za proizvoljnu konstantu C' € R. Ukoliko u rjeSenje uvrstimo ¢ = 0 dobivamo

konstantu C:
y(0) = Ce” = C,

odnosno zaklju¢ujemo da je konstanta C' vrijednost funkcije y u pocetnom trenutku. Iz
navedenog slijedi da je rjesenje (4) dano s

Navedeni zakon rasta/pada primjenjuje se u mnogim modelima, koje ¢emo vidjeti u sljedecem
poglavlju.



3 Primjene eksponencijalnog rasta i pada

3.1 Primjene u biologiji

Kada govorimo o biologiji ¢esto spominjemo pojam populacija. Populacija je udruzena grupa
jedinki iste vrste koja raspolaze zajednickim skupom nasljednih ¢imbenika, naseljava odre-
deni prostor, pripada odredenom ekosustavu, a jedinke su medusobno povezane odnosima
razmnozavanja. 1o moze biti skupina ljudi, zivotinja, biljaka ili nekih drugih organizama.
Biolozi se bave proucavanjem karakteristika stanista, karakterista u gradi, nac¢inu hranjenja,
nainu razmnozavanja, brzini razmnozavanja i brojnim drugim stvarima. Matematika je
koristan alat za prouc¢avanje brzine razmnozavanja odredene populacije.

3.1.1 Malthusov model

Thomas Robert Malthus bio je engleski demograf i politicki ekonomist. U svome radu "An
Essay of the Principle of Population" 1798. prikazao je model rasta populacije.

Slika 3: Thomas Robert Malthus

Pogledajmo kako izgleda navedeni model. S N(t) oznacit ¢emo broj jedinki populacije u
trenutku ¢, te neka je N’(t) izraz kojim opisujemo brzinu rasta jedinki populacije u trenutku
t. Malthusov model glasi: " Brzina rasta populacije v nekom trenutku proporcionalna je broju
jedinki u tom trenutku." Dani model matematicki mozemo zapisati na sljedeéi nacin:

N'(t) = kN(t),

odnosno: Ji

Jednadzba (6) je jednadzba sa separiranim varijablama, stoga vrijedi:

gdje je k biologki potencijal.



Promjena populacije ovisi o konstanti k:

1. Ako je £ > 0 radi se o rastu populacije.
2. Ako je k < 0 radi se o padu populacije.

3. Ako je k = 0 populacija je u ravnotezi.

k 0.02,

Slika 4: Graf eksponencijalne funkcije N(t) = 100e*.

Primjer 3.1. (O razmnoZavanju bakterija)

U laboratoriju sat vremena nakon pocetka promatranja postoji 2000 bakterija, a nakon tri sata
5000 bakterija. Odredite kako se mijenja broj bakterija u ovisnosti o vremenu t te odredite
broj bakterija u trenutku t = 0.

Rjesenje:

S N(t) oznacit éemo kolicinu bakterija u trenutku t, te neka je k € R konstanta. Uocimo da
vrijeds sljedece:

dN
— =kN(1).
Rjesenje navedene diferencijalne jednadzbe glasi:
N(@)=Ce*, — CeR (7)

Uocimo zadane uvjete: N(1) = 2000 ¢ N(3) = 5000 te ih wvrstimo u (7) i dobivamo:
Ce* =1000 i Ce* =5000.

Zatim rjesavamo sustav 2 jednadzbe s 2 nepoznanice 1 zakljucimo:

2000
£0.458°

kz%ln(2.5) i 0=

Dobivene konstante k i C' uvrstimo u pocetnu jednadzbu:

2000 .
N(t) = 60.4586Eln o,

Buduéi da nas zanima broj bakterija u trenutku t = 0, uvrstimo t = 0 u prethodnu jednadzbu

te imamo:
2000 1,
— g

= (250 ~ 1965.
0.

N(0)
MozZemo zakljuciti da je pocetni broj bakterija bio 1269.
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Primjer 3.2. (O razmnoZavanju pcela na livadi)

U pocetnom trenutku na livadi se nalazi 100 pcela. Populacija pcela raste proporcionalno
broju jedinki. Nakon 2 mjeseca na livadi se nalazi 150 pcela. Odredite broj pcela nakon 4
mjeseca.

Rjesenje:

S P(t) oznacit éemo broj pcela na livadi. Uoc¢imo da moZemo zapisati:

dP
— =kP(t ke R.

Rjesenje ove diferencijalne jednadzbe dano je s:

P(t) = Ce, C eR. (8)
Uocimo zadane uvjete: P(0) =100 ¢ P(2) = 150, uvrstimo ih u (8), te dobivamo:
3

C =100 ¢ k::lln—.
2 2

Zanima nas broj pcela na livadi nakon 4 mjeseca, stoga t = 4 wvrstimo u pocetnu jedadzbu:
P(4) = 100e3 ™34 = 225,

Broj pcela na livadi nakon 4 mjeseca bit ce 225.

3.1.2 Verhulstov model

S vremenom su se uocili problemi Malthusovog modela te je Pierre Francois Verhulst poceo
raditi na novom modelu. Naime, Malthusov model predvida eksponencijalni rast populacije,
no nemoguce je da populacija neograniceno raste. Postoji niz ¢imbenika koji utjece na
rast populacije, a to su primjerice hrana, prirodni neprijatelji, prirodne katastrofe, smrtnost
itd. Malthusov model opisuje rast populacije u idealnim uvjetima, te je kako je i opisano u
Primjeru 3.1 idealan za proucavanje razmnozavanja bakterija u laboratoriju. Pierre Francois
Verthulst bio je belgijski matematicar i doktor teorije brojeva sa sveucilista u Gentu. U svom
radu "Note on the Law of Population Growth" 1838. objavio je logisticki model populacije
rasta tzv. Vertulsov model.

—

Slika 5: Pierre Francois Verhulst
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Pogledajmo kako izgleda navedeni model. S P(t) oznacit ¢emo broj jedinki populacije u
trenutku ¢, te neka je P'(t) brzina rasta jedinki populacije u trenutku ¢. S M ¢éemo oznacit
maksimalnu koli¢inu koju populacija moze doseéi. Dani model matematicki mozemo zapisati
na sljedeci nacin:

P'(t) = EP(i) (1 - %) ; 9)

dP P
— =kP(1-=—).
i =+ (1-17)

Jednadzba (9) je jednadzba sa separiranim varijablama, stoga vrijedi:

odnosno:

B M
14 Cekt’

Primjer 3.3. (Populacija riba u ribnjaku)

U ribnjaku moZe obitavati najvise 1000 jedinki ribe. Odredite kolicinu ribe u ribnjaku nakon
jedne godine ako je pocetan broj riba 300 i k = 0.08.

Rjesenje:

S M céemo oznaciti maksimalnu kolicinu jedinki ribe, te uocimo da vrijedi:

2P osp(1- LY.
dt 1000

P(t) CeR.

Rjesenje navedene diferencijalne jednadzbe glasi:

1000C e8¢
() = T o

Uocimo zadani uvjet P(0) = 300 te ga wvrstimo u (10), iz cega dobivamo:

3
C—?.

Zanima nas broj jedinki ribe nakon godinu dana stoga t =1 uwvrstimo u jednadzbu (10):

Pl1) s 31T,
Broj jedinki ribe u promatranom ribnjaku nakon godinu dana je 317.
Takoder, Verhulstov model pogodan je za proucavanje Sirenja zaraze.

Primjer 3.4. (Sirenje zaraze)

Promotrimo populaciju od 80 vrticke djece. Na pocetku promatranja ustanovljeno je da 5
djece 1ma vodene kozice. Pretpostavimo da dio djece zajedno provodi vrijeme u istoj vrtickoj
grupt te da sve grupe jednom dnevno idu zajedno na djecje igraliste. Nakon 7 dana jos
10 djece dobilo je vodene kozice. Brzina promjene broja zaraZene djece proporcionalna je
umnosku broja zaraZene i nezaraZene djece. Koliko je vremena potrebno da pola vrticke djece
dobije vodene kozice?

Rjesenje:

S P(t) oznacit éemo broj zarazene djece u trenutku t te neka je k € R konstanta. Uocimo da

vrijedi:
dP P(t)
— =kP)|1——=).
dt (®) ( M )
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Rjesenje navedene diferencijalne jednadzbe glasi:

80
14 Cekt’

Uocimo zadane uvjete P(0) =5 ¢ P(7) = 15 te th uvrstimo u (11),
12 cega dobivamo:

P(t) (11)

80
—— =5 i 15(1+ 15e™) = 80.
50 i (14 15e™)
Zatim, rjesavanjem prethodnih jednadzbi imamo da je:
1. 16
' 745

Zanima nas koliko je vremena potrebno da se zarazi pola vrticke djece, tj. zanima nas za koji
e t vrijediti: P(t) = 40. Iz
80

— = =40
1+ 15e7 3
slijedr da je t ~ 18.

Nakon 18 dana polovica vrticke djece imat ce vodene kozice.

3.2 Newtonov model hladenja

[saac Newton bio je engleski fizicar, matematicar i astronom. Jedno od brojnih Newtonovih
otkri¢a bio je model hladenja koji je objavljen 1701. godine u djelu "Philosophical Transac-
tions of the Royal Society”. U navedenom radu nije dan matematicki zapis modela. Newton
je napisao slijedece: "Visak topline je u geometrijskom nizu kada su vremena u aritmetickom
nizu. ", te je njegovo zapazanje omoguéilo detaljan razvoj modela hladenja. Newtonov model
hladenja danas ima Siroku primjenu kako u svijetu znanosti tako i u svakodnevnom zivotu,
primjerice u forenzici prilikom odredivanja vremena smrti, u gastronomiji, slasti¢arstvu itd.

Slika 6: Isaac Newton
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Pogledajmo kako izgleda navedeni model. S T'(t) oznacit ¢emo temperaturu objekta ko-
jeg promatramo u trenutku ¢, a s Ty temperaturu okoline. Neka je 7”(¢) brzina promjene
temperature objekta kojeg promatramo. Newtonov model glasi: "Brzina hladnja tijela pro-
porcionalna je razlici temperature izmedu tijela i okoline.” Dani model matematicki mozemo
zapisati na sljedeci nacin:

T'(t) = K(T(t) - Ty).
odnosno: 7T
5 = k(T(t) —Tp), (12)
gdje je k koeficijent proporcionalnosti.
Jednadzba (12) je jednadzba sa separiranim varijablama stoga vrijedi:

T(t) = Ty + (T(0) — Tp)e™.

Primjer 3.5. (Odredivanje vremena smrti)

U hotelskoj sobi konstantne temperature 20°C' policija je u ponoé otkrila tijelo Zrtve. U
trenutku pronalaska temperatura tijela bila je 26°C, a 2h kasnije 24°C. Kada se otprilike
dogodio zlocin?

Rjesenje:

Ako s T(t) oznacimo temperaturu tijela u trenutku t uocimo da vrijedi sljedece:

T'(t) = k(T(t) - Tp), kER,

odnosno 0T
= = k(T(t) — Tp). (13)

Buduéi da imamo zadanu temperaturu sobe, Ty =20°C, wvrstimo ju u jednadzbu (13) te
mamo:

dT
— = k(T(t) - 20).

Rjesenje navedene diferencijalne jednadzbe dano je s:
T(t) = 20 + Ce*. (14)
Uoc¢imo zadane uvjete: T(0)=26°C i T(2)=24°C te ih uvrstimo u (14) i dobivamo:
20+ Ce® =26 i 20+ Ce =24.
Rjesavanjem jednadzbi imamo da je:

L. 2
— ) k:—l—%— 2
C=6 1 503 0,

Dobivene konstante k i C' wvrstimo u jednadzbu (14):
T(t) = 20 4 6e3 5",

Ukoliko iskoristimo da je prosjecna temperatura tijela Zivog covjeka 36,5°C imamo:
36,5 = 20 + ez 51,

12 Cega slijedi da je
t~ —5.

Kako je tijelo pronadeno u ponoé, zakljucujemo da se zlocin dogodio oko 19h.
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Primjer 3.6. (Primjena u slasti¢arstvu)

U slasticarnici Slatka tajna priprema se kolac. Slasticarka Marija ispekla je biskvit cija je
temperatura 98°C. Biskvit se mora hladite 20 minuta na sobnoj temperatury od 20°C' kako be
se na njega mogla staviti krema. Ako znamo da je temperatura biskvita nakon sat vremena
25°C, kolika je temperatura biskvita u trenutku kada Marija pocinje stavljati kremu?
Rjesenje:

S T(t) oznacit éemo temperaturu biskvita u trenutku t, te neka je k € R konstanta. Uocimo
da vriedi:

T'(t) = k(T (t) — Tp).

Imamo zadanu sobnu temperaturu koja iznosi 20°C, te je rjesenje navedene diferencijalne
jednadzbe dano s
T(t) = 20 + (T(0) — 20)e*.

Buduéi da znamo koliko iznosi temperatura biskvita u pocetnom trenutku (T(0)=98°C), wvr-
stimo to u prethodnu jednadzZbu te imamo:

T(t) = 20 + 78€M. (15)

Uocimo zadani wvjet T'(60) = 25 te ga uvrstimo u (15) ¢ dobivamo:

I =

k=—" ~—0,05.
60 ’

Zanima nas kolika je temperatura biskvita u trenutku t = 20:

n.5
T(20) = 20 + 78¢ -2 ~ 51.

Temperatura biskvita u trenutku kada Marija pocinje stavljati kremu je 51°C.

3.3 Primjene u kemiji

Kada govorimo o kemiji najcesc¢e opisujemo nastanak i ponasanje odredenih spojeva, ti se
spojevi sastoje od molekula, a molekule od atoma, te je za pocetak vazno razumijeti gradu
atoma. Atom je neutralna cestica koja se sastoji od pozitivno nabijene jezgre u kojoj se na-
laze subatomske ¢estice neutroni i protoni, te od negativno nabijenog elektronskog omotaca
u kojem se nalaze elektroni.

proton, (p*)

T

atomska jezgra
neutron, (n)

atom elektronski omotac

oy

elektron, (e7)

Slika 7: Shematski prikaz grade atoma.

Broj protona u jezgri atoma naziva se protonskim (atomskim) brojem, a ukupan broj
protona i neutrona u jezgri naziva se nukleonski (maseni) broj.
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Buduéi da ¢emo u nastavku govoriti o radioaktivnom raspadu upoznajmo vrste raspada
atomske jezgre. Alfa-raspad je promjena atomske jezgre pri kojoj jezgra emitira alfa-cesticu
(jezgru helija), maseni broj se smanjuje za 4, a atomski broj za 2.

Beta-raspad je promjena jezgre pri kojoj dolazi do emisije, odnosno apsorpcije elektrona ili
pozitrona i antineutrina ili neutrina. Pritom se maseni broj ne mijenja, a redni broj atoma
promijeni se za jedan.

Gama-radioaktivnost prijelaz je izmedu stanja vise pobudenosti atomske jezgre u stanje
nize pobudenosti ili u osnovno stanje, a elektromagnetsko zracenje visoke frekvencije koje
se pritom emitira naziva se gama-zracenje. Tada se ne mijenjaju atomski ni maseni broj
atoma.

3.3.1 Model radioaktivnog raspada tvari

U proljece 2010. godine u torinskoj katedrali Duomo di San Giovanni izlozeno je restauri-
rano platno za koje se vjeruje da je pripadalo Isusu. To je komad platna na kojem su uocljivi
obrisi ljudskog lika, te ti obrisi mnoge podsje¢aju na Isusa. Je li u navedeni komad platna
zaista bilo umotano Isusovo tijelo? Rasprava traje veé stolje¢ima pa je 1988. torinski nad-
biskup odlucio zatraziti pomo¢ znanstvenika te su u laboratorijima sveucilista u Oxfordu,
Zurichu te sveucilista u americkoj Arizoni provedene tri nezavisne provjere. Provjera je pro-
vedena pomoéu metode bazirane na radioaktivnom raspadu ugljika 4C', te je utvrdeno da je
platno nastalo izmedu 1260.-1390. godine i da se iz navedenog moze zakljuciti da je platno
krivotvorina. Bez obzira na provedenu provjeru neki i dalje opovrgavaju njezin rezultat.
Kako je provedena provjera starosti platna? To ¢emo opisati kroz sljede¢i model.

Slika 8: Torinsko platno

W. C. Rontgen je 1895. godine otkrio rendgenske zrake. Otkri¢e rendgenskih zraka

prethodilo je otkri¢u radioaktivnosti te modelu radioaktivnog raspada. Pokus koji slijedi
napravio je prekretnicu u prouc¢avanju radioaktivnosti.
Kako bi ga bolje razumjeli trebamo poznavati odredene pojmove iz kemije stoga ¢emo se naj-
prije upoznati s luminescencijom. Luminiscencija je zajednicki naziv za pojave emisije elek-
tromagnetskog zra¢enja atoma ili molekula kao posljedica prijelaza elektrona iz pobudenog
u nize energetsko stanje, obi¢no u osnovno stanje. Moze biti izazvana kemijskim procesom
(kemoluminiscencija), bioloskim procesom (bioluminiscencija), djelovanjem « i f-zraka (ra-
dioluminiscencija), svjetlosti (fotoluminiscencija), elektri¢ne struje (elektroluminiscencija),
topline (termoluminiscencija), itd.

S obzirom na trajanje zracenja luminescencija se dijeli na: fluorescenciju (traje samo dok
djeluje pobuda) i fosforescenciju (sekundarno zracenje traje i nakon prestanka pobude).
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Primjer 3.7. (Pokus: Becquerelove zrake)

Becquerel je uzeo mineral dvosoli ® kalijeva i uranijeva sulfata KoUQOy(SOy)s, stavio mineral
navedene soli na fotografsku plocu, omotao ju w crni papir te ostavio na suncevoj svjetlosti.
Nakon razmotavanja uocio je jasnu sliku minerala na ploci. Navedenim pokusom Becquerel je
dosao do zakljucka da fluorescencija 1zaziva pojavu rendgenskih zraka. Ponovio je navedeni
postupak bez izlaganja fotografske ploce suncevoj svjetlosti te uocio da soli uranija ispustaju
nevidljive zrake koje prolaze kroz papir.

T LRI . S e = oy P e e w— g S
Y R e A "

s B s i ~ i .'i’ PR R e &
Vomilge " i b= b b - S

Slika 9: Becquerelov pokus

Svojim pokusom Becquerel je pokazao postojanje redgenskih zraka te da uranij moze
ispustati rendgenske zrake. Marie Skolodowska-Curie objavila je prvi rad o radioaktivnosti
te je u njemu napisala: "Uranij, torij i njihovi spojevi ispustaju Becquerelove zrake". Tvari
koje posjeduju navedeno svojstvo nazvala je radioaktivnim tvarima.

Ernest Rutherford bio je britanski i novozelandski fizi¢ar i kemicar, a Fredrick Soddy bio je
engleski kemicar. Zajedno su 1903. godine objavili dva rada "Usporedno izucavanje radija,
torija" v "Radiaktivne pretvorbe” te formirali model radioaktivnog raspada. Naime, Ruther-
ford je dodatno opisao i vrijeme poluraspada.

Pogledajmo kako izgleda navedeni model. S Ny oznacit ¢emo broj atoma promatrane radi-
oaktivne tvari u pofetnom trenutku ¢ = 0. Neka je N () broj atoma promatrane radioaktivne
tvari koji nakon vremena ¢ ostanu neraspadnuti, a N'(t) predstavlja brzinu radioaktivnog
raspada. Model radioaktivnog raspada glasi: "Brzina radioaktivnog raspada proporcionalna
je broju neraspadnute tvar:.” Dani model matematicki mozemo zapisati na sljedeé¢i naécin:

N'(t) = kN(®), (16)
odnosno: 755
— =EkN(
- = kN (2),

gdje je k € R konstanta proporcionalnosti koja ovisi o radioaktivnoj tvari koju promatramo.
Jednadzba (16) je jednadzba sa separiranim varijablama stoga vrijedi:

N(t) = N(0)e*. (17)

5Dvosoli ¢ine zasebnu skupinu kemijskih spojeva, nastaju iz dviju zasebnih soli s jednim zajednic¢kim
ionom.
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Oznacimo s T}/, vrijeme poluraspada tvari, odnosno vrijeme u kojem se broj atoma radi-
oaktivne tvari smanji za polovicu pocetne vrijednosti. Uoc¢imo da je za T = T}/, broj atoma
jednak N = 22 uvrstimo u (17) i dobivamo:

N,
70 = NoetTirz., (18)
Izraz (18) podijelimo s Ny:
1 — ekT1/2,
zatim logaritmiramo:
In E = In T2,
2

te imamo:
Inl—In2= le/Q.

Buduéi da znamo da je In1 = 0 slijedi da je

T1/2 — —T

N(t)

| |
i i i Tt

0 T /2 2Ty /2 3Ty /2 4T,y /2

Slika 10: Graficki prikaz zakona radioaktivnog raspada.
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Primjer 3.8. Vrijeme poluraspada izotopa ugljika *C' je 5730 godina. Promatramo uzorak
ugljika koji ima masu 200myg.

a) Odredite jednadzbu kojom je opisana masa promatranog uzorka ugljika nakon t godina.
b) Odredite masu uzorka nakon 1050 godina.

c) Kada ée masa uzorka biti jednaka 20mg?

Rjesenje:

Znamo da model radioaktivnog raspada glasi:

m/(t) = km(t), kEeR.
Rjesenje navedene jednadzbe dano je s
m(t) = m(0)e™.

a) Uocimo da vrijeme poluraspada predstavlja vrijeme u kojem se masa izotopa ugljika **C
prepolovi stoga moZemo zapisati sljedece:

%m(t) = m(0)e™. (19)

Uocimo zadano: t = 5730 i m = 200mg te uwvrstimo u (19) i dobivamo:

B —In2
5730

Jednadzba kojom opisujemo masu promatranog uzorka ugljika nakon t godina glasi:
m(t) = 200e 5750 ¢,

b) Buduéi da nas zanima masa uzorka nakon 1050 godina, u prethodnu jednadzbu wvrstit
cemo t = 1050, te imamo sljedece:

m(1050) = 200e 570 9% ~ 176,

Masa uzorka nakon 1050 godina iznosi 176 mg.
c¢) Zanima nas kada ée masa uzorka biti jednaka 20 mg, tj. zanima nas za koji ée t vrijediti
mi(t) =20:

200¢ 770 ¢ = 20,

Nakon sto podijelimo prethodni izraz s 200 te logaritmiramo dobivamo:
t ~ 19034.

Masa uzorka nakon 1903 godina bit ce 20myg.
Na sljedecem grafu moZemo pogledati kako izgleda graficki prikaz radioaktivnog raspada **C.
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Slika 11: Grafic¢ki prikaz radioaktivnog raspada *C.

3.4 C(Cijeljenje rana

Cijeljenje rana je kompleksan proces koji obuhvaca cijeli niz kemijskih i fizioloskih dogadaja
na stani¢noj i molekularnoj razini. Neki od ¢imbenika koji utje¢u na cijeljenje rane su:
veli¢ina i dubina rane, stanje dna rane, infekcija, itd. Uobicajeno cijeljenje rana mozemo
opisati pomocu eksponencijalne funkcije na sljedec¢i nac¢in. S Ay ozna¢imo pocetnu povrsinu
rane, a s A(t) povrsinu rane nakon ¢t dana. Cijeljenje rana dano je sljede¢im modelom:

A(t) = A06_0'3t.
Navedeni model je gruba aproksimacija procesa cijeljenja rana.

Primjer 3.9. Djecak Ivan igrao se na kamenoj plazi s ostalom djecom, u trku se spotaknuo
te pao na ostar kamen. Na koljenu mu je nastala rana povrsine 18mm?. Izracunajte kolika
ce biti povrsina rane nakon 5 dana te proucite kako ée napredovati proces zacijeljivanja rane,
tj. odredite nakon koliko dana ée rana u potpunosti zacijelits.

Rjesenje:

Znamo da model cijeljenja rana glasi:

A(t) = A0€_0'3t.

Buduéi da nas zanima povrsina rane nakon 5 dana, u prethodnu jednadzZbu wvrstit éemo
t =5, te tmamo:
A(5) = 18e7%3** ~ 4, 02.

Nakon 5 dana povrsina rane bit ée 4,02mm?. U sljedecoj tablici moZemo vidjeti kako napre-

duje proces cijeljenja rane, te je vidljivo da ée prema ovom modelu nakon 25 dana rana u
potpunosti zacujelits.
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t Alt) t A(t)
1 13,33 14 0,27
2 9,88 15 0,2
3 7,32 16 0,15
4 5,42 17 0,11
5 4,02 18 0,08
6 2,98 19 0,06
7 2,2 20 0,04
8 1,63 21 0,03
9 1,21 22 0,02
10 0,9 23 0,02
11 0,66 24 0,01
12 0,49 25 0
13 0,36

Slika 12: Proces cijeljenja rane

Povrsina rane kao funkcija vremena
14
12

10

povrsina rane

1 2 3 456 7 8 91011121314151617 18 192021 22232425

dani

Slika 13: Graficki prikaz funkcije A(t) = 18703

3.5 Promjena atmosferskog tlaka s visinom

Tlak na bilo kojem dijelu zemljine povrsine naziva se atmosferski tlak, te se javlja kao pos-
ljedica tezine molekula zraka. Prvi ¢ovjek koji je izmjerio atmosferski tlak bio je Evangelista
Toricceli, talijanski fizicar i matematicar, 1644. godine.

Primjer 3.10. (Toricceliev pokus)

Toricceli je uzeo staklenu cijev duzine 90 cm koja je na jednom kraju zatvorena, a na drugom
otvorena, napunio ju je Ziwom te je donji otvoreni kraj stavio u posudu u kojoj se takoder
nalazi Ziva, pazeci pritom da u cijev ne ude nimalo zraka. Gornji, zatvoreni dio cijevi bio
je bez zraka 1 bez atmosferskog tlaka koji je djelovao samo na povrsinu zZive u posudi. Tada
se uspostavila ravnoteZa izmedu tlaka stupca Zive @ atmosferskog tlaka. Koristeci opisanu
metodu, Toricceli je atmosferski tlak odredio mjerenjem stupca Zive u cijevi.

Atmosferski se tlak mijenja s obzirom na nadmorsku visinu, tj. ovisi o njoj. Kako se
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Slika 14: Toricceliev pokus

nadmorska visina povec¢ava atmosferski se tlak smanjuje i ta se ovisnost moze opisati pomocu
eksponencijalne funkcije na sljede¢i na¢in. Ozna¢imo s pg atmosferski tlak na referentnom
nivou®, a s py gustoéu zraka na referentnom nivou. Neka je g akceleracija zemljine sile teze
koja iznosi 9,81m/s?, a h nadmorska visina. Tada je ovisnost opisana izrazom:
_Pagp
p(h) = poe P
Primjer 3.11. (Tlak na Velebitu)
Lovro se zaputio prema Manitoj peci na Velebitu c¢iji se ulaz nalazi na visini od 570m. Tije-
kom puta napravio je pauzu kod lugarnice koja se nalazi na visini od 400m. Gustoca zraka
iznosi 1,16kg/m>. Ako znamo da je tlak zraka u podnoZju Velebita 101400Pa, izracunaste
koliko iznosi tlak zraka kod lugarnice, a koliko kod ulaza uw Manitu peé. Sto zakljucujete?
Rjesenje:
Znamo da je promjena tlaka s obzirom na visinu opisana izrazom:
_Pagp
p(h) = poe P
Uocimo zadane podatke: py = 1,16kg/m3 i py = 101400Pa. Zanima nas koliki je tlak zraka
kod lugarnice koja se nalazi na visini h = 400m, stoga zadane podatke uvrstimo u pocetnu
jednadzbu 1z cega slijedi:

p(400) = 101400~ 101300 *4% ~ 969448, 81.
Zatim nas zanima koliki je tlak zraka kod ulaza u Manitu pec koji se nalazi na visini h = 570m

stoga zadane podatke © h = 570m uvrstimo u pocetnu jednadzbu, te imamo:

1,16%9,81

p(570) = 101400e™ 1ors00 *570 ~ 95116, 73.

Tlak zraka na ulazu uw Manitu peé 1znosi 95116,73Pa, a kod lugarnice 969448,81Pa. Zaklju-
cujemo da je kod Manite peci rjedi, tj. na vecoj nadmorskoj visini tlak zraka je rjed:.

6Referentni nivo je dogovorom odabrana vrijednost neke fizikalne veli¢ine u odnosu na koju se promatra
ili mjeri promjena vrijednosti te veli¢ine. U ovom sluc¢aju fizikalna veli¢ina je atmosferski tlak.

22



Literatura

[1] W. E. Boyce, R. C. DiPrima, Elementary Differential Equations and Boundary Value
Problems, Tth edition, Wiley, 2000.

[2] K. Burazin, J. Jankov, I. Kuzmanovi¢, I. Soldo, Primjene diferencijalnog i integralnog
racuna funkcija jedne varijable, Sveuciliste Josipa Jurja Strossmayera u Osijeku — Odjel
za matematiku, Osijek, 2017.

[3] B. P. Demidovi¢, Zadaci i rijeseni primjeri iz vise matematike s primjenom na tehnicke
nauke, Tehnicka knjiga, Zagreb, 1986.

[4] D. Huljev, Prepreke u cijeljenju rane, Acta medica Croatica, Vol. 67 No. Suplement 1,
Zagreb, 2013.

[5] D. Jukié¢, R. Scitovski, Matematika 1, Odjel za matematiku, Osijek, 2000.

[6] J. J. Reynolds, R. J. Harshbarger, Calculus with Application, Houghton Mifflin College
Div, Dallas, 1999.

[7] N. Rogulji¢, A. Burazin Misura, . Baras, Eksponencijalna funkcija @ njezine primjene
u realnom Zivotu, Casopis za metodiku i nastavu matematike, Vol. 14 No. 53, Zagreb,
2013.

[8] J. Stewart, Calculus 7th Edition, McMaster University and University of Toronto, Bro-
oks/Cole, Cengage Learning, Belmont, 2008.

9] S. Ungar, Matematicka analiza u Rn, Golden marketing-Tehnicka knjiga, Zagreb, 2005.

[10] https://enciklopedija.hr /natuknica.aspx?ID=43655 (1.7.2022.)

[11] https://www.enciklopedija.hr/natuknica.aspx?ID=51474 (1.7.2022.)

[12] https://www.enciklopedija.hr/natuknica.aspx?id=69730 (4.7.2022.)

[13] https://hr.wikipedia.org/wiki/Populacija(biologija) (11.7.2022.)

[14] https://www.bbc.co.uk/history/historicfigures/malthusthomas.shtml (11.7.2022.)

[15] https://en.wikipedia.org/wiki/PierreFran (12.7.2022.)

[16] http://www.splung.com/content/sid/5/page/radioactivity (7.8.2022.)

[17] https://glossary.periodni.com/glosar.php?hr=luminiscencija (7.8.2022.)

[18] http://www.podvodni.hr/more/meteorologija/1613-sto-je-atmosferski-tlak (11.8.2022.)

[19] https://sahovski-klub-kula.com/index.php/2021/02/24 /legenda-sah-i-zrno-psenice/
(13.8.2022.)

23



