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Sazetak

Tema ovog rada je interpolacija. U uvodnom dijelu upoznat ¢emo se s problemom in-
terpolacije te definirati vazne pojmove koje vezemo uz interpolaciju. Takoder éemo prouciti

vrste interpolacijskih polinoma, a nakon toga ¢emo pokazati primjerima kako ih odrediti.
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nultocke éebiéevljevih polinoma.



Interpolation

Summary

The topic of this bachelor’s thesis is interpolation. In the introductory part, we will get
acquainted with the problem of interpolation and define important terms that we associate
with interpolation. We will also study the types of interpolation polynomials, and then show

examples of how to determine them.
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Interpolation, interpolation nodes, interpolation polynomial, Lagrange form of interpo-
lation polynomial, Newton’s form of interpolation polynomial, error estimation, approxima-

tion, zero points of Chebyshev polynomials.
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Uvod

Ponekad nam je na skupu tocaka xy < x; < ... < x, poznata vrijednost funkcije f(z),
ali nemamo analiticki izraz pomoéu kojega bismo izracunali vrijednost funkcije u bilo kojoj
tocki. Stoga u intervalu [zg,z,] pokuSamo pronaéi neku jednostavniju, poznatu funkciju
g(z) koja ¢e biti aproksimacija funkcije f(x). Takoder, neka za g(z) vrijedi

agl:) = flag), 1 =01, ....5%

Problem pronalazenja funkcije g(x) nazivamo problem interpolacije. Upravo zbog
zahtjeva da funkcija g(z) bude §to jednostavnija, najéesce ¢emo ju birati u klasi polinoma.
Odredivanjem funkcije g(z) dobivamo procjenu vrijednosti funkcije f(z) u nekoj tocki x i
pisemo f(z) =~ g(z),r # ;.

Drugim rije¢ima, ukoliko zelimo da nam se funkcijske vrijednosti podudaraju, dovoljno nam
je koristiti informaciju o vrijednosti funkcije f na skupu od (n + 1) tocaka, tj. koristimo
podatke oblika (z;, f;), gdje je f; = f(z;), i=0,...,n.



1 Interpolacija

Na segmentu [a, b] zadano je n+1 tocaka xg, 1, ..., T, zvat ¢emo ih ¢vorovi interpolacije.
Takoder, na segmentu imamo zadane i vrijednosti neke funkcije f : [a,b] — R koja je
neprekidna, odnosno za

& < Hy < By L oend By Sy (1.1)

vrijedi
Yo = f(xo),y1 = f(21),-- sy = f(z0).

Nasa je zadac¢a pronac¢i procjenu vrijednosti funkcije f(z) na temelju podataka (x;,y;),
i =1,...,n, tj. pronaéi pomoc¢nu funkciju g : [a,b] — R za koju ¢e vrijediti interpolacijsko
svojstvo g(x;) = y;.
Kako je ovdje rije¢ o aproksimaciji, u obzir moramo uzeti i moguce pogreske. Prije uvodenja
pojma pogreske aproksimacije, prisjetimo se kako definiramo normu vektora.
Uzmimo vektor z iz R". Tada je on oblika z = (z, ... ,xn)T, gdje su z; njegove komponente

za 1 =1,...,n. NajceSce koristimo sljedece tri norme:

1. 1-norma ili /; norma, poznata kao "Manhattan" norma

n
el = Jail,
i=1

2. 2 -norma ili ¢35 norma

3. 0o -norma, ili /., norma

[2llec = max |zi|.
1=1,...,n
Pogresku aproksimacije uglavnom izrazavamo u ¢..-normi

I = gl = max £(2) — g(z)

ili u £5- normi

b
If = glla = \// (f(z) — g(x))>d.



1.1 Interpolacija polinomima

Rjesenje interpolacijskog problema svodi se na pronalazak polinoma P, stupnja n ¢&ji

graf prolazi zadanim tockama T; = (x;,4;),7 = 1,...,n, odnosno vrijedi (vidi Slika 1):
Po(xo) = yo
P, n($1) Y
Po(zn) = yn
uy
' Py
s T — n
1 g -
_—/r"-'vf::;f' ™ /\\: __,.:_’:-' 'y \.f

0] To

Slika 1: Interpolacija funkcije

Polinom P, zovemo interpolacijski polinom i oblika je

Po(z) = anz™ + ap_13" 1 + - -+ + a1 7 + ap.

Pomocu uvjeta P,(z;) = y;,1 = 0,1,...,n, mozemo dobiti sustav od n + 1 jednadzbi s

(n + 1)-nom nepoznanicom

n—1

n
ApZTy + Qp_1Ty ~ + -+ a1X9 + ag = Yo

n—1

A + ap 2 4+ ay +ag =y

=
U@l & Wyl 50 O Ty T+ 8y = Yy

¢ijim rjeSavanjem mozemo dobiti koeficijente polinoma P,.

Ovaj sustav mozemo zapisati i pomocu izraza Va = y, odnosno

B 2 3 n—1 n ] a
1 =z :Ug xg ~a= Wy X s 0 Yo
n— n a
1 & 2 & Ty ot 1 Y1
a2 Y2
. 2 3 n—1 n — .
1 & = @ i il :
2 3 i Ap—1 yn—l
n— n
| 1z, z, z; T i an, Un
&S ~~ — ~ - — ~ -
v . .

(1.2)



Determinanta matrice ovog sustava naziva se Vandermondova determinanta

1z x(Q) m=
1 = w2 ews ol
1 Zp1 Zhy - Tpo
1 = B2 i

za koju vrijedi
Dy, = H (@ — =5).
0<j<i<n
Za medusobno razli¢ite x;, odnosno x; # x; za ¢ # j, vrijednost determinante D,, je razlicita
od nule. Slijedi da je matrica regularna pa postoji jedinstveno rjeSenje sustava linearnih
jednadzbi, tj. postoji jedinstveni interpolacijski polinom P,.

Ukoliko trazimo polinom ¢iji je stupanj manji od n, rjeSenje ne mora postojati. Nadalje,
za polinom stupnja veceg od n, interpolacijski polinom nije nuzno jedinstven. Ako imamo
veliki broj ¢vorova interpolacije n i medusobno bliske ¢vorove interpolacije, rjeSavanje sustava
(1.2) moze nas dovesti do ozbiljnog numerickog problema.

Ovaj problem mozemo rijesiti raznim metodama, a nama ¢e biti korisne numericke metode

za interpolaciju funkcija poput Lagrangeove i Newtonove metode.



1.2 Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma

Ne moramo nuzno rjesSavati linearni sustav da bismo pronasli koeficijente interpolacijskog
polinoma. To Cesto nije jednostavno pa Zelimo pronaéi neku bolju metodu. Pogledajmo

najprije jedan opceniti slu¢aj: pronadimo polinom p; stupnja n za koji vrijedi

L, =1 o
Mozemo primjetiti da graf polinoma p; sijece os x u tockama xg, 1, ...,2Ti—1,Tit1,- .., Tn,

dok u tocki x; poprima vrijednost 1 (Vidi Slika 2).

T

A\ p /T\
Fd . 1 \

“'v, P
() | I'Ij)\J;J'l I \—/"f-r'.v.-

Slika 2: Polinom p;

Kako ¢emo pronaci polinom p; koji zadovoljava navedena svojstva iz (1.3)?

Bududi da su zg, x4, ..., %i—1,Tit1, - . . , T, nultocke polinoma p;, mora vrijediti
pi(z) = Ci(z — mo)(x — x1) - -+ (& — im1)(® — Tit1) -~ - (T — ). (1.4)

Konstantu C; odredujemo koristeéi uvjet p;(z;) = 1:

|

(2 — o) (@ — 1)+« (@5 — Bi—1) (Bs — Bya) v+ (@5 — T)

(1.5)

C;i =

Uvrstavanjem konstante C; u izraz (1.4), dobivamo izraz za trazeni polinom p;

(z—20) (@ —@1) - (@ —xio1) (& — Tiy1) - (7 — Ty)
By — i P — L)~ (T — gy (ot — g )+~ — xn),

odnosno

pi(z) =] -

pri it 3
Sada se mozemo vratiti interpolacijskom problemu te pomoc¢u polinoma p; pronaci inter-
polacijski polinom P,. Polinom P, za koji vrijedi P,(z;) = y;,i = 0,1,...,n, uz uvjet (1.1),

mozemo prikazati kao linearnu kombinaciju polinoma p;

P ) S el G
- o (1.6)

M=

i=0  j#i "




Jasno vidimo da vrijedi

n

Po(z;) = ) umi(e) = ypi(z5) =95, ¥i=0,1,...,n.
=0

Oblik interpolacijskog polinoma (1.6) nazivamo Lagrangeov oblik interpolacijskog poli-

noma.
Primjer 1. Odredite interpolacijski polinom ¢iji graf prolazi tockama Ty(1,3), T1(2,1), T(3,2).

Rjesenje:

Uvrstavanjem u formulu za p;(x) dobivamo

(x — x1) (z — x2) (m—2)(x—3):m2—5w—|—6

Po() = (2o —71) (T —@2)  (1—2)(1—3) 2
_ (z—m0) (z — 70) _(m—l)(m—S)_m2—4x+3__m2 -
ne) = o e m—a)  @-DE—3 -1 ¢ T3

(x — xp) (x — 1) :(I'—l)((E—Q):IQ—S.I—I—Q
(1‘2—1’0) (.TQ—I'l) (3—1) (3—2) 2

Uvrstavanjem u formulu (1.6) dobivamo

pa(z) =

Py(x) = yopo() + y1p1(@) + y2p2(x)
1 1
:3-?ﬁ—ﬂx+®+1@fﬂﬁw—$+ﬂ-?ﬁ—3x+m
g5 I8

=22 248
ot T



Primjer 2. Odredite interpolacijski polinom za funkciju f(x) = cos(2wx) u cvorovima
z €{0,3,3}
Rjesenge:

= fla)=mves(2ry;), 4=0,1,2
|

=>yo=1,y1=—§,y2=—1

Uvrstavanjem u formulu za p;(x) dobivamo

(z — 1) (x — 33) (l’_é)(x_ )

po(x):(xo_xl)(xo_%):( —iy o1 = 62" — 5z + 1

A (x — x¢q) (& — x9) _(x—())(m—%) iR .
T e (D 1) R
L ema—a) _@-0@-Y _

Uvrstavanjem u formulu (1.6) dobivamo

Py(z) = yopo(w) + y1p1(x) + yapa(z)
1
= 1(62* — B + 1) — 5(—18952 + 9z) — 1(122% — 4z)

11
= 3% — i + 1~ f(z) = cos(2mx)



1.3 Newtonov oblik interpolacijskog polinoma

Ako zelimo poboljsati aproksimaciju ili smanjiti gresku, onda mozemo povecati stupanj
interpolacijskog polinoma kako bismo to postigli. U tom slu¢aju nailazimo na problem jer
Lagrangeov oblik interpolacijskog polinoma nije pogodan. Postoji oblik interpolacijskog
polinoma kod kojega mozemo dodavati tocke interpolacije, odnosno pove¢avamo stupanj in-

terpolacijskog polinoma.

Pogledajmo neprekidnu funkciju f : [a,b] — R i pretpostavimo da imamo zadane vrijed-
nosti y; = f (z;),i=0,1,...,n u évorovima a < xg < x; < -+ < x, < b.

[zraz za interpolacijski polinom trazit éemo u obliku
P.(x)=ag+a (x —x) + -+ a, (x —xg) (x — 1)+ (x —2p_1) . (1.7)

Kada pronademo koeficijente ag, ay, ..., a,, vrijednost polinoma P, u nekoj tocki

x # x; odreduje se koristedi izraz
Fo(z) = (- ((an (T — Ta—1) + @n1) (B — Tng) + -+ + a1) (T — Zo) + ao. (1.8)

Sada ¢emo puno manje rac¢unati u odnosu na ono sto smo imali kod Lagrangeovog oblika

interpolacijskog polinoma.

Izracunajmo koeficijente a; u izrazu (1.7). Interpolacijski polinom, ¢iji graf prolazi toc-

kama Ty = (xg,y9) 1 T1 = (21,y1), bit ¢e linearna funkcija ako je n = 1, odnosno

Y1 — Yo
Pi(z) = — ).
(@) =0+ L2 r
Uvedemo li nove oznake f [zo] := v, f [%0, 1] = W , onda gornji izraz za P;(z)
1 — X

mozemo zapisati kao
Pi(z) = f [wo] + f [w0, 1] (z — @) -

Za n = 2 dobivamo polinom Py, ¢ji graf prolazi tockama Ty = (zg,yo), T1 = (x1,91) 1
Ty = (22,92). On je oblika

Py(x) = flzo] + f [0, 21] (x — o) + A (2 — o) (2 — 1) (1.9)

Ocito je Py (z9) = yo i Py (1) = y;. Ako u (1.9) uvrstimo z = z, tako da vrijedi

Py(z3) = y2, onda dobivamo A koji je dan sljede¢im izrazom

Y2—"Y  Y1—%
Ao T2 & T Ty _ 1 Y2=Y1 1=
T9 — Xy To — X o — I Iy — X

Ponovno uvodimo nove oznake

. — T1,22| — [ |To, T
fllzg. 1] = 0 yo7 Flz1, 0] i= Y2 @/17 i, i ] = f 21, 20] — f [0 1]‘
$1—Z‘0 x2_$1 $2_$0




Iz ovoga slijedi da je A upravo jednak izrazu za f [zg, 1, 23], stoga je polinom (1.9) oblika

Py(z) = f[zo] + f [z, 71] (T — T0) + f [T0, T1, T2] (T — T0) (T — 71) .

Na analogan nacin dobivamo polinom P,(z) u tockama T; = (z;,v;),i =0,1,...,n,
koji je dan formulom

Po(x) = f[xo] + [ [xo, 1] (x — 20) + -+ + [ [zo, 21, .-, 20 (. — 20) -+ (x — 251) . (1.10)

Izraz (1.10) nazivamo Newtonov oblik interpolacijskog polinoma n-tog reda. Brojeve iz
gornjeg izraza
f[mlw wuls ax’i] B f[x();xla - ..,.Ti_l]

I w030, - - - ;1] = . d= L. o
;i — X

zovemo podijeljene razlike.
Opcenito podijeljene razlike mozemo izra¢unati prema sljedec¢oj shemi koju zovemo ta-
blica podijeljenih razlika:

T flzi] Flzk, Th] flzr, Tor1, Teaa] -+ flzo,- .-, Ta)

T flzol
flzo, 1]

’»1-‘1 flz4] flzo, z1, z2]
flz1, z2]

: flzo, - - -, Tn]
f[-rn—‘l's In—l]
i | Flen—il F |2 oy 5 ]

f[In—la -'I-‘n.]

‘n f [In]

Slika 3: Podijeljene razlike



Primjer 3. [zracunajte Newtonov oblik interpolacijskog polinoma za tocke Ty = (1, 3),
R =121 T, = (3,2).

Rjesenge:

Trebamo pronaci polinom P, (z) koristeci izraz
Py(z) = [ lxo] + [ [wo, 21] (& — o) + f [x0, 21, 2] (z — o) (¢ — 1) .
Iz danih tocaka dobivamo
To = 1,.’1)1 e 2,.%'2 =3

Yyo=3,y1=1,40 =2

Prvo ra¢unamo podijeljene razlike:

flzo] =y =3
Y1 — Yo 1-3
= = :—2
f[-TO7:U1] 1 — X 2— 1
— 2—1
flon,zg) = L8 = =1

To — I 3—2
f [21, 2] — f [20,%:1] _ 1+2 3

Ty — Ly 3—1 2

f o, 71, 22] =

Sada dobivamo

3 3 13
Pe)=3-20-1)+5-1)e-2 =32" - —c+8
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1.4 Ocjena pogreske interpolacijskog polinoma

Do sada smo vidjeli da se vrijednosti funkcije f i pripadnog interpolacijskog polinoma
podudaraju u ¢vorovima interpolacije, ali to ne znaé¢i da se podudaraju i na ostatku domene.
Kako je taj polinom aproksimacija funkcije f, zanima nas koliko je odstupanje izmedu njiho-
vih vrijednosti u tockama koje su razli¢ite od ¢vorova interpolacije. Ako znamo da je funkcija
f dovoljno glatka, onda mozemo napraviti i ocjenu pogreske interpolacijskog polinoma. Ta

ocjena dana je sljede¢im teoremom koji je preuzet iz [1].

Teorem 1. Neka je f € C"a,b] funkcija ¢ije vrijednosti su poznate u n + 1 tocaka x;,

i=01,...,n,
a=imy L iy L Lmp=l g=File), (=0L....n0

1 neka je P, odgovarajuéi interpolacijski polinom.
Tada za svaki T € [a,b] postoji & € (a,b), tako da je

F(E)

1) w(z), w(@)=(Z—20) (T~ zn). (1.11)

f(@) — Pu(7) =
Dokaz ovog teorema moze se pronaci u [1].

Stavimo li M, := e |f("+1)(m)|, onda iz (1.11) slijedi
xE|a,

7(2) — Pule)] < o). (112

(n+1)
U dobivenom izrazu ne mozemo utjecati na faktore (n + 1)!'i M, ;. Iz ovoga vidimo da
pogreska aproksimacije ovisi o ponasanju funkcije w koju zovemo polinom ¢vorova. Mozemo

zakljuciti da ¢e pogreska biti minimalna kada w poprimi najmanju mogucu vrijednost.
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Primjer 4. Procijenite pogresku interpolacije za funkciju f(x) = cos(2mx) interpolacijskim

polinomom kroz cvorove xy = 0,1 = %, To = % na intervalu [0, %] Pogresku ocijenite u tock:
~_ 5

Rjesenge:

Kako je n = 2, slijedi M3 = max |f"(z)| =?

:L‘E[O,%}
Prvo izac¢unamo
= fl@;) = eo8(2ra;), ©=0,1,2
1
=Hp=lLn=—51p=-1

U Primjeru 2 pokazali smo da je pripadni interpolacijski polinom oblika

11
I :31‘2—?.7)4—1.

Dalje ra¢unamo derivacije od f(z):
f'(z) = (cos(2mz)) = —27 sin(27x),

f”(w) — —Ax2 COS(27T$)>
f///(m) = 873 sin(27'('$)-

Dobivamo

Ms = max |87°sin(2nz)| = 87°.
€0,3]
5

15, stoga moramo izracunati vrijednost polinoma

Zanima nas ocjena pogreske u tocki 7 =

¢vorova w u toj tocki

W(F) = (7 — 50) (F—71) (B — 33) = <1—52—0> (%-%) (15—2—%) :—%.

Uvrstimo sve dobiveno u (1.12) i dobivamo

8w | 5
% 2| ~0.119623.

7@ - P < S |-
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1.5 Nultocke éebiéevljevih polinoma kao ¢vorovi interpolacije

Sada smo se upoznali s pogreskama kod interpolacijskog polinoma i vidimo kako one
ovise o funkciji w. Kod jednoliko rasporedenih ¢vorova i veceg n, funkcija w na rubovima
podrudja interpolacije ima jake oscilacije (Slika 4). To znaci da ¢emo imati veliku pogresku

kod interpolacije.

+ 80

140

Slika 4: Polinom w(z) na [—3, 3] za n = 7, ekvidistantna mreza

Stoga je nas cilj pokusati izabrati ¢vorove interpolacije zg, x1, ..., x, tako da minimizi-

ramo maksimalnu pogresku polinoma ¢vorova

odnosno zelimo
max |w(x)| — min. (1.13)
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Ako uzmemo Cebisevljeve ¢vorove, greska polinoma ¢vorova priblizno je jednaka na sva-
kom podintervalu izmedu ¢vorova (Slika 5).

1+ 80

140

8 Wél 1 2 \/:% T

1 —80

Slika 5: Polinom w(z) na [—3,3] za n = 7, CebiSevljeva mreza
Pokazimo sada da Cebigevljevi &vorovi minimiziraju maksimalnu vrijednost polinoma

¢vorova, tj. da minimiziraju

ma |(o = w0) -+ (@ = 22).

Dokaz ¢emo provesti na intervalu [—1,1]. U slu¢aju da je funkcija f zadana na nekom
drugom intervalu, onda je linearnom transformacijom y = cx +d svedemo na interval [—1, 1].

Opéenito, éebiéevljevi polinomi definiraju se relacijom
T.(z) = cos(narccosz), ze€[-1,1] n=0,1,2,...
Iz ovoga slijedi formula za (n 4+ 1)-vi Cebigevljev polinom T},.1 koja je oblika

To+1(x) = cos((n + 1) arccosz), z € [—1,1].

T,+1 ima (n 4 1) razlic¢itih nultocaka na intervalu [—1,1] i dane su sa

(n+1)arccosa::g(2k—|—1), E=10,1,...,8,
2k +1

mk:cos;z, B= 0,1, ;5
n+1 2

Vratimo se sada naSem problemu. Zelimo izabrati tocke interpolacije z; € [—1,1] tako
da minimiziraju

e [(z = 70) -+ (@ — 7).



14

Minimum ¢e se postic¢i ako stavimo

(@ —20) - (& = Zn) = =Ty (),

2
]
a minimalna ¢e vrijednost biti o (Vidi Teorem 5.2.; str. 141, Numeric¢ka matematika, Rudolf
Scitovski).
Definirajmo sada linearnu transformaciju u(z) za funkciju f : [a,b] — R.
b b—
Neka je u : [-1,1] — [a,b], u(x) = ot - 4.

Sada smo problem prebacili na segment [a,b] te rjeSavajuéi jednadzbu T, (u™!) (z) = 0,

dobivamo formulu za interpolacijske ¢vorove ug, k =0,1,...,n, tj.

2 b
(n+1)arccos< :U—CH_ )zz(Qk—i—l), k=0,1,...,mn,

b—a b—a 2
a+b b—a 2k + 17
= —., k=0,1,...,1
Uk 5 + 5 COS ntl2 i, ,n
Pronasli smo optimalan izbor ¢vorova interpolacije ug, uy, ..., u, na intervalu [a, b] te su

oni gusce rasporedeni pri rubovima intervala. Sada interpolacijski polinom P, ima najmanju

mogucu pogresku i prema (1.12) dobivamo

If = Pully, = min |f(z) — Pu(z)] < M1

M,,
; min lw(z)| < +1
z€[ab] (n+ 1)! z€lay]

~—2(n+ 1)
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