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Sazetak

U zavrsnom radu definirat ¢emo pojam svojstvenih vrijednosti matrice,
svojstvene vektore, spektar matrice te svojstveni polinom. Takoder ¢emo
definirati algebarsku i geometrijsku kratnost svojstvenih vrijednosti te poka-
zati njihovu ulogu u utvrdivanju dijagonalizabilnosti matrice. Opisat ¢emo
spektar posebnih tipova matrica Sto ¢emo potkrijepiti i primjerima. Definirat
¢emo Jordanovu formu matrice i slijedom primjera prikazati njeno odrediva-
nje. Uvodimo pojam pseudospektra koje je zapravo poopcéenje pojma spektra
matrice. Ustanovit ¢emo da pseudospektar ovisi o normi i da je presjek svih
pseudospektara matrice upravo spektar matrice. Prikazat ¢emo svojstva pse-
udospektra.

Kljucne rijeci

svojstvene vrijednosti, svojstveni vektori, spektar, Jordanova forma ma-

trice, pseudospektar



Summary

In this final paper we will define the concept of eigenvalues and eigenvec-
tors of the matrix, the spectrum of the matrix and characteristic polynomial
of the matrix. We will also define the algebraic and geometric multiplicity of
eigenvalues and show their role in determining the diagonalizable of a matrix.
We will describe a spectrum of special types of matrices what we will subs-
tantiate with examples. We will define Jordan form of the matrix and show
its computation by example. We introduce the concept of a pseudospectrum
which is actually generalization of the concept of a matrix spectrum. The
pseudospectrum depends on the norm and the intersection of all pseudos-
pectra of the matrix is the spectrum of the matrix. The properties of the
pseudospectrum are given.
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1 Uvod

Linearna algebra je grana matematike koja proucava vektorske prostore,
matrice, linearne operatore te sustave linearnih jednadzbi. Ima Siroku pri-
mjenu u prirodnim i druStvenim znanostima, danas posebno u numerickoj
matematici i ra¢unarstvu. U ovom radu bavit ¢emo se jednim od najvaznijih
pojmova linearne algebre, pojmom spektra matrice, kao i njegovim poopce-
njem, pseudospektrom matrice.

U prvom dijelu, definiramo svojstvene vrijednosti matrice, svojstvene vek-
tore te spektar matrice. Zaklju¢ujemo da su svojstvene vrijednosti nultocke
svojstvenog polinoma, dok je spektar matrice upravo skup svojstvenih vrijed-
nosti. Navedena je i Jordanova forma matrice, koja nam daje uvid u spektar
kao i moguénost dijagonalizacije matrice, te neke specijalne vrste matrica ¢iji
spektar ima posebna svojstva.

U drugom dijelu uvodimo pojam pseudospektra matrice. Matematicar John
von Neumann je pocetkom 20. stoljec¢e vidio potrebu za proucavanjem pse-
udospektra matrice. Medutim, zbog tezine slozenih racunskih operacija, pro-
ucavanje pseudospektra je zazivjelo tek krajem 20. stoljeca. Sam naziv pse-
udospektra ovisit ¢e o normi. Spektar i pseudospektar su usko povezani,
naime vrijedi da je presjek svih pseudospektara matrice upravo spektar ma-
trice. Teoremi vezani za pseudospektar nam daju preciznije informacije o
matrici. Danas se pseudospektar matrice koristi primjerice pri rac¢unanju

rezonance te u teoriji operatora.



2 Spektar

Za A € L(V) na kona¢nodimenzionalnom vektorskom prostoru V' nad
poljem [, cilj nam je pronaéi bazu prostora V u kojoj ¢e matrica operatora
A biti najjednostavnija. Najjednostavniji sluc¢aj je kada u nekoj bazi a =
{ay, as, ...} prostora V operatoru A pripada dijagonalna matrica da bismo
dobili §to jednostavniji matri¢ni prikaz operatora. Jedno od najznacanijih
pitanja je kakvim operatorima i u kojoj bazi ¢e se mo¢i pridruziti dijagonalna
matrica te koji brojevi se nalaze na dijagonali te pridruzene matrice. Odgovor
na ovo pitanje dat ¢e nam spektralna teorija.

Definicija 1. (Vidjeti [1]). Neka je V' wvektorski prostor nad poljem F i
A€ L(V). Kaze se da je skalar X\ € F svojstvena vrijednost operatora A ako
postoji vektor x € V, x # 0, takav da je Ar = \x.

Vektor x se naziva svojstveni vektor pridruZen svojstvenoj vrijednosti X. Skup
svih svojstvenih vrijednosti operatora A naziva se spektar (operatora A) i

oznacava sa o(A).

[stoznacnica za pojam svojstvene vrijednosti je karakteristi¢na vrijednost.
Koristi se joS i termin vlastita vrijednost. Posebno treba istaknuti da je skalar
A svojstvena vrijednost operatora A tek ako postoji netrivijalan vektor z sa
svojstvom Ax = Az. Ovo ogranicenje je zaista nuzno jer za svaki skalar A
vrijedi

A0 = N0

to jest, svaki skalar je rjeSenje jednadzbe, ako je x = 0. Svojstvene vrijednosti
su, medutim, samo oni skalari za koje ta jednadzba ima i neko netrivijalno
rjeSenje. Svojstveni vektor nije jedinstven: ako je x svojstveni vektor pridru-
zen A\ onda je i axr svojstveni vektor pridruzen istoj svojstvenoj vrijednosti,

i to vrijedi za svaki skalar « iz F, a # 0. Zaista,
A(azx) = aAz = a(Az) = Max).

Osim $to, prema prethodnome, jednoj svojstvenoj vrijednosti pripada besko-
nacno linearno zavisnih vektora, moguce je i da jednoj svojstvenoj vrijednosti
operatora A pripada i viSe linearno nezavisnih svojstvenih vektora. Primjer
je jedini¢ni operator I: za njega su svi vektori prostora, osim nulvektora,
svojstveni vektori za svojstvenu vrijednost 1 jer vrijedi



Ir =1xz,Vx € V.

Skup V4(A) = {z € V : Az = Az} se naziva svojstveni potprostor pri-
druzen svojstvenoj vrijednosti A. Taj skup je za svaki skalar A potprostor od
V.

Ako je A € 0(A), onda se dimenzija svojstvenog potprostora V4 () naziva
geometrijska kratnost svojstvene vrijednosti A i oznacava sa d(\).

Pri odredivanju svojstvenih vrijednosti operatora koristi se svojstvo da
svojstvene vrijednosti operatora odgovaraju svojstvenim vrijednostima ma-
trice tog operatora u bilo kojoj bazi. Za odredivanje svojstvenog potprostora,
morat ¢emo definirati svojstveni polinom matrice A.

Definicija 2. (Vidjeti [1]). Neka je A € M, (F). Polinom
ka(\) = det(A — AI)
se naziva svojstveni ili karakteristicni polinom matrice A.

Kod odredivanja nultocaka svojstvenog polinoma, potrebno je voditi ra-

¢una o tome nad kojim je poljem definiran vektorski prostor. Svaki opera-
tor na konac¢nodimenzionalnom kompleksnom prostoru ¢e imati svojstvenu
vrijednost, upravo zbog toga sto je polje kompleksnih brojeva algebarski za-
tvoreno $to predstavlja da svaki polinom s kompleksnim koeficijentima ima
nulto¢ku u polju C. Nasuprot tome, operatori na realnim prostorima ne
moraju imati realnih svojstvenih vrijednosti, primjer takvog operatora je
operator rotacije.
Pri racunanju svojstvenih vrijednosti koristimo svojstvo da je svaka svoj-
stvena vrijednost upravo nultocka pripadnog svojstvenog polinoma. Znamo
da polinom moze imati viSestruke nultocke pa i svojstvena vrijednost onda
moze biti viSestruka te stoga definiramo pojam algebarske kratnosti svoj-
stvene vrijednosti.

Definicija 3. (Vidjeti [1]). Neka je V' konacénodimenzionalan vektorski pros-
tor te neka je A€ L(V) i X\g € 0(A). Neka je

ka(d) = (A= 20)'p(A), p(ho) #0, LEN.

Broj | zovemo algebarskom kratnoséu svojstvene vrijednosti Ay & oznacavamo
ga s l(A).



Odnos izmedu algebarske i geometrijske kratnosti svojstvenih vrijednosti
dat ¢e nam uvid u dijagonalizabilnost matrice, odnosno operatora. Ako je za
neku svojstvenu vrijednost \g njena geometrijska kratnost strogo manja od
algebarske, onda je nemoguce pronaci bazu u kojoj ¢e dani operator imati

dijagonalnu matricu.

Na primjeru zZelimo prikazati kako se ra¢una spektar operatora A.

Primjer 1. Neka je operator A € L(R?) u standardnoj bazi dan matricom

2 -1 0
A=1]11 0 0
-1 0 2
Spektar matrice odredujemo pomocu
2—) -1 0
ka(A) =det(A—AI)=| 1 A 0 .
-1 0 2—-2AX

Laplaceovim razvojem po zadnjem stupcu odmah dobivamo

ka(d) = (1= 22— A).

Kako po definiciji znamo da se u spektru nalaze svojstvene vrijednosti opera-
tora, a one su nultocke svojstvenog polinoma, slijedi da je o(A) = {1,2}.
Algebarska kratnost svojstvene vrijednosti Ay = 1, iznosi (A1) = 2. Pri-
padne svojstvene vektore za svojstvenu vrijednost i racunamo pomocu sus-
tava (A — M)z =0.

T 1l
Rjesavajuéi sustav slijedi da je svojstveni vektor x = |x1| = 21 |1, 1 €
X1 1

1
R\{0}, koji ¢ini svojstveni potprostor Va(A) = 1 |1| : 1 € R\{0} p, pri
|

cemu je geometrijska kratnost d(A\;) = 1.
Postupak ponovimo i za svojstvenu vrijednost Ao = 2.
Dakle, njena algebarska kratnost je l(Ay) = 1. Iz sustava (A — Xl)x = 0



0 0
slijedi da je svojstveni vektor x = | 0 | = x3 |:0 , 3 € R\{0}.
T3 1

0
Svojstveni potprostor je oblika Va(Xo) = < x3 [0] : 23 € R\{0} } te pripadna
1

geometrijska kratnost iznosi d(Ay) = 1.

2.1 Spektar posebnih tipova matrica

Definicija 4. (Vidjeti [1]). Za matricu A € M, (C) kaZemo da je normalna
ako vrigedi AA* = A*A, pri cemu je A* adjungirana matrica matrice A.

Normalne matrice, kao §to ¢emo vidjeti u sljede¢em poglavlju, su matrice
koje mozda imaju viSestruke svojstvene vrijednosti, a jo§ uvijek se mogu
dijagonalizirati.

Definicija 5. (Vidjeti [1]). Za matricu A € M,(R) kaZemo da je simetricna
ako vrijedi AT = A, pri cemu je AT transponirana matrica matrice A.

Simetri¢na matrica je normalna matrica i ima samo realne svojstvene

vrijednosti.

2 11
Primjer 2. Neka je dana simetricna matrica A = |1 2 1|. Njezin svoj-
1 1 2

stvent polinom je oblika ka(A) = =X + 672 — 9N +4=—(A—1)*(A —4) pa

su svojstvene vrijednosti \y =1 1 Ay = 4 za koje vidimo da su realne.

Definicija 6. (Vidjeti [1]). Za matricu A € M, kaZemo da je antisimetricna
ako vrijedi A = —AT.

Antisimetricne matrice su normalne matrice i imaju samo imaginarne
svojstvene vrijednosti.

0 1 2
Primjer 3. Neka je dana antisimetricna matrica A = |—1 0 4|, pri
-2 —4 0
cemu je njezin svojstveni polinom ka(A) = —A\3—21\ = A(A\++/21i)(A—+/217)
pa su svojstvene vrijednosti Ay = 0, Ay = iv/21 i \3 = —i/21 imaginarne.



3 Dijagonalizabilne matrice

Teorem 1. (Vidjeti [5]). Neka je A € M,. Tada postoji nesingularna ma-

trica S, takva da je
&+ A8 = J; (1)

pri cemu se J naziva Jordanova forma, to jest J je blok dijagonalna,
J = diag(‘]?h ()‘1)7 an (/\2)7 o iy Jnk ()‘k))a (2)

gdje je J,, matrica reda n;,

Matrica J je jedinstvena do na permutaciju blokova.

3 0 . . . .
_1 3l Pripadni svojstveni poli-
nom je u obliku ka(\) = (3 — \)? te je odmah jasno da svojstvena vrijednost
A2 = 3 ima algebarsku kratnost (A1 2) = 2. Iz sustava (A — A\ol)x = 0

Primjer 4. Neka je dana matrica A = {

slijedi da je pripadni svojstveni vektor x = Bl} = LS} = &y {(ﬂ Pripadni
2 2

(1) te je geometrijska kratnost manja
od algebarske kratnosti d(A12) = 1 < l(M\12) = 2. Dakle, imamo da je svoj-

stvent vektor xgl) = {(1) pa sljedeci vektor u Jordanovu lancu racunamo na

sljedecéi nacin Ax,(? = )\191,{2) - 3331), to jest, iz sustava (A — All)xgm = xgl)

L -1 . . :
proizlazi vektor $§2) = [ ] Stoga, Jordanov lanac pridruZen svojstvenoj

0

svojstveni potprostor Va(Ay o) =

vrijednosti Ay o cine vektori { B] ; [_01} } koji tvore matricu S koju smo de-
finirali uw Teoremu 1. Koristeéi izraz ST*AS = J Jordanova matrica izgleda
J— 31

[0 8]

Svaki J,, se zove Jordanov blok te njegova svojstvena vrijednost \; ima
algebarsku kratnost n;. Ako su sve svojstvene vrijednosti u matrici J jed-
nostruke, onda je J dijagonalna, to jest, A se moze dijagonalizirati. Stoga iz



Jordanovog teorema je jasno da se mogu dijagonalizirati matrice koje imaju
razli¢ite svojstvene vrijednosti.
Primjerom ¢emo pokazati matricu koja ima navedena svojstva i njenu Jor-

danovu formu.

-1 2 2
Primjer 5. Neka je dana matrica A= | 2 2 2 |. Svojstveni polinom
-3 -6 —6

je u obliku ka(X) = =AM\ 4+ 2)(A + 3) te su svojstvene vrijednosti \y = 0,
Ao = =21 A3 = —3. Algebarske kratnosti su redom l(A\1) = l(Ag) =1(X3) =1,
to jest, postoje samo jednostruke svojstvene vrijednosti. Za svaku svojstvenu,
vrijednost trazimo svojstvene vektore iz sustava (A — XN )x = 0. Nakon Sto

rijesimo sustav za svaku svojstvenu vrijednost, dani svojstveni vektori su re-
0 -2 -1

dom xz(\) = |—1|, z2(Xa) = | 1 | i 23(A3) = | 0 | te je geometrijska
1 1

kratnost d(A1) = d(Ay) = d(A3) 1 §to je jednako algebarskim kratnos-

tima pojedinih svojstvenih vrijednosti pa se matrica A moZe dijagonalizirati.

I <

0 -2 -1
Svojstveni vektori ¢ine matricu S = |—1 1 0 |, dok je njen inverz
1 @ 1
-1 -2 -1
matrica S™' = | -1 —1 —1|. Sada imamo sve potrebno za racunanje Jor-
1 2 2
danove matrice koristeéi formulu S™YAS = J, Jordanova matrica je oblika
0 0 0
J=10 =2 0 | te se na dijagonali nalaze svojstvene vrijednosti.
0 0 -3

Napomena 1. U Jordanovoj formi na dijagonali se nalaze svojstvene vrijed-
nosti pa se svaka svojstvena vrijednost ponavlja onoliko puta kolika je njena
algebarska kratnost, dok je broj blokova jednak njenoj geometrijskoj kratnosti.
1z ovog svojstva jasno je da se sve matrice, kod kojih sve svojstvene vrijednosti

imaju istu algebarsku © geometrijsku kratnost, mogu dijagonalizirat.

Teorem 2. (Vidjeti [3]). Neka je X konacnodimenzionalan kompleksan uni-
taran prostor i neka je A € L(X). Sljedeca dva svojstva su medusobno ekivi-

valentna:

(a) Operator A je normalan.



(b) Postoji ortonormirana baza e takva da je matrica A(e) dijagonalna.

Dokaz: Vidi [3].

Svi normalni operatori zadovoljavaju svojstvo da svojstvene vrijednosti
imaju istu algebarsku i geometrijsku kratnost pa su dijagonalizabilni, slijedi
iz Teorema, 2.

Sada ¢emo navesti primjer normalnog operatora s viSestrukim svojstve-
nim vrijednostima te njegove Jordanove forme koja ¢e biti dijagonalna ma-
trica.

Primjer 6. Odredimo Jordanovu formu za normalan operator kojemu je

pridruzena matrica

A:

—_ O =

10
i1
0 1

Adjungiranu matricu A* dobivamo transponirajuci matricu A, A* =

O = =
(U )
—_ O

2
1 A*A = |1 Uvjet AA* = A*A je zado-
1

—_ N =
DO = =

2
Imamo AA* = |1
1

[ NG R
DO = =

voljen. Svojstveni polinom je oblika k() = —\3 4+ 3A2 — 3\ + 2. Svojstvene
vrijednosti su Ay = 2, Ay = (1 +1v3) i A3 = (1 —iv/3). Nakon $to po-
novimo postupak traZenja svojstvenih vektora kao uw Primjeru 5, svojstveni

vektori ¢ine matricu

(—1+4v3) i(—1-iV3)
(—1—14v3) (-1+iV3)

1 il

N [—=Do =
N[N

1
= |1
1

te izracunamo S~'. Iz izraza ST'AS = J slijedi Jordanova matrica

2 0 0
J= [0 i(1+4V3) 0
0 0 L1 —iv3)



4 Pseudospektar

Svojstvene vrijednosti ¢esto pruzaju sjajne uvide u ponaSanje matrica.
Naravno, zelimo Sto lakSe procitati svojstvene vrijednosti iz matrice. Najjed-
nostavnije je imati dijagonalnu matricu. Kao $to smo vidjeli u prethodnom
poglavlju, ne mogu se sve matrice dijagonalizirati. Ostaje nam pronadci tran-
sformacije koje ¢e matricu dovesti u trokutastu formu, ali tako da svojstvene
vrijednosti ostanu nepromijenjene. Postoji moguénost ¢ak ako i napravimo
transformacije, da ne mozemo dobiti oblik koji zelimo jer dobivamo matricu
koja ima kompleksnih svojstvenih vrijednosti. Kada se to dogodi, informacije
dobivamo iz kompleksne ravnine i iz pseudospektra matrice.

Za razliku od spektra matrice, pseudospektar se razlikuje ovisno o odabiru
oblika, odnosno mora se voditi ra¢una o odabiru norme. O tome nam nesto
viSe govori sljedeca definicija.

Definicija 7. (Vidjeti [6]). Neka je A € CN*Y 4 e > 0 proizvoljan.

e—pseudospektar o.(A) matrice A u normi || - || definiran je s

ce={z€C:|(zI —A)7 >t} (3)

Ocito definicija ovisi o izboru norme, te ovisno o normi mozemo govo-
riti o 2—pseudospektru, 1—pseudospektru, ili co—pseudospektru, ako imamo
2—normu, 1—normu ili co—normu. U ovom radu, koristit ¢emo se spektral-
nom 2—normom.

Matrica (2 — A)™! je poznatija kao rezolventa matrice A. Uzet ¢emo da
vrijedi sljedece

(2 — A)7|| = 0o, ¥z € o(A), (4)
gdje je o(A) spektar matrice A, to posebno znaci da je spektar sadrzan u
svakom e—psedospektru za svaki € > 0.

Sljedeca definicija pseudospektra matrica nam daje informaciju o poveza-

nosti izmedu norme rezolvente matrice i svojstvenih vrijednosti perturbirane

matrice.
Definicija 8. (Vidjeti [6]). 0.(A) u normi || - || je skup svih z € C takvih da
vrijeds

z€o0(A+ B) (5)

za neki B € CN*N | pri éemu je || B|| < e.
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Stoga, prema Definiciji 8. pseudospektar matrice je skup skalara koji
su svojstvene vrijednosti svih perturbiranih matrica A za perturbacije koje
su po normi manje od e. Takoder, iz prethodne definicije proizlazi da za
pseudospektre vezane za razli¢iti e vrijedi

o

(A) Co,(A), 0<e <e, (6)

€1

i da je presjek svih pseudospektara matrice upravo spektar matrice A,

M oe(4) = o(A). ™)

>0

Definicija 9. (Vidjeti [6]). o0.(A) je skup svih z € C tako da vrijedi
(=1 — A)ol| < e (8)
za neki v € CN pri éemu je ||v||=1.

Broj z u prethodnoj definiciji zovemo e—pseudo svojstvena vrijednost ma-
trice A, dok je vektor v e—pseudo svojstveni vektor. Dakle, e—pseudospektar
je skup svih e—pseudo svojstvenih vrijednosti.

Sljedec¢i teorem nam pokazuje da su navedene definicije vezane za pse-
udospektar matrice medusobno ekvivalentne.

Teorem 3. Ekvivalencija definicija pseudospektra (Vidjeti [6]).
Za prozvoljnu matricu A € CN*N | definicije 7, 8 i 9 su ekvivalentne.

Dokaz: (Vidjeti [6]). Ekvivalencija je trivijalna za svaki z € o(A), stoga
pretpostavimo da z ¢ o(A), §to povlaci da postoji (21 — A)~L. Kako bi do-
kazali (5) = (8), pretpostavimo da vrijedi (A + B)v = zv za neki B € CV*¥
gdje je || B|| < €1 neki nenul vektor v € CV, koji je normiran i vrijedi |jv]|=1.
Tada vrijedi ||(zI — A)v|| = ||Bv|| < ||Bl||jv]| < e.

Kako bi pokazali (8) = (3), pretpostavimo (2] — A)v = su za neki v,u € CN
gdje je |lv]| = |lull = 11 s < e. Nadalje, (21 — A)"'u = s v, iz Cega slijedi
|(zI — A)7Y| > st > el

Ostaje nam pokazati (3) = (5) te pretpostavimo [[(z — A)7!|| > ¢!, Tada
je (21 —A)tu = s71v, iz ¢ega slijedi zJv— Av = su za neki v,u € CV gdje su
|v]| = |Jul] =11 s < e. Dovoljno je pokazati da postoji matrica B € CV*N
gdje je ||B|| = s i vrijedi jednakost Bv = su, pri ¢emu ¢e v biti svojstveni
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vektor matrice A + B, sa svojstvenom vrijedno$éu z. Za B mozemo uzeti
matricu ranga 1 oblika B = suw* za neki w € CV tako da vijedi w*v = 1.
Ako je || - || = || - ||l2 tvrdnja je ocita uzimanjem w = v. U slucaju neke
druge norme, postojanje vektora w koji zadovoljava trazene uvjete moze se
protumaciti kao postojanje linearnog funkcionala L na CV koji zadovoljava
|Lv|| =11 ||L]| = 1, $to garantira Hahn-Banachov teorem. ' W

Navest ¢emo jo$ jednu definiciju pseudospektra vezanu za spektralnu normu
matrice.

Definicija 10. (Vidjeti [}]). Spektralna norma matrice je njezina najveca
singularna vrijednost, dok je spektralna norma inverzne matrice jednaka nje-

zinoj najmangjoj singularnoj vrijednosti, odnosno
1(zI — A)7Hl2 = [smin(2] — A)] 7, (9)
gdje je smin(zI — A) oznacava najmanju singularnu vrijednost od zI — A.

Nesto vise o najmanjoj singularnoj vrijednosti matrice zI — A nam govori
sljedeca definicija.

Definicija 11. (Vidjeti [4]). Za ||| = ||+ |l2, 0c(A) je skup svih z € C takvih
da vrijedi
Smin(2I — A) < e. (10)

Iz (9) je jasno da je (10) ekvivalentno (3), a na kraju i sa svim definicijama
pseudospektra. Ukoliko je matrica U unitarna matrica (U* = U1), tada je

(2] —UAU*) ™' = [U(z] — AU =U (=l — AU, (11)
1 stoga,
|(zI —UAU*) |2 = ||(2I — A)7 |2, VzeC. (12)

Iz (12) slijedi da je norma rezolvente invarijantna na unitarno sli¢ne tran-
sformacije, $to implicira da isto vrijedi i za pseudospektar, uz pretpostavku

=11l :
0.(A) =0 (UAU"), Ve > 0. (13)

!Hann - Banachov teorem. Neka je X normirani prostor i Y potprostor od X. Za svaki
f iz Y’ postoji F iz X' takav da vrijedi ||F|| = ||f|| i F(y) = f(y), za svaki y € Y.
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U prethodnom poglavlju ve¢ smo vidjeli da normalne matrice imaju svojstvo
da su unitarno dijagonalizabilne, odnosno da postoji unitarna matrica U i
dijagonalna matrica A tako da je

A=UAU". (14)

Za normalnu matricu, e— pseudospektar je zapravo unija otvorenih e—
kugli oko tocaka spektra. Tada norma rezolvente zadovoljava sljedece

1

(2] — A) 72 = dist(z, o(A))’

(15)

gdje dist(z,0(A)) predstavlja udaljenost tocke z do skupa o(A) u kompleks-
noj ravnini.

U sljede¢em teoremu bit ¢e nam potrebna e—kugla, koja je oblika
A.={z€C:|z| <€} (16)
Sumu dvaju skupova zapisujemo na sljede¢i nacin:

o(A)+Ac={z:2=21+ 29,21 €0(A), 20 € A} = {z: dist(z,0(A)) < €}

(17)
Teorem 4. Pseudospektar normalnih matrica (Vidjeti [6]).
Za proizvoljnu matricu A € CN*N,
0.(A) 2 0(A) + A, Ve >0, (18)
i ako je A normalna matrica te je || - || = || - ||2, tada
o (A) =0(A) + A, Ve > 0. (19)
Obratno, ako je || - || = || - ||2, tada (19) povlaci da je A normalna matrica.

Dokaz: Vidi [6].
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Neka je matrica A dijagonalizabilna, ali ne nuzno normalna. Uzmimo
da je V € CV*N matrica svojstvenih vektora matrice A. Definirat ¢emo
uvjetovanost svojstvenih vektora na sljede¢i nacin

- smaa: V
w(V) = [VIallV g = SmeslV)

Smm(v) ’ (20)

gdje su Spaz(V) 1 spmin(V) najvece i najmanje svojstvene vrijednosti, dok se
#(V') nalazi u intervalu [1,00). Uvjetovanost svojstvenih vektora nam daje
gornju granicu za svaku od svojstvenih vrijednosti matrice A. Nesto vise o
tome nam govori sljedeéi teorem.

Teorem 5. Bauer-Fike teorem (Vidjeti [2]).
Pretpostavimo da je A € CN*N dijagonalizabilna, A = VAV ™. Tada Ve > 0,
uz pretpostavku || - || = || - ||2 vrijeds

o(A) + Ac C 0.(A) C o(A) + Acevy. (21)

Dokaz: (Vidjeti [2]). Prva inkluzija je uspostavljena u (18), dok ¢emo
za sljedec¢u inkuziju izracunati.
(zI —A) = (I = VAV H = [V(zI - AV =V(zl - AV
Sto povlaci

(V)

I(zI = A) Iz < 6(V)I(] — A)7Hl2 = Bist(z, o(A))’

gdje (V) predstavlja uvjetovanost svojstvenih vektora. l

4.1 Svojstva pseudospektra

Neka od osnovnih svojstava pseudospekra, navest ¢emo u sljede¢em te-

oremu.
Teorem 6. (Vidjeti [6/). Neka je A € CN*N e > 0 proizvoljan.

1. 0.(A) je neprazan, otvoren i ogranicen skup, s najvise N komponenti po-
vezanosti od kojih svaka komponenta sadrZava jednu ili vise svojstvenih

vrijednosti.

2. Ako je || - |l = || - ll2, tada o.(A*) = 0.(A).
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3. Ako je H : || = H : ||2, tada Ue(Al @Ag) = O'€<A1) UO'E(AQ).
4. Za proizvoljan ¢ € C vrijedi 0.(A+ ¢) = ¢+ 0.(A).
5. Za proizvoljan c € C, ¢ # 0 vrijedi o)cjc(cA) = co(A).

Napomena 2. U dielu pod 3. u prethodnom teoremu, Ay @& Ay predstavija
direktnu sumu dviju kvadratnih matrica, pri cemu matrice ne moraju biti istih

dimenzija, dok je njihova direktna suma blok dijagonalna matrica

A O
A1© Ay = {Ol A2:|

Dokaz: Dokaze prethodnih svojstava moguce je vidjeti u [6].
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