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Sazetak: U ovom radu prouc¢avamo kvadratni zakon reciprociteta. Prvo se upoznajemo
s pojmovima koji ¢e nam trebati, kao Sto su kongruencije, kvadratni ostatci i Legendreov
simbol. Zatim iskazujemo kvadratni zakon reciprociteta i dokazujemo ga na dva nacina,
pomocu Gaussove leme i na temelju mnozenja elemenata koji imaju odredena svojstva. Na
kraju prouc¢avamo primjene kvadratnog zakona reciprociteta u dokazivanju tvrdnji o prostim
brojevima i u Fermatovom teoremu o sumi dva kvadrata.

Kljuéne rijeci: kongruencije, kvadratni ostatci, kvadratni zakon reciprociteta, Fermatov
teorem o sumi dva kvadrata

Quadratic reciprocity law

Abstract: In this paper we study quadratic reciprocity law. First we introduce terms we
will need, such as congruences, square residues and the Legendre symbol. Then we express
the quadratic reciprocity law and prove it in two ways, using the Gaussian lemma and using
the multiplication of elements with specific properties. Finally, we study the applications of
the quadratic reciprocity law in proving claims about prime numbers and in Fermat’s two
square theorem.

Key words: congruence, quadratic residues, quadratic reciprocity law, Fermmat’s two
square theorem
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Uvod

Teorija brojeva je grana matematike koja se bavi procavanjem svojstava skupa prirodnih
brojeva i jedna je od najstarijih grana matematike. Njemacki matematicar Carl Friedrich
Gauss rekao je: ”Matematika je kraljica svih znanosti, a teorija brojeva je kraljica matema-
tike”.

Jedan od najvaznijih rezultata teorije brojeva je kvadratni zakon reciprociteta. Do prvih
zakljucaka o ovom teoremu dosli su Euler i Legendre, ali prvi koji je iskazao i dokazao
kvadratni zakon reciprociteta je Gauss u svom djelu ”Disquisitiones Arithmeticae”, 1801.
godine. Gauss ga je nazivao jos i "zlatnim teoremom”. Objavio je Sest dokaza kvadratnog
zakona reciprociteta, a jos dva dokaza su poslije njegove smrti pronadena medu njegovim
radovima. Do sada je objavljeno preko 240 dokaza ovog teorema. Poopcéenje kvadratnog
zakona reciprociteta bilo je kljuéno za razvoj moderne algebre, moderne teorije brojeva i jos
mnogih grana matematike.

U prvom poglavlju ovog rada uvest ¢emo neke osnovne tvrdnje kao sto su kongruencije,
kvadratni ostatci i Legendreov simbol, te ¢emo iskazati teoreme koji ¢e nam bit vazni za
razumijevanje kvadratnog zakona reciprociteta. U drugom poglavlju iskazat ¢emo i objasniti
kvadratni zakon reciprociteta te izvesti dva dokaza. U tre¢em poglavlju vidjet ¢emo neke
od primjena kvadratnog zakona reciprociteta. Mi ¢emo ga koristiti pri dokazivanju nekih
rezultata o prostim brojevima i o sumi dva kvadrata.



1. Osnovne tvrdnje

Uvedimo pojmove koji su nam potrebni za razumijevanje kvadratnog zakona reciprociteta.

1.1. Kongruencije

Prvo ¢emo se prisjetiti definicije kongruencije, nekih svojstava kongruencija te ostalih tvrdnji
koje ¢e nam biti korisne u nastavku. Dokazi ovih tvrdnji mogu se naéi u [2].

Definicija 1.1. Neka je n € N i neka su a,b € Z. Ako n dijeli razliku a — b tada kaZemo da
je a kongruentno b modulo n (a i b su kongruentni modulo n) te pisemo a = b (mod n).

Primijetimo da je a djeljivo s n ako i samo ako vrijedi a =0 (mod n). Isto tako, ako je
ceNia=b (mod n), tada je i ac = be (mod nc).

Primjer 1.1. Lako se vidi da vrijedi 13 =5 (mod 8) i 5 =5 (mod 8),
10 =2 (mod 8) i 20 =4 (mod 16), a 16 =0 (mod 8).

Pogledajmo sada tvrdnje vezane uz potpune i reducirane sustave ostataka, pri ¢emu ¢emo
uvesti i pojam Eulerove funkcije.

Definicija 1.2. Skup S = {a1,aq,...,a,} naziva se potpuni sustav ostataka modulo n ako
za svaki b € Z postoji toc¢no jedan a; € S, i =1,...,n za koji vrijedi b = a; (mod n).

Zbog ilustracije, navedimo nekoliko primjera potpunih sustava ostataka modulo 4: {0,1,2,3},
{17 2a 37 4}7 {_1> 07 17 2}7 itd.

Vidimo da ih postoji beskonaéno mnogo, a to nam govori i iduéi teorem.

Teorem 1.1. Neka je {ay,as, ..., a,} potpuni sustav ostataka modulo n, te neka je (b,n) =1,
b€ Z. Tada je i S = {bay,bay, ..., ba,} potpuni sustav ostataka modulo n.

Definicija 1.3. Skup S = {ay,as,...,a,} naziva se reducirani sustav ostataka modulo n
ako za svaki b € Z, (b,n) = 1 postoji to¢no jedan a; € S, i = 1,...,n za koji vrijedi b = a;
(mod n).

Definicija 1.4. Neka je n € N. Broj prirodnih brojeva u nizu 1,2,3,...,n koji su relativno
prosti s n oznacavamo s @(n). Time je definirana funckija ¢ : N — N koja se naziva Eule-
rova funkcija. Primijetimo da je p(n) ujedno i broj elemenata reduciranog sustava ostataka
modulo n.

Teorem 1.2. Neka je {a1,as,...,a,m)} reducirani sustav ostataka modulo n, te neka je
(b,n) =1, b€ Z. Tada je i S = {bay,bay, ...,baym} reducirani sustav ostataka modulo n.

Teorem 1.3 (Mali Fermatov teorem). Neka je p prost broj i a cijeli broj. Tada je a? = a
(mod p). Ako p ne dijeli a vrijedi i a?~' =1 (mod p).

Teorem 1.4 (Wilsonov teorem). Ako je p prost broj, onda je (p —1)! = —1 (mod p).



1.2. Kvadratni ostatci i Legendreov simbol

Sada pogledajmo posjeduje li cijeli broj a kvadratni korijen modulo n i pogledajmo sto je
Legendreov simbol.

Definicija 1.5. Neka sua € Z in €N, (a,n) = 1. Ako kongruencija x*> = a (mod n) ima

rjesenja, tada kaZemo da je a kvadratni ostatak modulo n. U suprotnom, kaZemo da je a
kvadratni neostatak modulo n.

Primjer 1.2. Prirodni brojevi 1, 2 1 4 su kvadratni ostatct modulo 7, a prirodni brojevi 3, 5
1 6 su kvadratni neostatci modulo 7.

Teorem 1.5. Neka je p neparan prost broj. Reducirani sustav ostataka modulo p sastoji se
od p%l kvadratnih ostataka 1 ]%1 kvadratnih neostataka.

Dokaz: Vidi [2].

OJ
Definicija 1.6. Neka je p neparan prost broj v a cijeli broj. Legendreov simbol (%) definiran
je s
. 1, ako je a kvadratni ostatak modulo p,
(—): 0 ,dkop]|a,
p —1, ako je a kvadratni neostatak modulo p
Dakle, broj rjesenja kongruencije 22 = a (mod p) je jednak 1 + (%)
Primjer 1.3. Uzmimo iste brojeve kao u prethodnom primjeru i primijetimo:
1y  [2)\ _ 1
) \7) 7
3\  (6\ ]
) \7) 7
14\ 0
- = B
Pogledajmo sada neke tvrdnje i svojstva Legendreova simbola.
Teorem 1.6 (Eulerov kriterij). Neka je p neparan prost broj. Tada vrijedi
<E) =a'T (mod p).
p
Prema tome, a je kvadratni ostatak modulo p ako © samo ako je a'T =1 (mod p).

a

Dokaz: Ako je (5) = 0 onda po definiciji Legendreova simbola p | a, pa je tvrdnja ocito
zadovoljena.

Ako je (]—J) = 1 onda po definiciji Legendreova simbola i kvadratnog ostatka postoji b € Z
takav da je b* = a (mod p). Sada iz Malog Fermatovog teorema (Teorem 1.3) slijedi

T = l=1= (2) (mod p).
p



Preostaje jos pogledati slucaj kada je (%) = —1. Zasvaki i € {1,...,p — 1} odaberimo
je€{l,...,p—1} tako da vrijediij = a (mod p). To je moguée po Teoremu 1.2. Primijetimo
da je i # j jer kongruencija z? = a (mod p) nema rjeSenja. Dakle, skup {1,...,p — 1} se
sastoji od ’%1 parova (i, j) za koje vrijedi ij = a (mod p). Mnozenjem ovih p%l kongruencija
te koristeéi Wilsonov teorem (Teorem 1.4) dobivamo

p—1

a?z =(p—1)=-1 (mod p).

O
Iduca svojstva vec¢inom proizlaze iz Eulerova kriterija.
Propozicija 1.1. Neka je p neparan broj i a,b € Z. Tada vrijedi:
1) Ako je a = b (mod p), onda je (%) = (%)
ab) _ (a\(b
3) Ako je (a,p) =1, onda je (%2) =1,
D) =1 (2)=(v=
Dokaz: 1) Ako je a = b (mod p), onda je a"° = b" (mod p) pa je prema Eulerovom
kriteriju (-) - (9>
P p
2) Iz
b p—1_p—1 p—1 b
(9> (—> =azbz =(ab) 2z = (a_) (mod p)
P p p
s ;s (ab) — (a) (b
3) Kongruencija % = a? (mod p) ocito ima rjesenje = = a.
4) Prva tvrdnja je specijalni sluc¢aj od 3), dok druga slijedi uvrstavanjem a = —1 u Eulerov
kriterij.
O
Korolar 1.1. Za neparan prost broj p vrijeds
—1\ [ 1, akojep=1 (mod 4),
p ) | -1, dkojep=3 (mod4)
Dokaz: Tvrdnja slijedi primjenom Propozicije 1.1 (4).
Ako je p =4k + 1, za neki k € Z, tada
_1 4k+1-1 o2k
—_— — —1 2 = —1 = 1
(5) =™ =
Ako je p =4k + 3, za neki k € Z, tada
P
O



2. Kvadratni zakon reciprociteta

Kvadratni zakon reciprociteta moze se smatrati kljuénim teoremom u teoriji brojeva, slicno
kao sto Pitagorin teorem mozemo smatrati temeljnim rezultatom u geometriji. Zbog toga je
do danas konstruirano mnogo razli¢itih dokaza, a mi ¢emo ovdje izvesti dva. Prije nego sto
krenemo s dokazima, iskazat ¢emo teorem na nekoliko nacina.

2.1. Iskaz

Teorem 2.1 (Kvadratni zakon reciprociteta). Neka su p i q razliciti neparni prosti brojevi.

Tada vrijedi
P\ (4 p=1g-1
-
qa/ \Pp

Drugim rije¢ima, ako su p i ¢ oblika 4k + 3, onda jedna od kongruencija z? = p (mod q),
2? = ¢ (mod p) ima rjesenja, a druga nema. Ako barem jedan od brojeva p i ¢ ima oblik
4k + 1, onda ili obje ove kongruencije imaju rjesenja ili obje nemaju rjesenja.

U nekoj literaturi kvadratni zakon reciprociteta iskazan je na sljedeéi nacin:
Neka su p i g razli¢iti neparni prosti brojevi. Tada vrijedi

(- ()

Iz ovakvog zapisa bolje se uocava veza izmedu kvadratnog ostataka modulo p i kvadratnog
ostataka modulo ¢ koja se ¢ini ¢udesna:

(%) = (g), osim u sluéaju kada p = ¢ =3 (mod 4), a tada vrijedi (%) = —(2).

Ne postoji ociti razlog zasto bi ¢injenica da je p kvadratni ostatak modulo g utjecala na
to je li ¢ kvadratni ostatak modulo p, ali zapravo jedno odreduje drugo. Zbog toga Sto ne
postoji o¢iti razlog ove relacije, ne postoji ni jednostavan direktan dokaz.

2.2. Prvi dokaz

Iskazimo i dokazimo prvo neke tvrdnje koje ¢emo koristiti u prvom dokazu.

Lema 2.1 (Gaussova lema). Neka je p neparan prost broj i (a,p) = 1. Pogledajmo brojeve

a,2a,3a,..., %a, te njthove najmangje nenegativne ostatke pri dijeljenju s p. Oznacimo sn
broj ostataka koji su veci od £. Tada je (%) = [(=1)™

Dokaz: Neka su 71,79,...,7, ostatci koji su veci od £, a s1,ss,...,5;, k € N preostali
ostatci. Po Teoremu 1.1 brojevi ry,ry, ..., 7y, S1,S2, . .., 5k su medusobno razliciti i niti jedan
od njih nije jednak nuli. Nadalje, n + k = p;21.
Brojevi p — 73, i = 1,...,n su medusobno razlicitii 0 < p —r; < L.

Sada pretpostavimo da je p —r; = s;, j = 1,...,k. Tada je r, = aa (mod p) i s; = Ba
(mod p) za neke 1 < o, < p%l, pa iz a(a+ ) = 0 (mod p) i (a,p) = 1 slijedi da je
a+ =0 (mod p). To je nemoguce jer je 2 < a+ f < p— 1. Dosli smo do kontradikcije pa



slijedi da niti jedan p — r; nije jednak nekom s;.

Prema tome, brojevi p —ry,p — r9,...,p — 7Ty, 81, Sa, ..., Sk su svi medusobno razli¢iti, ima
ih p%l i elementi su skupa {1,2, ..., ;%1} Stoga su to upravo brojevi 1,2, ..., ;%1 u nekom
poretku. Mnozeci ih dobivamo

(p_Tl)(p—Tg)"'(p—Tn>8182"'Sk:1'2"'<p%1>.

Odavde je

1-2-.. (%) = (=r)(=72) - (=Tn)S182 - - - S

(=1)"rire -« 1rpS189 - - Sk

(—1)"a-2--- (%) W —

Skratimo ovu kongruenciju s (Tl)' i dobivamo 1 = (—1)”@17771 (mod p), pa je po Eulerovom

kriteriju (Teorem 1.6)

Teorem 2.2. Neka je p neparan prost broj i (a,2p) = 1. Tada je (9) = (—1), gdje je

p—1

a =

(=1)"  (mod p).

e

-2 15

Takoder vrijeds (%) = (—1)%;1, tj. broj 2 je kvadratni ostatak modulo p ako i samo ako je
p oblika 8k + 1.

Dokaz: Koristit ¢emo iste oznake kao u dokazu proslog teorema. Neka su opet r; i s;
ostatci pri dijeljenju brojeva jasp,j =1,2,..., p%l. Kvocijenti pri tom dijeljenju su brojevi

\;%J . Ako 'je sada (a’ap) = 17 onda imamo

el - ; n k
i]a 3. {EJjLZmLZSZ,
j=1 g=1 P 7

te

n

- k n k
di=>p-r)+) si=np=Y ri+ Y s
j=1 i=1 i=1 i=1

1=1

Oduzimanjem ova dva izraza dobivamo

L*l 1’271 -
a—1)) 5= [ J—n 23
j=1 j=1 i=1



Nadalje je

p—1
S o
: J B g
g=1
pa je
p=1

PPl _x|Ja

(a—1) 2 :;{?J—n (mod 2).

Ako je a neparan, tj. (a,2p) = 1, onda odavde dobivamo

Ei{ J (mod 2).

Ako je a = 2, onda dobivamo
=1

(mod 2),
jer je L—jJ =0z 7= 1,2,. 21. Sada tvrdnja naseg teorema slijedi iz Gaussove leme.

O

Dokaz kvadratnog zakona reciprociteta Neka su p, q razliciti neparni prosti brojevi i
S={(z,y) 12,y €Z,1 <z <ELl1<y< L} Primjetimo da S ima 142 Elanova i da
je uvijek gz # py.

Podijelimo sada skup S na njegova dva disjunktna podskupa S; i So na temelju toga je li
qr > py ili gz < py.
Neka je S; skup svih parova (z,y) takvih da je 1 <z < p;21 il =g %. Takvih parova ¢e
biti

p=1

2
(7]
=1 B

Analogno, neka je Sy skup svih parova (z,y) takvih daje 1 <z < % i1<y< %, a takvih

py
q

1.

q

w‘

<
Il
—_

Primjetimo da je tada

,_.
hQ
|
s

p—

(V)
H
,_
I—
+
o
o
s
’Qlu.
|
]
2o |
—_
<
o |
—_

j:

Tada po Teoremu 2.2 vrijedi



2.3. Drugi dokaz

[zvedimo jos jedan dokaz kvadratnog zakona reciprociteta. Ovaj dokaz temelji se na mnozenju
elemenata koji imaju multiplikativni inverz modulo produkt dva razlic¢ita prosta broja.
Opet ¢emo prvo iskazati i dokazati tvrdnje koje ¢emo korisititi u ovom dokazu.

Lema 2.2. Neka su p © ¢ medusobno razliciti prosti brojevi. Tada je

I e=c0= (1) tmoan),

1<e<Pd-l p

z invertibilam modulo pq

I e=c07(5) modo

1<a<PIzL
z invertibilam modulo pq

Dokaz: Pogledajmo invertibilne elemente modulo pq, a to su oni elementi koji nisu djeljivi

niti s p niti s ¢. Skup invertibilnih elemenata x koji se nalaze u {1, 2,1. cey %_1}, promatran
2—

=
iskljuciti niz koji se sastoji od visekratnika broja g, 2¢, 3q, . .., p;zlq.
Uocimo sada da smo dobili

11 xz(p—mf’z—l(p%l)!/q% (%)! (mind g

1<a<Pdzl
« invertibilam modulo pq

modulo p, sastoji se od q;21 nizova 1,2,...,p — 1 i niza 1,2,..., Jos samo trebamo

Pokratimo (’%1)!, prema Wilsonovom teoremu znamo (p — 1)! = —1 (mod p) i prema
Eulerovom kriteriju ¢"= = (%) (mod p) te dobijemo:

I1 v = (—1)%@) (mod p).

1<z<PI-l

z invertibilam modulo pq

Analogno dobijemo i

1<z< Pq2*1
z invertibilam modulo pq

’

Dokaz kvadratnog zakona reciprociteta: Prikazimo prvo produkte

H z  (mod p) i H z (mod q)

pq—1 pg—1
1<z <5 1<z <&

3

5

x invertibilam modulo pq z invertibilam modulo pq

iz Leme 2.2 isklju¢ivo pomocu potencija od —1.

Uocimo da se za svaki € {1,2,...,pg — 1} tocno jedan element skupa {z, —x} (mod pq)
pojavljuje u nizu 1,2,..., ’%_1. Sada uocimo da se medu odgovarajué¢im uredenim parovima
ostataka (a,b) = (x mod p,z mod ¢) pojavljuje tocno jedan od parova (a, b), (—a, —b). Toéno

po jedan od svakog moguceg para ostataka (mod p, mod q) dobivamo uzimajuéi 1 < a < p—1

8



i1<b< it
Svaki a € {1,2,...,p — 1} se pojavljuje u tocno & parova, dok se svaki b € {1,2,..., %1}
pojavljuje u tocno p — 1 parova. Dobivamo

I (o=t <(p _ <q;21) w—l) (mod p, mod g).

1<z<BiL

z invertibilam modulo pq

Sada prikazimo potecije ovih faktorijela kao potencije od —1. To ¢emo napraviti pomocu
Wilsonova teorema.
Za prvu komponentu imamo: (p — 1) = —1 (mod p) pa je

(p— DT =(-1)"T (mod p).
Kako bi i drugu komponentu prikazali kao potenciju od —1 prvo primjetimo da vrijedi:
-1 = (¢g—1)! (mod q)

- 1-2-...q;—1-(-‘%1)...(—2)-(—1) (riod. )

(q%l) 2T {mod g,

il

Prema tome je (52)1? = (=1)(~=1)"7 (mod q).
Potenciranjem dobivamo

=D pt = (1) (1) (mod g).
()

Kada smo obje komponente prikazali kao potencije od —1 to izgleda ovako:

I1 (z,2) = i((—l)%l,(—1)”51(—1)”21%1><modp, mod q).

1<z< PL1271
z invertibilam modulo pq

i

[zjednacavanjem dobivene kongruencije s rezultatom iz Leme 2.2 dolazimo do toga da vrijedi

jedno od sljedeceg:
q . (D p—lg—1
— :1 il — = —1 2 2
G- ()-o

Iz ovoga slijedi



3. Primjene kvadratnog zakona reciprociteta

Promotrimo zasto je kvadratni zakon reciprociteta tako bitan i gdje se primjenjuje. Osim sto
nam olaksava racunanje Legendreovih simbola i vrlo je koristan u kriptografiji, primjenjujemo
ga i u mnogim dokazima.

3.1. Beskonacnost prostih brojeva odredenog oblika

Mi ¢emo koristiti kvadratni zakon reciprociteta da bi dokazali postojanje beskonacno mnogo
prostih brojeva oblika bk +4, 8k +3 1 12k + 11. Nasi dokazi ¢e biti slicni Euklidovom dokazu
o postojanju beskona¢no mnogo prostih brojeva pa ¢emo prvo pokazati njega i lemu koju
¢emo koristiti, a zatim ¢emo dokazivati nase tvrdnje.

Teorem 3.1 (Euklidov teorem). Postoji beskonaéno mnogo prostih brojeva.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da prostih brojeva ima konacno
mnogo. Ozna¢imo ih s py,po, ..., pp, n € N i promotrimo broj

N=pips...pn+1.

Broj N je ocito ve¢i od 1 pa mora imati prostog djelitelja kojeg ¢emo oznaciti s p. Jer su
P1, P2, - - -, P SVI prosti brojevi, p mora biti p = p;, zaneki i = 1,... n. Zato p | pip2 - - - Pn-
Izp| Nip|pps...pnslijedidap| 1, ato je nemoguce jer niti jedan prost broj ne dijeli 1
i dosli smo do kontradikcije pa zakljuc¢ujemo da prostih brojeva ima beskona¢no mnogo.

O

Lema 3.1. Neka je p prost broj i (p,5) = 1. Tada (;%) = 1 ako i samo ako p = 1 ili 4
(mod 5).

Dokaz: 1z kvadratnog zakona reciprociteta imamo

(5)- 07 @)= 2)

Takoder znamo

P\ _ 1, akojep=1ili4 (mod 5),
5) | -1, akojep=2ili3 (mod 5).

Iz toga slijedi <§) = 1 ako i samo ako p =1 ili 4 (mod 5).
Teorem 3.2. Postoji beskonacno mnogo prostih brojeva kongruentnih 4 (mod 5).

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da postoji konaéno mnogo prostih
brojeva kongruentnih 4 (mod 5). Oznac¢imo ih s p1,pa, ..., pp, n € N i promotrimo broj

N = (2p1ps .. .pn)2 — 5.

Pokazimo prvo da su svi prosti djelitelji broja N kongruentni 1 ili 4 (mod 5).
Neka je p bilo koji prost djelitelj broja N. Tada p | (2p1p2...pn)? =5, tj. (2pipa...pn)?> =5

10



(mod p). Slijedi da je 5 kvadratni ostatak modulo p. Iz Leme 3.1 slijedi p = 11ili 4 (mod 5).
Sada pokazimo da N ima prostog djelitelja koji je kongruentan 4 (mod 5).
Ako su svi prosti djelitelji od N kongruentni 1 (mod 5), tada

N=1 (mod?5).

Takoder, znamo da p; = 4 (mod 5) za sve i = 1,...,n, pa p? = 16 = 1 (mod 5). Iz toga
slijedi da je N = 4 (mod 5), a to je u kontradikciji s N = 1 (mod 5). Zaklju¢ujemo da
postoji barem jedan neparan prost broj p koji dijeli NV koji je kongruentan 4 (mod 5).

Po pocetnoj pretpostavci, py, pa, .. ., pn sSu svi prosti brojevi kongruentni 4 (mod 5). Slijedi
dajep=mp;,zanekii=1,...,n. Imamodap | Nip]| (2pipz...pn)? paslijedidap|5i
dosli smo do kontradikcije pa zakljuéujemo da je prostih brojeva p = 4 (mod 5) beskonaéno
mnogo.

g

Lema 3.2. Neka je p neparan prost broj. Tada je —2 kvadratni ostatak modulo p ako i samo
ako p=1ili 3 (mod ).

Dokaz: 1z svojstava Legendreova simbola i Teorema 2.2 imamo
<__2> _ (__1> <2> — (_1)”%1(_1)”2%_
p p p

(_D% B 1, akojep=1 (mod 4),
a —1, akojep=3 (mod4),

(_1)p2§1 B 1, akojep=41 (mod ),
- —1, akojep=43 (mod ).

Takoder znamo

Slijedi da je (‘f) = 1 ako i samo ako je p=11ili 3 (mod 8).

Teorem 3.3. Postoji beskonacno mnogo prostih brojeva kongruentnih 3 (mod 8).

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da postoji konaéno mnogo prostih
brojeva kongruentnih 3 (mod 8). Oznac¢imo ih s py,pa, ..., pp, n € N i promotrimo broj

N = (p1ps-..pn)* +2.

Pokazimo prvo da su svi prosti djelitelji broja N kongruentni 1 ili 3 (mod 8).

Neka je p bilo koji prost djelitelj broja N. Tada p | (pip2...pn)* +2, tj. (pip2...pn)* = —
(mod p). Slijedi da je —2 kvadratni ostatak modulo p. 1z Leme 3.2 slijedi p = 11ili 3 (mod 8).
Sada pokazimo da N ima prostog djelitelja koji je kongruentan 3 (mod 8).

Ako su svi prosti djelitelji od N kongruentni 1 (mod 8), tada

N=1 (mod 8).

Takoder, znamo da p; = 3 (mod 8) zasvei = 1,...,n, pap? =9 =1 (mod 8). Iz toga
slijedi da je N = 3 (mod 8), a to je u kontradikciji s N = 1 (mod 8). Zaklju¢ujemo da
postoji barem jedan neparan prost broj p koji dijeli Vi kongruentan je 3 (mod 8).

Po pocetnoj pretpostavei, py, pa, .. ., pn Su svi prosti brojevi kongruentni 3 (mod 8). Slijedi
dajep=1p;,zanekii=1,...,n. Imamodap | Nip]| (pipz...pn)? paslijedidap |2, a
to je u kontradikciji s p = 3 (mod 8). Zakljuéujemo da je prostih brojeva p = 3 (mod 8)
beskona¢no mnogo.

11
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Lema 3.3. Neka je p neparan prost broj i (p,3) = 1. Tada (
ili 11 (mod 12).

Dokaz: 1z kvadratnog zakona reciprociteta imamo

Q-0

Takoder znamo

P\ _ 1, akojep=1 (mod 3),

3y —1, akojep=2 (mod 3),
(_1)% B 1, akojep=1 (mod4),
N —1, akojep=3 (mod4).

Iz toga slijedi (%) = 1 ako i samo ako p=1ili 11 (mod 12).

Teorem 3.4. Postoji beskonacno mnogo prostih brojeva kongruentnih 11 (mod 12).

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da postoji kona¢no mnogo prostih
brojeva kongruentnih 11 (mod 12). Oznacimo ih s py,pa, ..., pn, 7 € N i promotrimo broj

N =3(pip2 .- -Pn)2 —4.

Prvo zelimo pokazati da su svi prosti djelitelji broja N kongruentni 1 ili 11 (mod 12).
Neka je p bilo koji prost djelitelj broja N. Tada p | 3(pip2 ... pn)? — 4, tj. 3(p1p2...pn)? =
(mod p). Slijedi da je 3 kvadratni ostatak modulo p. Iz Leme 3.3 slijedi p = 1 ili 11
(mod 12).

Sada zelimo pokazati da N ima prostog djelitelja koji je kongruentan 11 (mod 12).

Ako su svi prosti djelitelji od N kongruentni 1 (mod 12), tada

N=1 (mod 12).

Takoder, znamo da p; = 11 (mod 12) zasvei = 1,...,n, pap? = 1 (mod 12). Iz toga slijedi
da je N = —1 (mod 12), a to je u kontradikcijis N =1 (mod 12). Zaklju¢ujemo da postoji
barem jedan neparan prost broj p koji dijeli N i kongruentan je 11 (mod 12).

Po pocetnoj pretpostavci, py, ps, . . . , P, Su svi prosti brojevi kongruentni 11 (mod 12). Slijedi
dajep=p;,zanekii=1,...,n. Imamodap|Nip|3(pips...pn)? paslijedidap| 4, ato
je u kontradikeiji s p = 11 (mod 12). Zaklju¢ujemo da je prostih brojeva p = 11 (mod 12)
beskona¢no mnogo.

O
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3.2. Fermatov teorem o sumi dva kvadrata

Sada ¢emo koristiti kvadratni zakon reciprociteta da bi pokazali neke rezultate o prostim
brojevima oblika a*+2b%, a,b € Z. Ovdje nam je posebno zanimljiv Fermatov teorem o sumi
dva kvadrata. Fermat je teorem iskazao, ali ga nije uspio dokazati. Euler je prvi matematicar
koji je dokazao taj Fermatov teorem, a usput je dosao do zakljucaka o kvadratnom zakonu
reciprociteta kojeg ¢e Gauss kasnije i dokazati. Prvo ¢emo iskazati Fermatov teorem i lemu
koja ¢e nam biti potrebna u dokazivanju nase tvrdnje.

Lema 3.4. Za bilo koje a,b,c,d € Z vrijeds
(a® + b*)(c® + d?) = (ac + bd)? + (ad — bc)?.
Dokaz: Vrijedi sljedece:
(ac +bd)* + (ad — be)* = ((ac)? + 2(ac)(bd) + (bd)?) + ((ad)* — 2(ad)(bc) + (bc)?)
= a®c® + 2abcd + b*d* + a*d® — 2abced + b
— a202+a2d2+6202—{—b2d2
= (a® 4+ b)) (P + d?).

Analogno se pokazuje da vrijedi sljedec¢a lema koju ¢emo koristiti u dokazima.

Lema 3.5. Za bilo koje a,b,c,d,n € Z
(a® + nb?*)(* + nd*) = (ac 4+ nbd)* + n(ad — bc)?.

Teorem 3.5 (Fermatov teorem). Ako je p neparan prost broj i p =1 (mod 4), tada postoje
a,b € Z takvi da je p = a® + b?.

Dokaz: Prvo nadimo cijele brojeve a, b i pozitivan cijeli broj k < p takav da
a® 4 b = kp.

Ako je k =1 gotovi smo.
Ako je k > 1, tada trazimo cijele brojeve a; i b; takve da vrijedi

CL% G b% = klpa

za neki cijeli broj k1, 1 < k; < k. Ovaj proces mora stati i p = a2 + b2 za neke cijele brojeve
gy By
Dokazimo da postoje brojevi a, b, k koji zadovoljavaju a? + b* = kp.
Iz Korolara 1.1 slijedi da je —1 kvadratni ostatak modp. Zato za neki u, 0 < u < p—1
imamo

plu+1=u®+1=Ekp,
za neki cijeli broj k i a® +b* = kp je zadovoljeno sa a = u,b = 1. Jer je 0 < u < p— 1, slijedi
1<k<p-—1.
Ako je k =1 gotovi smo.
Za k > 1 pokazimo kako konstruirati ai, b; i k; koji zadovoljavaju a? + b? = kip. Oznacimo
s r1is brojeve

a=r (mod k), b=s (mod k), 7], |s| <

po |
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Tada
rP+s=a’+®=0 (modk).

Dakle, 2 + s? = kik za neki k; > 0. Mi tvrdimo da je tada k; > 0. Ako nije, tadar =s=0
ia=b=0 (mod k). Jer je a®> +b* = kp, to povlaci da k? | kpi k| p. Ovo je u kontradikciji
s 1 < k < p pa zakljuéujemo da je k; > 0.
Iz Leme 3.4 slijedi

(r? 4 s?)(a® 4 b%) = (ra + sb)? + (rb — sa)?.

Kada uvrstimo 72 + s = ki1k i a? + b% = kp slijedi
(ra 4+ sb)* + (rb — sa)* = k1 k*p.

Jer jera+sb=r?+s*=0 (mod k), rb — sa =rs — sr =0 (mod k), slijedi k% | (ra + sb)?
i k% | (rb — sa)?. Dijeljenjem (ra + sb)*> + (rb — sa)? = ki1k*p s ke dobijemo

Ta—l—sb2 rb— sa\?
& + 2 = kip.
E\N?  [k\? k2
kik=r?+s2< |- 21 ==
w=rtess(g) +(3) =

Iz toga slijedi 0 < ky < g < k, a to smo htjeli pokazati.

Takoder,

g

Teorem 3.6. Neka je p neparan prost broj, p =1 ili 3 (mod 8). Tada postoje a,b € Z takvi
da je p = a® + 20

Dokaz: Dokaz je slican dokazu proslog teorema. Prvo ¢emo naci cijele brojeve a,b i
pozitivan cijeli broj k < p takav da vrijedi

a? + 2b° = kp.

Ako je k =1 gotovi smo.
Ako je k > 1, tada trazimo cijele brojeve a; i b; takve da vrijedi

a% + Qb% = klp?

za neki cijeli broj ky, 1 < ky < k.
Dokazimo da postoje brojevi a, b, k koji zadovoljavaju a? + 2b* = kp.
Po Lemi 3.2 slijedi da je —2 kvadratni ostatak (mod p). Zato za neki u, 0 < u < p—1
imamo
plu?+2=u?+2=Ekp,

za neki cijeli broj k i a® + 2b* = kp je zadovoljeno sa a = u,b = 1. Jer je 0 < u < p—1,
slijedi kp < (p—1)2+2=p> - 2p+3 < p?. Imamo 1 < k < p.

Ako je k=1 gotovi smo.

Za k > 1 pokazimo kako konstruirati a1, b; i k; koji zadovoljavaju a? + 2b? = k;p. Oznacimo
s r1is brojeve

a=r (mod k), b=s (mod k), 7], |s| <

po |
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Tada
r? 42 =a®>+20*=0 (mod k)

Dakle, r2+2s? = k;k za neki k; > 0. Mi tvrdimo da je tada k; > 0. Ako nije, tadar =s=0
ia=0b=0 (mod k). Jer je a®+2b*> = kp, to povlaci da k? | kpi k | p. Ovo je u kontradikeciji
s 1 < k < p pa zakljué¢ujemo da je ky > 0.
Iz Leme 3.5 slijedi
(r? + 25?)(a® + 2b%) = (ra + 2sb)? + 2(rb — sa)>.
Kada uvrstimo 72 + 2s? = kik i a? + 2b* = kp slijedi
(ra + 2sb)? + 2(rb — sa)® = k1 k*p.

Jer je ra+2sb =1?+2s> =0 (mod k), rb—sa = rs—sr =0 (mod k), slijedi k* | (ra+2sb)?
i k% | (rb — sa)?. Dijeljenjem (ra + 2sb)? + 2(rb — sa)* = ki k*p s ky dobijemo

ra 4+ 2sb 2 rb — sa\ >

k\? k\? 3k
klk‘:T2+252§(§) +2(§) :T

Iz toga slijedi 0 < k; < k, a to smo htjeli pokazati.

Takoder,
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