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Sazetak

U ovom radu upoznat ¢emo se sa Eulerovom diferencijalnom jednadzbom. Ova se
jednadzba Cesto pojavljuje u raznim granama znanosti poput fizike, inZenjerstva i ra-
¢unalne znanosti. Primjerice, pojavljuje se u analizi quicksort i stabla pretrazivanja te
u rjeSavanju Laplaceove jednadzbe u polarnim koordinatama. S obzirom da Eulerova
jednadzba pripada linearnim diferencijalnim jednadzbama n-tog reda, u radu ¢emo de-
finirati osnovne pojmove i iskazati teoreme vezane za sustave obicnih diferencijalnih
jednadzbi 1. reda i linearne obi¢ne diferencijalne jednadzbe n-tog reda. Nakon toga,
definirat ¢emo Eulerovu diferencijalnu jednadzbu i pokazati na koji nac¢in odredujemo
njezina rjeSenja. U nastavku ¢emo klasificirati vrste singularnih tocaka diferencijalnih
jednadzbi i pokazati metodu za pronalazak rjesenja u okolini regularnih singularnih to-
¢aka. Na kraju ¢emo navesti neke od primjena Eulerove diferencijalne jednadzbe u fizici.

Klju¢ne rijec€i: sustavi diferencijalnih jednadzbi, linearne diferencijalne jednadzbe,
Eulerova diferencijalna jednadzba, singularne tocke.

Abstract

In this paper, we shall introduce the Euler’s differential equation. This equation often
appears in various branches of science such as physics, engineering, and computer sci-
ence. For example, it appears in analysis of quicksort and search trees and when solving
the Laplace equation in polar coordinates. Given that the Euler’s equation belongs to
the linear differential equations of nth order, in this paper we will define basic concepts
and express theorems related to systems of ordinary differential equations of the 1st
order and linear ordinary differential equations of nth order. After that, we will define
Euler’s differential equation and show how to determine its solutions. In the following,
we will classify the types of singular points of differential equations and show a method
for finding solutions in the neighborhood of regular singular points. Finally, we shall
list some of the applications of Euler’s differential equation in physics.

Keywords: system of differential equations, linear differential equations, Euler differ-
ential equation, singular points.
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1 Uvod

Diferencijalna jednadzba je jednadzba koja povezuje i daje odnos izmedu promatrane funk-
cije i njezinih derivacija. Takvi odnosi su u primjenama iznimno ¢esti pa se diferencijalne
jednadzbe prirodno pojavljuju pri matematickom opisu raznih prirodnih pojava, posebice
pri opisivanju velikog broja fizikalnih pojava kao $to su elektri¢no polje, titranje, provodenje
topline, itd. Osim u fizici, znacajna je njihova primjena u inzenjerstvu, biologiji, kemiji,

medicini i ekonomiji.

Diferencijalne jednadzbe pocinju se pojavljivati otkrivanjem diferencijalnog rac¢una, a
medu prvim djelima u kojima se spominju je Newtonovo djelo iz 1671. pod nazivom
Methodus fluxionum et Serierum Infinitarum. Zacetnikom opce teorije diferencijal-
nih jednadzbi smatramo Leonharda Eulera. Kroz svoj akademski rad, susreo se sa velikim
brojem diferencijalnih jednadzbi prilikom proucavanja problema kao $to je npr. problem
vibrirajuce zice. U djelu Institutiones calculi integralis proucavao je integrale Cije se rje-
Senje moze izraziti preko elementarnih funkcija, te se na njihovo proucavanje nadovezao sa
obi¢nim i parcijalnim diferencijalnim jednadzbama.

Glavni cilj ovog rada je proucavanje Eulerove diferencijalne jednadzbe koja se pojavljuje
u fizici, inZenjerstvu, racunalnoj znanosti i dr. Prije nego $to krenemo u analizu spomenute
jednadzbe, trebamo navesti neke osnovne pojmove teorije obi¢nih diferencijalnih jednadzbi.
U drugom poglavlju definiramo sustave obi¢nih diferencijalnih jednadzbi 1. reda, prouca-
vamo njihova osnovna svojstva kao i oblik njihovog opceg rjesenja. U trecem poglavlju
uvodimo pojam linearne obi¢ne diferencijalne jednadzbe n-tog reda i uspostavljamo vezu
sa sustavima 1. reda. Nakon toga, izdvajamo i detaljno proucavamo metode pronalaska
rjeSenja posebnog tipa obi¢nih diferencijalnih jednadzbi n-tog reda koje nazivamo linearne
obi¢ne diferencijalne jednadzbe n-tog reda s konstantnim koeficijentima. Cetvrto poglavlje
posvec¢eno je Eulerovoj diferencijalnoj jednadzbi, njezinoj vezi sa linearnim obi¢nim dife-
rencijalnim jednadzbama n-tog reda s konstantnim koeficijentima, te metodama pronalaska
njezinog rjesenja. Osim toga, upoznat ¢emo se i sa pojmom singularnih toc¢aka diferencijalnih
jednadzbi i metodama pronalaska rjesenja jednadzbi u njihovoj okolini. Na kraju poglavlja
ilustrirat ¢emo primjenu Eulerove diferencijalne jednadzbe sa nekoliko primjera u podrucju
fizike.



2 Sustavi obi¢nih diferencijalnih jednadzbi 1. reda

Kako bismo mogli proucavati Eulerovu diferencijalnu jednadzbu, potrebno je navesti naj-
vaznije pojmove i rezultate klju¢ne za njezino rjeSavanje. Stoga, na pocetku uvodimo pojam
sustava n obi¢nih diferencijalnih jednadzbi 1. reda. Dokazi navedenih tvrdnji u ovom po-
glavlju mogu se pogledati u [1, 4]. Opcenito, za I C R i Q C R sustav n obi¢nih
diferencijalnih jednadzbi 1. reda je sustav oblika

vi(@) = fil@, g, yn)

y;L((I,') = fn(x7y17 FiF & 7yn)

gdje je y; € CYHI;R), fi € C(Q;R), i € {1,...,n}. Sustav zapisujemo u vektorskom obliku

— —

y'(z) = flz,§(x)), (2.1)
pri ¢emu su
Y Y1 fi
= y=| L f=
Yn Yn Ja

U nastavku ¢emo definirati opéenite pojmove vezane za sustave obi¢nih diferencijalnih
jednadzbi 1. reda.

Definicija 1. Neka je Q C R" otvoren skup i f: Q — R"” funkcija. Za funkcijuu : I — R"
kazemo da je rjesenje sustava obicnih diferencijalnih jednadzbi 1. reda (2.1) ukoliko vrijedi:
1) I CR je otvoren interval,

2) 4 € CYI;R"),

3) Vx el),(z,ud(z)) € Qi

4) (Vo € D), (@) = flo, @(a)).

Uz ovaj sustav Cesto je zadan uvjet y(zg) = v, za neki zy € I, kojeg nazivamo pocetnim
uvjetom, dok zadacu

{y%m) = fla, 7@) 02

Zj(l'o) = y_éa
nazivamo Cauchyjeva zadac¢a pripadnog sustava (2.1).

Definicija 2. Za funkciju @ : [ — R™ kaZemo da je rjesenje Cauchyjeve zadace (2.2) ukoliko
je U rjedenge sustava (2.1) i zadovoljava pocetni uvjet tj. u(zg) = Y.



Ukoliko za funkciju f iz sustava (2.1) postavimo

— —

f(z,5(x)) = Al2)y(z) + b(2),

pri demu su A € C(I; M, (R)), b € C(I; R"), dobivamo sustav

¥ (z) = A@)i(x) + b(z), (2.3)
kojeg nazivamo linearnim sustavom obi¢nih diferencijalnih jednadzbi 1. reda. Za sustav
(2.3) kazemo da je homogen ukoliko je l;(x) = 0, a u suprotnom kazemo da je nehomogen.
Nadalje, ozna¢imo sa M skup svih rjeSenja sustava (2.3). Svako rjeSenje ¢y € M nazivat
¢emo partikularnim rjeSenjem sustava (2.3), a sljedeca tvrdnja daje nam odgovor na pitanje
postojanja rjeSenja navedenog sustava.

Teorem 2.1. Neka je I C R otvoren interval, A € C(I; Mn(R)),b € C(I;R"), neka su
xg € I 1 yp € R". Tada Cauchyjeva zadaca

J(z) = A(2)§(z) + b(x
(o) = M) + 5o B
Y(zo) = Yo
ima jedinstveno rjeSenje na intervalu 1.
O

Kako po Teoremu 2.1 znamo da postoji rjeSenje sustava, htjeli bismo odrediti sva moguca
rjeSenja tog sustava. Oznacimo sa U skup svih rjeSenja homogenog sustava od sustava (2.4).

Teorem 2.2. Vrijedi:
a) Skup U je vektorski prostor nad poljem R i dimU = n. Ako su (x),...,y,(z) linearno
nezavisna rjesenja homogenog sustava

y(z) = A@)j(x), (2.5)
onda je opce rjesenje homogenog sustava oblika
y(z) = Cigi(z) + - - + Cuijn(2),

gdje su C1,...,C, proizvoljne konstante.

b) Ako je yo(x) € M partikularno rjeSenje nehomogenog sustava

—

y(z) = A2)§(x) + b(x)

i 1(x), ..., Un(x) n linearno nezavisnih rieSenja homogenog sustava (2.5) onda je opée rje-

Senje nehomogenog sustava (2.4) dano sa

y(a) = go(x) + C1#1(2) + - - - + Cuiin(2).



Za n linearno nezavisnih rjesenja homogenog sustava (2.5) definirajmo matricu W reda

n X n 1zrazom

gdje je k-ti stupac vektor yi(x), k=1,...,n.

Definicija 3. Matricu W(z) = [y1(x), ya(z), ..., y(2)] nazivamo fundamentalna matrica

homogenog sustava (2.5).

Moze se pokazati da su stupci matrice W (z) linearno nezavisni za svaki x € I, pa je
fundamentalna matrica W (x) regularna. Prema tome, za svaki z € [ postoji inverzna
matrica W~1(z) matrice W (x). Sljedeca tvrdnja daje eksplicitnu formulu za opée rjeSenje
sustava (2.3).

Teorem 2.3 (Metoda varijacije konstanti). Opce rjeSenje sustava (2.3) dano je sa

Ja) = W) [ W @)b(e)da, (2.7
gdje je W fundamentalna matrica homogenog sustava (2.3).
O

Napomena 1. Svi prethodni rezultati se mogu primijeniti ukoliko promatramo sustave nad
poljem C jer je skup U homogenog sustava (2.5) vektorski prostor nad poljem C i dimU = n.



3 Linearne obi¢ne diferencijalne jednadZbe n-tog reda

Eulerova diferencijalna jednadzba pripada familiji obi¢nih diferencijalnih jednadzbi n-tog
reda, toc¢nije, pripada linearnim obi¢nim diferencijalnim jednadzbama n-tog reda koje defi-

niramo na sljedec¢i nacin:

Definicija 4. Obicnu diferencijalnu jednadzbu oblika

(n—1)

' (@) + ana(@)y™" (@) £ -+ aa(2)y (2) + ao(@)y(e) = f(2), (3.1)

gdje je I C R otvoren interval, f € C(I), a; € C(I), 1 = 0,...,n — 1 nazivamo linearna
obicna diferencijalna jednadzba n-tog reda. Ukoliko je f(x) = 0, tada jednadzbu nazivamo
homogenom. U suprotnom kaZemo da je jednadzZba nehomogena.

U nastavku ¢emo definirati najvaznije pojmove vezane za linearne obi¢ne diferencijalne

jednadzbe n-tog reda.

Definicija 5. Neka je Q C R otvoren skup i g : Q — R funkcija definirana sa

n—l)

9@y, 9y = f@) = (G @)y V(@) + -+ an(@)y (@) + ao()y(2)),

gdje su f € C(R), a; € C(R), i=0,...,n—1. Za funkciju u: I — R kaZemo da je rjeSenje
linearne obicne diferencijalne jednadzbe n-tog reda (3.1) ukoliko vrijedi:

1) I C R je otvoren interval,

2)ueC™(I),

8) (Vz € I), (z,u(z), v (x), ..., v V(z)) € Qi

4) Vx € I),u™(2) = g(z,u(z),u (z),...,u" D (z)).

Uz ovu linearnu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu c¢esto su zadani uvjeti y(zg) = yo,

v (o) = y1,. .., Y Hwo) = Yn_1, To € I, koje nazivamo pocetnim uvjetima, dok zadacu

(4" (@) + a1 (2)y " V(@) + - + ar @)y () + ag(2)y(z) = f(x)
y(wo) = Yo
Q' (o) =1 (3.2)

y(n—l) (.To) = Yn—-1,

\
nazivamo Cauchyjeva zadaca pripadne jednadzbe (3.1).

Definicija 6. Za funkciju v : I — R kaZemo da je rjeSenje Cauchyjeve zadace (3.2) ukoliko
je u rjesenge jednadzbe (8.1) i zadovoljava pocetne uvjete tj. ukoliko je u(xg) = yo, u'(xg) =
yi,. .., D (20) = Yoy

Iduca tvrdnja daje nam vezu izmedu linearne obi¢ne diferencijalne jednadzbe n-tog reda
i sustava obi¢nih diferencijalnih jednadzbi 1. reda [1].



Teorem 3.1 (O ekvivalenciji). Neka je Q C RY™ otvoren i g € C(Q). Oznacimo s Ry
skup svih rjeSenja sustava (2.3), a sa R} skup svih rjesenja linearne obicne diferencijalne
jednadzbe n-tog reda (3.1) koja za domenu imaju otvoreni interval I C R. Ukoliko je u(x) =
(ui(x),...,un(z)) € Ry, onda je ui(x) € R} i u(x) — wi(x) je bijekcija R — Ry Ciji je
inverz dan sa v(z) — (v(z),v'(z),...,v" " 1(z)).

Primijenimo Teorem 3.1 na linearnu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu (3.1).
Kako je

tako da je

u(z) = y(@), us(@) = ' (@), ..., un(z) = y " (),

tada je jednadzba (3.1) ekvivalentna sustavu

gdje su
[0 1 0 0 ] Ex
0 0 1 . 0 0
Alx)=| z L L) =
0 0 0 0 1 0
| —ao(z) —ai(z) —ax(z) ... —an-1(z) | f(z)]

Zbog ekvivalencije obi¢ne diferencijalne jednadzbe n-tog reda i sustava obi¢nih diferencijalnih
jednadzbi 1. reda, sve navedene tvrdnje u prethodnom poglavlju vrijede i za linearne obi¢ne
diferencijalne jednadzbe n-tog reda. Prema tome, uz pretpostavku da su funkcije f i a;,
Vi =0,...,n—1neprekidne na otvorenom intervalu I C R, za proizvoljan xy € I Cauchyjeva
zadaca (3.2) ima jedinstveno rjeSenje na intervalu /.

Kako bismo pronasli rjesenja nehomogene jednadzbe (3.1), ozna¢imo s N skup svih nje-
zinih rjeSenja. Analogno kao u prethodnom poglavlju, svako rjeSenje yy € N nazivat ¢emo
partikularnim rjeSenjem jednadzbe (3.1). Oznacimo li s V' skup svih rjeSenja homogenog

sustava
y"(@) + ana(@)y" (@) + - + a1 (2)y (2) + ao(@)y(z) = 0, (3.3)

prema Teoremu 3.1 slijedi da je skup V' je vektorski prostor nad poljem R i dimV = n. Za
linearno nezavisna rjeSenja y1(x), . .., y,(x) jednadzbe (3.3) opce rjeSenje je oblika

y(z) = Ciya(z) + - -+ + Cryn (@),



gdjesu C1, . .., C, proizvoljne konstante. Ukoliko poznajemo partikularno rjesenje yo(z) € N
jednadzbe (3.1) i linearno nezavisna rjeSenja y,(x), ..., y,(z) jednadzbe (3.3), onda je opce
rjesenje jednadzbe (3.1) dano sa

y(@) = yo(2) + Cryr (z) + - - - + Coyn(2).

Nadalje, ako su y(z),...,y,(z) linearno nezavisna rjeSenja homogene jednadzbe (3.3)
onda uz pripadne vektore rjesenja i;(x), ..., y,(x) ekvivalentnog homogenog sustava (2.5)
sa

y(r) () Yn()
o B ZAC TG Yn()
W(z) = [41(2), §o(@), . . ., Gn(x)] = : (3.4)
n—1 n—1 n—1
@) @) @)

analogno definiramo fundamentalnu matricu W homogene jednadzbe (3.3). Ozna¢imo sa
element u i-tom retku i k-tom stupcu inverzne matrice W1, a sa 1, k-ti stupac te matrice.
Tada je W-1p = fy, 1 vektorsko rjeSenje glasi

= W(w)/f(a:)ﬁn(a:)d:v (3.5)

S obzirom na to da trazimo y(x), koji je prva komponenta vektora ¢, mnozenjem prvog retka
matrice W sa vektorom

/f(x)ﬁn(x)dx (3.6)

dobivamo
a) =D u3(o) [ Fe)umlalde, (.7

¢ime smo dokazali sljede¢u tvrdnju.

Korolar 3.2 (Metoda varijacije konstanti za linearnu ODJ). Neka su yi(z), ..., y,(x) li-
nearno nezavisna rjesenja homogene jednadzbe (3.3) i neka je W pripadna fundamentalna
matrica tog sustava. Tada je za svaku neprekidnu funkciju f opce rjeSenje jednadzbe (3.1)
dano sa

a) = > 03(@) [ Fehumlalde, (58)

pri cemu su uji elementi matrice W1,
O

Iustrirajmo primjerom rjesavanje jednadzbe (3.1) pomoc¢u metode varijacije konstanti.



Primjer 1. Rijesimo diferencijalnu jednadzbu

y'(z) + 9/ (z) = €.

Uocimo kako su yi(x) = e * i ya(x) = 1 dva linearno nezavisna rjesenja pripadnog homoge-

nog sustava y"(x) + y'(z) = 0. Tada je fundamentalna matrica sustava

e 1
w=| < g, (39
pa je njezin inverz jednak
1 . 0 —e
W= (x) L 1 (3.10)

Kako je f(x) = e*, onda je prema Korolaru 3.2 rjeSenje zadane jednadzbe dano s

x/f Jurz(z)dz + yo( /f Ugo(z)dr =

_ /( )dg;+1/l‘dx_

1
= €_I(—§€2x -+ Cl) —+ €x + CQ =

1
=Cie "+ 0y + 5@”, Cy,C5 € R.

3.1 Linearne ODJ n-tog reda s konstantnim koeficijentima

U ovome potpoglavlju, promatrat ¢emo poseban slucaj linearne obi¢ne diferencijalne jed-
nadzbe (3.1) za koju ¢e vrijediti da su funkcije a;(z) = a;, a; € R, i = 0,...,n — 1 tj.
funkcije a; su konstante.

Definicija 7. Obicnu diferencijalnu jednadzbu
Y (@) + anay" (@) + -+ ary (2) + aoy(x) = f(2), (3.11)

gdje su a; € R, 1+ =0,...,n — 1, nazivamo linearna obicna diferencijalna jednadzba n-tog

reda s konstantnim koeficijentima.
Promotrimo najprije pripadnu homogenu jednadzbu
Y (2) + apn_1y" () + - + a1y (7) + agy(z) = 0. (3.12)

Potrazimo rjeéenje jednadzbe (3.12) u obliku y(z) = €**, pri ¢emu je A € C. Supstitucijom
y(x) = e’ u (3.12) dobivamo

A" + @ A 4 aid 4 ag) = 0. (3.13)

Izraz unutar prethodne zagrade nazivamo karakteristicnom jednadzbom jednadzbe (3.12), a

polinom

PA) = A"+ ap A" P ag )+ ag,



karakteristi¢ni polinom jednadzbe (3.12). Oznacimo s V' skup svih rjesenja jednadzbe (3.12).
Ukoliko je A nulto¢ka kratnosti barem 1 polinoma P, onda je e’ € V tj. vrijedi

erP(N\) = 0.
Derivacijom prethodnog izraza po A slijedi da je
e’ P()\) + X P'(\) =0,

a to ¢e biti moguce ako i samo ako je A nultocka kratnosti barem 2 tj. ako i samo ako

je ze’® € V. Uzastopnim deriviranjem dobivamo da su rjeSenja jednadzbe (3.12) oblika

z'71eM® za i =1,...,m; pri Cemu je \; pripadna nultocka kratnosti m;. Detaljan dokaz ove

tvrdnje moze se pogledati u [4]. U sljedecoj tvrdnji pokazat ¢emo kako funkcije z~'e*? ¢ine
fundamentalni sustav rjesenja jednadzbe (3.12).
Teorem 3.3. Neka su A\, ..., N\, € C razlicite nultocke karakteristicnog polinoma
PA) = A"+ ap A" P+ ag )+ ag,
te \j kratnosti m;. Tada n funkcija p;; danih sa
Pl = e i =1,... Wy J=1,...,k,
¢ine fundamentalni sustav rjesenja skupa V' jednadzbe (3.12) na R.

Dokaz. Kako je p;; € V, trebamo pokazati da su rjeSenja linearno nezavisna. Pretpostavimo

da je
7]

Z Zcijpij = 0, Cij < (C

j=1 i=1
Tada je

Mg (z) 4+ q(z) =0, zeR,
gdje je
gi(z) = Zcijx’_l.
i=1

Pretpostavimo da za neki ¢7, J € 1,..., k vrijedi ¢; # 0. Ako je st{¢s;} = d onda je ¢4; # 0.
Uz oznaku D f=f’ vidimo da je

(D — /\kI)eAquj(x) = Xy — )\k)eijQj(x) + N (w),

pri cemu je st{q;} < st{q;} ako je st{g;} >0, a ¢; = 0 ako je st{q;} = 0. Za j # J, ponav-

Az

ljanjem operacije D — A;I, svaki sumand sa faktorom e%* mozemo ukloniti. PoniStavajuci

sve ¢lanove za j # J preostaje nam izraz oblika

LH()\J - Aj)dj] e%qs(z) + e7°Q(z) =0, z€R,

vy
gdje je st{Q} < st{q;} ili @ = 0 ako je st{g;} = 0. Stoga je cq; = 0, a to je kontradikcija
jer smo pretpostavili da je cq ;7 # 0. O



[lustrirajmo primjerom rjesavanje homogene linearne obi¢ne diferencijalne jednadzbe s
konstantnim koeficijentima pomoc¢u Teorema 3.3.

Primjer 2. Rijesimo diferencijalnu jednadzbu

y'(z) +y(x) = 0.

Prvo rigesimo pripadnu karakteristicnu jednadzbu.

AM+A=0
A+ 1DA=0
/\1 :—1,)\220.

S obzirom na to da su \i, Ay kratnosti my; = 1, mg = 1, tada je fundamentalni sustav rjesenja

jednadzbe {e~*,1}. Stoga je rjesenje
y(l’) — Cle_x + 02, Cl, CQ € R.

Nakon $to odredimo rjeSenje pripadne homogene jednadzbe, jednadzbu (3.11) uvijek
mozemo rijeSiti pomoc¢u metode varijacije konstanti. No, ukoliko je desna strana jednadzbe
oblika

f(x) = e*®[Py(x) cos(Box) + Pa(x) sin(Byz)], (3.14)

gdje su P;, P, polinomi s realnim koeficijentima, o, 5y € R, onda se (3.11) moze rijesiti na
jednostavniji nac¢in tj. metodom neodredenih koeficijenata [3].

Teorem 3.4 (Metoda neodredenih koeficijenata). Neka je Ao = ag+i5o, ao, So € R, nultocka
kratnosti ko karakteristicnog polinoma jednadzbe (3.11) pri cemu su a; € R, i =0,...,n—1
te neka je f oblika (3.14) za neke polinome Py, Py s realnim koeficijentima. Tada jednadzba
(5.11) ima partikularno rjesenje oblika

yp(z) = 2% [Q1(x) cos(Boz) + Q2(z) sin(Box)], (3.15)

za neke polinome Qq, Qy stupnja mangjeg ili jednakog max{st{P;},st{P»}}.

Iustrirajmo primjerom rjeSavanje jednadzbe (3.12) pomoc¢u Teorema 3.4.

Primjer 3. Rijesimo diferencijalnu jednadzbu

y'(z) +y'(z) ="
Homogeno rjesenje smo odredili u prethodnom primgjeru i ono glasi

y(z) = Cre ™ + Cy, C1,C, €R.
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Kako je f(x) = e*, moZemo primijeniti prethodni teorem gdje su oy = 1, By = 0,

P,=1, P,=0. Tada je, uz Q)1 = A = konst., Q2 = 0 partikularno rjesenje oblika
yp(z) = Ae”.
Supstitucijom y,, i y, u pocetnu jednadzbu dobivamo:

Ae® + Ae® =¢€”

A+A=1
A=-.
2

Prema tome, rjesenje polazne jednadzbe glasi

1
y(z) = yn(z) + yp(x) =Cie " +Cy+ 5636, 1,0y e R.

11



4 FEulerova diferencijalna jednadzba

Eulerova diferencijalna jednadzba (poznata u literaturi i pod nazivom Cauchy-Eulerova di-
ferencijalna jednadzba) pripada linearnim obi¢nim diferencijalnim jednadzbama n-tog reda.
Vaznost ove diferencijalne jednadzbe ocituje se njezinim pojavljivanjem u raznim proble-
mima u fizici, inZenjerstvu i drugim granama znanosti. U ovom poglavlju pokazat ¢emo
kako se rjesava Eulerova diferencijalna jednadzba i navesti razne primjere iz primjena u ko-
jima se jednadzba prirodno pojavljuje. Prije svega, definirajmo spomenutu diferencijalnu
jednadzbu.

Definicija 8. Linearnu obic¢nu diferencijalnu jednadzbu n-tog reda oblika
an@"y"™ (2) + an 12" YD (@) + - - + arzy (2) + agy(x) = f(=), (4.1)

pri cemu su a; € C,a, # 0,1 =0,1,...,n nazivamo Eulerova diferencijalna jednadzba.

Pripadna homogena jednadzba glasi
an2"y™ () + an 12"y V(@) + - + arzy (2) + agy(x) = 0, (4.2)

a mozemo ju svesti na obi¢nu linearnu diferencijalnu jednadzbu n-tog reda s konstantnim
koeficijentima.

Pretpostavimo najprije da je z > 0. Uvedemo li supstituciju x = €', uzastopnim deriviranjem
n puta funkcije y(z) = y(e') = y(t) dobivamo niz funkcija

y™z) =e™D(D - I) (D -2I)...(D+ (—n+ 1)Dy(t)

d
gdje su operatori D = ik I identiteta. Uvrstavanjem x = e te y(z),y'(x),...,y"™ (x) u
(4.2), dobivamo homogenu linearnu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu n-tog reda s konstantnim
koeficijentima oblika

[a,D(D —I)(D —2I)...(D(—n+ 1)I) +---+aD(D —I)+a1D + agly(t) =0, (4.3)
gdje je
PA)=a, X A=1)A=2)...A=n+1)+ -+ aAX(A—1)+aA+ag (4.4)

pripadni karakteristi¢ni polinom jednadzbe (4.3). Opisani postupak ilustrirat ¢emo na pri-
mjeru Eulerove jednadzbe reda 2.
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Primjer 4. Neka je zadana homogena Fulerova diferencijalna jednazba 2. reda

a2’y (z) + ayzy’ () + agy(x) = 0.

Za x > 0 i supstituciju x = €' provodimo gore opisani postupak na sljedeéi nacin:

Uvrstavangem (4.7) u (4.8) slijedi

y'(6) = y" (@) (@) + ¢ ()" = y'(2)e” + ¢/ (¢).
Jednakosti (4.7) i (4.9) zapisemo u obliku

y'(x) =y'(t)e™,

y'(@) = (y"() — y'(1)e™™.

Uvrstimo supstituciju x = €', (4.6), (4.10) i (4.11) u jednadzbu (4.5) pa imamo:

az(y"(t) — y'(t)) + ary/(t) + agy(t) = 0,
asy”(t) + (a1 — az)y'(t) + agy(t) = 0.

(4.5)

(4.12)
(4.13)

[lustrirali smo nacin na koji Eulerovu diferencijalnu jednadzbu (4.5) svodimo na (4.13) tj.

na homogenu linearnu obi¢nu diferencijalnu jednadzbu 2. reda s konstantnim koeficijentima.

Jednadzbu (4.13) mozemo rijesiti primjenom Teorema 3.3. Ukoliko imamo zadane i po¢etne

uviete y(zo) = yo, ¥'(x0) = v1,..., Y™ V(29) = yn_1, onda mozemo rijesiti i pripadnu

Cauchyjevu zadacu $to ¢emo pokazati u idu¢em primjeru.

Primjer 5. Za x > 0, rijesimo Cauchyjevu zadacu

2.1

2%y’ (z) — zy'(z) + y(z) =0

Najprige, za x > 0 rijesimo jednadzbu

2%y (2) — zy'(z) + y(z) = 0.

Kako je ay =1,a1 = —1,a9 = 1, iz (4.13) slijedi jednadzba

y'(t) —2y'(t) + y(t) = 0.
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Odredimo nultocke karakteristicnog polinoma.

B—2hr =0
(A_1)2:()7
Mg =A=1

Primjenom Teorema 3.3, fundamentalni sustav rjeSenja jednadzbe cine

Stoga je
y(t) = Cry1(t) + Coya(t) = Cie* + Cytet, Cy,Cs € R.
Nakon sto vratimo pocetnu supstituciju, rjesenje je oblika
y(x) = Ciyn(z) + Coye(z) = Crz + Coxln(z), C1,Cy € R. (4.14)
Odredimo sada konstante Cy i Cy iz zadanih pocetnih uvjeta. Derivacija rjeSenja glasi
Y (z) = C1 + Co(In(z) + 1). (4.15)
Uvrstavanjem pocetnog uvjeta y(1) =1 u (4.14) i y'(e) = —1 u (4.15) dobivamo sustav

G, =1,
Cl + 202 = —1,

iz cega slijedi Cy =1 1 Cy = —1. Dakle, rjesenje polazne Cauchyjeve zadace glasi

gz} =& —elnlz).

Napomena 2. Ako je \ nultocka kratnosti m karakteristicnog polinoma (4.4), onda su
yi(t) = t=teM i = 1,...,m elementi fundamentalnog sustav rjesenja pripadne homogene
linearne obicne diferencijalne jednadzbe n-tog reda s konstantnim koeficijentima. Kako je
supstitucija za x > 0 glasila v = €', onda su y;(z) = In(z)~'2?, i = 1,...,m elementi

fundamentalnog sustava rjeSenja jednadzbe (4.2).

S obzirom na to da Eulerovu diferencijalnu jednadzbu svodimo na linearnu diferencijalnu
jednadzbu s konstantnim koeficijentima, pripadnu nehomogenu jednadzbu mozemo rijesiti
pomocu Korolara 3.2 i Teorema 3.4. Pri tome, za primjenu Teorema 3.4, funkcija f jednadzbe
(4.1) treba biti oblika

f(x) = z?°[Py(In(x)) cos(By In(x)) + Pa(In(z)) sin(Fy In(x))], (4.16)
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zbog uvodenja supstitucije z = ¢’. U idu¢em primjeru pokazat ¢emo kako se rjeSava neho-
mogena Eulerova diferencijalna jednadzba.

Primjer 6. Za z > 0, rijesimo diferencijalnu jednadzbu
2%y/(z) + 32y (2) + y(z) = sin(In(z)).
Uvedimo supstituciju x = e'. Tada pocetnu jednadzbu svodimo na jednadzbu oblika
y"(t) + 2¢'(t) + y(t) = sin(?). (4.17)

Prvo odredimo rjesenje pripadne homogene jednadzbe tako da pronademo nultocke karakte-

risticnog polinoma. Slijedi:

M L2X+1=0,
(A+1)?=0,
)\172:)\:—1.

Primjenom Teorema 3.3, fundamentalni sustav rjesenja jednadzbe cine

yl(t) — e/\t — €_t,
yo(t) = teM = te™.

Stoga je rjesenje pripadne homogene jednadzbe dano sa
gglt) = Ciet+ Cote™™, C,Ch €R.

Nakon sto smo odredili rjesenje pripadne homogene jednadzbe, odredimo partikularno rje-
Senje jednadzbe (4.17). Kako je f(t) = sin(t), moZemo primijeniti Teorem 3.4. Tada je
partikularno rjesnje oblika

yp(t) = Asin(t) + B cos(t).
Supstitucijom y,,y,, 1y, u jednadZbu (4.17) dobivamo:
2A cos(t) — 2Bsin(t) = sin(t).

Posljednja jednakost vrijedi ako i samo ako je

Stoga je rjesenje dano sa

1
y(t) = yn(t) + yp(t) = Cre™" + Cote™" — 5 cos(t), C.,C, €R.
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Vracanjem supstitucije, dobivamo rjesenje pocetne jednadzbe koje glasi:

G C’2 In(z) 1

y(z) = yn(x) + yp(x) = - §cos(ln(x)), G0 e R

T

Pretpostavimo sada da je x < 0. U tom slucaju, 2 se moze zamijeniti sa —x = |x| pa se,
za A € C, dobiva sljedeci rezultat.

Teorem 4.1. Neka su Ay ...\, razlicite nultocke karakteristicnog polinoma (4.4) jednadzbe
(4.2) te \; kratnosti m;. Tada funkcije p;;, takve da je

pij = |zMIn(jz)), i=1,...,m;, j=1,...,k, (4.18)

c¢ine fundamentalni sustav rieSenja Eulerove diferencijalne jednadzbe (4.2) na svakom inter-

valu koji ne sadrzi x = 0.

Dokaz. Funkcije p;; zadovoljavaju jednadzbu (4.2) za |z| > 0. Kako bismo pokazali njihovu
linearnu nezavisnost, neka je s = In|z|, |x| = e®. Tada je

zl)\s

pij(z) = i (s).

Linearna nezavisnost n funkcija y;; na svakom intervalu slijedi primjenom Teorema 3.3, pa

su funkcije p;; linearno nezavisne na svakom intervalu koji ne sadrzi = 0. O

Prema Teoremu 4.1, za © # 0 mozemo prona¢i fundamentalni sustav rjesenja Eulerove
diferencijalne jednadzbe. Primjerice, proSirenjem intervala (0,00) na R\{0}, u Primjeru 6,
dobivamo rjesenje oblika

C;  Cyln(|z]) 1

y(x) = yn(z) + yp(x) = T + Tl 2 cos(In(|zl)).

Tocka = = 0 bit ¢e singularna tocka Eulerove diferencijalne jednadzbe, $to ¢emo vidjeti u
iduéem potpoglavlju.

4.1 Singularne tocke

Nerijetko je u primjenama potrebno promatrati ponaSanje rjesenja odredene diferencijalne
jednadzbe u okolini singularnih tocaka $to moze biti vrlo slozen zadatak, u ovisnosti o prirodi
singularnih tocaka. Prije nego $to definiramo singularne tocke diferencijalne jednadzbe,
prisjetimo se da je funkcija f : I — R, I C R, analiticka u tocki xy € I ukoliko je derivabilna
na nekoj okolini tocke zy. Tada se funkcija f moze prikazati u obliku reda potencija

Z an(x — x0)" (4.19)

n=0

oko tocke zy na nekom intervalu |x — zy| < R, gdje je R > 0 radijus konvergencije reda
potencija (4.19).



Definicija 9. Neka su zadani proizvoljni polinomi p, q i r. Za tocku xy kaZemo da je

reqularna tocka diferencijalne jednadzbe

p(@)y" () + q(z)y'(z) + r(z)y =0, (4.20)
ukoliko su funkcije
g(x) . r(z)
m 1 @ (4.21)

analiticke u tocki xqo. Ukoliko tocka xq nije reqularna, onda kaZemo da je xy singularna tocka.

Primijetimo da ¢e funkcije

q(z) . r(=)

—_— 7 —

p(x) — plz)

biti analiticke u svim toc¢kama, osim u tockama x za koje je p(xz) = 0. Takve tocke su upravo
singularne tocke diferencijalne jednadzbe (4.20). Singularne tocke diferencijalne jednadzbe

klasificiramo na sljedeé¢i nacin.

Definicija 10. Za tocku z¢ kaZemo da je reqularna singularna tocka diferencijalne jednadzbe
(4.20) ukoliko je xy singularna tocka i ukoliko su funkcije

— & @ t (B—3 QM
($ O)p(m) ( 0) p( ) (4.22)

analiticke u tocki xo. Ukoliko barem jedna od prethodnih funkcija nije analiticka u tocki xq,

xT
T

onda za xo kaZemo da je ireqularna singularna tocka diferencijalne jednadzbe (4.20).

Prisjetimo se da je xy uklonjiv singularitet, a shodno tome i regularna singularna tocka

funkcija (4.22) ukoliko postoje konac¢ni limesi

lim {(m —xo)@} i lim [(:c — xO)QE} :

o p@)] e p(z)

Pokazimo postupak klasifikacije singularnih to¢aka na primjeru Eulerove diferencijalne jed-
nadzbe 2. reda.

Primjer 7. Odredimo i klasificirajmo singularne tocke obicne diferencijalne jednadzbe
asz?y" (x) + arzy () + agy(x) = 0.

Kako je p(z) = asx?, q(z) = ayx, a r(x) = ay, jedina singularna tocka je 0. S obzirom da je

lim [(w—O)M} =L lim {(m—o) @} =2,

2
as 20 p(x) as

sligedi da je 0 reqularna singularna tocka.
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Opcenito, za rjesavanje diferencijalnih jednadzbi oblika (4.20) u okolini regularne sin-
gularne tocke xy = 0 koristi se tzv. Frobeniusova metoda. U nastavku ¢emo spomenutu
metodu opisati i pokazati na primjeru Eulerove diferencijalne jednadzbe, pri ¢emu se svi
dokazi navedenih tvrdnji mogu pogledati u [5].

Pretpostavimo da je xy = 0 regularna singularna tocka diferencijalne jednadzbe (4.20).
Tada se (4.22) mogu zapisati u obliku

xq((—i = ;Anx" za |x| < Ry,
xQﬁ = Zan” za |z| < Ry,

(@)~ &

gdje su Ry i R, radijusi konvergencije. Ako su A; i Ay dva korijena karakteristicne jednadzbe

~—

!

<

~— | ~—  ~—

!

3

M4+ (Ag—DA+By=0 (4.23)

pridruzene diferencijalnoj jednadzbi (4.20) u to¢ki x¢ pri ¢emu je Re(A;) > Re(A2), onda je
jedno od rjeSenja diferencijalne jednadzbe (4.20) oblika

o0

MOEED P

n=0
a razvoj vrijedi na intervalu 0 < |z| < R bez tocke zy za R = min{R;, R»}. Drugo linearno

nezavisno rjeSenje y, dobivamo na sljedec¢i nacin.

1) Ako Ay — A\a ¢ Ny, onda je
yo(z) = 22 Z bz,
n=0
2) Ako je A\; = Ay, onda je

¥2(z) = y1(z) Inz + 2™ Z bx".

n=0
3) Ako je Ay = Ao +m, m € N, onda je
yo(z) = Cyr(z) Inz + 2 Z cx”, CeR
n=0

Koeficijenti a,, b,, ¢, i konstanta C' odreduju se uvrStavanjem linearno nezavisnih rjesenja
u diferencijalnu jednadzbu (4.20).

Primjer 8. U okolini tocke 0 odredimo dva linearno nezavisna rjesenja jednadzbe

2.

z°y"(z) + zy'(z) — y(z) = 0.

, q(x) =z, ar(x) =—1 slijedi da je

lim [x@} =1 i lim {aﬂ%} ==,

Kako je p(x) =z
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Sto povlaci da je Ag = 1, By = —1, © R = 0o. Nadalje, karakteristicna jednadzba je oblika
A2 — 1 =0 sa pripadnim rjefenjima Ay = 1 i Ay = —1. Odredimo koeficijente a,, nezavisnog

rjeSenja v, na sljedeéi nacin. Kako je Re(A1) > Re(\y), yp je oblika

o0 o0
@) =% E Bnx” = g a,x" .

Tada su yy @ y{ dani sa

o0

yi(x) =) (n+ ana”,
n=0

gy (=) = Z(n + Dna,z" .

n=0

Uvrstavanjem vy, vy i v} u polaznu diferencijalnu jednadzbu dobivamo

o0 o0
xQE n—i—lnan”l—l—xg (n+ 1)ayz —E a,x"tt =
n=0 n=0

n=0
Sto mozZemo zapisati kao

o

E:(n2 + 2n)a,z"™ ! = 0.

n=0

Koeficijente a,, pronalazimo rjesavanjem kvadratne jednadzbe n® +2n = 0. Kako su rjesenja

kvadratne jednadzbe ny = 0 i ne = —2 slijedi da je jedino ag # 0. Prema tome,
gplz) = Z @@ = agm.
n=0

Odredimo sada rjesenje yo. Kako je A\ = \o + 2, ys ce biti oblika
yo(z) = Cyy () In z 4 272 Z .
n=0
Uvrstavanjem vy © Ay u yo dobivamo

yo(z) = Cagrlnz + Z i
n=0
Tada su yy i yy dani sa
yp(z) = Cag(lnz + 1) + Z(n — Tga™ 2,

n=0

7 1 - ne
Yys () = Cao; + Z(n — 1)(n — 2)e,z™ 3.
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Uvrstavanjem ys, vy i Yy u polaznu diferencijalnu jednadzbu dobivamo

2Cagz + Z(n —1)(n—2ea™ " + Z(n = Dea™ " — Z caz™ =0,
n=0 n=0 n=0

Sto mozZemo zapisati kao

2Cagz + Z(rﬂ — 2n)c,z™ ! = 0.
n=0
Iz prethodne jednakosti slijedi da je C' = 0. Koeficijente ¢, pronalazimo rjeSavanjem kva-
dratne jednadzbe n? — 2n = 0. Kako su rjeSenja kvadratne jednadzbe ny = 0 i ny = 2 slijedi

da su jedino cq i co razliciti od nule. Prema tome,

[e.¢] 1
= 2C g LTV = cp= .
yo(x) apT + Y cpx co + cox

n=0

4.2 Primjene Eulerove diferencijalne jednadzbe

Eulerova diferencijalna jednadzba prirodno se pojavljuje prilikom promatranja mnostva fi-
zikalnih pojava, a posebice u podrucju elektrostatike i mehanicke otpornosti materijala. U
sljedec¢ih nekoliko primjera objasnit ¢emo fizikalne probleme u kojima se pojavljuje Eulerova
jednadzba, a potom rijesiti navedene probleme |2, 6, 7, 8, 9.

Primjer 9. Promotrimo problem odredivanja elektricnog potencijala @ vodljive nabijene sfere
polumgera R na udaljenosti r od povrsine sfere. Sve tocke na povrsini promatrane sfere nalaze
se na istom potencijalu Vi, tj. naboj je simetricno rasporeden. Osim toga, pretpostavijamo
da se sfera nalazi u velikom mediju bez naboja te da je elektricni potencijal u beskonacnosti,
&(00), jednak nuli.

Vs ol

Slika 1: Vodljiva nabijena sfera.
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Elektricni potencijal je skalarna fizikalna velicina koja opisuje potencijalnu energiju elek-
tricki nabijene cestice u statickom elektricnom polju. Koristimo Gaussov zakon zapisan u

obliku Poissonove jednadzbe koji glasi

gdje je

A_1(9 rQ(? g 1 0 sin@a " 1 0?

Cr2or or r2sinf 00 00 72 sin? 6 Op?
Laplaceov diferencijalni operator u sfernim koordinatama, p volumna raspodjela naboja i €
dielektricna konstanta vakuuma. Kako se sfera nalazi v mediju bez naboja, slijedi da je

p = 0. Nadalje, kako je naboj simetricno rasporeden, potencijal ovisi iskljucivo o udaljenosti

od povrsine sfere pa Laplaceov diferencijalni operator postaje

1d d
A==—(r"—).
r2dr <r dr)

Stoga se Poissonova jednadzba svodi na oblik

[%dii <r2%)} B(r) = 0.

Primjenom Laplaceovog operatora na funkciju @ slijedi
/! 2 /
d"(r)+ -P'(r) =0.
r

MnoZenjem prethodne jednakosti sa r* dobivamo Eulerovu diferencijalnu jednadzbu 2. reda

koja glasi
r’®"(r) 4+ 2r@ (r) = 0.
S obzirom da je r > 0, rijesimo jednadzbu
r2@"(r) + 2r&'(r) = 0.
Kako je as =1,a1 = 2,a9 =0, iz (4.13) slijedi jednadzba
P'(t) +P'(t) = 0.

Odredimo nultocke karakteristicnog polinoma.

¥4 k=0
A(A+1) =0,
A =0,

Ay = —1.
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Primjenom Teorema 3.3, fundamentalni sustav rjeSenja jednadzbe cine

Stoga je

D(t) = C1D,(t) + CoPy(t) = Oy + Che™, C1,Cy €R.
Nakon sto vratimo pocetnu supstituciju, rjesenje je oblika

B(r) = Ci(r) + Coo(r) =Gy + Gy, G, Gy €R

Preostaje odrediti konstante Cy i Cy. S obzirom da je potencijal u beskonacnosti jednak nuli
sligedi
1
@(OO) = lim (Cl -+ CQ—> = Cl = (],
r—00 T
Kako je pouvrsina sfere potencijala Vi, to povlaci da je
1
Dakle, Cy =0 i Cy = V5R, pa je konacno rjesenje dano sa
1
&(r) = VsR-.
r

Primjer 10. Promotrimo problem odredivanja radijalnog pomaka w, radijalnog naprezanja
o, i kruznog naprezanja o, homogenog diska konstantnog poprecnog presjeka u obliku kruznog
vijenca. Na disk djelujemo kontinuiranim i radijalno jednoliko rasporedenim opterecenjem p
tako da je o.(a) = —p i 0,.(b) = 0, gdje su a i b = 2a polumjeri kruznog vijenca. Dodatno,
pretpostavimo da je kutna brzina diska jednaka nuli.

@

a
I b=2a
|
o

3P =
2 |
3

Slika 2: Popre¢ni presjek homogenog kruznog diska (slika preuzeta iz [7]).

Naprezangje je unutarnja sila raspodijeljena po jedinici povrsine nekoga cvrstog tijela koja
se javlja kao reakcija na djelovange vangskih sila.
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Za radijalno naprezanje o, i kruzno naprezanje o, vrijede zakoni ponasanja

B du+ U _FE u+ du
eI\ T )T I\ T )

gdje je E Youngeov modul elasticnosti materijala, a v Poissonov koeficijent koji ovisi o vrsti
materijala. Opcenito, jednadzba ravnoteze kruznog diska dana je sa

%[h(r}rar] — h(r)o, + h(r)p(r)w?r? =0,

pri cemu je h debljina diska, p gustoca materijala diska, a w kutna brzina diska oko uzduzne

ost diska. Kako je disk homogen, konstantnog poprecnog presjeka, te je kutna brzina w

jednaka nuli, dobivamo jednakost

d
—[roy] — 0, = 0.

dr

Uvrstavanjem zakona ponasSanja u prethodnu jednakosti slijedi

d FE du U E U du

ar {7”1_,,2 (5*”;)} - L_Vz (?*”%)} =0,
d du U U du
i (&) - [Geg)]=o

av o i T
Td?“2+d7" ST dr ’
2dzu+ du 0
— 4 r——u=
dr? dr ’

Sto je upravo homogena FEulerova diferencijalna jednadzba 2. reda. Stoga, rijesimo jednadzbu
r2u”(r) + ru'(r) — u(r) = 0.
Kako je as = 1,a; = 1,a9 = —1, iz (4.13) slijedi homogena jednadzba
u”’(t) —u(t) = 0.

Odredimo nultocke karakteristicnog polinoma.

F—-1=0
% =1,
By =1,
Ay = .

Primjenom Teorema 3.3, fundamentalni sustav rjesenja jednadzbe cine



Stoga je

u(t) = Cruy(t) + Coug(t) = Cre’ + Coe™, C1,Cy €R.
Nakon sto vratimo pocetnu supstituciju, rjesenje je oblika

Bi(r) = O Chrsle) = Oyt 02%, Ci,Cs € R.

U zakone ponaSanja uvrstimo opcée rjesenje pomaka u pa dobivamo

T <Cl(1 +v) =Gyl - V)‘ﬁ> A <Cl(1 +v)+ Co(1 - Z/)T—2) :
Iskoristimo li uvjete o.(a) = —p i 0.(b) = 0 dobivamo konstante
_ 2 272
g = 0—vps o {Ltdpas
2 — a®)E 02 — a®)E

Stoga su radijalni pomak, radijalno naprezanje i kruzno naprezanje diska dani sa

iyl = (1- V)pa?T (1+ V)pa2b21
(b? —a®)E (b2 —a?)E 1’

pa? b?
R 1_5 ’

_ pa® (¥
U“D_bQ—aQ +T2 :

Primjer 11. Promotrimo problem odredivanja kriticne sile Py, © duZine izvijanja l, prilikom
2

izvijanja konzole promjenjivog momenta tromosti I, = Iyz?a™2 opterecene silom P kao na

slict ispod.

Slika 3: Konzola promjenjivog popre¢nog presjeka (slika preuzeta iz [7]).

Kriticna sila je granicna vrijednost tlacne sile kod koje dolazi do gubitka stabilnosti rav-
noteZe ravnog Stapa. Odredivanje vrijednosti kriticne sile ovisit ¢e o vrsti Stapa, a za konzolu
vrijeds

’E1
PkT = d 2 0;

Ly
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pri cemu je B Youngeov modul elasticnosti materijala konzole, a l, duZina izvijanja Stapa.
Prilikom promatranja izvijanja, zamisljenu krivulju koja uzduzno prolazi kroz stap i prati de-
formaciju Stapa uzrokovanu tlacnom silom nazivat écemo elasticna krivulja. U slucaju konzole,

diferencijalna jednadzba elasticne krivulje dana je sa

d>w

gdje je w progib konzole. Jedan kraj konzole je ucvrséen, a drugi slobodan pa su pocetni uvjeti

w(a) =01 d—w(a +1) = 0. Uzimajuéi u obzir izraz za I, diferencijalna jednadzba glasi
@

P
Kako je ag = 1,01 = 0,a = % iz (4.13) slijedi
0

w"(t) — w'(t) + ];—C;zw(t) =il

Odredimo nultocke karakteristicnog polinoma.

Radi lakseg zapisa rjesenja, koristimo notaciju

Pa® 1
B = yf == — =
Iy 4

Primjenom Teorema 3.3, fundamentalni sustav rjesenja jednadzbe cine

wy () = e cos(Bt) = Vet cos(Bt),
wy(t) = e sin(Bt) = Vet sin(Bt).

Stoga je
w(t) = Chw; (t) + Cows(t) = C1Vet cos(Bt) + CyVetsin(Bt), Cy,Cs € R.
Nakon sto vratimo pocetnu supstituciju, rjesenje je oblika
w(z) = Crwy (x) + Cowsy(z) = C1y/Tcos(BInx) + Cyy/xsin(Blnzx), C;,Cy € R.

Moze se pokazati da prethodno rjesenje ima ekvivalentni zapis oblika

w(z) = C’l\/gcos (Bln g) + C’Q\/gsin <Bln g) , 1,0y € R,
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koji éemo iskoristiti kako bismo odredili kriticnu silu. Iz uvjeta w(a) = 0 dobivamo

w(a) = C’l\/gcos (B In %) -+ 02\/gsin (B In g) = [

pa je C1 = 0. Deriviramo li rjeSenje i uvrstimo C7 slijedi

! (G (sin (BIn (Z)) +2Bcos (BIn (g)))] .

a

) =
2a

Be

Sada iskoristimo pocetni uvjet w'(a + 1) =0 pa dolazimo do jednadzbe
[
te (B In <i>> Cy +2BC, = 0.
a

Kako ne Zelimo trivijalno rjesenje w = 0, smatramo da je Cy # 0 pa je

tg (Bln (G—H>> +2B=0.
a

Ukoliko poznajemo vrijednosti | i a, numerickim metodama moZemo odrediti minimalni B

Sto éemo oznaciti sa By,.. Tada je

EIO 2 1 EIO P;Wa2 1 1
Bl a — ) =" ——+2) =P,
a2<’”+ > (E[O 171 £

4 a?

¢ime smo odredili kriticnu silu. Iz prethodne jednakosti direktno slijeds

FEl, 1 m2EI,
(B2 L2 =
(1,2 ( kr T 4) lg 9

stoga je duZina izvijanja konzole dana sa

1 =]
lb = 7T26L2 (B/%T + Z) .
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