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1 Uvod

U ovom radu bavit ¢emo se regularno variraju¢im funkcijama i njihovim primjenama u vjero-
jatnosti. U prvom poglavlju objasnit ¢emo pojam mjere i izmjerivih skupova pozitivne mjere.
Definirat ¢emo aditivne, izmjerive i multiplikativne funkcije te navesti neka njihova svojstva.
U drugom poglavlju definirat ¢emo sporo varirajue funkcije i navesti nekoliko primjera tak-
vih funkcija. Zatim ¢emo iskazati i dokazati najvaZnije teoreme vezane uz svojstva sporo va-
rirajucih funkcija. Na kraju ¢emo definirati regularno varirajuce funkcije i navesti nekoliko
funkcija koje to jesu, odnosno nisu. U tre¢em poglavlju bavit éemo se svojstvima regularno
varirajucih funkcija. Za pocetak ¢emo navesti teoreme o reprezentaciji i uniformnoj konver-
genciji. Zatim ¢emo definirati asimptotski ekvivalentne funkcije i pokazati da je regularno va-
rirajuca funkcija s indeksom p # 0 uvijek asimptotski ekvivalentna monotonoj funkciji. Defi-
nirat éemo regularno varirajuce nizove i vidjeti kakva je njihova veza s regularno variraju¢im
funkcijama. Iskazat ¢emo nekoliko tvrdnji pomoc¢u kojih dolazimo do jednog od najvaznijih
teorema u ovome radu - Karamatinog teorema. Na kraju ¢emo navesti neke klasicne teoreme
u kojima svojstvo regularne varijacije ima vaznu ulogu, a medu kojima je i Karamatin Taube-
rovski teorem. U zadnjem poglavlju bavit ¢emo se primjenama regularno varirajucih funkcija
u vjerojatnosti. Prvo ¢emo dokazati kakva svojstva ima transformirana funkcija distribucije
na intervalu [0, 00] primjenom Karamatinog Tauberovskog teorema. Zatim ¢emo promatrati
slabu konvergenciju normalizirane i centralizirane sume S,, te normaliziranog i centralizira-
nog maksimuma M,, nezavisnih i jednako distribuiranih sluc¢ajnih varijabli. Definirat éemo
domenu i maksimalnu domenu atrakcije slu¢ajne varijable, odnosno funkcije distribucije te
iskazati Fisher - Tippettov teorem. Vidjet cemo kako moZemo opisati maksimalnu domenu
atrakcije Fréchetove distribucije koristeci regularno varirajuce funkcije te navesti nekoliko dis-
tribucija koje se nalaze u toj domeni.



2 Osnovni pojmovi
U ovome poglavlju objasnit éemo osnovne pojmove vezane uz izmjerive skupove i izmjerive
funkcije. Iskazat i dokazat ¢emo nekoliko tvrdnji koje ¢e nam biti korisne u nastavku rada.

Za pocetak pogledajmo $to je to mjera i koji su to izmjerivi skupovi pozitivne mjere te neka
njihova svojstva.
Neka je X # & proizvoljan skup i M o - algebra podskupova od X. Pod mjerom u na (X, M)

podrazumjevamo preslikavanje p : M — [0,00) za koje vrijedi :

° u(@) =0
J ,u( U A,-) = ) u(A;), gdje su A; € M disjunktni skupovi.
ieN ieN
Sa (X, M) oznacavamo izmjeriv prostor, a sa (X, M, u) prostor mjere. Skupove A € M nazivamo

izmjerivim skupovima, a kazemo da su pozitivne mjere ako je p(A) > 0.

Teorem 2.1. Neka su A c R i B c R izmjerivi skupovi pozitivne mjere s obzirom na Borelovu o—
algebru. Tada skup D :={a—b: a€ A, b€ B} sadrzi otvoreni interval.

Dokaz ovoga teorema mozete pronaciu [, str. 3, Teorem 1.1.2].

Korolar 2.1. Ako skup S c R sadrzi podskup pozitivne mjere, onda skup S+ S:={s+s':s,s' € S}
sadrzi otvoreni interval.

Dokaz. Neka je skup A spomenuti poskup skupa S, a B := {—a : a € A}. Tvrdnja odmah slijedi
primjenom Teorema 2.1.
O

Korolar 2.2. Ako je S aditivna podgrupa odR i S sadrzi skup pozitivne mjere, onda je S = R.
Ako je T multiplikativna podgrupa od (0,00) i T sadrzi skup pozitivne mjere, onda je T = (0,00).
Za dokaz korolara pogledati [2, str. 4, Korolar 1.1.4].

Prijedimo na definiciju aditivne funkcije.

Definicija 2.1. Za funkciju k kaZemo da je aditivna ako za svaki x, y € R vrijedi:
k(x+y) =k(x) + k(y).
Sada ¢emo navesti nekoliko svojstava takvih funkcija na skupu pozitivne mjere.

Lema 2.1. Ako je k aditivna i ogranicena odozgo na skupu A pozitivne mjere, onda je k ograni-
cena na nekoj okolini ishodista.

Dokaz. Pretpostavimo da je k(x) < M < oo, za x € A. Prema Korolaru 2.1, A + A sadrzi neki
interval (y — 8, y + &), pri cemu je § > 0. Ukoliko je |t| < §, imamo ¢+ y = a+ a’, pri Cemu su
a,a’ € A, pavrijedidaje k(1) = k(a) + k(a') — k(y) < 2M — k(y). Prema tome, k je omedena
odozgo na intervalu (-9, 8). Kako je k(t) = —k(—1), k je omedena i odozdo na intervalu (-6, 6),
kao $to smo i trebali pokazati.

U



Teorem 2.2. Ako je k aditivna funkcija, ogranicena odozgo ili odozdo na skupu A pozitivne
mjere, onda se k(x) moze prikazati u obliku cx, za neku konstantu c.

Dokaz. Kako je k aditivna funkcija, vrijede sljedece jednakosti :
k(nx) = nk(x), k(Z) =22 m,n=1,2,..te k(rx) = rk(x),r € Q.

Prema Lemi 2.1 postoje M, 6 >0 takvida je |k(x)| = M, za | x| < §. Zbog aditivnosti je | k(x)| < A—}f,
za |6 <2in= 1,2

Za bilo koji realni xi n =1,2,... moZemo naci racionalan r takavda je |r — x| < %. Kako je k(r) =
rk(1), zaracionalan rin=1,2,... vrijedi :

1k(x) = xk(D)] = [k(x=1) + (r — x)k(1)| < M

Ako pustimo n — oo, onda je k(x) = xk(1), Sto smo i htjeli dokazati.
O

Prethodni teorem se Cesto koristi u slabijem obliku, no da bi ga iskazali prvo definirajmo kada
je funkcija izmjeriva.

Definicija 2.2. Neka su (X,ZX) i (Y, T) izmjerivi prostori. Kazemo da je funkcija f : X — Y iz-
mjeriva ako vrijedi da je f"1(E) € X, zasvaki E€ T.

Teorem 2.3. Ako je k aditivna i izmjeriva funkcija, onda je k(x) = cx za neku konstantu c.

Za dokaz vidi [2, str. 5, Teorem 1.1.7].

Promotrimo sada aditivne funkcije koje nisu oblika cx. Ako skup realnih brojeva R proma-
tramo kao vektorski prostor nad poljem racionalnih brojeva @, svaki realni x moZemo jedins-
tveno zapisati kao kona¢nu linearnu kombinaciju :

n
x:Zribi, n:O,l,...,riEQ\{O},biEBcR.
i=1

Za proizvoljni by € B, moZemo definirati funkciju k nad skupom B sa k(by) := by, k(b) :=0,b €
B, b # by. Ukoliko funkciju k prosirimo na R sa

n n
k(x):=) rik(b;) akoje x=)_ rib;,
i=1 i=1

k je aditivna, ali nije oblika k(x) = cx, za proizvoljnu konstantu c.

Definicija 2.3. KaZemo da je funkcija g : (0,00) — (0,00) multiplikativna ako je

g Mg =gAw), VYA u>0.

Ako uzmemo funkciju k(x) =logg(e*), onda je funkcija k aditivna ako je funkcija g multiplika-
tivna, pa Teorem 2.3 moZemo zapisati na sljedec¢i nacin.

Teorem 2.4. Ako je g multiplikativna i izmjeriva funkcija, onda je g(A) = A¢, za A > 0 i neku
realnu konstantu c.



Pogledajmo $to su to skupovi prve i druge kategorije te skupovi koji imaju Baireovo svojstvo.
Za podskup skupa realnih brojeva R kaZemo da je prve kategorije u R, ako se moZe prikazati
kao prebrojiva unija nigdje gustih skupova. U suprotnom, kaZemo da je skup druge kategorije
u R. Za skup A kazemo da ima Baireovo svojstvo ako postoji otvoreni skup G takav da je sime-
tri¢na razlika A A G skup prve kategorije, a za funkciju f kaZemo da ima Baireovo svojstvo ako
za svaki otvoreni skup G, njegova praslika f~1(G) ima Baireovo svojstvo.

Napomena 2.1. Sve tvrdnje koje smo naveli za izmjerive skupove pozitivne mjere, odnosno za
izmjerive funkcije vrijede i za skupove druge kategorije, odnosno funkcije koje imaju Baireovo
svojstvo. Mi cemo se u ovome radu ograniciti samo na izmjerivost, a za vise informacija mozete
pogledati [2, str. 2 - 6].



3 Definicija i primjeri regularno variraju¢ih funkcija
U ovom ¢emo poglavlju vidjeti §to je to sporo, odnosno regularno varirajuc¢a funkcija te koja su

svojstva sporo varirajucih funkcija.

3.1 Sporo varirajuée funkcije

Definicija 3.1. Neka je | pozitivna izmjeriva funkcija koja je definirana na intervalu (0,00) te
zadovoljava

I(Ax)

im 1, VA>0.
X—00 l(x)

Tada kazemo da je | sporo varirajuca funkcija.
Primjer 3.1. Pogledajmo sada nekoliko primjera sporo varirajucih funkcija.
1. Trivijalni primjer sporo varirajuce funkcije je funkcija l(x) = ¢,c > 0.
2. Najjednostavniji netrivijalni primjer ovih funkcija je 1, (x) = log x. Funkcije kao $to su

Ir(x) =log(logx), Is5=1log(loglogx)), .., I[r=Iloglog...logx (1)
~—————
k- puta

takoder su sporo varirajuce.
3. Svaka funkcija f takva da jelim,_., f(x) konacan i pozitivan je sporo varirajuca.
4. Sporo varirajuéa funkcija je i funkcija

logx }
log(logx) )"

[(x) =exp {
5. Funkcije koje moZemo zapisati na sljedeci nacin

1) =exp {2 [F 0}, 0<ar<1¥iell,2,..k,

gdjejeli(x) =logx,al;,i = 2,...,k sudefinirane kao u (1), su sporo varirajuce. Primjeri
takvih funkcija su

il = exp{(logx)%} i gx)= exp{(logx)% (log(logx))%}.

Teorem 3.1. (Teorem o uniformnoj konvergenciji) Ako je | sporo varirajuca funkcija, kada
X — oo, onda % konvergira uniformno prema jedinici na svakom kompaktnom skupu iz in-
tervala (0,00) koji sadrzi A.

Dokaz. Neka je h(x) :=logl(e*). Pretpostavljamo da za svaki u € R vrijedi

J}Lrgoh(x+ u-hx)=0 (2)



i trebamo pokazati uniformnu konvergenciju na kompaktnim u - skupovima iz R. Dovoljno
je pokazati uniformnu konvergenciju na proizvoljnom segmentu [0, a]. Izaberimo proizvoljni
€€(0,a). Za x > 0 definirajmo sljedeée skupove :

I :=[x,x+2al

1
B = {te L: |h(D) - h(x)| = 58}
By i {t(—: 0,2a] : |h(x+1) — h(x)| = 55}.

Ovako definirani skupovi Ey, E,* su izmjerivi, kao i funcija [ te vrijedi |E;| = |E*| (| - | pred-
stavlja Lebesqueovu mjeru). Prema (2), indikator funcija skupa Ex* konvergira po tockama u 0
kada x — oo. Njezin integral, | Ex*|, takoder konvergira u 0. Prema tome, za x = xo je | Ex| < %8.
Uzmimo sada proizvoljni c € [0, al. Skup Ix;.NIx =[x+ ¢, x +2a] ima duljinu 2a — ¢ = a, dok za
X = xp vrijedi

|Ex U Exycl <|Ex|+|Extcl = |Ex*| i+ |Ex+c*| <g<a.

Prema tome, za c € [0, al, x = xg, skup I+ I:\E; U E,. je skup pozitivne mjere, pa je nepra-
zan. Sada, neka je ¢ proizvoljna tocka tog skupa. Tada vrijedi

(8 - B(x)] < %g

1
|h(t)—h(x+0)| < 58'

Dakle, za svaki c € [0, al, x = xp vrijedi da je
|h(x+c)— h(x)| <€,

pa smo dokazali uniformnu konvergenciju na proizvoljnom segmentu [0, a]. Prema tome, uni-
formna konvergencija vrijedi na svakom segmentu, a time i na svakom kompaktnom skupu.

O
Prethodni dokaz proveden je uz kvantitativni pristup. Dokaz ovog teorema s kvalitativnim
pristupom te jo$ nekoliko zanimljivih dokaza moZete pogledati u [2, str. 7 - 10, Teorem 1.1.7].

Prije nego iskazemo Teorem o reprezentaciji, navest cemo vazno svojstvo sporo varirajucih
funkcija koje ¢e nam omoguciti dokaz teorema.

Lema 3.1. Ako je | pozitivna, izmjeriva, definirana na nekom intervalu [a,oo) te zadovoljava

I(Ax) _

xl—>néolo [(x)

1, VA>0,

onda je | ogranicena na svim konacnim intervalima oblika [x,x + nl(n = 1,2,...). Ako je h(x) :=
logl(e*), onda je h takoder ogranicena na svim konacnim intervalima oblika [x, x + nl(n =
1,2,..).

Dokaz. Prema Teoremu o uniformnoj konvergenciji mozemo pronaci dovoljno velik x* takav
daje
lh(x+u) —hx)| <1, zax=x*,ucl0,1],



iz Cega slijedi da je |h(x)| < 1+|h(x™)| na segmentu [x*, x* +1]. Indukcijom slijedi i da je |h(x)| <
n+|h(x*)| na segmentu [x*,x* + n],n = 1,2,..., pa je tvrdnja dokazana za funkciju h. Prema
tome, tvrdnja vrijedi i za funkciju /(x) = exp h(log x).

O
Teorem 3.2. (Teorem o reprezentaciji) Funkcija l je sporo varirajuca ako i samo ako se moze
zapisati u obliku
*e(u)
I(x) = c(x)exp —duy, x=a, (3)
a u

za neki a > 0, gdje su c i € izmjerive funkcije i c(x) — c € (0,00), €(x) — 0 kada x — oo.

Prije nego $to krenemo na dokaz teorema, pogledajmo drugaciji zapis izraza (3) :

b= exp{cl(x) +f i:;)du},

pri Cemu su c; i €(x) ograniCene i izmjerive, ¢;(x) — d € R, a e(x) — 0 kada x — oo.

Dokaz. Pretpostavljamo da vrijedi (3). Tada je

IAx) c(Ax) {f"x e(u) }
= exp —du;.
I(x) c(x) x u

Izaberimo proizvoljni segment [a, b] takavdaje 0 < a < b < oo te proizvoljni € > 0. Tada za
svaki x veci ili jednak nekom xy i za svaki A € [a, b] vrijedi

Ax
(1-¢) exp{—emax(|logal, |logb|)} < CC(?XJ;) exp{f %j)du} < (1+¢) exp{e max(|logal, |logb|)},

iz Cega slijedi da je funkcija [ sporo varirajuca.
Kako bi dokazali ovaj smjer ozna¢imo h(x) := logl(e*). Trebamo pokazati da ako h zado-
voljava (2), onda se moze zapisati na sljedeci nacin :

h(x):d(x)+f e(v)dv, x=b, (4)
b

gdje je b=loga, d(x) = c1(e¥), e(x) = e(e”), pri cemu d(x) — d e Ri e(x) — 0 kada x — oo.
Prema Lemi 3.1 h je integrabilna na svim kona¢nim intervalima oblika [x,x+ n]zan=1,2,...,
pajeiograniCena i izmjeriva. Za dovoljno veliki x* imamo

x*+1

x+1 X
h(x):f (h(x)—h(t))dt+f (h(t+1)—h(t))dt+f hde, x=x*.

*

Zadnji integral u sumi je konstanta, oznacimo ju sa c. Pogledajmo sada drugi integral. Ukoliko
oznacimo e(x) := h(x+1) — h(x), prema (2) e(x) — 0 kada x — oco. Ostaje nam samo

fxm (h(x) = h(t))dt — fol (h(x) ~h(x+ u))du,

koji konvergira prema nuli kada x — oo prema Teoremu o uniformnoj konvergenciji. Ako oz-
nacimo .
d(x) = c+f (h0) = hix+ w)du,
0

slijedi (4), pa je teorem dokazan.



Primjer 3.2. Pogledajmo sada kako funkcije iz Primjera 3.1 moZemo zapisati pomocu Teorema
0 reprezentaciji.

1. Ukoliko u (3) uvrstimo c(x) = c € (0,00) i €(u) = 0 dobivamo upravo l(x) = c,c > 0.

2. Nekajel(x) =logxinekasul;,i=2,..,k definirane kao u (1). MoZemo ih zapisati na
sljedeci nacin :

L | S |
zl(x)—exp{fe ulogud”}‘e"p{fe ull(u)du}
x 1 * 1
_ dup = whehn
Ir(x) exp{fee . T u} eXp{fee uly(w)lo (u) u}

I (x) = {f ! . }
SEZEPY Joee uli b w "

= 1
= je j jeSenje j zbe loglog...1 =0.
Ik (x) exp{fcZ ull(u)lg(u)---lk(u)du}’ gdje je a rjesenje jednadZbe loglog...loga

k+1- puta

logx
log(log x)

* log(logu) —1 }
= ————duy,.
[(x) exp{f1 ulloglog )12 u

3. Funkciju l(x) = exp{ } zapisimo na sljedeci nacin :

Sada je ocito da i ona zadovoljava Teorem o reprezentaciji.
4. Preostale su nam jos funkcije f i g pa pogledajmo kako one izgledaju:

fx) =exp{(logx)%} :exp{flxﬁdu}
u(logu

1 4 * 1 !
() = logx)? (log(logx))2} = {f 7ﬁ( log(l ”7)‘1 }
g(x exp{( 0gx)?(log(logx)) } epy | - Toon og(logu T u

3.2 Regularno varirajuce funkcije

Pretpostavimo sada da je f pozitivna funkcija koja je definirana na intervalu (0, c0) te neka je S
skup svih A > 0 takvih da je
. f(Ax)
lim ——
X—00 f (x)

Teorem 3.3. (Teorem o karakterizaciji) Ako je f > 0 izmjeriva funkcija i vrijedi (5), za svaki A iz
skupa pozitivne mjere, onda

= g() €(0,00). ()

(i) (5) vrijedi za svaki A > 0;
(ii) postoji realan broj p takav da je g(A) = AP,V > 0;

(iii) f(x) = xP1(x), gdje je |l sporo varirajucéa funkcija.



Dokaz. Uzmimo A, u € S. Tada je prema (5)

fQAux) . f(Aux) f(ux)
= ' =9 ,
T e ) foy  SWEW

paje Au € Sivrijedi g(Au) = g(1)g(w). 1z (5) takoder vidimo da ako je A € S, onda je i % €S, teje
g(5)= ﬁ Prema tome, S je multiplikativna podgrupa od (0, 00).
Kao i u prethodnim dokazima oznacimo h(x) :=log f(e*), k(u) :=logg(e"), T :={log1: A € S}.

Tadajeu

)}ilgoh(x+ u-hx)=k(weR, VYueTcR, (6)

T aditivna podgrupa od Ri vrijedi k(u+ v) = k() + k(v),u,ve T.
Prema pretpostavci teorema, skup 7 je i skup pozitivne mjere, pa je prema Korolaru 2.2 T = R.
Time je (i) dokazan.

Pogledamo li (5), vidimo da je g limes kvocijenta funkcija koje su izmjerive, pa je g izmjeriva.

Sli¢no, iz (6) slijedi da je k izmjeriva. Kako je T = Rivrijedi k(u+ v) = k(w) + k(v),u,ve T, k

je aditivna, odnosno g je multiplikativna funkcija. Tada prema Teoremu 2.4 postoji neki p € R
takav da je k(u) = pu, odnosno g(1) = A, ¢ime je i (ii) dokazan.

f(x)

Ako oznacimo [(x) := 557,

onda je

I(Ax)

x1—>I£10 [(x)

1, VA>0

pa je teorem dokazan.

|
Ako su uvjeti Teorema o karakterizaciji zadovoljeni, vrijedi da je
A
im 229 _2r, vaso. @)
X—00 f (x)

Definicija 3.2. Za pozitivnu funkciju f koja je izmjeriva te zadovoljava (7) kazemo da je re-
gularno varirajuc¢a uoo s indeksom p € R i pisemo f € R,,. Broj p nazivamo indeks regularne
varijacije.

Primjetimo, ako je p = 0, onda je funkcija f sporo varirajuca funkcija.

Primjer 3.3. Pogledajmo sada nekoliko primjera.

1. Najjednostavniji primjer regularno varirajuce funkcije s indeksom p je funkcija fo(x) =
xP.

2. Uocimo da iako je f1(x) = [logx] sporo varirajuéa funkcija, gy(x) = exp{llog x|} nije regu-
larno varirajuca funkcija, gdje [-]1 oznacava cijeli dio broja.

3. Funkcije g1(x) = e* i g»(x) = sin(x + 2) nisu regularno varirajuce funkcije.

4. U vjerojatnosti su nam jako korisne funkcije distribucija. Za funkciju distribucije F(x)
kazemo da je regularno varirajuca s indeksom a ukoliko je njezina repna distribucija
1 — F(x) regularno varirajuca s indeksom —a. Pogledajmo koje funkcije distribucija re-
gularno variraju.



(i) Prvo éemo prouciti Frechetovu funkciju distribucije ®,(x) = exp{—x~%}, x = 0.
Za repnu distribuciju 1 — @y (x) vrijedi da je

-

_ n=—t _ _
1-®y(rx) .. 1—ett0™ . i 1—e* "u i s |
m —-——=11m ————-= — O = m-——=I1m-———-—-.
t—oo 1—Dy(f) t—o0 1—e-07" u—0 1-—et u—0 et—1
u—~0

Koristec¢i L'Hopitalovo pravilo dobivamo

d -a —a,
L eF Bo1 | e =) | g upw
im — . = lim 3 —hm—u—x
=0 - S0 4 (pu_ =0
U g sl let-1) = e

Dakle,
m-——=X
t—oo 1 —®y(1)

pa je prema Definiciji 3.2 Frechetova repna distribucija regularno varirajuca s in-
deksom —a.

-
)

arctan(x)

(i) Cauchyjeva funkcija distribucije dana je izrazom F(x) = =—

L'Hopitalovog pravila dobivamo da je

+ 1. Primjenom

1-F(tx) .. Z-arctan(tx)  %(Z-arctan(tx)) | xP+x
im ———— = = lim =lim ———=x",
t—co 1—F(t) t—co 7 —arctan(f) i—oo % z_ arctan(f)) 1= X2r*+1

pa je prema Definiciji 3.2 Cauchyjeva repna distribucija regularno varirajuca s in-
deksom —1.

(iii) Repna distribucija standardne normalne slucajne varijable nije regularno varira-
juca.
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4 Svojstvaregularno variraju¢ih funkcija

U ovom ¢emo poglavlju iskazati i dokazati najvaznija svojstva regularno varirajucih funkcija
medu kojima se isticu Karamatin i Karamatin Tauberovski teorem.

Pogledajmo kako teoremi koje smo iskazali za sporo varirajue funkcije izgledaju u slucaju re-
gularno varirajucih funkcija.

Teorem 4.1. (Teorem o reprezentaciji regularno varirajucih funkcija) Funkcija f je regularno
varirajucéa s indeksom p ako i samo ako se moze zapisati u obliku

f(x):x”l(x):x”c(x)exp{f iljt)alu}, xEa, (8)

za neki a >0, gdje c(x) — c € (0,00) i e(x) — 0 kada x — oo.

Sljedeca jednadZba nam daje malo drugaciju reprezentaciju regularno varirajuéih funkcija
koja ¢e nam biti korisna u dokazivanju kasnijih tvrdnji :

1
p+o( )d
u

fxX)=(c+ 0(1))exp{f u}, 0<c<oo, 9
1

pri ¢emu sa o(1) oznacavamo neku funkciju g za koju vrijedi da |g(x)| — 0 kada x — oco.

Uz oznaku d :=logc, reprezentacija funkcije h(x) :=log f(e”) je sljedeca:
X
h(x):d+o(1)+f (p+o(1)dy, deR. (10)
0

Iz (10) slijedi jednostavno, ali vrlo vazno svojstvo regularno varirajucih funkcija.
Propozicija 4.1. Ako je f regularno varirajuca funkcija s indeksom p # 0, onda kada x — oo

oo, akojep>0
fm*{o, akojep <0 °

Kod sporo varirajucih funkcija, imali smo uniformnostza A € [a, b],0 < a < b < co. Kod regu-
larno varirajucih funkcija s indeksom p > 0 moZemo uzeti da je a = 0, dok za p < 0 moZemo
uzeti b = oco. U nekim slu¢ajevima morat ¢emo funkciju f(x) modificirati na intervalu (0, X),

no to nas ne ogranicava s obzirom da na svojstvo regularne varijacije utjeCe samo ponasanje
funkcije kada x — oo.

Teorem 4.2. (Teorem o uniformnoj konvergenciji regularno varirajucih funkcija) Ako je f regu-
larno varirajuca s indeksom p, onda

% — AP kada x — oo uniformno
na svakom intervalu [a,b],0<a<b<oo, akojep=0
na svakom intervalu (0, b],0 < b < oo, akojep>0,
na svakom intervalu [a,0),0 < a < oo, akojep<0

koji sadrzi A.
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U slucaju kada je p > 0 pretpostavljamo da je funkcija f ograni¢ena na svakom intervalu (0, X).

Dokaz. Slu¢aj p = 0 smo ve¢ dokazali u Teoremu o uniformnoj konvergenciji. Dokazat éemo
samo slucaj p > 0 jer se slucaj p < 0 dokazuje sli¢no. S obzirom na Teorem o uniformnoj ko-
nvergenciji moZemo se ograniciti na A € 1)

Neka je £ € (0,1) i definirajmo A := (3 )P Tada je
1 ) ay A
0</1”<§g i 0<4A? 558, 0<A<A. (11)
Mozemo pronaci x; takav da funkcije iz (8) za x = x; zadovoljavaju

1
Ecsc(x) <2c i ex)=<1. (12)

Za0 < A< Aix= 2 (12)jezadovoljenoiza x i za Ax, te vrijedi ];’lx) < 4AP*1 Tadaiz (11)

= 2
slijedi

A
It X)—A” <g, 0<}LSA,x2ﬂ. (13)
fx) A

Definirajmo M := sup. <, f(#) < co. Tada mozemo pronaci x, takav da je m < 8 za sve
X = x2. Sada opet iz (11) slijedi

A

A x)_/v, <g, O<AsA,x25xsﬂ. (14)
fx) A

Za sporo varirajucu funkciju /(x) := prema Teoremu o uniformnoj konvergenciji moZemo
pronaci x3 takav da je

‘ [(Ax)
I(x)

Prematome,za A <A1 <1, x = x3 vrijedi

—1‘ <g AsA<1, x=xs.

FAD ol _ lmx)_l‘ _,
fx) I(x)
Kombinirajuc¢i prethodnu nejednakost sa (13) i (14) dobivamo
fis —-AP| =2¢, 0<A<1, x=max(xy,x3),
fx)

pa je uniformna konvergencija dokazana.

Opcenito regularno varirajuce funkcije ne moraju biti monotone, ali u nastavku ¢emo poka-
zati da je svaka regularno varirajuca funkcija s indeksom p # 0 asimptotski ekvivalentna nekoj
monotonoj funkciji. Pogledajmo prvo kada su dvije funkcije asimptotski ekvivalentne.

Definicija 4.1. KaZemo da su funkcije f i g asimptotski ekvivalente ako vrijedi

lim f(x)

X—00 g(x)

=1

i pisemo f(x) ~ g(x) kada x — oo.
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Teorem 4.3. Neka je f regularno varirajuca funkcija s indeksom p i izaberimo a = 0 takav da je
f lokalno ogranicena na intervalu [a,oco).
Ako jep >0, onda

(@) f(x):=sup{f(t):as t<x}~ f(x) kada x — oo

(i) f(x0):=inf{f () : 2 x} ~ f(x) kada x — co.
Ako je p <0, onda

(i) supif(t):t=x}~ f(x) kada x — oo

(i) inf{f():a<t<x}~ f(x) kada x — oo.

Dokaz. Dokazat ¢emo samo slucaj p > 0, slucaj p < 0 dokazuje se sli¢no. Prvo napravimo od-
govarajucu modifikaciju funkcije f na konacan interval (to nam ne utjece niti na svojstvo re-
gularne varijacije niti na tvrdnju teorema). Tada iz Teorema 4.2 slijedi uniformnost na inter-
valu (0, 1], iz cega slijedi da je

A
sup LI sup AP kada x — oo.
re,1 f(X) A€(0,1]

Dakle, funkcija f(x) je asimptotaki ekvivalentna funkciji f(x) kada x — oo, pa je tvrdnja (i) do-
kazana. Tvrdnja (ii) dokazuje se slicno.
O

Sljedeci rezultat (koji je zapravo ekvivalentan Teoremu 4.3) nam govori o globalnim granicama

za %, pri ¢emu je f regularno varirajuca funkcija.

Teorem 4.4. (Potterov teorem)

(i) Ako jel sporo varirajuca funkcija, onda za proizvoljne konstante a > 1 i > 0 postoji xy
takav da za svaki x, y = xo vrijedi

I 5 -5
o =em{(3)(2) )
I(x) Xl hx
(ii) Nadalje, ako je | ogranicena daleko od 0 i oo na svakom kompaktnom podskupu od [0,00),
onda za svaki § > 0 postoji a' > 1 takav da za svaki x, y > 0 vrijedi

] 5 -5
12 i 2]}
I(x) %) k%
(iii) Ako je f regularno varirajuca funkcija sa indeksom p, onda za proizvoljne konstante a >
1i6 > 0 postoji xy takav da za svaki x, y = xq vrijedi

fogsamsl2 L
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Dokaz.
Tvrdnja (i) slijedi direktno iz Teorema o reprezentaciji.

Kako bi dokazali tvrdnju (ii) izaberimo proizvoljne a > 116 > 0 te neka je x, takav da tvrdnja (i)
vrijedi. Zbog lokalne ogranicenosti postoji a* = 1 takav da je

1(y) p
—=<a, V0=x,vy<xo.
l(x)<a 0=x,y<x0

Tadaza 0 < x < xo < y vrijedi

5 19
1(y) _ 1(y) . 1(x0) = a(l) a* < aa*(l) ) (15)
I(x)  1xo) I(x) Xo

Sli¢no, za 0 < y < xp < x vrijedi

I _ ( y)‘5
—— =< = . 16
I(x) ad x -
Ako definiramo @’ := aa*, kombiniranjem nejednadzbi (15) i (16) slijedi tvrdnja (ii).
Tvrdnja (iii) slijedi direktno iz (i).
O

Sada pogledajmo vezu izmedu regularno varirajucih nizova i regularno varirajuéih funkcija.

Definicija 4.2. Niz (c,) pozitivnih realnih brojeva je regularno varirajuci s indeksom a € R ako
je
c
lim 2 =42 ¢>0.

n—oo cy,

Ako je (c,) regularno varirajuci s indeksom a, onda funkcija c(x) = ¢y pripada skupu R, .

4.1 Karamatin teorem

U nastavku ¢e nam asimptotsko ponasanje integrala regularno varirajucih funkcija biti od ve-
like vaznosti pa ¢éemo navesti nekoliko rezultata koji nam govore o tome.

Propozicija 4.2. Ako je | sporo varirajuéa funkcija, X dovoljno velik tako da je | lokalno ograni-
cena na intervalu [X,00) i @ > —1, onda je

X a+ll
f Yt SO pdi 5 0,
X a+1

Dokaz. 1zaberimo proizvoljni 6 € (0,a +1). Tada za a = 2 i izabrani § prema tvrdnji (i) Pottero-
vog teorema postoji x takav da je za svaki x, y = x

5 =B
1(x) X X

Definirajmo x’ := max{X, xo}. Uz supstituciju u = é dobivamo

* 2(p) 1 Meex) &
fx’ —x““l(x)dt_j(; —l(x) H[%,l](u)u du.
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Tada je

l(ux) & &
f i g 0 =

te je prema Potterovom teoremu

I(ux)
1(x)

Primjenom teorema o dominiranoj konvergenciji zaklju¢ujemo kako integral s desne strane
jednadZbe konvergira prema fol u“du= pa je konacno

I

X’

ll(u)u“ & Ty

a+1’

a+1()

X X
f t“l()dt ~————— kada x — oo.
x! a+1

Izraz na desnoj strani konvergira prema beskonacnosti, pa se nista neée promijeniti ukoliko x’
zamjenimo sa X.
O

Prethodni rezultat vrijedi i kada je @ = —1, u smislu da je tada

*1(0)
—_— 17
A, l(x)f = i

Propozicija 4.3. Neka je | sporo varirajuca funkcija i neka je X takav da je | lokalno integra-
bilna na intervalu [X,00). Tada je [y ”—Lf)d t sporo varirajuci i vrijedi (17).

Dokaz ove propozicije mozete pronaciu [2, str. 26. - 27., Propozicija 1.5.9a].

Propozicija 4.4. Ako jel sporo varirajucai [ l(—t”d t < oo, ondaje [° l(—t”d t sporo varirajuci i

vrijedi
f @d = oo.
x—»oo l(x)

Pogledajmo sada slucaj kada je @ < —1.
Propozicija 4.5. Ako je | sporo varirajuéaia < —1, onda [ t*1(t)dt konvergira i vrijedi

) xa+ll(x)
lim ——————=
x—oo [Frel(r)dt

Dokaz. Definirajmo p := 3 (a + 1) < 0. Tada je funkcija f(x) := x2 (@41 [(x) regularno varirajuéa s
indeksom p i vrijedi

[ lnde 1 _fm(f(ux)
1

OV +a+1_ fx)

Prema Teoremu o uniformnoj konvergenciji regularno varirajucih funkcija slijedi da je

lim (f(ux) - u”) =i}
X—00 f(x)

- u”)u”_ldu.

Kako je uP~! integrabilna na intervalu (1,00), integral s desne strane jednadzbe tezi u nulu
kada x — oo, pa je tvrdnja dokazana.
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Propoziciju 4.2 moZemo zapamtiti na sljedeci nacin : /(#) moZemo izvaditi iz integrala kao da
je 1(x), tj.
X X
f t“1(dt ~ l(x)f t*dt kada x — oo,
X X

a sli¢cno vrijedi i za Propoziciju 4.5.

Propozicije 4.2 - 4.5 moZemo saZeto zapisati u obliku sljedeceg teorema.

Teorem 4.5. (Karamatin teorem) Neka je f regularno varirajuca funkcija s indeksom p te neka
je lokalno ogranicena na intervalu [ X,00). Tada je

(i) za proizvoljnio = —(p+1)
o+1
im if—f(x) =0+p+1;
x—oo [C 19 f(D)dt
(i) za proizvoljnio < —(p+1) (izao =—(p+1) akoje [t~ PV f(Hdt<oo)

o+1
im O)i—f(x):—(a+p+1).
x—oo [0 f(1)dt

Prethodni teorem nam govori kako se sporo varirajuée funkcije ponasaju kada ih pomnoZimo
potencijama te integriramo. Zanimljivo je da se takvo pona3anje uocava samo kod regularno
varirajucih funkcija. U nastavku navodimo obrat Karamatinog teorema.

Teorem 4.6. (Karamatin teorem ; obrat) Neka je f pozitivna i lokalno integrabilna na intervalu
[X,00).

(i) Ako je za proizvoljnio > —(p +1)

x0'+1f(x)
im ————=0+p+1,
x—oo (19 f(H)dt
onda je [ regularno varirajuca s indeksom p.
(ii) Ako je za proizvoljnio < —(p+1)
o+1
X ) =—(c+p+1),

se0 [ 10 f(1)d1

ondaje f takoder regularno varirajuca s indeksom p.

Dokaz.
(i) Definirajmo g(x) := % iizaberimo proizvoljni y > X. Tada je za svaki x > y
X
X o(r = 7 fiide y
&)dt = log{fx#}, gdjeje C ::f t’ f(ndt.
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Obije strane jednadZbe su apsolutno neprekidne i imaju jednake derivacije, pa vrijedi
*gl(t
€0,

[g(1) —tO'— 1] dt}

fx)= x“"lg(x)f " f(Hdt=Cx " 1g(x) exp{
X y

=Cy " lg(x)exp { f
y

Kako je prema pretpostavci teorema lim,_., g(x) —o — 1 = p, tvrdnja da je f regularno
varirajuca s indeksom p slijedi iz (9).

(ii) Definirajmo sada g(x) := %. Tada je za svaki x > X
* gt v’ f(ndre
x t [t f(nde

pa sliénim postupkom kao u (i) dobivamo da je

f(x):{X_”_lf t"f(t)dt}g(x)exp{—f Mdt}.
X X

4

Kako je limy_.o, g(x) + 0 +1 = —p, slijedi da je f regularno varirajuca s indeksom p .

0
U nastavku ¢emo iskazati jo$ jedan zanimljiv rezultat vezan uz asimptotsko ponaSanje regu-
larno varirajuce funkcije.

Teorem 4.7. (Aljancic¢ - Karamatin teorem) Fiksirajmo o > 0. Za funkciju f koja je lokalno inte-
grabilna na intervalu [ X,00), sljedece tvrdnje su ekvivalentne :

(i) Funkcija [ je regularno varirajuca s indeksom p.
(ii) Nakon sto funkciju f modificiramo na intervalu (0, X) tako da fOX u’tlog f(wdu ko-
nvergira,
1 t"log{f(tx)}

140] P _
lim &) dt:f t?log(t )dt:_p
0

(iii) Nakon sto funkciju f modificiramo na intervalu (0, X) tako da fOX u’tlog f(wdu ko-
nvergira,
&
1 t%1og =5 1 4910a (P
lim ix)}dt:f Ld[:%.
Xx—o00 Jg t 0 t o

Dokaz. Prvo ¢emo dokazati da (ii) = (i). Imamo

X 0'1
logf(x)—ox“’f %ﬂy)dy:pa_l+ae(x), (18)
0

gdje e(x) — 0 kada x — oo i pod pretpostavkom da je £(-) lokalno integrabilna. Podijelimo li
(18) sa x i integriramo na intervalu (1, x) imamo da je

X X
t
x_”f y”_llogf(y)dyzﬂlogx+af it)dwc, ceR,
0 o il
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pa je prema Teoremu o reprezentaciji regularno varirajucih funkcija exp {x~7 f5 y" ! f(y)dy}
regularno varirajuca s indeksom g.
Aliiz (18) slijediida je

f(x)=exp{ax_”f %dy}exp{pa‘l+ae(x)}~exp{0x‘”] %dy},
0 0

Sto je regularno varirajuce s indeksom p.

Dokazimo sada da (i) = (ii). Prema Teoremu o reprezentaciji regularno varirajucih funkcija
vrijedi

fixt)
fx)
gdjen(x) — c€ Rie(x) — 0 kada x — oo te mozemo pretpostaviti da je £(x) ograniCena i iSCe-
zava u blizini ishodiSta. Sada prema Teoremu o dominiranoj konvergenciji imamo da je

1 t9ogt -1
f g dt:—z,
0 t o

X e(u)

log( ):n(xt)—n(x) +plogt—f Tdu,

Xt

g

1 0 _ b
lim Al n(x)}dt: lim o~ x77 n V7 dv-n(x)=0
0 r x—00 0

X—00

1 x 1 1
lim t”‘ldtf @du: lim tU_ldtf E(xv)dUZO,
0 X 0 t

X—00 ru X—00 v
iz Cega slijedi (ii).
Na analogan nacin dokazuje se i da su tvrdnje (i) i (iii) ekvivalentne.

4.2 Karamatin Tauberovski teorem

Abelovski teoremi govore o asimptotskom ponasanju integralne transformacije funkcije u od-
nosu na asimptotsko ponasanje originalne funkcije. Obratno, Tauberovski teoremi govore o
asimptotskom ponasanju originalne funkcije u odnosu na asimptotsko ponasanje njene in-
tegralne transformacije. Tauberovski teoremi su najce$¢e puno sloZeniji i zahtjevaju dodatne
uvjete na originalnu funkciju koje nazivamo Tauberovskim uvjetima. U ovisnosti o kojoj se
integralnoj transformaciji radi (Laplaceova, Fourierova, itd.) imamo razne grupe Tauberov-
skih teorema. Mi ¢emo se u radu baviti Karamatinim Tauberovskim teoremom koji nam govori
kako se asimptotski pona$a originalna funkcija s obzirom na asimptotsko ponasanje njene La-
place - Stieltjesove transformacije. Laplace - Stieltjesova transformacija realne funkcije g dana
je Lebesque - Stieltjesovim integralom oblika

fe_sxdg(x), seC,

pa pogledajmo prvo uz koje uvjete Lebesque - Stieltjesov integral moZemo svesti na Rieman-
nov integral.
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Teorem 4.8. Neka su dane funkcije f, g : [a, b] — R. Ako je funkcija f neprekidna na intervalu
la, bl, a funkcija g ima derivaciju g' skoro svuda na a, b], onda je

b b
ff(x)dg(x):f fog' (dx.

Kako bi iskazali sljedeci teorem moramo jo$ definirati §to su to totalne varijacije. Neka je f re-
alna funkcija definirana barem na skupu E < R. Totalna varijacija funkcije f na skupu E defi-
nira se kao i

V(f;B)=sup }_ |f(x)) = flxj-1l,

=i

pri Cemu supremum uzimamo po svim kona¢nim nizovima xp < xj < ... < x,, iz E. Neka je
I interval u R. Sa BV (I) éemo oznaciti klasu svih zdesna neprekidnih funkcija f : I — R koje
imaju ogranicenu varijaciju, tj. za koje je V(f; I) < oo. Klasu svih zdesna neprekidnih funkcija
f : I — R koje imaju lokalno ograni¢enu varijaciju, tj. za koje je V(f; J) < oo, za svaki kompak-
tni skup J < I, oznacavamo sa BV (I).
Ako funkcija U : R — R pripada klasi BV!(R) i i§¢ezava na intervalu (—oo, 0), njezinu Laplace -
Stieltjesovu transformaciju definiramo na sljedeci nacin :

o0
U(s):= f e dU(x) = / e dU(x),
) [0,00)
gdje je s kompleksan broj oblika s =0 +ir, o, r € R. Prethodni integral apsolutno konvergira za
0 >0y, azao < ojapsolutno divergira, gdje je o realan broj kojeg nazivamo apscisa konver-
gencije. Apscisa konvergencije 09 moZe poprimiti i vrijednosti +oo ili —oco. U slu¢aju kada je
0o = +o0o ne postoji realan broj za koji integral konvergira, a u slu¢aju kada je oo = —oco integral
konvergira za svaki realan broj.

Teorem 4.9. (Karamatin Tauberovski teorem)
Neka je U neopadajuca i zdesna neprekidna funkcija naR, pri cemu je U(x) = 0, za svaki x < 0.
Ako je l sporo varirajuéa funkcijaic =0, p = 0, sljedece tvrdnje su ekvivalentne :

cxPl(x)

Ux) ~ T+ p)

kada x — oo (19)

" 1
U(s) ~cs"’l(;) kadas— 0+. (20)

Kada je ¢ =0, (19) mozemo interpretirati kao U(x) = o(x?I(x)). Sli¢no vrijedi i za (20).
Dokaz. Pretpostavimo da vrijedi (19). Za veliki x imamo da je

~(1 Xy o 2%

U(—) :f exdU(y) + ). ex dU(y)
0

X n=1J2"1x

<UW+)Y e 2 U@
n=1

2¢c n-1
p -2 n,\P n
SI“(I ){x l(x)+n§:1e (2 x) l(2 x)}
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Prema Potterovom teoremu, (iii), za veliki x to je najvise
20 g 2cxPl(x
{1+ Y e 12(2”)“”}—( ),
n=1 I+ p)

0(3)

paje 5 ograniceno kada x — co.

Za fiksni x, U(yx) ima LS transformaciju U(%), pa ;],,(ly(?) ima transformaciju

(19) i ¢injenice da je ! sporo varirajuca funkcija za svaki y vrijedi

Ali zbog

o(2)
(

xPl(x)"

p
- U(yx) _ cy
x—oo xPl(x) T(1+p)

21)

i pripadna transformacija je
c

I+ p) Jioeo
Ovo vrijediiza p = 0, u tom slucaju za fiksni y # 0 lijeva strana jednadzbe (21) konvergira ka
cl0,00) (), a pripadna transformacija je c.

. Gl " " o . . s
Kako je xp(lz‘j) ograni¢eno, mozZemo primjeniti Teorem neprekidnosti za LS transformacije, pa

jezasvaki s> 1
U(s
(5 _c -

lim =
x—o0 xP[(x) spP

e_syd(y”):s%.

Uzmemo li da je s =2 te x = 2, slijedi (20).
Obratno, ako (20) vrijedi, ¢injenica da je [ sporo varirajuca funkcija daje (22), za svaki s > 0.

Zatim, lijeva strana jednadzbe (22) je transformacija od P o ogranicCena je za s = 1, a desna

xPl(x)
strana jednadzbe je transformacija od r(cl;fp) . Tada prema Teoremu neprekidnosti za LS tran-
sformacije vrijedi (21). Uzmemo li y = 1, slijedi (19).

O

Teorem 4.10. (Teorem o monotonoj gusto¢i) Neka je U(x) = [y u(y)dy, gdje je u monotona na
intervalu (z,00), za neki z > 0. Ako je

U(x) ~cx*L(x) kada x — oo,
pricemujec=0,a € RiLe€ Ry, onda je
u(x) ~cax®'Lx) kada x — oo.
Za c = 0 prethodne relacije interpretiramo kao U(x) = o(x*L(x)) i u(x) = o(x® ' L(x)).

Dokaz teorema moZete pronaciu [2, str. 39, Teorem 1.7.2].
U nastavku ¢emo navesti nekoliko rezultata vezanih uz funkcije distribucija, a koji ¢e nam biti
korisni u primjenama. Uvedimo oznaku F(x) := 1 — F(x).

Propozicija 4.6. Neka je F funkcija distribucije takva da je F(x) < 1, za sve x = 0.

(i) Ako nizovi (a,) i(x,) zadovoljavaju ajjl — 1 kada x,, — oo i ako za proizvoljnu realnu

funkciju g i sve A iz gustog podskupa od (0,00) vrijedi

lim an,F(Ax,) = g(A) € (0,00),
ondajeg(A) = A~%, za neki a = 0 i F je regularno varirajuca.
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(i) Neka je funkcija distribucije F apsolutno neprekidna sa funkcijom gustoce f takvom da
je za proizvoljni a >0

lim )Q“(x) =a
X—00 F(x)

Tada je f € R_\_q i posljedicno F€ R_,.
(iii) Neka je f € R_1_q, za proizvoljni a > 0. Tada je

lim Y(X) =a
X—00 F(x)

Prethodna tvrdnja takoder vrijedi ako je F € R_g, za proizvoljni a > 0 i ako je gustoéa f
monotona na intervalu (z,00), za neki z > 0.

(iv) Neka je X nenegativna slucajna varijabla s repom distribucije F € R_q, za proizvoljni
a > 0. Tada vrijedi da je

EXP<oo, akojef<a
EXP =00, akojef>a "

(v) NekajeF € R_, za proizvoljni a > 0. Tada je za sve f = a

) xPF(x) B-a
im — = .
X—00 fo yﬁdp(y) a

Obrat vrijedi kada je B > a, kada je B = & moZemo zakljuciti samo da je F(x) = o(x~*L(x)),
za proizvoljni L € Ry.

(vi) Sljedece tvrdnje su ekvivalentne :

(@) .
f y*dF(y) € Ry
0

(b) )
I_J(x):o(x_zf yzdF(y)), X — 00.
0

Tvrdnje (ii), (iii), (iv) i (vi) iz prethodne propozicije su zapravo specijalni slu¢ajevi Karamatinog
teorema i Teorema o monotonoj gustoci. Detaljnija objasnjenja i dokaze moZzete pronaci u [2].
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5 Primjene regularno variraju€ih funkcija u vjerojatnosti

U ovom ¢éemo poglavlju vidjeti kako prethodno navedene tvrdnje o regularno variraju¢im funk-
cijama moZemo primjeniti na neke probleme u vjerojatnosti.

5.1 Transformacije funkcije distribucije

U ovom potpoglavlju bavit éemo se transformacijama funkcije distribucije F neke slucajne
varijable X. Promatrat ¢emo je na intervalu [0, 00) s obzirom da tada imamo samo jedan rep
koji proucavamo. Koristit ¢emo LS transformaciju

E(s) := E[e™*] :f e **dF(x), s=0.
[0,00)

Prvo ¢emo definirati n-ti moment :

i i=EX" :f x"dF(x), n=1,2,...
[0,00)

Prema [8], kada je p,, < oo, F'(s) moZzemo razviti u Taylorov red :

n

ITOEDY “r(r_'S) +o(s™), slo.
r=0 "

Kako bi usporedili repno ponasanje funkcije F sa ponasanjem funkcije F oko nule, moramo

T r . . v v e e, . . K
eliminirati polinom }.7'_, = ’(r,s) iz razvoja u Taylorov red. To moZemo uciniti oduzimanjem ili

uzastopnim deriviranjem, pa imamo :

fals):= (—1)"“{13“(9— > ”’(_,S) }
r=0 r
d® 5

gy E)= In(s) = tp— (=D)"F"(s),

das”
pri cemu je fo(s) = go(s) =1 - E(s).

Teorem 5.1. Za funkcijul € Ry, u, <ocotezaa = n+ B, pricemujene Z*,0 < f < 1, sljedece
tvrdnje su ekvivalentne :

fn(S)~s“l(§) kada s | 0; (23)
Ta+1) 4 (1) _
gn(9) F(ﬁ+1)s i S kada s | 0; (24)
f t"dF(t) ~n!l(x) kadax— oo ikadajep =0; (25)
= o § S . .
F(x) ~ x “l(x) kadax— ooikadaje0<p<1,; (26)
ra-aw
f " dF(t) ~ (n+D!(x) kada x — oo i kada je p=1; 270
[0,x]

I'a+1
—(a )sﬁ_ll

-1 n+1ﬁv(n+1) ~
(-1 (s) rp

1
(E) kada s | 0 i kada je p > 0. (28)

22



Dokaz. Kako g,(s) | 0kada s | 0ikako je f;,(s) n-terostruki integral od g,(s), ekvivalencija jed-
nadzbi (23) i (24) slijedi nakon $to n puta primjenimo Teorem o monotonoj gustoci. Za f > 1,
sli¢no se dobiva i ekvivalencija te dvije jednadzbe sa jednadzbom (28). Kako je (=1)"*1 F+D ()
LS transformacija od f[o, 5] t"*1dF(1), jednadzbe (27) i (28), (23) su ekvivalentne za § = 1. Za-
tim, s~! g, (s) je LS transformacija funkcije [y dr [° y"dF(y), pa je prema Karamatinom Ta-
uberovskom teoremu (24) ekvivalentno s

x oo T(a+1) "
fodtft y'dF(y) F(ﬁ+1)F(2—ﬁ)x I(x) kada x — oo.

Za f < 1, prema Teoremu o monotonoj gustoci, prethodna jednadZzba je ekvivalentna s

I'a+1)

~E k — 0. 2
F(ﬁ+1)l"(1—,3)x I(x) kadax— oo (29)

T, (x) ::f y"dF(y) ~

Za =0, ovo je (25) pa nam preostaje samo slu¢aj kada je 0 < f < 1. Kako je u, < oo, [o° t" 'F(t)dt
konvergira pa integracijom po dijelovima dobivamo

1= [ y"ary) =x"Fen [y Fdy.

Uocimo da je
=* I'(a)

Tl-a) TPTA-H

Prema tome, (26) implicira (29) prema Karamatinom teoremu. Ali takoder vrijedii da je

x"F(x) X"
Taldd =~ Tyl

f y T ydy,
X
odakle primjenom Karamatinog teorema dobivamo da (29) implicira (25) - (27).

Posebno ¢emo promotriti slucaj kada je n = 0.
Korolar 5.1. Za funkcijul € Ry teza0 < a < 1, sljedece tvrdnje su ekvivalentne :
. i
1-F(s) ~s"l e kada s | O;

1(x)

Ty o L)
X~ ra—a

kada x — oo i kada je0 < a <1;

{f[o,x]tdF(t)~l(x) kada x — oo i kada je a = 1

JiF(dt~1(x)  kadax— oo ikadajea =1

Dokaz. Kako bi dokazali drugu tvrdnju u sluc¢aju kada je @ = 1, uo¢imo da foxf(t)d timalLsS -

transformaciju 1_—5(” i primjenimo Karamatin Tauberovski teorem. Ostale tvrdnje dokazuju se
analogno kao i u prethodnom teoremu uz n = 0.

U
Postojanje momenata koji regularno variraju takoder je od velikog znacaja za primjene. Uz
funkcije f, i g, koje su definirane kao na pocetku potpoglavlja pogledajmo sljedeci teorem.

23



Teorem 5.2. Neka je funkcija l lokalno ogranicena na intervalu [0,00) i sporo varirajuca. Neka
jene Z" ipretpostavimo u,, < oco. Zaa = n+ f, pri cemu je0 < f < 1, sljedece tvrdnje su ekviva-
lentne :

! 1
ffn(S)l(—)s_(1+“)ds<oo;
0 S
L 1
fgn(s)l(—)s-(1+ﬁ)ds<oo;
0 S

" Xv1 1(t) )

EXf Tdt <oo kadajep =0;

I

E(X“I(X))<oo kadaje0O< f<1;

% I(¢
E(X”“f %dt)<oo kada je = 1.
X

Dokaz ovoga teorema je sli¢an, ali jednostavniji od prethodnog pa ¢emo ga izostaviti. Za viSe

informacija vidi [?]. Posebno vazan slu¢aj prethodnog teorema dobivasezan=1,=0te /=1
pa ¢emo ga navesti u obliku korolara i s tim zavrsiti ovo potpoglavlje.

Korolar 5.2. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne :

E(Xlog* X) < oo;

ds < oo;

fl F(s)=1+s
0 §2

j‘l log F'(s) s
0 )

§2

1 f(s) — e s
— ds < oo.
0 S

5.2 Generalizacija Centralnog granicnog teorema

U ovom potpoglavlju promatrat éemo slabu konvergenciju (konvergenciju po distribuciji) nor-
malizirane i centrirane sume S,, nezavisnih i jednako distribuiranih slu¢ajnih varijabli. Pitamo
se kako odrediti niz normalizirajucih i centrirajucih konstanti te koje su moguce granicne dis-
tribucije za ovakvu sumu. Kako bi pronasli te odgovore bit ¢e nam potrebne stabilne distribu-
cije.

Definicija 5.1. Neka su X, X, i X, medusobno nezavisne i jednako distribuirane slucajne vari-
jable te neka su c, i ¢, proizvoljni nenegativni brojevi. Ukoliko postoje realni brojevia i b > 0
takvi da vrijedi

aXi+6X 2bX+a, (30)

kazemo da je slucajna varijabla, odnosno njezina funkcija distribucije stabilna.
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Pogledajmo sada sumu S,, nezavisnih, jednako distribuiranih i stabilnih slu¢ajnih varijabli.
Prema (30) postoji niz realnih konstanti a, i b, >0 te X = X, takvih da je

d
Sn:X1+X2+"'+Xn:an+an, nzl.
To moZemo zapisati i na sljedeéi nacin
B d
b} (S, —ay) =X,

pa zaklju¢ujemo da ako je distribucija stabilna, onda je ona grani¢na distribucija za normalizi-
ranu i centriranu sumu nezavisnih i jednako distribuiranih sluc¢ajnih varijabli. Takoder, prema
[11] vrijedi i da je klasa stabilnih distribucija jedina klasa grani¢nih distribucija za ovakvu sumu.

Zbog vaznosti stabilnih distribucija pogledajmo kako izgleda karakteristicna funkcija (izvod
karakteristicne funkcije moZete pronaci u [5].)

Teorem 5.3. Stabilna distribucija ima sljedec¢u karakteristicnu funkciju
ox(t) = Ee'X' = exp{iyt—clt|*(1—-isign(t)z(t,a))}, teR,
pri cemu jey realna konstanta, c >0, a € (0,2], Be[-1,1] te

{tan(%), akojea #1
z(t,a) =

9 . 1
—<Inltl, akojea=1

Najvazniji parametar u ovoj reprezentaciji je a zato §to odreduje osnovna svojstva ove klase
distribucija kao §to su momenti, repovi, asimptotsko ponasanje sumi itd. Nazivamo ga karak-
teristicni eksponent, a pripadnu distribuciju a - stabilnom.

Sada nas zanima kako odabrati niz konstanti a, € Ri b,, > 0 tako da vrijedi
—i d
b, (Sn—an) — Ga, (31)

za neku a - stabilnu distribuciju G,. Kako bi to napravili, sve funkcije distribucija F za koje
normalizirana i centrirana suma S,, ima istu grani¢nu distribuciju trebamo svrstati u jednu
klasu. Ta klasa se naziva domena atrakcije.

Definicija 5.2. Kazemo da slucajna varijabla X, odnosno njezina funkcija distribucije F pri-
pada domeni atrakcije a - stabilne distribucije G, ako postoji niz realnih konstanti a,, i b,, > 0
takvih da vrijedi (31). PiSemo X € DA(Gy) i kazemo da (X,,) zadovoljava Centralni granicni
teorem s limesom Gy,

Sljedeci teorem u potpunosti karakterizira domenu atrakcije a - stabilne distribucije.

Teorem 5.4.

(i) Funkcija distribucije F pripada domeni atrakcije normalne distribucije ako i samo ako je

f y2dF(y)
lyl=sx

sporo varirajuca.
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(i) Funkcija distribucije F pripada domeni atrakcije a - stabilne distribucije, za neki a < 2
ako i samo ako je

+o0(1 c+o(l
c1+o(l) 2—a()L(x), S—

F(-x)=——L(x), F-x)=
x(l
pri cemu je L sporo varirajuca, a c, i c; su nenegativne konstante takve da je c, + ¢, > 0.

Za dokaz teorema pogledajte [4]. Prou¢imo detaljnije slu¢aj kada je a = 2. Ukoliko je EX? < oo,
onda je

lim y*dF(y) = EX?,

X—00 IyISx

paje X € DA(2). Takoder, prema Propoziciji 4.6, (vi), zakljuCujemo da je spora varijacija fl s y2dF(y)
ekvivalentna tvrdnji da je

G(x)=P(X|>x) = o(x_zf yzdF(y)) kada x — oo. (32)
ly

|=x
Iz prethodnog razmatranja dobivamo sljede¢i korolar.

Korolar 5.3. Slucajna varijabla X je u domeni atrakcije normalne distribucije ako i samo ako
je EX? < 00 ili EX? = 0o i tvrdnja (32) vrijedi.

U slucaju kada je @ < 2 imamo drugaciju situaciju. Ako je X € DA(a), to nam implicira da je
Gx)=x"%L(x), x>0, (33)
pri ¢emu je L sporo varirajuca funkcija i

- ¥Glx) 2-a
= [l 2 dFy)  a

Druga jednadZba slijedi primjenom Propozicije 4.6,(v). Zbog toga je drugi moment slucajne
varijable X beskonacan. MoZemo primjetiti da je domena atrakcije normalne distribucije
puno opcenitija od domene atrakcije « - stabilne distribucije za a < 2. Vidimo da D A(2) sa-
drzi barem sve distribucije koje imaju kona¢an drugi moment.

Iz prethodno razmatranih tvrdnji, o momentima distribucija iz D A(a) zaklju¢ujemo sljedece:

Korolar 5.4. Ako je X € DA(a), onda je

E|X|® <oco, zad<a
ElXl°=0c0, zab>aia<2 "’

Posebno,

var(X)=o00, zaa <2
E|X| < oo, zaa>1 .
E|X| = o0, zaa<l1
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Radi jednostavnosti, uvedimo sljede¢e oznake :
K(x)=x"2 f y*dF(y), x>0,
lyl=x

Qx)=Gx)+Kx)=P(X|>x)+K(x), x>0.

Uocimo da je Q(x) neprekidna i opadajuca na intervalu [xo, 00), gdje xp oznacava infimum po
svih vrijednostima koje | X| moze poprimiti.

U nastavku ¢emo iskazati dvije propozicije koje nam govore kako izabrati niz normalizirajucih
i centrirajucih konstanti. Dokazi ovih propozicija mogu se pronaci u [6].

Propozicija 5.1. Niz normalizirajucih konstanti u (31) za F € D A(a) moze se odabrati kao je-
dinstveno rjesenje jednadzbe
Q(bn):n_l, n=1.

Specijalno, ako je o? = var(X) <oco i EX =0, onda

Za a < 2 moZemo na alternativan nacin odabrati b, tako da je
bp=infly:Gy)<n’'}, n=1 (34)

Uocimo da (34) implicira da
Gby) ~n"', n— oo,

a to, s obzirom na (33), implicira da je
b, = néL(n), n=1,
za odgovarajucu sporo varirajucu funkciju L.

Propozicija 5.2. Niz centrirajucih konstanti a,, u (31) moze se odabrati kao

an=n f ydF(y), (35)
lyl=bp

gdje je by, niz definiran kao u prethodnoj propoziciji. Specijalno, mozemo uzeti a, = an, gdje je

U, akojeac(1,2]
a=4 0, akojeac(0,1) ’ (36)

0, akojea=1IiF jesimetricna

Sve Sto smo u gornjem razmatranju zakljucili o konvergenciji sume S,,, moZemo saZeto iska-
zati u obliku sljedeceg teorema :

Teorem 5.5. (Generalizacija Centralnog granicnog teorema) Pretpostavimo da je F € D A(a), za
neki a € (0,2].
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(i) Akoje EX? < oo, onda
i
(on%) (Sn—pun) - D,
gdje je ® standardna normalna distribucija s ocekivanjem 0 i varijancom 1.

(ii) Akoje EX? =00 ia =2 iliakojea <2, onda
=]
(ne L)~ (Su—aw % G,

za « - stabilnu distribuciju G4, za odgovarajucu sporo varirajucu funkciju L i niz centri-
rajucih konstanti definiran kao u (35). Posebno,

(néL(n))_l(sn —am 2 G,

gdje je a definirana kao u (36).

5.3 Domena atrakcije maksimuma

U ovom potpoglavlju X, Xj, X, ... predstavljaju niz nezavisnih i jednako distribuiranih slucaj-
nih varijabli, koje nisu konstantne i imaju zajednic¢ku funkciju distribucije F.

Uzoracki maksimum M, sluc¢ajnih varijabli X7, X», ..., X, definira se na sljedeci nacin :
M, =X;, M,=max(Xy,..,X,), n=2.
Bit ¢e nam potrebna i funkcija distribucije maksimuma M,, koju nije tesko izraCunati:
PMp,<x)=PXi<x,..,.Xn<x)=F"(x), xeRneN.

Sve tvrdnje koje ¢emo u nastavku navesti za maksimum analogno vrijede i za minimum pri-
mjenom identiteta
min (X, ..., X;) = —max (- X3,...,— X;,).

Promatrat ¢emo slabu konvergenciju normaliziranog i centriranog maksimuma nezavisnih

i jednako distribuiranih slu¢ajnih varijabli. Sli¢no kao i u prethodnom poglavlju, Zelimo odre-
diti grani¢ne distribucije te niz normalizirajucih i centralizirajucih konstanti. U nastavku ¢emo
te konstante zvati normiraju¢im konstantama.

Iduci rezultat nam govori koje su sve moguce grani¢ne distribucije normiranog maksimuma
M,.

Teorem 5.6. (Fisher - Tippettov teorem) Neka je (X,) niz nezavisnih i jednako distribuiranih
slucajnih varijabli. Ako postoji niz normirajucih konstanti c, > 0, d,, € R i neka funkcija distri-
bucije H (koja nije konstantna) tako da vrijedi

_ d
¢, (M, -d,) = H,

onda H pripada jednoj od sljedecih distribucija :
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0, akojex<0
Fréchetova: ®4(x) = , a>0.
exp{—x"%}, akojex>0

exp{—(-x)*}, akojex=<0
Weibullova: Y ,(x) = , a>0.
1, ako jex>0

Gumbelova: A(x) = exp { - e_x}, xeR.

Dokaz teorema mozete pronaci u [9]. Funkcije distribucija @, (x), ¥4 (x) i A(x) nazivamo stan-
dardnim funkcijama distribucija ekstremne vrijednosti, a pripadne slucajne varijable stan-
dardnim ekstremnim slu¢ajnim varijablama. Funkcije distribucija koje su istog tipa kao i @4 (x),
WV, (x) i A(x) nazivamo distribucijama ekstremne vrijednosti, a pripadne slucajne varijable ek-
stremne slucajne varijable.

Dakle, jedine granicne distribucije za normirani maksimum su distribucije ekstremnih vrijed-
nosti. Ostaje nam jo$ vidjeti kako odabrati niz normirajucih konstanti ¢,, > 0,d,, € R takvih da
vrijedi
g d

Cn I(Mn B dn) — H, (37)
za neku distribuciju ekstremnih vrijednosti H.
Kako bi dosli do zakljucka, pogledajmo prvo definiciju i karakterizaciju maksimalne domene
atrakcije.

Definicija 5.3. Kazemo da slucajna varijabla X, odnosno njezina funkcija distribucije F pri-
pada maksimalnoj domeni atrakcije od distribucije ekstremnih vrijednosti H ako postoji niz
normirajucih konstanti c, >0 i d, € R takvih da vrijedi (37). Pisemo X € MDA(H).

Propozicija 5.3. Funkcija distribucije F pripada maksimalnoj domeni atrakcije od distribucije
ekstremnih vrijednosti H sa nizom normirajucih konstanti c, >0 id, € R ako i samo ako

lim nF(c,x+d,) =-InH(x), xeR.

n—oo
Kada je H(x) =0, limes interpretiramo kao oo.

Za svaku standardnu distribuciju ekstremnim vrijednosti postoji karakterizacija njezine mak-
simalne domene atrakcije. Mi ¢emo u radu vidjeti kako maksimalna domena atrakcije izgleda
za Fréchetovu distribuciju @4, a > 0.

Definicija 5.4. Neka je h neopadajuca funkcija naR. Generalizirani inverz funkcije h definira
se kao
h=(0) =inf{x e R: h(x) = t}.

Posebno, generalizirani inverz funkcije distribucije F
F (n=inf{xeR:F(x) =1}, 0<t<]1,

nazivamo funkcija kvantila od F.
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Taylorovim razvojem dobivamo
1-Py(x) =1-exp{-x"} ~x™* kada x — oo,

pa se prema tome rep distribucije ®, smanjuje polinomijalnom brzinom. Pokazat ¢emo da
se maksimalna domena atrakcije od @ sastoji od funkcija distribucija F ¢iji repovi regularno
variraju s indeksom —a. Kod F € MDA(®,) za niz konstanti d,, mozemo uzeti nule jer centri-
ranje nije nuzno. Niz konstanti ¢,, odredujemo na sljedeci nacin :

cn=F~(1-n"") =inf{xeR: F) = 1-n""}

:inf{xeR:(%)(x)zn} (38)

1\~
F

Teorem 5.7. Funkcija distribucije F pripada maksimalnoj domeni atrakcije od ®q,a > 0, ako i
samo ako je F(x) = x~%L(x), za neku sporo varirajuéu funkciju L. Ako je F € MDA(®,), onda

cn” My, = @,
gdje je ¢, niz normirajucih konstanti koje odabiremo kao u (38).
Dokaz. Neka je F € R_q, za a > 0. Zbog nacina na koji smo odabrali niz ¢, i regularne varijacije
vrijedi da je
F(cy,) ~n~' kadan— oo,

pa prema tome F(c,) — 0 kada uzmemo da c¢,, — co. Za x >0

— F
nF(cyx) ~ _(cnx) —x % kadan— oco.
F(cn)

Za x < 0 odmabh slijedi da je F""(c,x) < F"(0) — 0, s obzirom da regularna varijacija zahtjeva da
je F(0) < 1. Prema Propoziciji 5.3, F € MDA(®,). Obratno, pretpostavimo da je

lim F"(c,x+dy) = @g(x),
n—o00
za sve x > 0 i odgovarajuci niz konstanti ¢, > 0, d, € R. Iz toga slijedi da je
1 1
lim F"(cipgx+ dng) = @5 (x) = Dg(s2x), s>0,x>0.
n—oo
Prema Teoremu o tipovima konvergencije imamo

Clns] . Sé i d[ns] - dn 0.

Cn Cn

Prema tome, (c,) je regularno varirajuci niz u smislu Definicije 4.2, posebno ¢, — oo. Pretpos-
tavimo da je d, = 0i nF(c,x) — x~%. Tadaje F € R_, prema Propoziciji 4.6,(i). Slu¢aj d,, # 0 je
puno kompliciraniji. Mora se pokazati da f—: — 0. Ako to vrijedi, moZemo opet iskoristiti gornji
argument zamjenom d, s 0. ViSe o ovome moZete pronaci u [2].

0
Za kraj pogledajmo nekoliko primjera distribucija iz MDA(®,).
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Primjer 5.1. Sljedece distribucije nalaze se u maksimalnoj domeni atrakcije od @, :

(i) Pareto distribucija cija je repna funkcija distribucije dana s

— K a
F(x) = (—) , a,k>0;
K+ X

(ii) Cauchyjeva distribucija;

(iii) Burrova distribucija Cija je repna funkcija distribucije dana s

a
I_U(x)=( ) , a,Kx,1>0;

K+ X*
(iv) a - stabilna distribucija s eksponentom a < 2.
Sve ove distribucije su slicne Pareto distribuciji u smislu da je njihov desni rep oblika
F(x)~Kx™% x—o00,

za neke K,a > 0. O¢ito je F € R_, §to implicira da je F € MDA(®y).
1
Za niz normirajucéih konstanti iz Teorema 5.7 mozemo uzeti ¢, = (Kn)«, pa vrijedi

1. d
(Kn) '@ My — ®@q.

Posebno, Cauchyjeva distribucija nalazi se u maksimalnoj domeni atrakcije od ®,. Primjenom
L'Hopitalovog pravila dobivamo da je

. Fx) . fw . X2
lim =1l = lim ——=
x—oo (rx)~! x—ocog~lx=2 x—oo0m(1l+ x2)

)

t. F(x) ~ (mx)~L. To nam implicira da je

)
. (1 - % + 0(1))

—exp{-x"'}=d1(x), x>0.
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Sazetak

U ovome radu definirali smo sporo, odnosno regularno varirajuée funkcije i naveli nekoliko
primjera. Iskazali smo i dokazali njihova osnovna svojstva medu kojima su najvazniji Kara-
matin teorem i Karamatin Tauberovski teorem. Drugi dio rada bavi se primjenama u vjerojat-
nosti. Vidjeli smo nekoliko svojstava transfomacija funkcija distribucija koja dobivamo pri-
mjenom Karamatinog Tauberovskog teorema. Proucavali smo slabu konvergenciju normalizi-
rane sume, odnosno maksimuma nezavisnih i jednako distribuiranih slu¢ajnih varijabli.

Kljuéne rijeci: sporo varirajuce funkcije, regularno varirajuce funkcije, Karamatin teorem, Ka-
ramatin Tauberovski teorem, funkcija distribucije, transformacije, suma nezavisnih i jednako
distribuiranih slu¢ajnih varijabli, uzoracki maksimum, slaba konvergencija, Fisher - Tippettov
teorem
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Summary

In this paper we defined slowly and regularly varying functions and gave a few examples. We
stated and proved their basic properties, among which the most important are Karamata's
theorem and Karamata's Tauberian theorem. The second part of the paper deals with applica-
tion in probability. We saw several properties of the transformed distribution function which
we obtain by applying the Karamata's Tauberian theorem. We studied weak convergence of
the normalized sum, i.e., the maximum of independent and equally distributed random vari-
ables.

Key words: slowly variation, regular variation, Karamata's theorem, Karamata's Tauberian
theorem, distribution function, transforms, sums of iid random variables, sample maxima,
weak convergence, Fisher - Tippett theorem
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