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1 Uvod

Grupiranje podataka je jedna od najra�sirenijih tehnika analize podataka. U svim disci-
plinama, od dru�stvenih znanosti preko biologije do ra�cunarstva, ljudi stvaraju prvu ideju
o svojim podatcima tako �sto promatraju smislene grupe unutar njih. Na primjer, biolozi
grupiraju gene na temelju sli�cnosti njihovih pona�sanja u razli�citim eksperimentima; trgovci
grupiraju kupce na temelju njihovih pro�la u svrhu ciljanog marketinga; dok astronomi
grupiraju zvijezde na temelju njihove udaljenosti.

Prva stvar koju prirodno trebamo rije�siti jest �sto je to grupiranje? Intuitivno, grupiranje
je razvrstavanje elemenata skupa objekata tako da sli�cni objekti zavr�se u istoj grupi dok
�ce razli�citi objekti biti odvojeni u druge grupe. Naravno, ovaj opis nije dovoljno precizan,
stoga �cemo u radu de�nirati vrste grupiranja i glavne algoritme pomo�cu kojih ih provodimo,
da pobli�ze objasnimo bit grupiranja. Vidjet �cemo kako izabrati najbolju metodu i dobiti
optimalno rje�senje.

Kako bismo se upoznali sa svijetom grupiranja, na po�cetku moramo dobro upoznati
klju�cne pojmove koje �cemo spominjati u radu. Sljede�ce de�nicije preuzete su iz [10] i [11]:

De�nicija 1. Neka je X = f x i 2 Rn : i = 1; : : : ; ng skup koji sadr�zi n � 2 elemenata.
Rastav skupaX na 1 � K � n disjunktnih nepraznih podskupovaC1; C2; : : : ; CK takvih da
je

K[

k=1

Ck = X; C r \ Cs = ; ; r 6= s; jCk j � 1; k = 1; : : : ; K; (1.1)

zovemoK {particija skupa X i ozna�cavamo s C = f C1; C2; : : : ; CK g. Elemente particije
zovemo klasteri, a skup svih particija skupaX sastavljenih odK klastera koje zadovoljavaju
(1.1) ozna�cavamo sP(X ; K ):

De�nicija 2. Funkcija udaljenosti ili metrika je funkcija d : X � X ! R za koju vrijedi:

1. d(x; y) � 0; 8x; y 2 X; (nenegativnost),

2. d(x; y) = 0 ako i samo akox = y; 8x; y 2 X (strogost),

3. d(x; y) = d(y; x); 8x; y 2 X (simetri�cnost),

4. d(x; y) + d(y; z) � d(x; z); 8x; y; z 2 X (nejednakost trokuta).

Svojstva 1 i 2 zajedno se nazivaju pozitivna de�nitnost. Naj�ce�s�ce kori�stena je Minkowskijeva
udaljenost:

d(x; y) = (
nX

j =1

(x j � yj )p)
1
p :

Za p = 1 dobivamo L1{udaljenost, zap = 2 euklidsku udaljenost.

De�nicija 3. Funkciju d : Rn � Rn ! R+ , koja ima svojstvo pozitivne de�nitnosti

8x; y 2 Rn d(x; y) � 0 i d(x; y) = 0 () x = y;

zovemo kvazimetri�cka funkcija.
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Dvije naj�ce�s�ce kori�stene kvazimetri�cke funkcije na Rn su kvazimetri�cka funkcija najma-
njih kvadrata (eng. least squares distance like function) i L1-metri�cka funkcija koja se �cesto
naziva Manhattan metri�cka funkcija:

dLS (x; y) = jjx� yjj 2
2 = ( x� y)T (x� y) =

nX

i =1

(x i � yi )2 least squares (LS) kvazimetri�cka funkcija,

d1(x; y) = jjx � yjj 1 =
nX

i =1

jx i � yi j L1{metri�cka funkcija (Manhattan metrika).

Op�cenitiji pojam od udaljenosti je mjera sli�cnosti, odnosno njoj komplementarna mjera
razli�citosti. Udaljenost mo�zemo tuma�citi kao geometrijsku interpretaciju sli�cnosti ili razli�ci-
tosti. Razlika je u tome �sto mjera sli�cnosti (kao i mjera razli�citosti) nije metrika.

De�nicija 4. Mjera sli�cnosti de�nira se kao funkcija s : X � X ! [0; 1] za koju vrijedi:

1. s(x; x) = 1 ; 8x 2 X;

2. 0 � s(x; y) � 1; 8x; y 2 X;

3. s(x; y) = s(y; x); 8x; y 2 X:

Ako usporedimo svojstva mjere udaljenosti i mjere sli�cnosti, uo�cavamo da one nisu su-
protne u smislu komplementa, ve�c je jednu mogu�ce preslikati u drugu kori�stenjem monotono
padaju�ce funkcije. Funkciju udaljenosti d mo�zemo preslikati u sli�cnost s tako da je:

s(x; y) =
1

1 + d(x; y)
:

Pretvorba sli�cnosti u udaljenost je malo te�za zbog uvjeta nejednakosti trokuta. Ve�cinom se
ove dvije funkcije koriste jednako, ali mjera sli�cnosti mo�ze pru�ziti dodatnu 
eksibilnost.
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2 De�nicija grupiranja

Grupiranje, takoder poznato kaonenadzirano klasi�ciranje, je poznata metoda koja se koristi
u prepoznavanju uzoraka i rudarenju podataka. Ono ima �siroki spektar primjena u mnogo
podru�cja. Zadani podatci su uglavnom vektori u vi�sedimenzionalnom prostoru. Osnovni cilj
grupiranja je razdjeljivanje podataka prema zadanom kriteriju sli�cnosti uz postizanje velike
sli�cnosti izmedu podataka unutar iste grupe, a male sli�cnosti izmedu podataka koji pripadaju
razli�citim grupama. Matemati�cki, grupiranje dijeli po�cetni prostor na K dijelova ovisno o
nekoj mjeri sli�cnosti, gdje vrijednost broja K mo�zemo i ne moramo znati unaprijed. Dani
skup X tada rastavljamo na njegovu particiju C = f C1; C2; : : : ; CK g. Stvara se matrica
particija U(X ) za dani skupX , koji se sastoji odn podataka, X = f x1; x2; : : : ; xng, takvih
da je

nX

j =1

ukj � 1; za k = 1; : : : ; K; (2.1)

KX

k=1

ukj = 1; za j = 1; : : : ; n; i (2.2)

KX

k=1

nX

j =1

ukj = n:

Prema [10], elemente matrice particijeU 2 f 0; 1gK � n mo�zemo zapisati kao

ukj =

(
1; ako podatakx j pripada klasteru Ck ;

0; ako podatakx j ne pripada klasteruCk :

Uvjet (2.1) osigurava da �ce svaki klaster sadr�zavati barem jedan podatak, dok uvjet (2.2)
osigurava da �ce svaki podatakx i pripasti to�cno jednom klasteru.

(a) Podatci prije grupiranja (b) Podatci nakon grupiranja

Slika 1: Primjer grupiranja dvodimenzionalnih podataka
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3 Primjene grupiranja

Kao �sto smo na po�cetku rekli, grupiranje ima �sirok spektar primjena pa �cemo spomenuti
neke od najva�znijih (vidi [11]).

1. Istra�zivanje podataka
Grupiranje se vrlo �cesto koristi kod istra�zivanja podataka kako bismo prona�sli skrivene
strukture u podatcima. Kada podatke grupiramo, mo�zemo ru�cno ozna�citi klastere,
centoridi klastera se mogu tuma�citi kao prototipni predstavnici klastera, a za svaki
klaster utvrdujemo tipi�cne raspone vrijednosti zna�cajki. Tako mo�zemo podatke opisati
na jednostavniji na�cin, omogu�cava nam uo�cavanje pravilnosti i sli�cnosti u podatcima
te otkrivanje odnosa medu klasterima.

2. Kompresija podataka
Kod kompresije podataka, grupiranje se koristi za preslikavanje kontinuiranih vrijed-
nosti u diskretne vrijednosti. Na primjer, 24-bitne digitalne slike grupiraju se u 256
klastera te se svaka boja mo�ze predstaviti centroidom klastera. Na taj na�cin ostva-
rujemo kompresiju s 24 bita na 8 po slikovnom elementu. Ovaj postupak naziva se
kvantizacija vektora.

(a) Slika planine prije kompresije (b) Slika planine nakon kompresije

Slika 2: Kompresija slike

3. Predobrada
Grupiranje se mo�ze koristiti kao tehnika predobrade kod nadziranog u�cenja �ciji je
cilj smanjenje dimenzionalnosti prostora, tj. smanjenje broja zna�cajki. Smanjenjem
dimenzionalnosti uspje�sno �stedimo prostor i vrijeme izvodenja te smanjujemo utjecaj
�sumova.

4. Grupiraj i ozna�ci
Kada imamo skup podataka za u�cenje u kojem je samo mali dio ozna�cen, grupiranje
mo�zemo koristiti u kombinaciji s nadziranim u�cenjem kako bismo ozna�cili sve podatke
u skupu. Na�cin na koji se to izvodi je grupiranje svih podataka, a zatim neozna�cene
podatke unutar svakog klastera ozna�citi prema ve�c ozna�cenim podatcima u tom klas-
teru. Kao oznaka klastera odabire se ona koja se naj�ce�s�ce pojavljuje u tom klasteru.
Grupiraj i ozna�ci tehnika je polunadziranog u�cenja.
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4 Vrste grupiranja

Danas postoje mnoge vrste grupiranja. Klasi�cna podjela algoritma za grupiranje je u 4
klase (detaljnije vidi u [6]): hijerarhijsko, particijsko, grupiranje temeljeno na gusto�ci poda-
taka i grupiranje temeljeno na mre�zi podataka. Navest �cemo neke od metoda za svaku klasu.
Algoritam grupiranja jednostruke povezanosti, algoritam grupiranja prosje�cnom povezanosti
te algoritam grupiranja potpunom povezano�s�cu su metode za hijerarhijsko grupiranje. Algo-
ritam K {srednjih vrijednosti je primjer particijskog grupiranja, DBSCAN predstavlja grupi-
ranje temeljeno na gusto�ci podataka, dok je STING algoritam metoda grupiranja temeljena
na mre�zi podataka. O svakoj od navedenih metoda �cemo kasnije re�ci ne�sto vi�se.

Grupiranje, s druge strane, mo�zemo podijeliti prema �cvrsto�ci granica medu klasterima.
Postoji tvrdo grupiranje u kojem svaki podatak mo�ze pripadati to�cno jednom klasteru te
meko grupiranje u kojem jedan podatak mo�ze pripadati u vi�se klastera odjednom, ali s
razli�citim stupnjem ili razli�citom vjerojatnosti pripadanja.

Takoder, mo�zemo promatrati razli�cite pristupe s obzirom na kriterij grupiranja. To
mo�ze biti minimizacija kriterijske funkcije (koristi se kod algoritma K {srednjih vrijednosti),
maksimizacija izglednosti (EM algoritam) ili mo�zemo grupirati prema zadanoj mjeri sli�cnosti
ili funkciji udaljenosti (koristi se kod hijerarhijskog grupiranja).

(a) Hijerarhijsko grupiranje (b) Particijsko grupiranje

Slika 3: Razlika izmedu hijerarhijskog i particijskog grupiranja

4.1 Particijsko grupiranje

Particijsko ili neugnije�zdeno grupiranje je podjela skupa podataka u klastere koji sadr�ze
sli�cne podatke. Klasteri mogu biti disjunktni (kod tvrdog grupiranja), gdje podatak mo�ze
pripadati to�cno jednom klasteru, dok kod mekog grupiranja podatak mo�ze pripadati u vi�se
klastera s odredenom te�zinom. Klastere uglavnom predstavlja centar klastera ili centroid,
odnosno podatak koji sa�zima opis svih podataka u tom klasteru. De�nicija centroida klas-
tera ovisi o vrsti podataka koje prou�cavamo; na primjer ako imamo zadan skup realnih
brojeva, tada �ce njihov centroid biti aritmeti�cka sredina danog skupa. U slu�caju grupiranja
dokumenata, centroid mo�ze biti lista rije�ci koja se pojavljuje u nekom minimalnom broju
dokumenata unutar klastera. Ako je broj klastera velik, centroidi mogu biti dalje klasterirani
kako bi stvorili hijerarhiju unutar skupa. U nastavku �cemo govoriti o popularnim algorit-
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mima za particijsko grupiranje, kao �sto suK {srednjih vrijednosti, K {medoida, neizrazitih
C{srednjih vrijednosti i algoritam maksimizacije o�cekivanja.

4.1.1 Algoritam K {srednjih vrijednosti

Grupiranje metodom K {srednjih vrijednosti (eng. K-means) predstavio je 1967. godine
James MacQueen. Zbog dobrih rezultata i jednostavnosti, algoritam se i danas �cesto koristi i
jedan je od najkori�stenijih algoritama grupiranja. On pripada nenadziranom u�cenju i koristi
se u obradi podataka koji nemaju de�nirane kategorije. To je iterativan algoritam �ciji je cilj
podjela podataka uK klastera, a kao rezultat osimK klastera, daje i njihove predstavnike
takve da je veli�cina

J (C) =
nX

j =1

KX

k=1

ukj � jj x j � ck jj 2 (4.1)

minimalna. Funkcija J naziva se funkcija cilja,ck je centroid klasterak, a x j je j -ti podatak.
Po�cetni centroidi klastera su nasumi�cno izabrani podatci iz danog skupaX , a po�cetna parti-
cija se formira kori�stenjem principa minimalnih udaljenosti. U sljede�cim koracima algoritma
centroidi klastera se a�zuriraju i postaju aritmeti�cke sredine elemenata klastera. Postupak
particioniranja (taj korak se �cesto nazivapridru�zivanje ) i a�zuririranja centroida (tzv. korek-
cija ) ponavljamo sve dok se ne dogodi jedan od sljede�cih dogadaja:

(a) centroidi klastera se ne mijenjaju kroz iteracije,

(b) vrijednost funkcije cilja J postane manja od zadane tolerancije,

(c) izvr�sen je maksimalan predviden broj iteracija.

U nastavku slijedi algoritam K {srednjih vrijednosti.

Algoritam 1 K {srednjih vrijednosti

Korak 1: (Inicijalizacija) Nasumi�cno izaberi K centroida klasterac1; c2; : : : ; cK od n poda-
taka x1; x2; : : : ; xn .

Korak 2: (Pridru�zivanje) Dodijeli podatak x i , i = 1; 2; : : : ; n klasteru Ck , k 2 f 1; 2; : : : ; K g
ako i samo ako

jjx i � ck jj < jjx i � cpjj ; p = 1; 2; : : : ; K; k 6= p.

Korak 3: (Korekcija) Odredi nove centroide klasterac�
1; c�

2; : : : ; c�
K tako da vrijedi:

c�
k =

X

x i 2 Ck

x i

nk
; k = 1; 2; : : : ; K;

gdje je nk broj podataka u klasteruCk .
Korak 4: Zaustavi algoritam ako je ispunjen neki od zaustavnih kriterija. Ina�ce,ck = c�

k ; k =
1; 2; : : : ; K i vrati se na korak 2.

Op�cenito, ako algoritam ne pronade optimalno rje�senje u �cetvrtom koraku, on �ce zavr�siti
zbog izvedenog maksimalnog broja iteracija. Pravila za a�zuriranje centroida klastera su do-
bivena diferenciranjem funkcije ciljaJ s obzirom na centroide i izjedna�cavanjem diferencijala
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s nulom. Svrha analize u nastavku je minimizacija funkcijeJ .

@J
@ck

= 2
nX

j =1

ukj (x j � ck)( � 1) = 0; k = 1; 2; : : : ; K; (4.2)

nX

j =1

ukj x j � ck

nX

j =1

ukj = 0; (4.3)

ck =

nX

j =1

ukj x j

nX

j =1

ukj

: (4.4)

Primjetimo da je broj
nX

j =1

ukj zapravo broj elemenata klasterak, tj. nk . Stoga, centroide

mo�zemo zapisati kao:

c�
k =

X

x i 2 Ck

x i

nk
: (4.5)

�Zelimo dobiti minimum funkcije J , stoga nam je potrebno da druga derivacija
@2J
@c2k

bude

ve�ca od nule:
@2J
@c2k

= 2
nX

j =1

ukj : (4.6)

Uo�cimo kako je desna strana jednakosti pozitivna, �sto implicira da novi izbori centroida
zaista dovode do minimalne vrijednosti funkcije cilja.

Napomena. Algoritam K {srednjih vrijednosti naj�ce�s�ce koristi LS{kvazimetri�cku funkciju,
uz koju je centroid skupa podataka aritmeti�cka sredina klastera. Ponekad, mo�ze se koristiti i
L1{kvazimetri�cka funkcija, uz koju za centroid skupa podataka dobivamo medijan klastera.

Uo�cimo kako algoritam, osim izbora za po�cetne centriode, ima dodatan izvor nedetermi-
nisti�cnosti, a to je odredivanje kojem �ce klasteru pripasti podatak koji je jednako udaljen
od dva centroida. To se uglavnom rje�sava dogovorno. Zbog toga treba paziti kod implemen-
tacije da se ovaj problem rije�si na proizvoljan, ali konzistentan na�cin kako ne bi do�slo do
beskona�cne petlje u algoritmu.
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Slika 4: Algoritam K {srednjih vrijednosti kroz iteracije

Odabir centroida

Algoritam K {srednjih vrijednosti pretra�zuje prostor veli�cine broja razli�citih particija od n
podataka uK skupova. Postavljaju se pitanja ho�ce li algoritam konvergirati i je li grupiranje
koje je algoritam prona�sao optimalno u smislu funkcije ciljaJ . Mo�ze se dokazati da �ce
algoritam sigurno konvergirati. Broj mogu�cih particija je K n i kona�can je, pa je kona�can i
broj kombinacija u kojima seck nalazi u sredi�stu svojeg klastera. U svakoj iteraciji algoritma
se pogre�ska smanjuje te algoritam pronalazi novo rje�senje. S obzirom da je takvih kona�cno
mnogo, algoritam �ce stati u kona�cnom broju koraka. Drugo pitanje takoder ima jednostavan
odgovor; lako se poka�ze da algoritam daje optimalno rje�senje. On je pohlepan algoritam1

koji �ce prona�ci lokalno optimalno rje�senje. O izboru centroida ck ovisi ho�ce li algoritam dati
globalno optimalno rje�senje. Neki od na�cina izbora po�cetnih centroida (vidi vi�se u [11]):

ˆ Slu�cajnim odabirom izabrati K podatka kao centroideck . Na ovaj na�cin izbjegavamo
da centroidi budu smje�steni na mjesta u prostoru gdje nema podataka, ali ne rje�savamo
problem globalne optimizacije. Kod ovakvog na�cina biranja centroida, problem stva-
raju str�se�ce vrijednosti koje mogu zavr�siti u posebnim klasterima. Iako se �cini da je
dobro rje�senje da str�se�ce vrijednosti budu u posebnim klasterima, problem je u tome
�sto je broj klastera K ograni�cen te se one trebaju poklopiti s prirodnim (ve�cinskim)
klasterima koji postoje u podatcima.

ˆ Izra�cunati centroid c cijelog skupaX te mu dodavati manje slu�cajne vektore kako
bismo dobili K centroida ck . Ovim na�cinom rije�sili smo problem str�se�cih vrijednosti,
ali smo ostali na lokalnoj optimizaciji.

ˆ Izra�cunati prvu glavnu komponentu skupa podataka metodom PCA2, razdijeliti raspon
1Pohlepni pristupi promatra �sto mu je u danom trenutku najbolje ("lokalno optimalno") u�ciniti. Pohlepni

algoritmi vrlo �cesto ne daju optimalno rje�senje, ali mogu dati solidnu aproksimaciju.
2PCA ( eng. Principal Component Analysis) ili analiza glavnih komponenti je statisti�cki postupak za

reduciranje dimenzije podataka.
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na K jednakih intervala te podatke uK grupa i uzeti centroide tih grupa kao vrijednosti
za ck .

ˆ Nasumi�cno odabrati jedan po�cetan centroid ck , a svaki sljede�ci odrediti tako da je
�sto dalje od ostalih centroida. Ovakav pristup koristi se kodK {means++ algoritma
u kojem je vjerojatnost da je podatakx i novi centroid ci proporcionalna kvadratu
udaljenosti tog podatka od njemu najbli�zeg, ve�c odabranog centroidack .

P(ci = x i jX ) =
jjx i � ck jj 2

X

j

jj x j � ck jj 2
:

Na ovaj na�cin str�se�ce vrijednosti imaju ve�cu vjerojatnost da budu izabrane za centroide,
ali njih je u pravilu manje pa je ve�ca vjerojatnost izbora prosje�cnog podatka. Dokazano
je kako ovakav izbor po�cetnih centoida ubrzava konvergenciju algoritma te znatno
smanjuje pogre�sku grupiranja.

Kada se po�cetni centroidi odreduju nedeterministi�cki, preporu�cljivo je algoritam pokrenuti
vi�se puta kako bi se dobilo rje�senje sa �sto manjom pogre�skom. Osim izbora centroida, rje�senje
algoritma ovisi i o odabranom broju klastera. Taj problem promotrit �cemo kasnije jer je on
zajedni�cki svim algoritmima grupiranja.

4.1.2 Algoritam K {medoida

Kako smo vidjeli u pro�slom potpoglavlju, algoritam K {srednjih vrijednosti u funkciji
cilja koristi euklidsku udaljenost za ra�cunanje udaljenosti izmedu podataka. To utje�ce na iz-
vedivost algoritma jer tada postaje osjetljiv na str�se�ce vrijednosti te je ograni�cen na podatke
koji se mogu prikazati u vektorskom prostoru. Ponekad nemamo takve podatke, ve�c imamo
informaciju o medusobnoj sli�cnosti parova podataka. Na primjer, zadan mo�ze biti skup
rije�ci koje �zelimo grupirati na temelju sli�cnosti znakovnih nizova i dobiti klastere gra�jski
sli�cnih rije�ci ili grupirati ljude na temelju jakosti poznanstava pa dobiti grupe ljudi koji se
medusobno dobro poznaju. Tada raspola�zemo mjerom sli�cnosti, odnosno mjerom razli�citosti
koja se ra�cuna izmedu parova podataka.
Algoritam K {medoida je jo�s jedan particijski algoritam za grupiranje. Medoid je repre-
zentativni objekt skupa podataka �cija je prosje�cna razli�citost od svih objekata u klasteru
minimalna. K {medoid je poop�cenje algoritmaK {srednjih vrijednosti u kojem funkciju cilja
de�niramo pomo�cu mjere razli�citosti � (x; x0) izmedu dva podataka:

Ĵ (C) =
nX

j =1

KX

k=1

ukj � (x j ; ck):

Mjera razli�citosti � (kao i njoj komplementarna mjera sli�cnosti) op�cenitija je od euklidske
mjere udaljenosti i od bilo koje druge mjere udaljenosti te je time algoritam otporniji na
str�se�ce vrijednosti.

Tehnika grupiranjem K {medoidom grupira skup odn podataka u K klastera, pri �cemu
je vrijednost broja K poznata.

Koraci algoritma jednaki su koracima algoritmaK {srednjih vrijednosti, ali se grupira-
nje odvija po druga�cijem kriteriju. Tako der, zaustavni kriteriji podudaraju se zaustavnim
kriterijima kod algoritma K {srednjih vrijednosti.
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Algoritam 2 K {medoida

Korak 1: (Inicijalizacija) Nasumi�cno izaberi K podataka iz skupa odn podataka i postavi
ih kao K medoida.

Korak 2: (Pridru�zivanje) Svaki podatak x i iz skupa dodijeli se najbli�zem medoidu (naj-
bli�zem u smislu izabrane mjere sli�cnosti, ovisno o potrebama i tipu podataka).

Korak 3: (Korekcija) Odredi nove medoide klastera i izra�cunaj pogre�sku za novo grupiranje.
Korak 4: Zaustavi algoritam ako je ispunjen neki od zaustavnih kriterija. Ina�ce, ponavljaj

korake 2 i 3.

Naj�ce�s�ce kori�steni algoritam u ovoj tehnici grupiranja zove se Particioniranje oko medoida
(eng. Partitioning around medoids, PAM).

(a) K {srednjih vrijednosti (b) K {medoida

Slika 5: UsporedbaK {srednjih vrijednosti na slici 5a) i K {medoida na slici 5b)

4.1.3 Algoritam neizrazitih C{srednjih vrijednosti

Tehniku neizrazitih C{srednjih vrijednosti (eng. fuzzyC{means) koristimo kada prirodno
neki od podataka mogu djelomi�cno pripadati u dva ili vi�se klastera. Neizrazito grupiranje
primjenjuje se kod analize slike i signala, medicinske dijagnostike, tomogra�je, astronomije,
kod prepoznavanja govora, u znanosti o okoli�su, itd. (detaljnije se mo�ze prou�citi u [10]).
Algoritam neizrazitih C{srednjih vrijednosti pripada mekom grupiranju i to je algoritam
kod kojeg element skupa pripada svakom klasteru s nekom odredenom te�zinom. Algoritam
je razvio Joe Dunn 1973. godine, a Jim Bezdek ga je unaprijedio 1981. godine. Najvi�se se
koristi u prepoznavanju uzoraka. Zasniva se na minimiziranju funkcije cilja:

J (C) =
cX

j =1

nX

k=1

(uik )� jj ci � xk jj ; (4.7)

gdje je n kardinalnost skupa podataka,� � 1 parametar zamu�cenosti,uik 2 [0; 1] te�zina
koja opisuje u kolikoj mjeri xk pripada i -tom klasteru, a ci je centroid i -tog klastera. Zauik

vrijedi
nX

k=1

uik = 1:

Iako je rezultat neizrazitog grupiranja djelomi�cno grupiranje, mo�zemo iskoristiti infor-
macije dobivene u matrici particije. Rje�senje ovog algoritma, kao i algoritmaK {srednjih
vrijednosti, mo�ze ostati lokalno optimalno ovisno o izboru po�cetnih vrijednosti i potrebno je
unaprijed znati broj klastera.
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Algoritam 3 Neizrazitih C{srednjih vrijednosti

Korak 1: Pomo�cu matrice particije U izra�cunaj centroide klastera te spremi u vektorC = [ ci ]
tako da je:

ci =

nX

k=1

(uik )� xk

nX

k=1

(uik )�

; i = 1; : : : ; c: (4.8)

Korak 2: A�zuriraj matricu U tako da je:

uik =
1

cX

j =1

�
jj xk � ci jj
jj xk � cj jj

� 2
� � 1

; i = 1; : : : ; c; k = 1; : : : ; n: (4.9)

Korak 3: Ako je izvr�sen maksimalni broj iteracija ili postignut kriterij zaustavljanja, zaustavi
algoritam. Ina�ce se vrati na korak 1.

4.1.4 Grupiranje temeljeno na distribuciji

Ova kategorija algoritama za grupiranje pretpostavlja da klasteri prate neku speci��cnu
distribuciju. Algoritam maksimizacije o�cekivanja (eng. expectation{maximization algorithm,
EM) je istaknuti primjer ove kategorije.

Tehnika grupiranja maksimizacijom o�cekivanja je temeljena na mije�sanom modelu3. To
je iterativan proces �ciji je cilj odrediti parametre distribucije klastera. Osnovna ideja algo-
ritma je podjela n podataka iz danog skupa uK klastera tako da je ukupna vjerojatnost
pojave svih klastera maksimalna. Ulazni podatci algoritma su dani skupX , broj klastera
K , gre�ska konvergencijeE i maksimalan broj iteracija. Izvr�savaju se dva koraka u svakoj
iteraciji. Prvi je E-korak ( eng. expectation) u kojem ra�cunamo vjerojatnost pripadnosti svake
to�cke svakom klasteru. Drugi korak je M-korak (eng. maximization) koji ponovno procjenjuje
vektor parametara svake klase nakon ponovne podjele. Algoritam zavr�sava nakon izvr�senja
maksimalnog broja koraka ili kada parametri distribucije konvergiraju. Ova statisti�cka teh-
nika grupiranja pretpostavlja da su dani klasteri u Gaussovoj (normalnoj) distribuciji, stoga,
ako oni to nisu, algoritam ne�ce dati uspje�san rezultat grupiranja.

Algoritam 4 EM algoritam

Korak 1: S obzirom na dan skup podataka, odredi po�cetni skup parametara.
Korak 2: (E{korak) Koriste�ci informacije o podatcima, izra�cunaj vjerojatnosti pripadnosti

svakog podatka svakom klasteru.
Korak 3: (M{korak) Iskoristi upotpunjene podatke generirane nakonE{koraka za a�zuriranje

parametara.
Korak 4: Korake 2 i 3 ponavljaj sve do konvergencije.

3Mije�sani model M koji ima K klastera Ck , k = 1 ; : : : ; K pridru�zuje vjerojatnost svakom podatku x:
P(xjM ) =

P K
k=1 Wk � P(xjCk ; M ), gdje su Wk te�zine mje�savine.
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Inicijalizacija algoritma

Neka je zadan broj klasteraK . Svaki klaster k je predstavljen s vektorom parametra
� , sastavljenim od centroidack , kovarijancom � k i matrice kovarijacije Pk . Ovi parametri
opisuju Gaussovu distribuciju: � (t ) = ( c(t )

k ; � (t )
k ; P (t )

k ); k = 1; : : : ; K:
Na po�cetku, za t = 0, EM algoritam nasumi�cno generira po�cetne centroideck , kovarijancu

� k i kovarijacijsku matricu Pk . Nadalje, uzastopnim iteracijama cilj algoritma je procijeniti
vektor parametara � prave distribucije. Drugi na�cin kako zapo�ceti EM algoritam bio bi
kori�stenjem klastera dobivenih tehnikom hijerarhijskog grupiranja.

E{korak

U ovom koraku ra�cunamo vjerojatnost pripadnosti svakog podatka svakom klasteru
P(Ck jx i ). Svaki podatak iz skupa predstavljen je vektorom zna�cajkix i ; i = 1; : : : ; n: Pri-
padnost podatka klasteru ra�cuna se kao vjerojatnost svake zna�cajke tog podatka u usporedbi
sa zna�cajkama ostalih podataka u klasteruCk .

P(Ck jx) =
j� (t )

k j �
1
2 enk P (t )

k
nX

i =1

j� (t )
k j �

1
2 enk P (t )

i

M{korak

Ovaj korak ra�cuna parametre distribucije svakog klastera za sljede�ci korak. Na po�cetku,
aritmeti�cka sredina ck klastera k ra�cuna se kao aritmeti�cka sredina svih podataka iz skupa
ovisno o stupnju relevantnosti svakog podatka.

c(t+1)
k =

nX

i =1

P(Ck jx i )x i

nX

i =1

P(Ck jx i )

:

Nadalje, koristimo Bayesov teorem kako bismo izra�cunali kovarijacijsku matricu za sljede�cu
iteraciju. Slijedi da je P(AjB) = P(B jA) � P(A) � P(B): Sada, zbog uvjetne vjerojatnosti
pojave klastera vrijedi da je:

� (t+1)
k =

nX

i =1

P(Ck jx i )(x i � c(t )
k )(x i � c(t )

k )T

nX

i =1

P(Ck jx i )

:

Vjerojatnost pojave svakog klastera sada se ra�cuna pomo�cu aritmeti�cke sredine vjerojatnost
Ck ovisno o stupnju relevantnosti svakog podatka iz klastera.

P (t+1) =
1
n

nX

i =1

P(Ck jx i ):

Ove karakteristike opisuju vektor parametara� koji predstavlja distribuciju svakog klastera.
Ovaj vektor � koristimo u sljede�coj iteraciji.
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4.2 Hijerarhijsko grupiranje

Iz [11] slijedi da za razliku od particijskog grupiranja, hijerarhijsko grupiranje rezultira
hijerarhijom klastera. Hijerarhija klastera prikazuje se dendrogramom. Dendrogram je sta-
blo4 u kojem listovi odgovaraju podatcima, a vodoravne linije odgovaraju povezivanjima na
odredenoj udaljenosti. Ovakav prikaz grupiranja je zanimljiv jer se mo�ze presje�ci na bilo
kojoj udaljenosti i dobiti klastere koje bismo dobili particijskim grupiranjem na toj udalje-
nosti.

Postoje dvije vrste hijerarhijskog grupiranja: aglomerativno i divizno. Aglomerativno
grupiranje je "bottom-up" pristup u kojem se kre�ce od jednog podatka u svakom klasteru pa
se postepeno spajaju parovi klastera dok svi podatci ne budu u istom klasteru. Suprotno,
divizno grupiranje je "top-down" pristup koji pretpostavlja da svi podatci pripadaju istom
klasteru, pa se postepeno razdvajaju po slojevima hijerarhije. Ovakvo spajanje i razdvajanje
klastera odredeno je pohlepnim na�cinom.

Za razliku od algoritma K {srednjih vrijednosti i EM-algoritma, hijerarhijsko grupiranje
nema teorijsku osnovu te je heuristi�cki postupak.

Hijerarhijsko grupiranje provodi se pomo�cu funkcije udaljenosti ili mjere sli�cnosti, s ciljem
pronalaska klastera podataka koji su najsli�cniji jedni drugima.

(a) Skup podataka (b) Dendrogram skupa podataka sa slike 6(a)

Slika 6: Skup podataka i dendrogram tog skupa

4.2.1 Hijerarhijsko aglomerativno grupiranje

Naj�ce�s�ce kori�sten algoritam hijerarhijskog grupiranja je algoritam hijerarhijskog aglome-
rativnog grupiranja (HAC). Kao �sto smo spomenuli, on je "bottom-up" algoritam. Po�cinje
tako da je svaki podatak u svojem klasteru, a potom se spajaju po dva najbli�za klastera sve
dok ne dodemo do zadanog broja klasteraK (saznaj vi�se u [11]).

Algoritam 5 HAC

Inicijalizacija: Postavi svaki podatakx i 2 X; i = 1; : : : ; n u zasebni klaster.
Korak 1: Spoji dva najbli�za klastera.

Korak 1 se ponavlja sve dok ne dodemo do danog broja klasteraK .

4Stablo je povezan graf bez ciklusa.
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Kada je K = 1 rezultat algoritma je potpuni dendrogram koji se mo�ze presje�ci na bilo
kojoj udaljenosti. U koraku koji se ponavlja, algoritam pronalazi par najbli�zih klastera.
Potrebno je de�nirati udaljenost klastera. Op�cenito, udaljenost skupovaA i B mo�ze se
de�nirati na vi�se na�cina:

Dc(A; B ) = d(cA ; cB ) udaljenost centroidacA ; cB skupova;

Dmin (A; B ) = min
a2 A;b2 B

d(a; b) minimalna udaljenost;

Dmax (A; B ) = max
a2 A;b2 B

d(a; b) maksimalna udaljenost;

Davg(A; B ) =
1

jAjjB j

X

a2 A

X

b2 B

d(a; b) prosje�cna udaljenost;

gdje jAj i jB j predstavljaju broj elemenata skupaA, odnosnoB:

Udaljenost Dmin izmedu dva klastera je zapravo najmanja udaljenost izmedu podataka u
tim klasterima. Tada dobivamo grupiranje temeljem jednostruke povezanosti. Za razliku od
Dmin , de�nira se Dmax kao najve�ca udaljenost podataka klastera. Takvo grupiranje naziva
se potpuno povezano. Ove dvije udaljenosti dat �ce sli�cne rezultate ako su dani kompaktni
i dobro odvojeni klasteri. Ina�ce mo�ze do�ci do zna�cajnijih razlika; rezultat jednostrukog
povezivanja bit �ce dugi, ulan�cani klasteri dok �ce se manji i zbijeni klasteri dobiti potpunim
povezivanjem.

Rezultate jednostrukog i potpunog povezivanja mo�zemo povezati s teorijom grafova. Na-
ime, spajanje dva klasteraCi i Cj odgovara uvodenju brida izmedu odgovaraju�cih podataka
u tim klasterima. Ako koristimo jednostruko povezivanje, novi brid bit �ce izmedu dva naj-
bli�za podatka iz ta dva klastera. Budu�ci da se bridovi stvaraju izmedu podataka razli�citih
klastera, a nikad medu podatcima iz istog klastera, rezultat �ce biti stablo. U slu�caju kada
je K = 1, algoritam HAC generira minimalno razapinju�ce stablo5. Obratno, potpuno pove-
zan graf dobit �cemo kod potpunog povezivanja jer spajanje dva klastera odgovara uvodenju
bridova izmedu svih parova podataka.

Jednostruko i potpuno povezivanje dva su rubna slu�caja izra�cuna udaljenosti izmedu
klastera i osjetljiviji su na �sum. Bolje rje�senje dobije se koriste�ci prosje�cnu udaljenostDavg.
Sli�cno, postoji i Dc, mjera udaljenosti centroida klastera. Ona je ra�cunalno najjednostavnija
mjera, ali je ograni�cena na udaljenosti de�nirane u vektorskom prostoru. Ako imamo podatke
koji nisu prilagodeni za ra�cunanje u vektorskom prostoru, prednost ima mjeraDavg koju
mo�zemo primijeniti na bilo koju mjeru sli�cnosti.

4.2.2 Hijerarhijsko divizno grupiranje

Kako je ve�c obja�snjeno u radu, divizno grupiranje koristi "top-down" pristup koji je
suprotan aglomerativnom grupiranju.

Algoritam 6 Divizno grupiranje

Korak 1: Na po�cetku, svi podatci pripadaju istom klasteru.
Korak 2: Podijeli klaster na dva najmanje sli�cna klastera.
Korak 3: Nastavi rekurzivno stvarati nove klastere sve dok se ne postigne �zeljeni broj klas-

tera.

5Minimalno razapinju�ce stablo je stablo koje povezuje sve vrhove nekog (te�zinskog) grafa, pri �cemu je
ukupna suma te�zina svih bridova minimalna.
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Slika 7: Prikaz postupka diviznog grupiranja u tri klastera

Slika 7 prikazuje tri vidno medusobno udaljena skupa podataka. Zato smo zaustavili
algoritam nakon dobivanja tri klastera. Medutim, slika 8 prikazuje �sto bi se dogodilo kada
bismo nastavili dijeliti klastere.

Slika 8: Prikaz diviznog grupiranja u �cetiri klastera

Odabir klastera za dijeljenje

Prvi problem ovog algoritma je kako �cemo odabrati klaster koji �cemo sljede�ci podijeliti.
Prvo �cemo izra�cunati sumu kvadratnih gre�saka svakog klastera te odabrati onaj koji ima
najve�cu vrijednost.

U na�sem primjeru (slika 9), trenutno su podatci podijeljeni u dva klastera. Kako bi-
smo podijelili na tri klastera, moramo prona�ci sumu kvadratnih gre�saka za svaku to�cku u
naran�castom i zelenom klasteru.
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Slika 9: Prikaz diviznog grupiranja u dva klastera

Klaster s najve�com kvadratnom gre�skom se razdvaja u dva klastera, tako stvaraju�ci novi
klaster. Na slici 9 vidljivo je kako naran�casti klaster ima najve�cu kvadratnu gre�sku te se on
razdvaja u dva klastera stvaraju�ci tako ukupno tri klastera. Detaljnije o diviznom grupiranju
mo�ze se prona�ci u [8].

4.3 Grupiranje temeljeno na gusto�ci podataka

Algoritmi za grupiranje temeljeni na gusto�ci podataka su vrsta tehnike grupiranja koja
u osnovi primjenjuje kriterij lokalnog klastera. Klastere promatramo kao regije u prostoru u
kojem podatci tvore gusto podru�cje i razdvojeni su regijama s malom gusto�com podataka.
Guste regije podataka ponekad mogu stvoriti neke proizvoljne oblike i podatci mogu biti
nasumi�cno rasporedeni unutar te regije. Stoga, algoritmi temeljeni na gusto�ci podataka
mogu lako prepoznati klastere bilo kakvih oblika, ali se oslanjaju na uvjetu da podatci
unutar odredenog klastera �cine stisnutu regiju. Na primjer, za rudarenje podataka je tra�zenje
str�se�cih vrijednosti va�znije od pronalaska obi�cnih slu�cajeva. Vi�se o ovoj vrsti grupiranja mo�ze
se prona�ci u [1], [5] i [12].

Postoje mnogi algoritmi temeljeni na gusto�ci podataka:

1. DBSCAN algoritam (eng. Density-based spatial clustering of application with noise)
S obzirom na dani skup podataka, algoritam grupira podatke koji su bliski jedni dru-
gima tako da str�se�ce vrijednosti ostanu u podru�cju s malom gusto�com podataka. Us-
pje�sno pronalazi proizvoljne oblike sve dok klasteri stvaraju gustu regiju. DBSCAN
algoritam je temeljen na konceptu dostupnosti temeljenoj na gusto�ci, koju de�niramo
na sljede�ci na�cin:
Podatak q je direktno dostupan (eng. direct densitiy-reachable, DDR) podatku p ako je
p udaljen od q za najvi�se � te ako postoji dovoljan broj podataka okop tako da mo�ze
biti stvoren klaster oko p i q. Uo�cimo da relacija direktne dostupnosti nije simetri�cna,
tj. ako je p direktno dostupan podatku q, ne mora zna�citi da je q direktno dostupan
podatku p.
Podatak q je dostupan (eng. density reachable, DR) podatku p ako postoji niz podatka
p1; : : : ; pn , p1 = p; pn = q, gdje je svaki pi +1 direktno dostupan (DDR) podatku pi .
Takoder, relacija nije simetri�cna jer podatak p mo�ze biti dostupan podatku q, ali q
mo�ze le�zati na rubu klastera i tada ne�ce imati dovoljan broj susjeda da se broji kao
pravi element klastera.
Uz to, de�niramo i povezanost baziranu na gusto�ci (eng. density-connectedness, DC)
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kao: dva podatkap i q su povezana ako postoji niz podatakao1; o2; : : : ; on takvi da su
o1 i p dostupni, o2 i o1 dostupni, o3 i o2 dostupni,: : : , te su on i q dostupni. Klaster

Slika 10: Direktna dostupnost, dostupnost i povezanost podataka

pronaden DBSCAN algoritmom mora zadovoljavati dva uvjeta: svi podatci unutar
odredenog klastera moraju biti medusobno povezani te ako je podatak povezan s dru-
gim podatkom u klasteru, tada je on uklju�cen u strukturu klastera.

U algoritmu imamo dva parametra:

� udaljenost potrebna za ra�cunanje direktne dostupnosti,

minP ts minimalni broj podataka potrebnih za formiranje klastera.

Po�cetni ( eng. seed) podatak je nasumi�cno izabran podatak koji nije posje�cen. DBSCAN
algoritam po�cinje s takvim podatkom. Tada se formira� -susjedstvo po�cetne to�cke i
provjera se njegova veli�cina (broj susjeda). Ako ima dovoljan broj podataka, stvara se
klaster koji sadr�zi sve podatke iz tog susjedstva. Ako susjedstvo nije dovoljno veliko,
podatak ozna�cavamo kao str�se�cu vrijednost. Taj podatak mo�ze kasnije biti pronaden
u drugoj � -okolini s dovoljnim brojem susjeda te na taj na�cin biti smje�sten u klaster.
Kada podatak uklju�cimo u klaster, njegovo� -susjedstvo se takoder uklju�cuje u klaster
pomo�cu koncepta povezanosti. Ovaj postupak ponavljamo sve dok nema vi�se podataka
koji se mogu uklju�citi. Tada algoritam po�cinje s novim po�cetnim podatkom i zavr�sava
kada takvih podataka vi�se nema.

Slika 11: Razlika DBSCAN i algoritmaK {srednjih vrijednosti
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2. GDBSCAN algoritam (eng. Generalized density-based spatial clustering of application
with noise)
GDBSCAN je generalizirana verzija DBSCAN algoritma koja pro�siruje de�niciju gusto�ce
podataka. Stoga mo�ze biti primijenjena na klastere koji imaju razli�cite oblike, kao i
dvodimenzionalne poligone.

3. OPTICS algoritam (eng. Ordering points to identify the clustering structure)
Ovo je algoritam koji koristi hijerarhijsko grupiranje temeljeno na gusto�ci. Za razliku
od DBSCAN algoritma koji otkriva klastere koji imaju gusto�cu koju je korisnik de�-
nirao, OPTICS proizvodi hijerarhijsku strukturu danog skupa ovisnu o gusto�ci. Graf
koji nastaje ovim algoritmom prikazuje klastere razli�cite gusto�ce kao i hijerarhijske
klastere.

Slika 12: Razlika DBSCAN i OPTICS algoritma

4.4 Grupiranje temeljeno na mre�zi podataka

Sli�cno kao grupiranje temeljeno na gusto�ci, grupiranje temeljeno na mre�zi podataka �cesto
se koristi za odredivanje klastera u velikim vi�sedimenzionalnim prostorima. Ponovno klastere
promatramo kao guste regije. Detaljnije se mo�ze prou�citi u [1] i [5].

Vremenska slo�zenost ve�cinskih tehnika grupiranja linearno ovisi o veli�cini danog skupa.
Glavna prednost grupiranja temeljenog na mre�zi je sposobnost rada s velikim skupovima
podataka. Osnovna razlika grupiranja temeljenog na mre�zi od onog temeljenog na gusto�ci
podataka je �sto ovi algoritmi ne rade sa skupovnim podatcima ve�c s okolnim prostorom.
Op�cenito, ove korake koriste tipi�cni algoritmi temeljeni na mre�zi podataka:

Algoritam 7 Grupiranje temeljeno na mre �zi podataka

Korak 1: Generiraj strukture mre�ze. Ovo se mo�ze posti�ci dijeljenjem prostora podataka na
kona�can broj mre�za.

Korak 2: Izra�cunaj gusto�cu mre�ze kao ukupan broj podataka unutar te mre�ze.
Korak 3: Sortiraj mre�ze po njihovim gusto�cama.
Korak 4: Izra�cunaj centroide klastera.
Korak 5: Prijedi na susjednu mre�zu.

�Cesto kori�sten algoritam u ovoj tehnici grupiranja je STING (eng. Statistical information
grid). On se uglavnom koristi za grupiranje prostornih baza podataka. Prostor podataka
prvo podijelimo na mre�zu. Ove mre�ze predstavljene su hijerarhijskom strukturom. Korijen
hijerarhije je na nivou 1 i njegova djeca su na sljede�cim nivoima.�Celija na nivou i sadr�zi
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uniju podru�cja sve njegove djece na nivoui + 1. U slu�caju algoritma STING, svaka �celija
ima 4 djece. Dakle, svako dijete predstavlja �cetvrtinu podru�cja roditeljske �celije. STING se
jedino mo�ze koristiti u slu�caju dvodimenzionalnog prostora.

Slika 13: Primjer mre�ze podataka

4.5 Provjera klastera

Kod svih je metoda grupiranja broj klastera, odnosno parametarK , potrebno odrediti
unaprijed. U slu�caju hijerarhijskog grupiranja, mo�zemo odabrati K = 1 i izgraditi �citav
dendrogram, ali se problem o�cituje u kojem �cemo koraku napraviti presijecanje. Jedan od
glavnih problema grupiranja je odabir broja klastera. Idealno, broj klastera odgovara broju
prirodnih klastera u skupu podataka, ali taj podatak je uglavnom nepoznat.

Parametar K nazivamo hiperparametar: to je parametar slo�zenosti modela koji se ne
ugada u�cenjem. Njega ne mo�zemo optimizirati tako da minimiziramo funkciju cilja. Funkcija
cilja monotono opada s porastomK te dose�ze minimum zaK = n, ali tako smo do�sli
do prenau�cenosti modela. Odabir optimalnog brojaK zna�ci odabrati optimalnu slo�zenost
modela, tj. slo�zenost za koju je sposobnost generalizacije najve�ca.

Moramo napomenuti kako problem tra�zenja optimalnog broja klastera spada u NP-te�ske
probleme. Naj�ce�s�ce rje�senje dobiva se ispitivanjem razli�citih pokazatelja koje nazivamo in-
deksi. U nekim jednostavnijim slu�cajevima je broj klastera prirodno odreden, kao �sto je
grupiranje studenata uK = 5 klastera ovisno o uspjehu na studiju ili kao �sto je kvantizacija
boja. Ako to nije slu�caj, broj klastera na koji grupiramo skupX nije poznat te tada moramo
potra�ziti particiju koja se sastoji od klastera koji su interno �sto kompaktniji, a eksterno �sto
bolje medusobno razdvojeni. Takva particija ima najprikladniji broj klastera.

Znamo da vrijednost funkcije cilja ne raste pove�canjem broja klastera, zato je mogu�ce
tra�ziti takvu optimalnu particiju za koju vrijednost funkcije cilja naglo opada. To nije
egzaktan kriterij, ali s drugim kriterijima nas mo�ze dovesti do optimalnog rje�senja.

Navest �cemo nekoliko najpoznatijih indeksa.
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4.5.1 Calinski-Harbasz (CH) indeks

CH indeks de�nira se tako da interno kompaktnija particija �ciji su klasteri medusobno
dobro razdvojeni ima ve�cu CH vrijednost.

Funkciju cilja J zapisat �cemo kao:

J (C) =
KX

k=1

X

x2 Ck

jj ck � xjj 2
2:

Vrijednost funkcije J na optimalnoj particiji pokazuje ukupno rasipanje elemenata klastera
C1; : : : ; CK te particije do njihovih centroida c1; : : : ; cK . Kako smo spomenuli, smanjenjem
vrijednosti funkcije J smanjuje se i rasipanje, pa su klasteri interno kompaktniji.

Iz tog razloga je CH indeks optimalne particijeC � obrnuto proporcionalan funkciji cilja
J (C � ). Za odredivanje CH indeksa de�nirat �cemo jo�s jednu funkciju G:

G(C) =
KX

k=1

mk jj ck � cjj 2
2;

gdje je mk = jCk j broj elemenata particijeCk , a c = 1
n

P n
i =1 x i centroid skupaX . Vrijed-

nost funkcije G na particiji C govori o ukupnoj te�zinskoj razdvojenosti centroidac1; : : : ; cK

klastera C1; : : : ; CK . Pove�canjem vrijednosti funkcijeG, pove�cava se udaljenost centroidack

do centroida cijelog skupac. Tada su i centroidi ck medusobno maksimalno udaljeni. Zato
je CH indeks optimalne particijeC � proporcionalan vrijednosti funkcijeG(C � ). Stoga, CH
indeks particije C � de�niramo kao:

CH (K ) =
G(C � )=(K � 1)
J (C � )=(n � K )

:

4.5.2 Davies-Bouldin (DB) indeks

DB indeks de�niramo tako da interno kompaktnije particije �ciji su klasteri medusobno
bolje razdvojeni imaju manju DB vrijednost.

Neka je zadana to�ckac 2 R2 u ravnini oko koje primjenom Gaussove normalne distribucije
s varijancom � 2 se generiran slu�cajnih to�caka x i . Ovakav skup to�caka naziva se sferi�can
skup podataka i ozna�cit �cemo ga sX . Iz statistike znamo da se u kruguK (c; � ) sa sredi�stem
u to�cki c i radijusom � (standardna devijacija) nalazi oko 68% to�caka skupaX . Takav krug
naziva se glavni krug skupa podatakaX .
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Slika 14: Odnos dva sferi�cna skupa podataka

Neka su za dvije razli�cite to�cke c1; c2 2 R2 i dvije razli�cite varijance � 2
1; � 2

2 generirana dva
sferi�cna skupa podatakaX 1; X 2 i neka suK 1(c1; � 1); K 2(c2; � 2) njihovi odgovaraju�ci glavni
krugovi. Na slici 14 prikazani su mogu�ci odnosi skupovaX 1 i X 2 s obzirom na medusobni
polo�zaj njihovih glavnih krugova K 1(c1; � 1) i K 2(c2; � 2). Na slici 14a) vidimo skupoveX 1; X 2

�ciji se glavni krugovi ne sijeku i za njih vrijedi jjc1 � c2jj 2 > � 1 + � 2, a na slici 14b) prikazani
su skupovi �ciji se krugovi dodiruju i vrijedi jjc1 � c2jj 2 = � 1 + � 2. Stoga, mo�zemo re�ci da se
glavni krugovi K 1(c1; � 1) i K 2(c2; � 2) skupovaX 1 i X 2 presijecaju ako vrijedi

jjc1 � c2jj 2 � � 1 + � 2;

odnosno da su glavni krugovi razdvojeni ako vrijedi

� 1 + � 2

jj c1 � c2jj 2
< 1:

Promotrimo sada optimalnu particiju C skupa X s klasterima C1; : : : ; CK i njihovim
centroidimac1; : : : ; cK . Pogledajmo jedan klasterck i njegov odnos prema ostalim klasterima.
Veli�cinom

Dk = max
s6= k

� k + � s

jj ck � csjj 2
(4.10)

zadano je najve�ce mogu�ce preklapanje klasteraCk s nekim drugim klasterom. Pri tome su

� 2
k :=

1
jCk j

X

x2 Ck

jj ck � xjj 2
2; k = 1; : : : ; K:

Broj
1
K

(D1 + � � � + DK ) (4.11)
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prosjek je brojeva (4.10) i predstavlja mjeru interne kompaktnosti i eksterne razdvojenosti
klastera u particiji. �Sto je broj (4.11) manji, klasteri su bolje razdvojeni i kompaktniji. Stoga,
DB indeks optimalne partcije C skupa X s klasterima C1; : : : ; CK i njihovim centroidima
c1; : : : ; cK de�niramo kao

DB (K ) =
1
K

KX

k=1

max
s6= k

� k + � s

jj ck � csjj 2
; (4.12)

gdje je � 2
k :=

1
jCk j

X

x2 Ck

jj ck � xjj 2
2:

4.5.3 Kriterij �sirine Silhouette (SWC)

Kriterij �sirine Silhouette veoma je popularan u klaster analizi i njegovim primjenama. Za
optimalnu K {particiju s klasterima C1; : : : ; CK , SWC de�niramo kao: za svakix i 2 X \ Cr

ra�cunamo brojeve

� ir =
1

jCr j
P

a2 Cr
d(x i ; a)

; � is = min
s6= r

1
jCsj

X

b2 Cs

d(x i ; b); (4.13)

a SWC indeks je de�niran s

SWC(K ) =
1
n

nX

i =1

� is � � ir

maxf � is ; � ir g
:

Ve�ci SWC broj dat �ce klasteri koji su kompaktniji i bolje separirani.
Ra�cunanje SWC indeksa ima dugotrajnu numeri�cku proceduru, pa se �cesto upotrebljava

pojednostavljeni kriterij �sirine Silhouette (SSC). On koristi udaljenost od podatakax i 2
X \ Cr do centroidacq; : : : ; cK umjesto prosje�cne vrijednosti (4.13)

� ir = d(x i ; cr ); � is = min
s6= r

d(x i ; cs); SSC(K ) =
1
n

nX

i =1

� is � � ir

maxf � is ; � ir g
:
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Sa�zetak

Cilj ovog rada je upoznavanje s tehnikama grupiranja podataka. Grupiranje podataka je
proces u kojem od grupe razli�citih objekata stvaramo klastere sli�cnih objekata.

Postoje razli�cite vrste grupiranja, ovisno o podatcima s kojima radimo. �Cetiri glavne
vrste su: particijsko i hijerarhijsko grupiranje te grupiranje temeljeno na gusto�ci ili mre�zi
podataka.

Particijsko grupiranje grupira podatke u klastere koje �cine sli�cni podatci. Najzna�cajniji
algoritam ove skupine je algoritamK {srednjih vrijednosti. Nastavno na njega, nastale su i
druge ina�ce kao �sto su algoritmi K {medoida i neizrazitih C{srednjih vrijednosti.

Hijerarhijsko grupiranje, s druge strane, stvara hijerarhiju klastera koja se prikazuje
dendrogramom. Postoje dva pristupa: "bottom-up" (aglomerativno) i "top-down" (divizno)
grupiranje koji odreduju kojim �ce se redoslijedom spajati, odnosno razdvajati klasteri.

Kod klaster analize, potrebno je odrediti po�cetne centroide te izabrati brojK za broj
klastera. Za svaki od ta dva problema postoje razne metode koje nas dovode do optimalnog
rje�senja.

Nadalje, grupiranja temeljena na gusto�ci, odnosno mre�zi podataka koriste informacije o
gusto�ci, obliku te broju zadanih podataka. Uz njihove varijacije, najistaknutiji algoritmi su
DBSCAN za gusto�cu podataka te STING algoritam za mre�zu podataka.

Klju�cne rije�ci: grupiranje podataka, particijsko grupiranje, hijerarhijsko grupiranje,
algoritam K {srednjih vrijednosti, klaster
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Data clustering

Summary

The aim of this paper is to get acquainted with the data clustering techniques. clustering is
the process of making a group of abstract objects into classes of similar objects.

There are di�erent types of clustering, depending on the type of data. The four main
types are: partitional, hierarchical, density-based, and grid-based clustering.

Partitional clustering clusters the dataset into clusters that contain similar data. The
most signi�cant algorithm is the K {means algorithm. Additional to this algorithm, other
versions appeared, such as theK {medoids algorithm and fuzzyC{means algorithm.

Hierarchical clustering, on the other hand, creates a hierarchy of clusters which is re-
presented with a dendrogram. There are two approaches: the "bottom-up" (agglomerative)
and the "top-down" (divisive) clustering which determines the order of joining or splitting
the clusters.

In the cluster analysis, we need to determine the initial centers and the number of clusters.
For each of those problems, there are di�erent methods that result in an optimal solution.

Moreover, the density-based and the grid-based clustering are using information about
the density, the shape, and the number of data. The most signi�cant algorithms are the
DBSCAN for the density-based and the STING for the grid-based clustering.

Key words: data clustering, partitional clustering, hierarchical clustering,K {means
algorithm, cluster
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