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Sazetak. Tema je zavrsnog rada primjena odredenog integrala. U prvom ¢emo dijelu izloziti
kljuéne tvrdnje ovoga rada i objasniti Sto je odredeni integral te svojstva odredenoga in-
tegrala. Glavni dio ovog rada bit ¢e posveéen primjeni odredenoga integrala, ra¢unanje
povrsine ravninskih likova, duljina luka ravninske krivulje, racunanje volumena rotacijskih
tijela, povrsine rotacijskih ploha, nepravi integral i jos neke druge primjene. Navest ¢u neke
primjere i zadatke te poblize objasniti svaku temu zasebno.

Kljuéne rijeci: problem povrsine, Darbouxova suma, odredeni integral, svojstva odredenog
integrala, racunanje povrsine ravninskih likova, duljina luka ravninske krivulje, racunanje
volumena rotacijskih tijela, povrsina rotacijskih ploha, ostale primjene.

Abstract. The theme of this final paper is a applications of definite integrals. In the first
part work will definite the main statements and explain the definition of definite integral and
some characteristics od definite integral. The main part of the paper will be dedicated to
applications of definite integrals, area of plain fugure,arc lenght of a plane curve, calculating
volume of rotated fugure, calculating area of rotated figure ,improper integal and its other
applications. I will give some examples and exercises and explain each subject.

Key words: problem areas, Darboux sum, definite integral, characteristics of definite inte-
gral,area of plain fugure, arc lenght of a plane curve, calculating volume of rotated fugure,
calculating area of rotated figure , other applications of definite integrals.
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1 Uvod

Jedan od problema koji vodi do odredenoga integrala je problem povrsSine. Povrsine trokuta,
kvadrata, pravokutnika itd. poznate su nam jos iz osnovne Skole i ne predstavljaju nam
problem jer za njihovo racunanje postoje ”gotove” formule. Taj problem zelimo prosiriti na
opcenitije skupove, odnosno zelimo rjesavati probleme kao $to su: racunanje volumena tijela
koji nastaje rotacijom krivulja oko zadane osi ili izracunati duljinu luka krivulje.

Primjena odredenog integrala

Odredeni integral
Neka je funkcija f : I — R omedena na segmentu I = [a, b] tj. neka postoje realni brojevi M i
m ((Slika 1)) takvi da vrijedi m < f(z) < M, za svaki z € [a,b]. Neka je P = {zg,x1...2,}
subdivizija segmenta [a,b]. Tada za svaki i € {0,1,...,n} postoje brojevi:

M; =sup{f(x):x € [wi_1, 2]}, m; =nf{f(z) 1z € [x;_1, 4]}

gdje je: m < m; < M; < M. U svakom segmentu [z;_1,x;] ¢ = 1...n odaberimo tocku &;.
Prema definiciji supremuma i infimuma je m; < f(§;) < M; pa iz prethodnih nejednakosti
dobivamo

m<m; < f(&) < M; <M (1)

M

m

a @1 T9 e Ti 1 ri +vc Tp_1 b

Slika 1: subdivizija segmenta I te prikaz brojeva M; m; M,m

Odredeni integral funkcije f na segmentu [a, b] definiramao pomoéu sljedeéih suma funkcije
f vezanih uz subdiviziju P:
1. donja Darbouxova suma:

2. gornja Darbouxova suma:



3. integralna suma

n

o(f, P&, &a}) = ) F(&) (@i — mina).

i=1
Mnozenjem nejednakosti (1) s (x; — z;_1) te sumiranjem po i od 1 do n dobivamo:

Napomena 1.1. Neka je f : [a,b] — R nenegativna i omedena funkcija ,a T pseudotrapez
omeden grafom fukncije f , x—osi i pravcima x = a, * = b kao na Donja Dar-
bouzrova suma predstavlja ukupnu povrsinu pravokutnika upisanih pseudotrapezu T'. Gornja
Darbouzova suma predstavlja ukupnu povrsinu pravokutnika opisanih pseudotrapezu.

Neka je P skup svih subdivizija segmenta [a, b]. Nejednakost (2) vrijedi za svaku subdiviziju
P i govori nam da je skup {s(f,P) : P € P} omeden odozgo, a skup {S(f,P) : P € P}
omeden odozdo. Onda postoje brojevi:

I.(f,|a,b]) = sup{s(f,P): P € P}

I*(f,[a,b]) = inf{S(f, P) : P € P}

Broj L(f, [a, b]) nazivamo donjim Riemannovim integralom, a broj I*(f, [a, b]) gornjim
Riemannovim integralom funkcije f na segmentu [a, b].
Iz nejednakosti (2) dobivamo da za svaku subdiviziju P € P vrijedi:

m(b_a> §3<f7p> SI*(fa[a>b]) i [*(f>[a>b]) SS(f,P) §M<b_a) (3)

Dva osnovna svojstva Darbouxovih suma:|I]

1. a) Za bilo koje dvije subdivizije P i P’ segmenta [a, b] takve da je P C P’ vrijedi:
s(f.P)<s(f,P) i S(f.P)=5(f,P),

tj. ako neku subdiviziju profinimo s kona¢no mnogo toc¢aka onda se gornja Darbouxova
suma nece povecati, a donja Darbouxova suma se nece smanjiti.
b) Za bilo koje dvije subdivizije Py T P, segmenta [a, b] vrijedi:

S(fapl) S S(fap2)7

tj. bilo koja donja Darbouxova suma nije veca od bilo koje gornje Darbouxove sume.

2. Ako je funkcija f : [a,b] — R omedena na segmentu [a, b], onda je
[*(fa [CL, b]) S I*(f7 [CL, b])

Iz (3) i prethodne tvrdnje dobivamo:
m(b—a) < s(f, P) < L(f,[a,0]) < I"(f,[a,0]) < S(f, P) < M(b—a) (4)
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Funkcija f : [a,b] — R neka je omedena na segmentu [a,b], a [a,b] segment realnih bro-
jeva. Ako je I.(f,[a,b]) = I*(f,]a,b]), onda za funkciju f kazemo da je integrabilna u
Riemannovom smislu ili kra¢e integrabilna na segmentu [a, b], a realan broj:

[(fu [av b]) = I*(fv [avb]) = [*(fu [a’7 b])

nazivamo odredenim integralom funkcije f na segmentu [a, b] i oznacavamo s:

/a ).

Segment [a,b] je podrucje integracije, f podintegralna funkcija i x varijabla po kojoj se
integrira. Kazemo da je tocka a donja granica, a tocka b gornja granica integracije.
Po definiciji uzimamo da je

/abf(x)dx:—/abf(x)dx i /abf(x)dxzo

Odredeni integral fab f(z)dz mozemo aproksimirati gornjom S(f, P) ili donjom s(f, P) Dar-
bouxovom sumom. Prema (4) je:

S(f.P) < / f(2)dz < S(f, P)

odakle vidimo da apsolutna greska te aproksimacije nije ve¢a od broja S(f, P) — s(f, P).
Slicno ako aproksimiramo oredeni integral nekom integralnom sumom o(f, P,{& ...&.}),
onda apsolutna greska aproksimacije nece bit veéa od S(f, P) — s(f, P) jer je s(f,P) <
o(f, P{& ...&}) < S(f, P). Sljedeéa definicija govori nam da se aproksimacija moze uéiniti
dovoljno to¢no.

Definicija 1.2. [1] Omedena funkcija f : [a,b] — R je integrabilna na segmentu |a,b] onda
i samo onda ako za svaki realan broj € > 0 postoji subdivizija P segmenta |a,b] takva da je

S(f,P)—s(f,P) <e.

Teorem. 1.3. Riemannov teorem/[l]
Ako je funkcija f : [a,b] — R neprekidna na segmentu [a,b], onda je ona i integrabilna na

[a, b].

Teorem. 1.4. Teorem srednje vrijednosti za integral neprekidne funkcije[l|
Neka je funkcija f : [a,b] — R neprekidna na segmentu [a,b]. Tada postoji tocka c € [a, ]
takva da je:

/ f(@)dz = f(©)(b— a).

Geometrijski gledano moguce je pronadi takav broj ¢ € [a,b] da povrsina psudotrapeza
ispod grafa funkcije bude jednaka povrsini pravokutnika s bazom (b-a) i visinom f(c).

Teorem. 1.5. Darbouzov teorem/l)

Neka je f : [a,b] — R omedena funkcija i (P,) bilo koji niz subdivizija segmenta [a,b] sa
svojstvom da 6(P,) — 0 kada n — oo. Tada su nizovi Darbouzovih suma (S(f,P,)) i
(s, (f, Py)) konvergentni i pri tome vrijedi:

lim S(fa Pn) = I*(fa [a7b])7 nh_)rgos(fv Pn) = I*(fa [a7 b])

n—oo



Ako je funkcija f omedena i integrabilna na segmentu [a, b], onda je:

/ f(x)dz = I*(f, [a,b]) = L(f. [a.b]).

Prema Darbouxovom teoremu, za bilo koji niz (P,) subdivizija segmenta [a,b] takav da je
lim,, o, 0(P,) = 0, vrijedi:

/bf(x)dx = ILm s(f, P,) = lim o(f, P,) = lim S(f, P,).

n—oo n—oo
Osnovna svojstva odredenog integrala

U nastavku navodimo neka od svojstva odredenog integrala, koja su proizasla neposredno
iz definicije ili svojstava integralnih suma:

1. fff(x)dx =0,
2. fff(x)dx = — f: f(z)dx (a < D),
3. ff cf(x)dx = cfabf(x)dx ¢ = const,

4. f;[f(x) + g(x)]dx = fabf(x)dx + f;g(m)dx.

5. Grani¢na vrijednost integralne sume ne ovisi o subdiviziji intervala [a,b], neka je
¢ € [a, b] djelisna tocka u svakoj subdiviziji. Vrijedi:

/abf(x)dx _ /acf(x)dx+/cbf(x)dx (1.1)

Ovo svojstvo vrijedi i u slucaju ako je f integrabilna na najduzem od intervala [a, b],
la, ], i [c,b], onda je integrabilna i na ostalima i vrijedi (1.1]), bez obzira na raspored
tocaka a,b i c.

6. Ako je f(z) > 0 na I = [a,b], a < b, onda je S(A) > 0, pa vrijedi:

/bf(fb’)d:c>0, flx)>0, a<b

7. fabf(:c)da: < f;g(:p)dzzz ako je f(x)<g(z), (a<b)

8, ‘f:f(x)dx‘ < [1f(x)|dw.



2 Racunanje povrsine lika u ravnini

Povrsinu pseudotrapeza omedenoga lukom krivulje y = f(x), apscisnom osi i dvjema para-
lelama s ordinatnom osi (z = a,x = b) izracunavamo po formuli :

b b
P:/ f(z)dz odnosno P:/ ydz.

Zanima nas kako izracunati povrsinu izmedu dvije krivulje.
Ako nas zanima povrsina izmedu dvije krivulje I i [y ¢ije su jednadzbe
y:fl(x)iy:f2(x)’ (fl(x)§f2(x)7 za J]G[a,b],)

onda se povrsina ogranicena tim krivuljama i pravcima x = a i * = b dobiva oduzimanjem

povrsine aABb od povrsine aDCb kao s$to vidimo na (Slika 2.[) odnosno pomocéu formule:

P=P—P = / (fole) — f(2))de 2.1)
yi
D C. 1,

0

Q
S
=

Slika 2: Povrsina ogranicena krivuljama [y i [y te pravcima x =a iz =05

Formulu ([2.1)) mozemo koristiti i za izra¢unavanje povrsine ograni¢ene zatvorenom krivu-
ljom koja je presjecena pravcem x = ¢ u dvije tocke.

Primjer 2.1. [2] Izracunati povrsinu izmedu parabola y = \/x iy = x* &ije su presjecne
tocke O = (0,0) 1 A= (1,1)

P:/01(\/5—9[:2)6533:g

Povrsinu pseudotrapeza koji je omeden ordinatnom osi, lukom krivulje i dvjema paralelama

s apscisnom osi (tj. pravcima y = ¢ iy = d)(Slika 3.). Analogno formuli
b
P= | f(z)dz

a

moze se dobiti ;

d
P= [ aay t; P= [ oty

[



«

Slika 3: Povrsina psudotrapeza omedenog ordinatnom osi, lukom krivulje, te pravcima y =ciy=d

Napomena 2.2. Neka je
Pla) = [ (o

Tada je Z—f = f(z). Diferencijal povrsine (dP) zove se i element povrsine. Geometrijski

gledano to je pravokutnik visine f(x) i po volji male baze dx $to je prikazano na (Slika 4.

Slika 4: Istaknut diferencijal povrsine tj. pravokutnik visine f(x) i baze dz

Zapis

P = /abf(x)da: = /::de

upucuje nas da povrsina pseudotrapeza nastaje sumiranjem odnosno integriranjem tih ele-
menata. Takav nacin izrazavanja koristan je i u tehenickoj praksi.

Racunanje povrsine lika u ravnini u polarnim koordinatama
Nas je cilj pokazati kako odredujemo povrsinu skupa koji je omeden krivuljama koje su u po-
larnim koordinatama. Zadani skup ne iscrpljujemo pravokutnicima nego kruznim isjeccima.



Neka je p = f(¢), gdje je f(¢) > 0 jednadzba krivulje u polarnim koordinatama, te f(p)
funkcija koja je neprekidna na intervalu

a<p<p

koji leze u granicama [0, 27| ili u granicama [—, 7| tada se figura ograni¢ena lukom krivulje
p = f(¢) 1 polupravcima ¢ = « i ¢ = f naziva krivolinijskim sektorom.

Ako podijelimo interval [, 5] na podintervale [, ¢1], [p1, ¢2] - . . [pn_1, 8]. Tada zapravo toj
podjeli na podintervale odgovara podjela krivolinijskog sektora na n parcijalnih krivolinijskih
sektora ogranic¢enih lukom krivulje p = f(y) i polupravcima

‘;OZCY?SO:SOla"'aSO:ﬁ
Neka je
& € lpi-1, il

Ako bi iz ishodista opisali kruzni luk polumjera p; = ¢(&;) tada je 3p?0; = £ f(&)%0; povrsina
kruznog sektora polumjera p; = ¢(&;) te centralnog kuta o; = ¢; — ¢;_1. Ako formiramo
sumu

1
S = —f(&)?oi
>3/
tada ta suma predstavlja Riemannovu integralnu sumu neprekidne fukncije %p2 = % f(p)?

na intervalu [«, f].

Definicija 2.3. [2] Povrsina krivolinijskog sektora grani¢na je vrijednost integralnih suma,

3. odredeni integral
1 I
li —plo; = = 2de.
im § 5Pi0 2/& fle)de

3 Duljina luka ravninske krivulje

Racunanje duljine luke ravinske krvulje naziva se rektifikacija. Oganicavamo se na krivulju
kojoj sve tocke leze u istoj ravini. Neka je funckija y = f(x) neprekidna na [a,b] i neka u
tom intervalu ima neprekidnu prvu derivaciju. Neka je ta funkcija dana kao na ,
ono $to moramo definirati je Sto podrazumijevamo pod duljinom luka AB.

M,
M MiJ%\_IYn-I
2

/ | | %B:A{n
d, :

M, 5 [

d viil ¥ C=x.-x.
M,=A il I =t (R R |

i

0 ! x
a X & b

Slika 5: Ravninska krivulja ¢ija nas duljina zanima
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Definicija 3.1. [2]

Duljina s luka AB na nekoj krivulji y = f(x) grani¢na je vrijednost kojoj tezi duljina upi-
sane poligonske crte AMyMs...M, 1B kada broj tetiva neograniceno raste, a duljina najvece
tetive tezi ka nuli.

Simbolicki

Duljina M;_1 M; tetive je

d = /(w5 = 2io1)? + (s — yi1)? = \/1 + (M)Q (i — i)

Ti — Ti—1
Po Lagrangeovom teoremu o srednjoj vrijednosti je

M = f1(&) (ri1 <& <)

Ty — Tiq
Prema tome je .
= VTR
Suma u prethodnom izrazu predstavlja Riemannovu integralnu sumu neprekidne funkcije
1+ f'(x)? paje
s= [ VIF PP
ili ,
s = / \/ry’%la:
ili

b
5= / v dx? + dy?.

Diferencijal luka je dan sa

ds = +/1+ f'(x)?dx = \/dx? + dy?.

Geometrijsko znacenje diferencijala luka ds i od As dano je na (Slika 6.)) i vidimo da je ds
odrezak na tangenti.

11



krivullja

_. tangenta

Slika 6: Geometrijsko znacenje diferencijala luka (ds) i prirasta luka (As)

Neka je krivulja zadana u parametarskom obliku x = z(t), y = y(t) pa je
dr = z(t)dt, dy=y(t)dt,

Onda je
ds = /()% + y(t)3dt,

te je duljina luka
to
5= / N OO
h ~
a ty 1ty su vrijednosti parametra koji pripadaju krajevima luka AB.

Primjer 3.2. [2] Izracunajte duljinu luka funkcije y = chx od tocke (0,1) do tocke sa
apscisom x > 0.
Lako se pokaZe da vrijedi ch?>x — sh?x = 1 pa je onda

1+y? =1+ sh*r = ch’x
tj.
5= / V1+y2de = / chxdx = shzx.
0 0
4 Racunanje volumena rotacijskih tijela

Promatramo tijelo nastalo rotacijom luka krivulje y = f(z) na intervalu [a, b] gdje je f(x)
neprekidna funkcija i f(x) > 0. Svakoj subdiviziji A intervala [a, b] na subintervale [x;_1, ;]
jednaka je podjela rotacijskog tijela na slojeve s visinama o;. Uzmimo proizvoljnu tocku
& € [ri_1, 1], tada volumen cilindri¢nog tijela predstavlja mnlo; = 7 f(&)? gdje je o; visina,

i polumjer osnovke n; = f(&;) kao $to je oznaceno na (Slika 7.))

Izraz
n
2
E m™; o;
i=1

predstavlja sumu volumena tako cilindri¢nih tijela, gledano sa strane analize to je integralna
suma za neprekidnu funkciju 7 f(x)?

12



B __ y=fix)

Slika 7: Cilindricno tijelo ¢iji volumen racunamo

Definicija 4.1. [2] Volumen rotacijskog tijela graniéna je vrijednost posljednje integralne
sume tj.

V= w/abf(x)de.

Napomena 4.2. Volumni element je dV = ny*dx pa je tada volumen dan sa

b
V=7T/ yidx

Ako luk krivulje x = ¢(y) rotira oko ordinatne osi na [c, d] intervalu, tada je volumen jednak:

V= /cdx2dy = /Cd¢(y)2dy-

Primjer 4.3. [2] Izracunati volumen tijela nastaloga rotacijom elipse "2—2 + :Z—j =1 oko y-osi.

b a2 b 4
V= 7r/ v’dy = 1m— [ (* —yH)dy = —7a’D.
" b J_, 3

5 Povrsine rotacijskih ploha

Racunat ¢emo povrsinu rotacijske plohe, tj. odredivati povrsinu plasta rotacijskoga tijela.

Kako smo luk AB podijelili na parcijalne lukove AM;, M Ms,... ,M,_1B te konstruirajmo
poligonsku crtu AMj ... M; ... B s vrhovima u krajnjim tockama luka kao na (Slika 8. Svaki
¢e dio poligonske crte pri rotaciji opisati povrsinu plasta krnjeg kruznog stosca.

Definicija 5.1. [/ Povrsinom rotacijske plohe naziva se graniéna vrijednost kojoj tezi
povrsina nastala rotacijom upisane poligonske crte.

Neka je S duljina luka A}? i podijelimo interval OS totkama
O=5<81< <8< <8, =8

13



Rotacijom dijela M;_; M; poligonske crte nastaje krnji kruzni stozac

. Povrsina plasta nastala
rotacijom jednaka je
QW% M, . M,
Prema poznatoj formuli za povrsinu plasta krnjeg kruznog stosca
R+r
m =21 i S

gdje je onda u nasem slucaju

R=vy;, r=yi1, s=DM_ M

o f

—~

Slika 8 :Podjela luka AAB na parcijalne lukove A}\\/fl, M:MQ,. ..M, 1B
te poligonska crta s vrhovima u krajnjim tockama

Povrsina rotacijske plohe nastale rotacijom poligonske crte je

ﬂ-z y2+yz 1 z lM (1)

Ako duljine M;_1M; zamjenimo duljinama odgovarajué¢ih lukova, dobivamo sumu

WZ Yi + Yie 1 i — Si— 1) (2)

(2) predstavlja zbroj dvije integralne sume za funkciju y(s), pri cemu je

lim (8 — Si_ lim i—1(8; — Si— s ds
max |s;—s;_1]|—0 Zy 1 Zy 1 1)) /Oy

max\sz‘—si—1|—>0
te je
I i+ Yie1)(8i — Si1)) = 2 d
max‘sil_lg_l|_>0(772(y +yi1)(Si — Si—1)) 7T/0 y(s)ds
Grani¢na vrijednost razlike suma (1) i

i (2) jednaka je nuli. Odakle je
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lim(7r Z(yz + i) M;_1 M;) = 2r /05 y(s)ds

i

Oznac¢imo li sa N = sup |y(s)| imat ¢emo

0<7TZ Yityi-1)(si—si-1) WZ Yityio1) M1 M; —WZ Yityio1)((si—si—1) —M;_1 M;)

< QWN(Z — Si-1) ZMz 1M;)

7

lim () (s; — si-1) ZMM1

Razlika duljina

jednaka je nuli. Gdje je

tj. jednako duljini cijeloga luka AB , a
> MM
duljina je upisane poligonske crte u luku AAB. Zato dalje imamo

hmﬂ-z Yi +yz 1)( - Si— 1) - 27T/ y(S)dS

te je povrsina rotacijske plohe dana tom formulom. Ukoliko je krivulja dana u parametarskom
obliku z = z(t), y = y(t) t € [« B] onda je

—27r/ y/ 1% + y2dt.

A ako je luk dan jednadzbom y = f(z), = € [a,b] tada je
b
P= 27r/ f@x)v/1+ f'(x)%dz

6 Nepravi integral

Zelimo definirati odredeni integral funkcije f(z) ako funkcija nije definirana na zatvorenom
intervalu [a, b] ili ako nije ogranicena na [a,b]. Razmatramo idu¢e mogucnosti: interval nije
zatvoren, npr |a, b), nije konac¢an, npr [a, co) ili unutar intervala [a, b] funkcija nije omedena.
U nastavku dajemo definicije za upravo navedene mogucénosti koje u tom sluc¢aju nazivamo
nepravim integralom.
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Definicija 6.1. /3]

L—b

1-/abf( )dz = lim f(z)ds
2./Oof(ac r = lim f(z)dz

L—oo

/f dx_/f dx+/f dx—hm/ f(w)dz + lim lf()

gdje ¢ tocka u kojoj funkcija nije omedena. Ako postoje navedeni limesi onda postoje nepravi

integrali.
1./ f(x)dx = lim/ f(z)dx
oo L—oco J_p

00 L
2./ f(z)dx = lirn/ f(z)dx
oo L—oco J_p
Cauchyjev kriterij.[3]

Cauchyjev kriterij daje nuzne i dovoljne uvjete za postojanje nepravog integrala

I:/ f(z)dz = lim F(L) = lim / f(x

a L—oo L—oo

Cauchyjev kriterij.[3] Da bi postojao limes funkcije F'(L) kada L — oo nuzno je i dovoljno
da bude

Definicija 6.2. [3]

(Ve > 0)(3B > a)(VL1)(VLo) (L1 > BA Ly > B) = |F(Ls) — F(L,)| = ‘ /LL2 f(x)dx‘ <e

Teorem. 6.3. [3/Neka je |f(z)| < g(z) 2a a < x < oo. Ako konwergira integral [ g(x)dx
tada konwergira i [° f(x)dx

7 Neke druge primjene

7.1 Akceleracija-brzina-put

Poznato nam je kako se put (s) mijenja s vremenom (t), tj. s = s(t). Prva derivacija puta
po vremenu je brzina, tj.

ds
v=—.

dt
Akceleracija je prva derivacija brzine po vremenu, a druga derivacija puta po vremenu tj.
dv d*s
dt — dt?
Integriranjem ¢emo dobiti prevaljen put od vremena t; do vremena t, ako znamo zakon v(t)
po kojem se brzina mijenja sa vremenom tj.

to
s:/ v(t)dt.
t1

Jednom integracijom akceleracije dobivamo brzinu, a jos jednim integriranjem put.

a =
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7.2 Brzina kemijske reakcije. Koli¢ina tvari

Primjena integrala moguca je i kad je zadana brzina nekog procesa, a trazi se ona veli¢ina
¢ijom se derivacijom dobiva ta brzina. Ako je

_dx
Cdt

(%

brzina neke kemijske reakcije tada je dr = vdt pa je

to
x:/ v(t)dt
t1

kolicina tvari koja nastaje kemijskom reakcijom u vremenskom intervalu od ¢, do 5.

7.3 Specifiécna toplina-koli¢ina topline

Ako specificna toplina ovisi o temperaturi , a treba izracunati koli¢inu topline (@) koja je
potrebna da se masa m ugrije od T; do T. Tada je dQ = mc(T)dT pa je

Ts
Q=m c(T)dT.

T

7.4 Sila-rad

Mehanicki rad se definira kao produkt sile i puta. Pretpostavljamo da je sila konstantna,
gibanje pravocrtno, te se smjer sile podudara sa smjerom puta. Na (Slika 9.) pravokutnik
predstavlja rad izvrSen na putu duljine sy — s; uz silu F koja je konstantna.

Fl
(sila)|
|
| F = const.
|
! R
0| 5 55 s

('plur )

Slika 9: Rad izvrSen na putu duljine s, — s; uz silu F koja je konstantna
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Ako sila ovisi o putu dok su ostali uvjeti isti (Slika 10.). Na putu ds elementari rad ¢e bit
jednak dR = F'ds, a rad na ¢itavom putu od s; do sy iznosi

R= /S2F(s)ds.

S1

Cijeli rad je prikazan povrsinom psudotrapeza iznad intervala si, ss.

F
(sila)
F=1r(s)
] S’ —— —— j'-; —_S
ds "~ (pur)

Slika 10: Rad prikazan povrsinom psudotrapeza iznad intervala si, so

7.5 Masa, momenti i tezista

Tezista i moment tromosti tijela racunaju se pomocu trostrukih integrala. No ako je tijelo
rotacijsko mnogo lakse dolazimo do tih veli¢ina pomoc¢u obi¢nih oredenih integrala.
Materijalna tocka neke mase m, u odnosu na os vrtnje p, od koje je udaljena za d, stvara

zakretni staticki moment:
M, =dm

p

Skup tocaka u odnosu na os vrtnje p ima staticki moment:

Mp = i dzml
i=1

Tocke s iste strane imaju pozitivni moment, sa suprotne negativan moment. Zica je linijsko
(linearno) tijelo koje ima jednu dimenziju -duljinu, koja je puno izrazenija od ostalih. Masa
zice linijske gustoce p koja ima oblik ravninske krivulje y = f(x), x € [x1, 9]

2
m = / vV 1+ y?dx
1
Staticki moment Zzice oko osi y pri ¢emu je M, = [zdm = [ xpds tj.

T2
M, = / xp\/ 1+ y?dx
1

18



Staticki moment zice oko osi x:
T2
M, = / ypV/ 1+ y?dz
z1

Na krivulju mozemo gledati kao na tocku kojoj je sva masa koncentrirana u tezistu, pa je
teziste ravninske krivulje y = f(z), x € [z1, x5, luka duljine

x2
s:/ 1+ y?dx
1

jednak:
T = (zr,yr)

Za geometrijske krivulje gustoa je 1, a iznos mase odgovara duljini luka te krivulje.
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