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Uvod

U vektorskom prostoru kljuéni su pojmovi baze i sustava izvodnica. Sustav izvodnica je
skup vektora koji razapinje vektorski prostor, dok pod bazom podrazumijevamo skup line-
arno nezavisnih vektora ¢ijom se linearnom kombinacijom moze na jedinstven nacin prikazati
svaki vektor iz danog vektorskog prostora. Nadalje, postoji posebna klasa baza koja se zove
ortonormirana baza Ciji su elementi vektorskog prostora H jedini¢ne duljine i u parovima su
okomiti te imaju svojstvo

k
v="> (v,ej)ej, Yov € H,

Jj=1

gdje je {ei,...,er} neka ortonormirana baza za vektorski prostor H. Kada bismo uklonili
neki vektor iz ortonormirane baze, tada vise ne bismo imali skup izvodnica prostora i stoga
ne bi bila moguca rekonstrukcija nekih vektora pomocu ostalih vektora iz navedene baze.
Kako bi se zaobisao taj problem mogu se koristiti bazni okviri jer kod njih je dopusteno
uklanjanje vektora, a ono sto ostane nakon uklanjanja novi je skup izvodnica odnosno novi
bazni okvir. Takoder, bazni okviri vazni su pri prijenosu signala jer omogucuju stabilan nacin
predstavljanja signala. Ukoliko pri prijenosu signala (v € H) dode do nekakvih oStecenja,
svaki signal v moci Ce se rekonstruirati iz koeficijenata baznog okvira. U ovom radu bavit
¢emo se opcéenitim baznim okvirima, te posebno specificnijim baznim okvirima, napetim
baznim okvirima te kanonskim dualnim baznim okvirima, a na kraju ¢emo se upoznati s
potencijalom baznog okvira.



1. Osnovni pojmovi

U ovom poglavlju definirat ¢emo osnovne pojmove i rezultate koje ¢emo koristiti u ovome
radu. Najprije, zapocet ¢emo s definicijom vektorskog prostora.

Definicija 1.1. Neka je V neprazan skup na kojem su zadane binarna operacija zbrajanja
+: V xV — V i operacija mnoZenja skalarima iz polja F, -: F xV — V. KaZemo da je
uredena trojka (V, +, -) vektorski prostor nad poljem F ako vrijedi:

1) a+(b+c)=(a+b)+c YabceV;

2) postoji 0 € V sa svojstvom a+0=0+a =a, Ya € V;

3) za svaki a € V postoji —a € V tako da je a + (—a) = —a+ a = 0;
4) a+b=b+a, Ya,b e V;

5) a(fa) = (af)a, Va,p €F, Ya e V;

6) (a«+ p)a=aa+ fa, Va,B € F, Ya € V;

7) ala+b) =aa+ab, Va €F, a,beV;

8) 1-a=a, YaeV.

Neformalno, za skup vektora kazemo da je nezavisan ukoliko jedini nacin dobivanja 0 je
pomocu linearne kombinacije elemenata iz skupa. Precizniji zapis dan je u sljedecoj definiciji.

Definicija 1.2. Neka je V wvektorski prostor nad poljem ¥ i B = {by,by,...,bx}, k € N,
konacan skup vektora iz V. KaZemo da je skup B linearno nezavisan ako vrijedi

k
al,ag,...,ake]F,Zaib,-:O S =qy=---=qo; =0.
i=1

U suprotnom kaZemo da je skup B linearno zavisan.

Definicija 1.3. Neka je V' wvektorski prostor nad poljem ¥ i B CV, B # (). Linearna ljuska
skupa B oznacava se simbolom [B] i definira kao

k
B ={> aib;:; €F, b; € B, k € N}.

i=1

Dodatno, definira se [(] = 0.

Definicija 1.4. Neka je V' wvektorski prostor i B C V. KaZe se da je B sustav izvodnica za
V' (ili da B generira V') ako vrijedi [B] =V .



Nakon sto smo definirali osnovne pojmove, sada smo spremni precizno definirati jedan
on najvaznijih pojmova u vektorskom prostoru.

Definicija 1.5. Konacan skup B = {by,b1,... by}, k € N na vektorskom prostoru V se
naziva baza za V' ako je B linearno nezavisan sustav izvodnica za V.

Definicija 1.6. KaZe se da je vektorski prostor V konacnodimenzionalan ako postoji neki
konacan sustav izvodnica za V.

Definicija 1.7. Dimenziju konacnodimenzionalnog vektorskog prostora V # {0} definiramo
kao broj elemenata baze za V. Dodatno, uzimamo da je dimenzija nulprostora 0.

Napomena 1.1. Dimenziju vektorskog prostora V oznacavat cemo s dimV .

Sada ¢emo prikazati svojstva preslikavanja vektorskih prostora koja ¢uvaju linearne ope-
racije zbrajanja i skalarnog mnozenja.

Definicija 1.8. Neka su'V i W wektorski prostori nad istim poljem F. Preslikavanje S: V —
W nazivamo linearan operator ako vrijedi S(ax + fy) = aSxz + Sy, Yx,y € V, a,p € F.

Kako bismo iskazali jedan od fundamentalnih teorema u linearnoj algebri precizno ¢emo
definirati pojmove slike i jezgre operatora.

Definicija 1.9. Neka je S: V — W linearan operator. Potprostori

Ker S={zxeV:8x= 0} < V

ImS={Sv:veV}< W

zovu se jezgra, odnosno slika operatora S. Kad su'V i W konacnodimenzionalni, rang i defekt
operatora S definiraju se kao brojevi r(S) = dim(Im S), odnosno d(S) = dim(Ker 5).

Teorem 1.1. (Teorem o rangu i defektu.) Neka je S: V — W linearan operator, te neka je
dimV < co. Tada je r(S) + d(S) = dimV.

Svaki linearan operator koji je definiran na kona¢nodimenzionalnom prostoru jedinstveno
je odreden djelovanjem na bazi, stoga navodimo sljede¢u propoziciju.

Propozicija 1.1. Neka su'V i W vektorski prostori nad istim poljem F, neka je {vq, ..., v,}
baza za V i (wy, ...,w,) bilo koja uredena n-torka iz W. Tada postoji jedinstven linearan
operator S: V. — W takav da je

Svi=w;, Vi=1,...,n.

Napomena 1.2. MozZemo promatrati skup L(V,W) kao skup svih linearnih operatora s
prostora V' u prostor W ako su V't W wvektorski prostori nad istim poljem.

Nadalje, linearne operatore mozemo i matricno zapisati. Neka je A € L(V, W) linearan
operator, pretpostavimo da je {vy,...,v,} baza za V i {wy,...,w;} baza za W. Vektore



Avy, ..., Av, € W mozemo pisati na nacin

k
Av; = Zaijwi, ji=12...,n.
i=1

Dobivene koeficijente mozemo sloziti u matricu

a1 Q12 -+ Qip
Q21 Q22 -+ Q2pn

; € My, (F).
a1 Qg2 - Agp

Dobivenu matricu nazivamo matri¢ni prikaz operatora A u paru baza (v, w).

Napomena 1.3. Oznaka My, (F) predstavija skup svih matrica s k redaka ¢ n stupaca s
koeficijentima iz polja IF.

Sada ¢emo uvesti definicije skalarnog produkta te vektorskog prostora na kojem su oni
definirani.

Definicija 1.10. Neka je V wektorski prostor nad poljem F. Skalarni produkt na V je
preslikavange (-,-) : V. x V — F koje ima sljedeca svojstva:

1) (x,z) >0, Ve e V;

2) (x,z) =0 & z=0;

3) (x1+ xa,y) = (x1,y) + (w2, y) Va1, 20,y €V
4) {azx,y) = ale,y) Yo,y € V, Va € F;

Y
5) ) < > < 7'17)7 Ve,y eV, F=R;
i) (x,y) = (y,x), Yr,yeV, F=C.

Napomena 1.4. Svojstvo (5) za F = R naziva se simetricnost, a za F = C naziva se
hermitska simetricnost.

Napomena 1.5. Ako imamo x = (z1,...,2,) 1y = (y1,...,Yn) € F" tada je (z,y) =
STy, 2a T,y € R te (w,y) = X5, 275 2a v,y € C".

Definicija 1.11. Vektorski prostor na kojem je definiran skalarni produkt zove se unitaran
prostor.

Takoder, uvedimo sada jos jedan novi vektorski prostor.



Definicija 1.12. Norma na vektorskom prostoru V' nad poljem I je preslikavange || - ||: V —
R sa sljedecim svojstvima:

1) |z >0, Vo € V;
2) |lz|| = 0 ako i samo ako x = 0;
3) ||lax| = |o|||z||, Yo € F, Vo € V;
#) Nz +yll < el +yll, vo,y e V.
Ureden par (V, || - ||) naziva se normiran prostor.

Iz sljedece definicije vidimo kako je svaki unitaran prostor normiran uz uvedenu normu
iz sljedece definicije.

Definicija 1.13. Neka je V' unitaran prostor. Norma na V' je funkcija || - ||:' V — R

definirana s ||z|| = /(z,x).

Ukoliko imamo kona¢nodimenzionalan prostor F", na njemu mozemo snabdijeti nekoliko
primjera normi, a mi ¢emo prikazati [-2 normu.

(an || ’ ||2)> ||('T1""> xn)” = Z’$j|27 (331,..., an) SN
j=1

Definicija 1.14. Neka je V' unitaran prostor. KaZe se da je vektor x € V normiran ako je
]l = 1.

Sada uvodimo definiciju okomitih vektora.

Definicija 1.15. Neka je V unitaran prostor. KazZe se da su vektori x, y iz V medusobno
okomiti ili ortogonalni (oznaka: x L y) ako je (x,y) = 0. Konacan skup vektora {ei, ..., ey}
je ortogonalan ako je e; L e;, Vi # j. Skup {ei,...,ex} je ortonormiran ako je ortogonalan
i ako je lle;|| =1, Vi=1,... k.

Definicija 1.16. Neka je V' unitaran prostor i T potprostor od V. Ortogonalni komplement
potprostora V je T+ = {x €V, (z,w) = 0, za svaki w € T}.

Definicija 1.17. Ortonormiran skup {e1,es, ..., e,} u unitarnom prostoru V' je ortonormi-
rana baza ako je taj skup ujedno i baza za V.

Nadalje, prikazat ¢emo i poznatu nejednakost Cauchy-Schwarz-Buniakowsky.

Teorem 1.2. Neka je V' unitaran prostor i neka sux iy € V. Tada vrijeds

[{z o) < [l lyll-

Jednakost vrijedi ako i samo ako su x iy linearno zavisni.



Sada ¢emo uvesti neke operatore na unitarnim prostorima.

Definicija 1.18. Neka je V' konacnodimenzionalan unitaran prostor ¢ S € L(V') linearan
operator. Operator S* € L(V') sa svojstvom (Sxz,y) = (x,S*y), Yx,y € V, zove se hermitski
adjungiran operator operatoru S.

Prikazimo i neka svojstva hermitski adjungiranih operatora.
Propozicija 1.2. Neka su S i T linearni operatori i o € F. Tada vrijede sljedeca svojstva:
1) (S+T) =85"+T%
2) (aS)* =as*;
3) (T*) =T;
4) (ST*)* =T*S*.

Definicija 1.19. Neka su V i W unitarni prostori takvi da je dimV = dimW . KazZemo da
je S € L(V,W) unitaran operator ako vrijedi (Sz,Sy) = (z,y), Vx,y € V.

Kako bismo uveli prostor na kojemu ¢emo definirati bazne okvire najprije ¢emo uvesti

definicije konvergentog niza i Cauchyjevog niza.
Definicija 1.20. Neka je (x,)22, na normiranom prostoru V.

n=1

1) Kazemo da niz (x,)32, konvergira prema x € V i pisemo x = lim,,_,o ., ako
Ve >0 3ng € N tako da ng <n = ||z, —z| <e.

2) Kazemo da je niz (x,)5, Cauchyjev ako
Ve > 0 dng € N tako da ng < m,n = ||z, — z,|| <e.

Bazne okvire ¢emo definirati na Hilbertovim prostorima i dani prostor u sljede¢im defi-
nicijama ¢emo oznaciti s H.

Definicija 1.21. KaZemo da je normiran prostor potpun ako svaki Cauchyjev niz u njemu
konvergira. Potpun unitaran prostor se naziva Hilbertov prostor.

Korolar 1.1. Svaki konacnodimenzionalan Hilbertov prostor ima ortonormiranu bazu.
Fundamentalni rezultat u Hilbertovim prostorima je Parsevalov identitet.

Propozicija 1.3. (Parsevalov identitet) Ako je {ei,...,e,} ortonormirana baza za H, tada
za svaki v € H imamo

n
l[1* = > Iz, e)|*.
=1

Ako je {e1,...,e,} ortonormirana baza za H, tada za svaki x € H imamo



Definicija 1.22. Neka je P: H — H linearan operator, P nazivamo projektor ako je P? =
P. Ako je P hermitski operator nazivamo ga ortogonalani projektor.

U radu ¢emo koristiti i hermitski operator koji je dan sljede¢om definicijom.

Definicija 1.23. Neka je S: H — H linearan operator. KazZemo da je operator S hermitski
ako vrijedi S* = S.

Definicija 1.24. Neka je S: H — H linearan operator. KazZemo da je operator S pozitivan
ako je hermitski i ako vrijedi vrijedi (Sz,x) > 0.

Definicija 1.25. Neka je S: H — H linearan operator. KazZemo da je skalar X\ € F svoj-
stvena vrijednost operatora S ako postoji vektor x # 0, x € H takav da je

St = M.
Skup svih svojstvenih vrijednosti operatora S nazivamo spektar operatora S.

Definicija 1.26. Neka je S: H — H linearan operator. Vektor x # 0, x € H je svojstveni
vektor od S sa svojstvenom vrijednoséu A\ ako je

Sz = A\z.

Operator S se moze dijagonalizirati ako postoji ortonormirana baza za H koja se sastoji od
svojstvenih vektora od S.

Definicija 1.27. Neka je S: H — H operator. Trag operatora S je

n

tr(S) =Y (Sei, e),

i=1

gdje je {ey, ..., ey} ortonormirana baza za H.
Teorem 1.3. Ako je S hermitski tada se S moze dijagonalizirati.

Korolar 1.2. Ako je S: H — H operator koji se moZe dijagonalizirati sa svojstvenim vri-
jednostima {1, A, ..., \,} tada je



2. Napeti bazni okviri

U ovom poglavlju bavit ¢emo se sa skupovima vektora koji imaju svojstvo da se svaki vektor
x iz ‘H moze zapisati kao

k

= (=, ) ];

Jj=1

te takva dekompozicija dolazi od onoga sto ¢emo zvati napeti bazni okviri. Pri ¢emu je ‘H
Hilbertov prostor dimenzije n, te (f;)5_; niz (skup ili multiskup) vektora, a ((z, f;))i_, je
niz koji pripada 1§, gdje je I5 = I5({1,2,...,k}). Primijetimo da se ovaj prostor podudara
sa R¥ ili C* sa standarnim skalarnim produktom.

2.1 Definicija baznog okvira

Najprije ¢emo definirati opéenite bazne okvire, a zatim ¢emo pokazati i nekoliko vaznih
rezultata vezanih za njih.

Definicija 2.1. KaZemo da je niz vektora (fj);?:l na H bazni okvir, ako postoje konstante
0 < A< B < oo takve da vrijedi

k
Allz]* < Z v, fi)|* < Bllz|*, VYo € H.

Sljedece izjave dane su u odnosu na bazni okvir (f;)¥_,

1. Konstante A i B zovemo donja i gornja granica baznog okvira, a najveé¢u donju i najvecu
gornju granicu baznog okvira oznacavamo s A,, i B,, te ih nazivamo optimalnim
granicama baznog okvira.

2. Vrijednosti ((z, f;))¥_, nazivamo koeficijentima baznog okvira vektora z.

3. Bududi da je ‘H konac¢nodimenzionalan prostor i da je (f;) ;?:1 konacan uoc¢imo da gornja
granica baznog okvira uvijek postoji.

Sada ¢emo prikazati svojstvo baznih okvira.

Lema 2.1. Neka je (f;)f_, familija vektora na H. Skup (f;)¥_, je bazni okvir na H ako i
samo ako je sustav izvodnica za H.

Dokaz. = Primjenom obrata po kontrapoziciji pretpostavimo da ( f]-)?: nije sustav izvod-

1
nica na H. Tada postoji z # 0 iz T gdje je T linearna ljuska skupa (fj)le. Stoga imamo
(x,f;) =0, zasve j =1,...,k, pa vrijedi Z§:1|(x,fj)|2 = 0. Dakle, (f;)5_; ne moze biti

8



bazni okvir jer ne bi mogao imati pozitivnu donju granicu baznog okvira.

<= Ponovno primjenom obrata po kontrapoziciji pretpostavimo da ( fj)le nije bazni ok-
vir. Buduéi da gornja granica uvijek postoji prema, Definiciji 2.1 slijedi da ne postoji donja
granica baznog okvira. Tada ¥n € N postoji vektor ¢, iz prostora H takav da je ||t,]] = 1
te vrijedi 5| (tn, f;)]* < %, za svaki n € N.
Kako je (t,,)°, ograniCen niz tada mozemo primjeniti Bolzano-Weierstrassov teorem iz kojeg
slijedi da (t,,)52, ima konvergentan podniz (t,,) i vrijedi lim ||t,,, —t|| — 0zai — oo gdje
je t limes niza (t,,). Tada imamo

i

k k

0 = lim Z‘(tm? fj>‘2 = Z’<t’ fj>|27

dakle imamo (¢, f;) = 0 za sve j = 1,...,k, iz Cega slijedi da je t = 0 ili da (fj);?:l nije
sustav izvodnica. Bududi da je ||t]| = 1 slijedi da (f;)"_; nije sustav izvodnica. O

2.2 Napeti bazni okviri

Definicija 2.2. KaZemo da je niz (f]-)f:1 vektora na Hilbertovom prostoru H napeti bazni
okvir (za H) ako postoji (granica baznog okvira) A > 0 takva da,

k
Allz|® =3 Iz, f)I>, Yz e (1)
j=1

KazZemo da je (f;)5_, Parsevalov bazni okvir ako je A =1.

Prethodno smo definirali bazni okvir i napeti bazni okvir kao niz, sto je standardna de-
finicija ali nije univerzalna, stoga ¢emo nadalje o ( fj)le razmisljati kao o (multi) skupu
vektora.

Sljedeca lema daje nam vazan rezultat za Parsevalov bazni okvir.

Lema 2.2. Neka je (fj)g‘?:l familija vektora za H.
1) Ako je (f;)i_y ortonormirana baza, tada je (f;)%_, Parsevalov bazni okvir.

2) Skup (fj)?zl je Parsevalov bazni okvir, gdje su || f;|| =1, ¥j = 1,2,...,k ako i samo
ako je (f;)k_, ortonormirana baza.

Dokaz. 1) Slijedi iz Propozicije 1.3 i Definicije 2.2.



2) = Trebamo pokazati da je (f;)i_, ortonormirana baza, gdje je ||f;|| = 1 Vj =
1,2,..., k. Po Parsevalovom svojstvu Vjo = 1,2, ...,k imamo

k
||fj0||2: ||fj0||4+ Z |<fj07fj>|2'

Jj=1, j#jo
Bududi da je ||fj0||2 = 1 slijedi da je
k
S Wi P =0, Vio=1,2,.. .k
Jj=1, j#jo

Dakle, (f;, fi) = 0, j # i. Budud da je (fj)?:l Parsevalov bazni okvir, a posebno i
bazni okvir iz Leme 2.1 slijedi da je (f;)¥_, sustav izvodnica na #, pa samim time i
baza za H.
< Slijedi iz prve tvrdnje.

L]

Lema 2.3. Neka je (fj)g‘?:l napeti bazni okvir za konacnodimenzionalan prostor H. Tada je

vj:]‘727""k7 ||fj||§\/z'

Dokaz. Za svaki 1 <1 < k, imamo sljedece

k

k
AllFIE =D f3) = AT+ 221K f £

j=1 j#i

Dakle imamo

k
11T = AlLfll? = = DI 2 < 0.
JFi
Iz cega slijedi

|fill>—A<o.
]

Za razliku od baze, napeti bazni okvir moze imati vektore koji se ponavljaju, i to ¢emo
prikazati u primjeru.

10



Primjer 2.1. Niz (f;)%%, = (e1,0,€2,0,...,€;,0) je Parsevalov bazni okvir, gdje je (e;)5

ortonormirana baza za H.

Koristeci Propoziciju 1.3 dobivamo

2k k

> N [P =D [z, e =|z]*,  VeeH

J=1 J=1

Slijedi A = B = 1, dakle niz (f;)3%, je zaista Parsevalov bazni okvir.

Primjer 2.2.

=1

B

Slika 1: Primjeri napetih baznih okvira za n = 4, 5, 6 i 7 na R2.

2.3 Unitarno ekvivalentni konac¢ni napeti okviri

U ovom dijelu rada definirat ¢emo ekvivalenciju, pod kojom se podrazumijeva da ¢emo bilo
koja dva skupa koja se sastoje od tri vektora koji imaju jednake kuteve izmedu svaka dva

susjedna vektora u prostoru s jednakom normom na R?, smatrati ekvivalentnima.

Definicija 2.3. KaZemo da su dva Parsevalova bazna okvira (f;)f_, na H i (g;)5_, na

IC, (unitarno) ekvivalentni ako postoji unitaran operator U: H — K, tako da vrijedi g;

Uf;, Vi=1,2,....k.

Budu¢i da unitarna transformacija ¢uva skalarne produkte, unitarno ekvivalentni napeti

bazni okviri imaju jednake kuteve izmedu vektora.
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Parsevalovi bazni okviri (e1,0) i (0,e1) za jednodimenzionalan vektorski prostor H nisu
ekvivalentni iako sadrze iste elemente. Za ovakve slucajeve, gdje ih je korisno smatrati ekvi-
valentnim prosirit ¢emo definiciju.

Definicija 2.4. KaZemo da su dva Parsevalova konacna bazna okvira (f;)jes za H i (g;)jex
za K (unitarno) ekvivalentni do na poredak ako postoji bijekcija o: J — K, za koje su (f;)jes
i (9o, )jes unitarno ekvivalentni.

Napomena 2.1. Sa J i K oznacili smo konacne indeksne skupove.

2.4 Operatori analize, sinteze i operator baznog okvira

Ovi operatori vazni su jer odreduju operaciju baznog okvira pri analiziranju i rekonstrukciji
signala. U ovom dijelu definirat ¢emo ih te navesti njihova svojstva i osnovne rezultate.

Definicija 2.5. Nek je (fj)é?zl familija vektora na H. Njegov pridruzeni operator analize
(transformacijski operator baznog okvira) V: H — 1§ definiran je s

Ve = (2, f;))iy, @ € H,

i njegov adjungirani operator, operator sinteze (ili rekonstrukcijski operator) V*: 15 — H
dan je s

k
“(aj)j-1 = Z%’fj~
Lema 2.4. Neka je (fj)?:l niz vektora na H s pridruZenim operatorom analize V. Vrijedi

k
IValP =l )2 veeH.

Nadalje, (fj)?zl je bazni okvir na H ako i samo ako je V injekcija.

Dokaz. Tvrdnja je direktna posljedica Definicije 2.5 i Definicije 2.1. O
Sljedeca lema daje nam korisna svojstva operatora sinteze.
Lema 2.5. Neka je (f]-)g‘?:1 niz vektora na H i V njegov pridruZeni operator analize.

1) Neka je (e]) kanonska baza za 1§. Tada za svaki j = 1,2,...,k imamo V*e; =
V*Pe; = fj, gd]e je P: 15 — 15 ortogonalni projektor na Im V.
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2) Skup (fj);?zl je bazni okvir ako i samo ako je V* surjekcija.

Dokaz. Vidjeti [7], str.18. O

Bazni okviri se mogu modificirati primjenom invertibilnog operatora. Sljedec¢a propozi-
cija nam pokazuje ucinak pridruzenog operatora analize na bazne okvire ali i ¢injenicu da
novi dani niz opet moze tvoriti bazni okvir.

Propozicija 2.1. Neka je ¥ = (fj)le niz vektora na H s pridruZenim operatorom analize
Ve ineka je F': H — H linearan operator. Tada je operator analize niza F'V = (Ffj)f:1 dan s

VFq/ == Vq;F*

Nadalje, ako je ¥ bazni okvir za H i ako je F invertibilan, tada je takoder F'U bazni okvir
za H.

Dokaz. Za svaki f € H imamo

Vo = (2, Fp))jo = (F*x, fi))jo = VaF"a.

Time smo dokazali Vg, = Vg F'*. Dokaz drugog dijela slijedi iz Leme 2.5. O

Sada ¢emo prikazati matri¢ni zapis operatora sinteze i analize. Neka je (e;)®_; kanonska
baza za 1§ i (ej)j—, ortonormirana baza za H. Matricne zapise operatora sinteze i analize
prikazat ¢emo matricama u ovom paru baza. Njih ¢emo oznacavati takoder s V* odnosno
V. Tada je

Vi=|f fo i [k
. |

Matri¢ni prikaz operatora analize dobije se adjungiranjem matrice operatora sinteze te
stoga imamo

*
1

*

2

pri cemu je f; = TjT, Vi=1,...,k.
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Produkt S = V*V : 'H — ‘H nazivamo operator baznog okvira. Preciznije ¢emo ga
definirati u sljedecoj definiciji.

Definicija 2.6. Neka je (fj)le niz vektora na H s pridruZenim operatorom analize V. Tada
je pridruZeni operator baznog okvira S: H — H definiran s

k
Sz =VVr=> (z,f))fj, = €H.

J=1

Lema 2.6. Neka je ( fj);‘?:l niz vektora za H s pridruZenim operatorom baznog okvira S.
Tada vrijedi

Dokaz. Tvrdnja slijedi iz

(Sz,2) = (V'Vz,2) = |[Val*

i Leme 2.4.
]

Sada ¢emo prikazati karakterizaciju matrice operatora sinteze u terminima operatora
danog okvira.

Propozicija 2.2. Neka je V: H — I linearan operator i neka je (ej)i—, ortonormirana

k

baza za H i (e;)k, kanonska baza za I§ te neka je (X;)¥_, niz pozitivnih brojeva. Neka je

matrica A reda n X k matricni prikaz operatora V* w paru baza (e;)%_; i (e;)"_,. Tada su
sljedece izjave ekvivalentne:

1) (V*e))k_, je bazni okvir za H ¢iji operator baznog okvira ima svojstvene vektore ()=
pridruZene svojstvenim vrijednostima (A;)j_,.

2) Redovi od A su ortogonalni i kvadrat norme j-tog reda jednak je ;.
3) Stupci od A ¢ine napeti bazni okvir za H i AA* = diag( A1, ..., ).
Dokaz. Vidjeti [7], str. 23. O

Operator baznog okvira je pozitivan operator sto se vidi iz

(Sz,z) > A|z|* >0, Vo e H, (2)
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te je i hermitski operator sto se moze i pokazati s

S = (V*V) =V*V = . (3)

Teorem 2.1. Operator baznog okvira S od ( fj)é?:l baznog okvira za H s granicama baznog
okvira A i B je pozitivan invertibilan operator koji zadovoljava

AL, < S < BIy.

Dokaz. Prethodno smo pokazali ve¢ da je S pozitivan (2) i da je hermitski operator (3).
Prema Lemi 2.6 imamo

k
(Az,z) = Allz|* < Y [z, f5)[? = (Sz,2) = B|jz||* = (Bz,2),  VzeH,
j=1

iz Cega slijedi tvrdnja propozicije. O

Propozicija 2.3. Neka je (fj)§=1 bazni okvir za H s operatorom okvira S i neka je F inver-
tibilni operator za H. Tada je (Ffj);?:1 bazni okvir s operatorom baznog okvira FSF™.

Dokaz. Vidjeti [7], str. 18. O

Sljedeci teorem nam daje karakterizaciju napetog baznog okvira kao onog napetog baz-
nog okvira ¢iji operator baznog okvira jednak skalarnom operatoru.

Teorem 2.2. Neka je (f;)5_, bazni okvir za H. Bazni okvir (f;)¥_, je napeti bazni okvir
(s granicom baznog okvira A) ako i samo ako njegov odgovarajuci operator baznog okvira
zadovoljava S = Aly ili ekvivalentno ako je

r=A"1 kax, it VareH. (4)

Dokaz. Najprije zamijetimo da iz S = Aly slijedi Sx = Alyx = Ax.
— Kako bismo pokazali da ( fj)le napeti bazni okvir povlaci S = Aly primijetimo da
mozemo zapisati

(Sz,z) = Az, x), Vr € H.

Nadalje imamo
(S — Aly)x, z) =0, Vo € H,
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iz Cega slijedi S = Aly.
<= Primijeniti ¢emo skalarni produkt na obje strane jednakosti (4), stoga slijedi

k

<:L“,:E> :A_lz<xvfj> <fj7513>, \V/JZGH,

J=1

sto je jednako

k
Allell* = > e, £)I7,

iz cega slijedi prema Definiciji 2.2 da je ( fj)§:1 napeti bazni okvir s granicom baznog okvira
A.
O

Sljedeci rezultat nam pokazuje kako su najmanja i najveca vrijednost svojstvenog ope-
ratora optimalne granice baznog okvira.

Teorem 2.3. Neka je (fj)?zl bazni okvir s operatorom baznog okvira S i njegovim svojstve-
nim vrijednostima \y > --- > X\,. Tada se A\ podudara s optimalnom gornjom granicom, a
An 8 optimalnom donjom granicom.

Dokaz. Neka je (ej)é?:l ortonormirana baza od H koju ¢ine svojstveni vektori operatora baz-
nog okvira S sa svojstvenim vrijednostima ()\j)é?zl poredane u padaju¢em poretku.

Neka je z € H fiksan, te z = Z§:1<m, ej)ej, tada je S = 37, Aj(z, e5)e;.
Iz Leme 2.6 slijedi

Tada B,, < A\ (B, oznacava optimalnu gornju granicu). Za B,, = A; slijedi iz

k

Y ex, fi)1? = (Ser,e1) = (Mer,er) = Ar.

J=1

Tvrdnja za A,, = A, pokaze se na slican nacin. O
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Najljepsi moguéi primjer napetog baznog okvira je Mercedes-Benz napeti bazni okvir, a
sastoji se od tri vektora koji su smjesteni u R2.

Primjer 2.3. Mercedes-Benz bazni okvir sastoji se od sljedeca tri vektora u R?:
_ (O] VB2l (VB2
fl_ l1‘|7 f2_ l_1/2‘|7 f3_ [_1/2 .

Pokazat éemo da je Mercedes-Benz napeti bazni okvir. Neka je V: R? — R?® dan formulom

A operator sinteze V*: R3 — R? definiran je s

V* Zl _ 5 af; = [—(\/3/2)a2+(\/§/2)a3
az =7t (=1/2)ay — (1/2)as)

Operator baznog okvira jednak S = V*Vx stoga je, matricni zapis operatora S u kanon-
skoj bazi za R?

3[1 0
200 1)

pa prema Teoremu 2.2 slijedi da je { f1, f2, f3} napeti bazni okvir (za R?).
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fi

f2 f3

Slika 2: Mercedes-Benz bazni okvir.

Budud¢i da smo ranije spomenuli kako je operator baznog okvira jednak komponiranju
operatora sinteze i operatora analize ukoliko ih komponiramo u suprotnom redoslijedu dobiti
¢emo Grammov operator.

Definicija 2.7. Neka je (fj);?:l bazni okvir za H s operatorom analize V. Tada operator
G: 15 — 15 definiran s

k

k
G(aj)j = VvV aj Z (f5 f@ Z a;( fjafz i=1

Jj=1
nazivamo Grammov operator baznog okvira ( fj)é‘?:1

Matri¢na reprezentacija Grammmovog operatora baznog okvira ( fj)f:1 na H dana je
matricom:

Hf1”2 <f27 f1> <fk7 fl)
(fr. ) I® e {fs f2)

G £ o ) Il

Takoder mozemo primijetiti kako vrijedi
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diag(G) = (1A% IL07, Il).

Neka osnovna svojstva Grammovog operatora prikazana su u sljede¢em rezultatu.

Propozicija 2.4. Neka je (f]-)é‘?:1 bazni okvir s operatorom baznog okvira S ¢ Grammouvim
operatorom G. Tada vrijedi sljedece:

1) Niz vektora ( fj);?zl na prostoru H dimenzije n je Parsevalov bazni okvir ako i samo
ako je njegov pridruzeni Grammov operator G ortogonalni projektor ranga n.

2) Nenul svojstvene vrijednosti operatora S i G su jednake.

Dokaz. Vidjeti [8], str.108. O

2.5 Konstrukcija napetih baznih okvira

U ovom poglavlju bavit ¢emo se konstrukcijom napetih baznih okvira pomocu ortogonalnih
projektora.

Sljedeci rezultat nam kaze kako je ortogonalna projekcija Parsevalovog baznog okvira Par-
sevalov bazni okvir.

Propozicija 2.5. Neka je P ortogonalni projektor prostora H na potprostor W i neka je
( fj)?zl bazni okvir za H. Tada je (P fj);?:l bazni okvir za W s istim granicama baznog okvira.
Posebno, ako je (fj)é?:1 Parsevalov bazni okvir za H i P je ortogonalni projektor prostora H
na W, tada je (Pf;)%_, Parsevalov bazni okvir za W.

Dokaz. Neka je x € W. Tada imamo Px = x. Kako vrijedi da je (fj)é?:l bazni okvir, postoje
A, B > 0 takve da zadovoljavaju

k
Allz|* <D Wz, £;)° < Bll|?, Vo € H.
j=1

Kako vrijedi P* = P i Pz = x imamo sljedece

(z, fj) = (Px, f;) = (z, Pf;), Vo € W,

te vrijedi
k
Alle|* < > Ka, Pfj)* < Blla|?, Yz € W.
j=1

Iz Cega slijedi (Pf;)¥_, je bazni okvir za W s granicama baznog okvira A i B. Drugi dio
slijedi direktno iz tvrdnje. O
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Korolar 2.1. Neka je (%)?:1 ortonormirana baza za H, i neka je P ortogonalni projektor
prostora H na potprostor W. Tada je (Pe;)?_, Parsevalov bazni okvir za W.

Prethodni korolar mozemo interpretirati na sljede¢i nacin:
Neka je A unitarna matrica reda k& x k , za kvadratnu matricu A kazemo da je unitarna
ako vrijedi AA* = A*A = [. Ukoliko odaberemo n redova iz matrice A tada vektori stupci
iz tih redova tvore Parsevalov bazni okvir za H. Sljede¢i rezultat poznat je pod nazivom
Naimarkov teorem.

Teorem 2.4. (Naimarkov teorem) Neka je k > n. Skup (f;)}_, je Parsevalov bazni okvir
Hilbertovog prostora H dimenzije n ako i samo ako postoji veci k-dimenzionalni Hilbertov
prostor K O H i ortonormirana baza (%‘)?:1 za prostor K tako da ortogonalni projektor P
prostora K na prostor H zadovoljava Pe; = f;, za sve j =1,2,... k.

Dokaz. Vidjeti [6], str.22. O

2.6 Napeti bazni okviri u R?

Sada ¢emo prikazati geometrijski opis napetih baznih okvira u ravnini R2.

Koristimo polarne koordinate kako bismo opisali bilo koji vektor f iz R? f = [Z (33105 z] , gdje

je @ kut koji vektor f zatvara s pozitivnhom z-osi.

b; cosb;

.o . . . k . . L —
Iz Teorema 2.2 slijedi da je (f;)j,, gdje je f; [bj sin 6,

] napeti bazni okvir ako i samo

ako vrijedi S = Aly. Tada je pripadni operator baznog okvira S = V*V dan matricom

Zle b7 cos® 0, E;‘f’zl b? cos b;sind;
Sh 0% cosfsing; Sk 6% sin?6; |

Jj=1"%j j=1"%j

za bazni okvir (f;)h_,.

Primjenom trigonometrijskih formula za dvostruki kut vidimo da je S = Al ako i samo
ako vrijedi sljedece

k
=

b? cos20;| |0
b sin26;| ~ 0]

Primjenjujuéi pravilo trokuta za zbrajanje vektora konstruirat ¢emo napeti bazni okvir na
R2.

Ovim se utvrduje tocna korespondencija izmedu napetih baznih okvira za R? i nizova vektora
dobivenih kvadriranjem duljine i udvostrucavanjem kuta svakog vektora. Stoga, izvorni niz

1
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vektora je napeti bazni okvir upravo kada je suma novog niza vektora jednaka 0,, gdje 0,
oznacava nulvektor.

b; cost;
b; sind;

J J

Ukoliko je f; = [

: e ~ b2 20
] vektor u R?, tada je njegov pridruzeni vektor fi= [ b oin J] ’

b? sin 20,

kojeg nazivamo dijagram vektor. Stoga ¢emo crtati dijagrame u nastavku te ¢emo diskutirati
zbroj takvih dijagram vektora. U sljedecoj lemi prikazat ¢emo rezultat prethodne diskusije.

Lema 2.7. Niz vektora (f;)_, za R?, gdje je k > 2, napeti je bazni okvir za R?* ako vrijedi

]F1+]F2+"'+]Ek:0v, na R2.

Primjer 2.4.

fs £

f4 fz

fe f

Slika 3: Ovi vektori ¢ine napeti bazni okvir R2.
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fa

fe

Slika 4: Dijagram vektori najprije prikazani u standarnoj poziciji.

fi

Slika 5: Dijagram vektori prikazani primjenjujuci pravilo trokuta za zbrajanje vektora.
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3. Dualni bazni okviri

Za prijenos signala vazna je rekonstrukcija signala x, a kako bismo to omogudéili vazni su
dualni bazni okviri. U ovome poglavlju definirat ¢emo posebno kanonske dualne bazne okvire
te prikazati neka njihova osnovna svojstva.

3.1 Rekonstrukcijska formula

Neka je S operator baznog okvira te neka je S~! njegov inverzni operator. Uoéimo kako je
S~! hermitski, svojstvo koje ¢emo koristiti u pokazivanju sljedec¢ih rezultata, sto slijedi iz

(SS™H)* = (875" = I,.
Bududéi da je S hermitski, uvrstavanjem u prethodnu jednakost imamo
(S7Y)'S = Iy,
djelujuéi sa S~! s desne strane dobivamo
(S™hHr =571 (5)
Sljededi rezultat nazivamo i rekonstrukcijskom formulom.

Teorem 3.1. Neka je (fj);‘?zl bazni okvir za H s operatorom baznog okvira S. Tada za svaki
x € ‘H imamo

k k
L= Z<I7fj>silfj = Z<JJ, Silfj>fj'
3=1 J=1
Dokaz. Za svaki x € H vrijedi
k k
v =887 w=> (S7'% fi)f; = D Az, ST i) fy-
i=1 J=1

U prvoj jednakosti koristili smo SS~! = I;, u drugoj jednakosti koristili smo Definiciju 2.6
te smo u treéoj jednakosti koristili svojstvo (5). Sli¢no se pokaze i x = Zfﬂ(x, fi)S7Lf;, za
svaki x € H.

L]

Propozicija 3.1. Neka je (f]-)?:1 bazni okvir za H s granicama baznog okvira A i B 1
operatorom baznog okvira S. Tada je niz (S~ fj)é‘?:l bazni okvir za H s granicama baznog
okvira A=' i B~ i s pridrufenim operatorom baznog okvira S~!.

Dokaz. Vidjeti [7], str.25. O

23



3.2 Svojstva kanonskog dualnog baznog okvira

Definicija 3.1. Neka je (f;)h_, bazni okvir za H. Tada (g;)%_, nazivamo dualnim baznim
okvirom za (f;)h_, ako zadovoljava

k
ng]

7=1
KazZemo da je (gj)é?:l kanonski dualni bazni okvir ako je g; = S™'f; 2a 5 =1,2,... k.

Napomena 3.1. Dualne bazne okvire koji nisu kanonski dualni bazni okviri cesto nazivamo
1 alternativnim dualnim baznim okvirima.

Sada ¢emo prikazati operatore pridruzene kanonskim dualnim baznim okvirima. Opera—
tor analize pridruzen kanonskom dualnom baznom okviru (g;)%_, dan je s V; = V.§~!
slijedi iz

Vo = ((z,95)j=1 = ({2, ST )iz = ((S7'a, fi))jo = VS

Definicija 3.2. Operator baznog okvira pridruzen kanonskom dualnom baznom okviru (gj);?:l

k
Sg = Vg*vgﬂ ng = Z<.CE, gJ')gj?

=1

nazivamo operator kanonskog dualnog baznog okvira.

Teorem 3.2. Operator kanonskog dualnog baznog okvira S, zadovoljava S, = S~*.

Dokaz. Za svaki x € ‘H imamo

=

k k
Syr = (, 9795 = D (4w, ST ) ST =85> (ST, fi) f; = 57188 e = ST
j=1 Jj=1

J=1

U prvoj jednakosti primjenili smo Definiciju 3.2, u drugoj Definiciju 3.1, u treéoj (5) i u
Cetvrtoj SS™1 = Iy. O

Nadalje, primijetimo kako je kanonska dualnost recipro¢na relacija, odnosno ako je
(9;)%_, kanonski dualan baznom okviru (f;)¥_, tada je i (f;)j_; kanonski dualan baznom
okviru (g;)i_;.
Sljededi teorem nam prikazuje kako svaki signal x € H mozemo rekonstruirati iz koeficijenata
baznog okvira koji se mogu izabrati iz skalarnog produkta signala x s elementima kanonskog

dualnog baznog okvira.
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Teorem 3.3. Neka su (f;)h_, i (g;)5_, kanonski dualni bazni okviri za H. Svaki signal x € H
moze se prikazati u obliku

k
r=VVer =3 (v.9,)f;
j=1
k

=V Ve =3 (z, f)g;

J=1

Nadalje, vrijedi

VYV, = VIV = Iy,

Dokaz. Imamo

k k k
VWV = Y (w95 f;= Y (. ST i) fi= D (ST e, fj)f; = SS7'a = w.
j=1 j=1 j=1
[z navedenog slijedi i V*V, = I3;. Slicno se pokaze i za V'V = Iy. O

Definicija 3.3. Neka je (fj)f:1 bazni okvir za H s operatorom baznog okvira S. Tada je

odgovarajuci kanonski napeti bazni okvir (S™V/2f;)%_,, Vi =1,2,... k.

Kako bismo pokazali da je kanonski napeti bazni okvir Parsevalov bazni okvir iskazimo
najprije sljedecu lemu.

Lema 3.1. Svaki hermitski pozitivan ogranicen operator A: H — H ima jedinstven hermitski
pozitivan drugi korijen, odnosno jedinstveni hermitski pozitivan operator B takav da je A =
BB. Operator B komutira s operatorom A odnosno BA = AB.

Teorem 3.4. Neka je (f;)5_; bazni okvir za H s operatorom baznog okvira S. Tada (S™/2f;)k_,
kanonski napeti bazni okvir je Parsevalov bazni okvir, odnosno

k
= "(x, STV NSV, Yo € H.

Jj=1

Dokaz. Pokazali smo u (2) i (3) da je S pozitivan i hermitski, stoga je i njegov inverz pozi-
tivan te prema Lemi 3.1 S~! ima pozitivan i hermitski drugi korijen S~/2. Stoga slijedi da
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S~1/2 komutira sa S~'. Medutim, pokazat ¢emo kako S~/? komutira sa S. Na

S—l/QS—l _ S—15—1/2

djelujemo s lijeve strane sa S i dobivamo

SS_1/2S_1 _ S_1/2.

Djelujemo na prethodnu jednakost s desne strane sa S pa imamo

S5 = 5712,

Tada vrijedi sljedece
= 5719 = §TV2STAGy = 5T S Ty

k k

Z g-1/2,, fg 1/2fj _ Z@’ Sfl/2fj>5*1/2fj.

J=1 Jj=1

Primjer 3.1. Neka je H = R* i neka je bazni okvir (f;)?_, dan s

{ H m [E%gﬂ } Neka je V: R? — R® dan formulom

A operator sinteze V*: R® — R? definiran je s

v ol = Set= [ ae]

slijedi da je operator baznog okvira S = V*V dan matricnim prikazom u kanonskoj bazi

za R?
3 1
1 3|°
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Odatle je je S~ dan matricom

pa je kanonski dualan bazni okvir (g1, go, g3) = (S71f1, S71fe, S71f3), dan s

EAREAREIR

Reprezentacija x € H je dana s

3
v=3 (2,87 f;)f;

J=1

Dani primjer je prikazan i graficki na Slici 6.

os

08 -06 -0.4 og 1 1

0.4

Slika 6: Prikaz baznog okvira ( fj)?zl oznacen plavom bojom i kanonski dualan bazni okvir
(95)3-, oznacen crvenom bojom.
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4. Potencijal baznog okvira

U fizici, pojam potencijalne energije definiran je kao energija koju tijelo posjeduje promjenom
polozaja ili pod nekim elasticnim deformacijama ako su u pitanju elasti¢na tijela. Kazemo da
je sustav u ravnotezi ukoliko su sve sile koje djeluju na neki predmet ili drugi sustav jednake
nuli. Postoji viSe vrsta ravnoteza: stabilna, labilna i indiferentna. Predmeti pomaknuti iz
polozaja labilne ravnoteze sami se ne mogu vratiti u polozaj labilne ravnoteze, dok predmeti
pomaknuti iz polozaja indiferentne ravnoteze ostaju u novom polozaju. Ovdje ¢emo se
posvetiti stabilnoj ravnotezi gdje se predmeti kre¢u i mijenjaju polozaj kako bi potencijalna
energija bila minimalna, odnosno vrac¢aju se u polozaj ravnoteze, sto ¢e nam biti zanimljivo
promatrati. Kao primjer nam moze posluziti elasticna opruga koja se nakon razvlacenja
vra¢a u pocetni polozaj ili elekroni u stanju kretanja. U ovome poglavlju definirat ¢emo
potencijal baznog okvira koji ne odgovara u potpunosti fizikalnom pojmu, ali nam on moze
dati prikaz kakva konfiguracija vektora daje napeti bazni okvir.

4.1 Definicija potencijala baznog okvira

Kako bismo mogli naslutiti kakva nam je konfiguracija pozeljna kako bismo minimizirali
potencijal baznog okvira odnosno kada je sustav u ravnotezi, iskazimo sljede¢i rezultat za
jedini¢ne vektore na R2.

k—1
, 2m;
Propozicija 4.1. Niz F' = ( [ZJ Cf)s 2,’?.].] ) za k >3, je napeti bazni okvir za R2.
' S111 2 )

Dokaz. Vidjeti [8] str.132. O

Prethodnu propoziciju mozemo interpretirati na sljede¢i nacin: ukoliko imamo na ras-
polaganju skup od najmanje tri vektora za koji vrijedi da je kut izmedu svaka dva vektora
jednak Qf, onda on tvori napeti bazni okvir za R?. Stoga ¢e nas primjer jedini¢nih vektora iz
R? motivirati da uzmemo primjer elektrona koji su u ravnoteZi ako su jednako rasporedeni
na zicanom krugu. Tada mozemo rec¢i da elektromagnetski potencijal postize minimum bas
kada konfiguracija elektrona odgovara napetom baznom okviru. Djelovanjem sila privlace-
nja i odbijanja ¢ini se kako se napeti bazni okviri pojavljuju bas ako su vektori ortogonalni
koliko je to moguce. Ukoliko imamo k& > n vektora na R"™, ako je kut izmedu dva vektora
manji od 7 tada na njih djeluju sile odbijanja, a kada je kut veci od § tada na njih djeluju
sile privlacenja, stoga konfiguracija za koju potencijalna energija postize minimum bit ¢e
napeti bazni okvir. Samim time osigurat ¢emo njihovu egzistenciju te ¢emo kasnije prosiriti
rezultate na bazne okvire ¢iji elementi imaju duljine razli¢ite od jedan.
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Slika 7: Ovi vektori ¢ine napeti bazni okvir za R2.

Slika 8: Elektroni u ravnotezi na zicanom krugu.

Definicija 4.1. Neka je H Hilbertov prostor dimenzije n i neka je F = (fj);?zl skup (jedi-
nicnih) vektora iz H. Potencijal baznog okvira za F jednak je

k k
Pr = ZZKfJ?fZHz

j=1i=1

Ocito je da potencijal baznog okvira ovisi i o broju (k) vektora u skupu. Ukoliko fiksiramo
k tada ¢e svaki napeti bazni okvir koji se sastoji od k jedini¢nih vektora imati isti potencijal
baznog okvira na n-dimenzionalnom prostoru H.

Lema 4.1. Neka je F = (fj);‘?zl napeti bazni okvir jedinicnih vektora na H. Tada je poten-

cijal baznog okvira Pr od F' jednak %

Dokaz. Neka je S operator sinteze napetog baznog okvira. Prema Teoremu 2.2, S = Aly te
primjenjuéi trag na danu jednakost imamo

tr(S) = tr(Aly) = nA.

Nadalje iz svojstva (3) znamo da je S hermitski, stoga iz Teorema 1.3 slijedi da se S moze
dijagonalizirati pa mozemo primjeniti Korolar 1.2 pa imamo sljedece

Aj =tr(S) =tr(Aly) = nA.
1

n
J]=

S druge strane, zbog Propozicije 2.4 imamo Y7_, \; = tr(S) = tr(G) te vrijedi

k
tr(S) =tr(G) = >_|filI* = ka’,
j=1
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stoga je granica baznog okvira A jednaka k—: jer je F' napeti bazni okvir jedini¢nih vektora.
Prema Definiciji 2.2 napetog baznog okvira imamo sljedece

> (z| fu ) ) > Al5 -

Jj=1

U

Sljede¢i rezultat nam govori o tome da ukoliko skup F' sadrzi barem onoliko vektora
koliko je dimenzija prostora H, tada potencijal baznog okvira postize minimum za F' kada
je on napeti bazni okvir.

Propozicija 4.2. Minimalna vrijednost potencijala baznog okvira za skup k > n jedinicnih
2

vektora F' = (fj)é?:l na n-dimenzionalnom Hilbertovom prostoru je % Minimum je postignut

tocno kada vektori tvore napeti bazni okvir za H.

Dokaz. 1z prethodne leme znamo ukoliko je F' napeti bazni okvir tada je pridruzeni poten-
cijal % Preostaje nam pokazati kako je % donja granica na skupu dostiznih potencijala
baznog okvira medu takvom kolekcijom F'. Takoder ¢emo pokazati da je svaki skup koji
postize % napeti bazni okvir.

Neka je S operator baznog okvira za F = (f]) _, ineka su A\j, Mg, ..., A\, svojstvene vrijed-
nosti od S. Bududi da je S pozitivan operator njegove svojstvene vrijednosti su realne i nene-
gativne te tr(S) jednak je sumi A\; + Ao+ - -+ )\, i jer je S hermitski imamo tr(SS*) = tr(S?)
te su oni jednaki sumi A} + A2 + -+ + 2.

Neka je V' operator analize od F' te S = V*V operator baznog okvira i neka je G = VV*
Grammov operator te iz Propozicije 2.4 imamo tr(S) = tr(G). Dijagonalni elementi matrice
G? jednaki su d; = X% |[(f;, fi)]?. Koristeéi Definiciju 3.2 potencijalnog baznog okvira slijedi

PF—ZZ! fis f)l? ZZ\Gw!z G%).

Jj=1li=1 j=1i=1
Stoga imamo Pp = tr(G?) = tr(S?) = X}_; A\J te mozemo minimizaciju potencijala baznog
okvira smatrati kao problem minimizacije s n varijabli Ay, Ao, ..., \,. Dijagonalni elementi

Grammove matrice za (f;)5_; su || f;]|* = 1 stoga vrijedi

k= tr(@) = tr(S) = 3" A, (6)

J=1
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A
Neka je x vektor na R™ koji sadrzi svojstvene vrijednosti od S, r= ,2 i neka je y=
An
1
1 . .
|, gdje je y € R™.
1
Iz prethodno pokazanog znamo |z||* = Pp i (z,y) = Xj_; A; = k (zbog (6)). Koriste¢i

Cauchy-Schwarz-Buniakowskyjevu nejednakost imamo

k=|(z,v)| <ll=|l|ly]| = /Prv/n

gdje jednakost vrijedi ako i samo ako je x u linearnoj ljusci od y. Nadalje, potencijal
2

baznog okvira Pr ima minimalnu vrijednost % koja se postize ako i samo ako su svojstvene

vrijednosti od S sve jednake \; = %, stoga je S = %I, dakle F' je napeti bazni okvir za H. [

Dosada smo promatrali samo jedini¢ne vektore te se mozemo zapitati je li moguce pro-
matrati skup nejedini¢nih vektora. Neka je Pr potencijal baznog okvira definiran kao u
Definiciji 3.2., F = (f;)}_, je skup vektora na H, te (a;)i_, su pripadne norme svakog

vektora. Definirajmo L = Z§:1 a? te i dalje vrijedi Z?:1||fj||2 =tr(S) = L.

Propozicija 4.3. Neka je H Hilbertov prostor dimenzije n. Minimalna vrijednost potencijala
baznog okvira za skup (f;)¥_, od k > n vektora na M, i za koji vrijedi Zle||fj||2 = L, jednaka
je %2 te minimalna vrijednost se postize tocno kada je F' napeti bazni okvir s granicom baznog
okvira %

Dokaz. Na isti na¢in kao i za Propoziciju 4.1. O

Propozicija 4.4. Napeti bazni okvir (fj)é?:l za n-dimenzionalan prostor H s granicom baz-
nog okvira A s k vektora i ||f;|| = a;, j = 1,2,...,k postoji ako i samo ako je zadovoljena
sljedeca nejednakost:

1
maz{a;*} < A=~

3

; a?. (7)

Dokaz. Vidjeti [5] str.2. O

Nejednakost (6) naziva se fundamentalna nejednakost te nam prethodni rezultat daje
uvjet egzistencije napetog baznog okvira na n-dimenzionalnom prostoru H.
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Sazetak

U ovome radu predstavljeni su bazni okviri na kona¢nodimenzionalnom Hilbertovom
prostoru. U prvom dijelu detaljnije su prouceni napeti bazni okviri i operatori: analize,
sinteze i operator baznog okvira. Nadalje, analizirana je konstrukcija napetih baznih okvira.
Zatim su definirani kanonski dualni bazni okviri i njihova svojstva. Na kraju je definiran
potencijal baznog okvira i predstavljena su neka njegova svojstva.

Kljuéne rijeci: bazni okviri, napeti bazni okviri, operatori, dualni bazni okviri.

Summary
In this thesis frames on finite Hilbert space were introduced. In the first part, tight frames
and operators: analysis, synthesis and frame operator are described in more detail. Furt-

hermore, construction of tight frames is analysed. Then, canonical dual frames and some of
their properties are defined. Finally, frame potential is defined and its properties are shown.

Keywords: frames, tight frame, operators, dual frames.
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