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Uvod

Matematika je jedan od glavnih predmeta u osnovnom obrazovanju, ¢esto i u nastavku
obrazovanja u srednjoj skoli, a neizbjezan je uvjet upisa na bilo koju visu razinu obrazovanja
na ucilistima, veleucilistima i sveucilistima. Algebra kao njen vitalan dio velik je dio onoga
sto matematika obuhvaca te je stoga vaznost njenog kvalitetnog poucavanja izrazito bitna.
Ovaj rad otkriva s kojim se problemima susrec¢u ucitelji matematike u poucavanju algebre
i na koji nacin se s tim problemima suocavati. Prvo pitanje je pitanje inicijalne motivacije
ucenika. Rad obraduje nacin na koji ucitelji trebaju pristupiti nagovoru na algebru pocevsi
od intuitivnosti tablice visekratnika broja tri gdje ucenici zapazanjem da je 300 stoti broj
u tablici nesvjesno rjesavaju jednadzbu 3n = 300. U nagovoru na algebru rad razmatra ar-
gumente korisnosti i zanimljivosti algebre te zakljucuje da ucenike uc¢imo i drugim granama
znanosti 1 umjetnosti ne samo zbog njihove korisnosti ve¢ i zanimljivosti te da je s algebrom
odnosno matematikom slucaj isti.

Rad se dalje bavi specificnostima poucavanja algebre te posebnom kategorijom znanja koju
treba posjedovati ucitelj algebre. Radi se o spoju stru¢nog matematickog znanja i pedagoskog
znanja kako bi ucitelji lakse razumjeli uzroke ucenickih pogresaka te pronasli najefikasniji
nacin poucavanja. U svrhu efikasnijeg poucavanja rad iznosi poucavanje algebre u kontekstu
odnosno rjesavanje stvarnih situacija pomoc¢u algebre kako bi matematiku ucenicima prika-
zali korisnom i ucinili zanimljivom te tako utjecali na njihovu motivaciju.U sklopu algebre u
kontekstu rad odgovara na pitanja sto zadatak ¢ini autenticnim i kako ga postaviti te kako
uklopiti apstraktne problemske situacije u uvodni dio ucenja algebre. Navedeni su cesto
koristeni primjeri neautenti¢nih zadataka odnosno zadataka koje bi ucitelji trebali izbjega-
vati te primjeri autenti¢nih zadataka koji mogu posluziti kao dobar primjer i izvor inspiracije
za ucitelje.

Rad obraduje primjer THOAN (Think Of A Number) zadatka gdje uéenici povezuju al-
gebru s aritmetikom pokusSavajuéi otkriti "magicni trik”. Ukazujué¢i na to da autenticni
zadaci uciteljima nisu jednostavni za postavljanje rad raspravlja o kriterijima autenti¢nosti
i realisti¢nosti. Razjasnjavanje ovih kriterija ucitelje usmjerava na izbjegavanje "nerealnih”
situacija u zadacima, razgovor s kolegama uciteljima iz drugih prirodnih znanosti i izvlacenje
zadataka iz tih dijaloga te na promisljanje situacija koje pobuduju mastu i zanimanje ucenika,
a primjenjive su u matematici.

Rad promislja opéeprihvac¢eno misljenje da je za uspjeh u matematici najpotrebnija vjezba,
te pokusava odgovoriti na pitanje na kakvu vrstu vjezbi se ovdje misli. Je li korisnije dovesti
se do razine automatskog rjesavanja ili fleksibilnog algebarskog razmisljanja ili je moguce
usvojiti obje vjestine? Na ovu dilemu rad odgovara zadacima koji obuhvac¢aju sveukupnost
algebarskog znanja: primjenu pravila i kriticko promisljanje. Kako je odnos ove dvije su-
protstavljene struje Cesta tema rasprava, rad istrazuje obje. Standardizirani postupci lako
rjesavaju niz zadataka, a ako ih ucenici ne savladaju izlozeni su problemima u radu na visoj
razini matematickih zadataka. Koriste¢i primjere iz literature rad se zalaze za povezivanje

algebarskih postupaka s razumijevanjem njhovog znacenja i fleksibilnim izborom metoda



rjesavanja.

Dalje rad pruza primjere spajanja rutinskog razmisljanja i uvida u osmisljavanju i koristenju
zadataka za ucenike. Potice se prakticiranje proceduralnih vjestina dok u isto vrijeme traze
ucenika da pozorno promatra jednadzbe ili funkcije s kojima radi. Oba su pristupa potrebna
za potpuno iskoristavanje modi algebre i ucenici bi trebali biti sposobni koristiti oba, a za-
datak ucitelja je obje vjestine razviti kod ucenika zajedno sa svijesti o vaznosti njihovog
meduodnosa.

Zbog cinjenice da svi ucenici grijese u radu su istrazene i ucenicke pogreske i istrazeni su
moguéi uzroci istih. Cesto uéenici slova odnosno varijable krivo tumace kao objekte i u tim
je slucajevima korisno naglasavati da varijable oznacavaju broj objekata. Objasnjava se i
pogreska u kojoj ucenici pretjerano generaliziraju distributivno svojstvo algebarskih ope-
racija te se kao rjesenje nudi da za provjeru slova zamijenimo brojkama. Ceste ucenicke
pogreske mogu biti prilika za pronalazak onoga sto se krije iza tih pogresaka te za raspravu
pravog uzroka. Ucenik moze postati ucitelj u igri zamijenjenih uloga i analizirati rad nekog
drugog ucenika i na taj nacin povecati svijest o vlastitim pogreskama. Na ovaj nacin greske
postaju prilike kako za ucenika tako i za ucitelja jer moguce je da one odrazavaju propuste
u nastavnom procesu te su nam zbog toga u temi poucavanja algebre izrazito bitne.

Iduée poglavlje koje rad obraduje bavi se dokazima u matematici. Dokazi u matematici
su poticajni i motivirajuéi za ucenike te su stoga izuzetno vazni u poucavanju algebre uzi-
majuci u obzir koliko je ucitelju bitno da motivira svoje ucenike kroz cijeli proces poucavanja.
Kriticko razmisljanje trebalo bi biti cilj svog obrazovanja, a posebice matematickog. Dokazi
ucenicima daju pouzdanje u njihovu sposobnost kritickog razmisljanja umjesto slijepog vje-
rovanja u ono Sto ucitelj izlaze. Iako se dokazi katkad izbjegavaju u nastavi matematike
iz razlic¢itih razloga, na taj nacin ucenicima se uskracuje mo¢ generalizacije u algebri. Iako
izazovno, ukljucivanje dokaza u nastavu algebre trebao bi biti zadatak svakog ucitelja ma-
tematike. Rad pruza primjer jedne formule zajedno s koracima koje je potrebno poduzeti
u svrhu dokazivanja s jednostavnim trikom izrezivanja koraka u kojem ucenici mogu slagati
korake te na taj nacin sudjelovati u dokazivanju kako bi bolje razumjeli svojstvo koje su
dokazali.

U zadnjem poglavlje rad pokazuje kako povezati trazenje uzorka s funkcijama te nacin na

koji mozemo uvesti pojmove domena, kodomena i slika funkcije.



1 Ucenje algebre

Algebra kao vitalan dio matematike sve je vise prihva¢ena i kao vazan element nastav-
nog plana i programa matematike. Sastavni dio nove Odluke o donosenju kurikuluma za
nastavni predmet matematike za osnovne skole i gimnazije u Republici Hrvatskoj je i kuri-
kulum nastavnog predmeta Matematika. Domene Matematike kao nastavnog predmeta su:
Brojevi, Algebra i funkcije, Oblik i prostor, Mjerenje i Podatci, statistika i vjerojatnost. Na-
vedene domene se postupno razvijaju i nadograduju, a udio podjedine domene u godinama
obrazovanja prilagoden je razvojnim moguénostima ucenika te potrebi sustavne izgradnje

cjelovitoga matematickog obrazovanja.

”U domeni Algebra i funkcije ucenici se sluze razlicitim vrstama prikaza; grade
algebarske izraze, tablice i grafove radi generaliziranja, tumacenja i rjesavanja
problemskih situacija. Uocavaju nepoznanice i rjesavaju jednadzbe i nejednadzbe
racunski provodenjem odgovarajué¢ih algebarskih procedura i graficki te sluzeci
se tehnologijom kako bi otkrili njihove vrijednosti i protumacili ih u danome
kontekstu. Odredenim algebarskim procedurama koriste se i za primjenu formula

i provjeravanje pretpostavki.” [MZO, 2019.]

Kako se i sama reforma naziva ,Skolom za zivot® vidljivo je da je algebra prepoznata kao
mocan alat u rjesavanju problema u ”stvarnom” svijetu, no mnogo ucenika ne uspijeva naci
smisao u algebri niti cijeniti siroki spektar njene upotrebe. Upravo zbog toga poucavanje
algebre aktualna je tema vrijedna promisljanja u krugovima ucitelja matematike.

Tako postoji puno istrazivanja i unapredivanja kurikuluma u podru¢ju poucavanja i ucenja
algebre, ne postoji jednostavan recept za uspjeh jer su poucavanje i uc¢enje algebre komplek-
sni zadaci, a sama algebra izazovna. lako je nacin na koji ¢emo poucavati algebru uvelike
odreden nasim uvjerenjima o ucenju i poucavanju algebre kao i o nasem pogledu na odreden
dio koji pokusavamo prenijeti ucenicima, ipak postoji okvir ideja na kojima mozemo temeljiti
svoja poucavanja. Ve¢ postojece ideje vrijedne su proucavanja, ali i daljnjeg istrazivanja u ci-
lju unapredivanja prakse poucavanja algebre. Osim nacina na koji ¢emo gradivo prezentirati

vazan je i inicijalni stav ucenika te njihova motivacija za ucenje algebre.

1.1 Zasto uciti algebru?

Ako ne vidimo svrhu i ne mozemo dati smisao onome sto radimo ili u¢imo vrlo brzo izgubit
¢emo motivaciju. Isto vrijedii za ucenja algebre. Svaki prijedlog algebre kao korisne i zanim-
ljive u neslaganju je s iskustvom mnogih ucenika. Uc¢itelji nisu uspjesni u prenosenju znanja
o pravoj prirodi i moéi algebre da predvidi, rijesi i dokaze. Ovaj neuspjeh onemogucuje
ucenicima da donesu informiranu odluku o tome trebaju li nastaviti s u¢enjem algebre. Coc-
keroft je rekao da je "matematika tezak predmet za ucenje i poucavanje” (Cockfort prema
French, 2002.), a isto, s jos veéim naglaskom, se moze reéi i za algebru. U o¢ima ucenika
algebra je cesto odbojna zbog dodatnog ”kompliciranja” matematike uvodenjem simbola,

no ova inicijalna odbojnost proizlazi iz ¢injenice da imaju problema s objasnjavanjem toga



sto algebra uopce jest, a posljedi¢no i s odgovorom na pitanje koja joj je svrha. Ovakva
pitanja nizu se jer ucenici u svom skolovanju dobivaju usku, ogranicenu i nejasnu sliku al-
gebre. Nazalost 1 sami ucitelji matematike tesko odgovaraju na navedena ucenicka pitanja.
Rjesavanje ovog problema moglo bi biti u osvjestavanju znanja o algebri koje ucitelji imaju

i sazeto objasnjenje pocetaka algebre kao i naglasavanje njene intuitivnosti.

Pronadi x.

Slika 1: Primjer ucenicke dosjetljivosti

Algebra svoje korijene ima u aritmetici i geometriji te se razvila kao jezgrovit sistem simbola
koji objasnjava veze ili odnose. Na osnovnom nivou ove veze ukljucuju brojeve i njihova
glavna odlika je da izrazavaju opcenitosti. Kada pogledamo brojeve 3, 6, 9, 12 i 15 prva
asocijacija nam je visekratnik broja tri. Znamo da se niz nastavlja sa 18, 21, 24 i ako odemo
dovoljno daleko doéi éemo do 99, 300 ili cak 3 milijuna. Osvjestavanjem ovog znanja kod
ucenika stvara se osjecaj svrhovitosti i povecava motivacija za ucenje algebre. Nas osjecaj
za pravilnost uzoraka vrlo je snazan, a algebra upravo tu opcéenitost tezi opisati te s njom
raditi.

Primjetimo da se tablica visekratnika broja tri "povecava za tri”, no svaki broj u tablici
mnogo je moc¢niji kada se "uvecava tri puta” sto nam omogucuje slucaj u kojem mozemo
re¢i da je 300 stoti broj u nizu jer je 3 x 100 = 300. Iako nema potrebe ovako jednostavan
problem izrazavati u algebarskim terminima, misljenje u njemu u potpunosti je algebarsko
1 zbog toga je bitno iznijeti ga ucenicima. ”"NesSto” je varijabla koja vrijedi za bilo koji po-
zitivni cijeli broj te je najceS¢e oznacena sa n. ”'Iri puta nesto” moze se zapisati kao 3n, a

zapazanje da je 300 stoti broj u tablici proizlazi iz nesvjesnog rjesavanja jednadzbe 3n = 300.

Moguénost da opcéenite numericke veze izrazimo u simbolickim terminima vrlo je moc¢na.



Jednom kada znamo da u "tri puta nesto tablici” svi brojevi imaju oblik "tri puta nesto” ili
jednostavnije receno 3n, mozemo odrediti bilo koji broj u slijedu i mozemo upotrijebiti to

znanje da rijeSimo probleme i objasnimo iznenadujuée veze medu brojevima.

Slika 2. prikazuje rezultate zbrajanja vise razlicitih skupina brojeva sastavljenih od tri uzas-
topna broja. Upecatljivo u rezultatima je da je svaki visekratnik broja tri iz ¢ega mozemo
posumnjati da dodavanjem tri uzastopna broja uvijek daje visekratnik broja tri, ali kako
mozemo biti sigurni? U algebarskim izrazima; upotrebljavajuéi varijablu n za oznacavanje
bilo kojeg pozitivnog cijelog broja, tri uzastopna broja mogu se izraziti kao n, n+11in+ 2.
Spajajuci ove izraze dobivamo: n+n+1+n+2 = 3n+ 3. Opdi rezultat 3n + 3 govori nam

1+2+3=6 7+8+9 =24
3+4+5=12 9+10+ 11 =30
49 + 50 + 51 = 150 22+ 23+24 =69

Slika 2: Zbroj tri uzastopna broja

da kada god dodajemo tri uzastopna broja dobivamo visekratnik broja tri, no govori nam i
vise od toga. Posto 3n + 3 moze biti zapisano i u alternativnom obliku 3(n 4 1), mozemo
vidjeti koji visekratnik broja tri je ukljucen: to je tri puta n + 1 sto oznacava srednji broj.

Jasno, ovo svojstvo uzastopnih brojeva je vrlo jednostavno i moglo bi se objasniti i bez
upotrebe algebre, no ono je ipak dobar primjer za neke od klju¢nih znacajki algebarskog
argumenta. Postavlja se simbolican izraz koji predstavlja zbroj tri uzastopna broja i onda ih
transformira u dvije razli¢ite forme koje pruzaju vise informacija za objasnjenje i prosirenje

svojstva koje je predlozeno numerickim primjerima.

[zum simbolicke algebre bio je znacajan napredak koji je razumijevanje i rad na komplek-
snim situacijama uc¢inio mnogo jednostavnijim. Potreban je velik trud u ucenju rada sa
simbolickim sistemom, ali kada se njegovi elementi savladaju sluzi kao veoma mocan alat.
Navedeno je uciteljima jasno, no potrebno je isto istaknuti ucenicima u cilju objasnjavanja

svrhovitosti algebre.

"Postoji stadij u kurikulumu u kojem uvodenje algebre ¢ini jednostavne stvari
teskima, ali ne uciti algebru prouzrocilo bi nemoguéim uciniti teske stvari jed-

nostavnima.” [Tall i Thomas prema French, 2002.]
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Bit algebre je u tome da upotrebljava ekonomican i dosljedan sustav simbola da prikaze izraze
i veze koje se zatim koriste u formuliranju argumenata zajedno s predvidanjem, rjeSavanjem

problema, objasnjavanjem i dokazom.

Dva su glavna razloga zasto uciti algebru: prvi je to da je korisna, a drugi da je zanim-
ljiva. Ocito je da je algebra korisna onima koji rade u znanstvenim poljima, inzenjerstvu,
racunarstvu i naravno, poucavanju algebre. Samo manji dio u¢enika ¢e naci ovakve poslove,
ali ne mozemo znati koji ¢e ucenici to biti sve do kasnijih godina skolovanja i stoga je bitno
da im mogucénosti ostanu otvorene. Medutim, veéina neée uvidjeti iskoristivost algebre u
svojim poslovima ili igri i nema smisla pokusavati dokazati suprotno.

Algebra je takoder indirektno korisna na druga dva polja: prvo, omoguéuje vrijedan trening
vjestine promisljanja i postovanja prema argumentiranju i drugo, daje objasnjenja mnogih
pojava u svijetu. Prvi razlog nije dovoljan jer se isto moze re¢i za druge grane matema-
tike i zapravo za svaki drugi skolski predmet. Drugo je istinito u pogledu da gradanin koji
je dobro informiran i zainteresiran za svijet vise doprinosi drustvu i zadovoljniji je svojim
zivotom. Ovo se odnosi i na drugi razlog koji zagovara ucenje algebre koji govori da je al-
gebra zanimljiva i sama po sebi, bas kao sto je korisna u razumijevanju zanimljivih pojava.
Djecu ne ucimo o glazbi, umjetnosti i knjizevnosti jer su one direktno korisne ve¢ zato sto
su potencijalno zanimljive i jer se u njima moze uzivati. One daju uvid u razli¢ite aspekte

ljudskog napora. Isto je istinito i za matematiku i njen vitalni dio, algebru.



2 Specificnosti u poucavanju algebre

Nakon osvjestavanja potrebe motiviranja ucenika ucitelji matematike susrec¢u se s drugim

pitanjima:

1. Kako algebru uciniti dijelom matematike koja je veé¢ poznata ucenicima (objasniti
kontekst)?

2. Kako vjezbati algebru?
3. Kako pristupiti dokazima u algebri?

4. Kako se suociti s najc¢es¢im problemima ucenika?

Sva navedena pitanja dio su pedagoske problematike poucavanja algebre. Bitno je napome-
nuti da se motiviranje ucenika proteze kroz cijeli proces poucavanja algebre. Pocetna motiva-
cija samo je nagovor na algebru, tocka s koje motiviranje ucenika postaje pratitelj poucavanja
algebre kroz cijeli proces. Shulman (prema Arcavi, Drijvers i Stacey, 2017.) navodi jednu
posebnu kategoriju znanja koju mora posjedovati ucitelj matematike: spoj struénog znanja
matematike i pedagosko znanje sto zajedno rezultira upravo praksom poucavanja matema-

tike. Takvo znanje nazivamo metodicko znanje.

2.1 Matematicko pedagosko znanje

Studija Baumerta i dr. (2010.) ukazuje na vaznost gore spomenute kombinacije struénog
1 pedagoskog znanja. Prema studiji, osim navedene kombinacije, izuzetno je vazno struc¢no
znanje jer bez njega ogranicava se i razvoj kombinacije struénog (matematickog) i pedagoskog
znanja. Ucitelji s dobrim metodickim znanjem imaju bolji uvid u ucenicki nac¢in razmisljanja,
brze prepoznaju uzroke ucenickih gresaka i na temelju toga razvijaju nacin poucavanja koji

ucenicima pomaze u laksem i ucinkovitijem ucenju.



3 Algebra u kontekstu

Ukoliko ucenik shvac¢a svrhu onoga sto uci, ucenje ¢e biti produktivnije jer ¢e i sama
motivacija rasti. Navedena postavka vrijedi za svaku vrstu gradiva, posebice algebru. Za-
hvaljujuéi svom apstraktnom karakteru algebra nije jednostavna za poucavanje te ju je zbog
toga potrebno staviti u kontekst koji ucenici razumiju. Najceséi primjer stavljanja algebre
u kontekst su problemski zadaci za mlade ucenike. Ovdje ¢emo pristupiti dvjema dilemama

s kojima se ucitelji bore u postavljanju problemskih zadataka:

1. Kako postaviti problemski zadatak koji ¢e ucenicima biti smislen i svrhovit?
2. Kako uklopiti apstraktne problemske situacije u uvodni dio uc¢enja algebre?

3.1 Autenticni problemski zadaci

U potrazi za odgovorom na prvo pitanje, za primjer neautenti¢nog zadatka koji ucenici

nece smatrati smislenim i svrhovitim naveden je sljedeéi primjer:

Primjer 3.1. Mjere travnjaka u vrtu su 10 x 15 metara. Viasnik je odlucio prosiriti travnjak.

Na dvije strane dodao je trake jednake sirine od x metara. Vidi sliku ispod.

1. Prikazi da je povrsinu povecanog travnjaka moguce izraziti kao
Povrsina = x? + 25z + 150.

2. Novi travnjak ima povrsinu 204 m?. Postavi jednadzbu i izracunag Sirinu trake.

15m x

10m

o

Slika 3: Prosirenje travnjaka

U ovom primjeru ucenici se mogu zapitati zbog ¢ega prosirivanje travnjaka nije unaprijed
isplanirano te zasto su dimenzije travnjaka izmjerene tek nakon njegovog produzenja. Ovim
pitanjima moguce je do¢i do zakljucka da nam algebra u ovom slucaju nije niti potrebna jer
bismo odmah mogli izmjeriti Sirinu traka i izbje¢i mnozenje prosirenih dimenzija, a s tim

i primjenu algebre. Veé tu ucenici gube zanimanje za zadatak jer ga ne dozivljavaju kao

10



moguc i stvaran problem. Ovaj problemski zadatak dakle nije autentican ve¢ umjetan nacin
da se ucenike ukljuéi u rjesavanje algebarske jednadzbe te kao takav nije koristan pedagoski
pristup. Stovise, ucenici algebru neée dozivieti korisnim alatom veé nepotrebnim komplici-
ranjem.

Iz ovakvih zadataka ucenici zakljucuju da se upotreba algebre svodi na snalazenje u nere-
alisticnim pricama iz udzbenika, umjesto da algebru shvate kao mocan alat u rjesavanju
stvarnih problema. Upravo ovo potonje shvacanje trebala bi biti teznja matematickog obra-

zovanja.

Za primjer autenti¢nog zadatka, onog blizeg stvarnom zivotu uzet ¢emo sljedeé¢i primjer
koji razmatra problem slaganja metalnih greda za krovnu konstrukciju koja je zavarena u
trokutasti uzorak. Cak i ako je ocito da zadatak nije stvarni gradevinski zadatak, ucenici
su ga dozivljavali smislenim i autenti¢nim jer su u zadatku dodani prikazi stvarnih krovnih

konstrukcija. Pogledajmo sljedeéu sliku:

AVAVAVANERNETR:
AVAVAVANERRES
VAVAVAVANREEET SR

AVAVAVANEERREEE S
JAVAVAVANER ST

Slika 4: Metalne grede za krovnu konstrukciju zavarene u trokutasti uzorak

Slika sadrzava prikaz razlicitih algebarskih formula kojima su ucenici rijesili zadatak, svaka
od njih odrazava razlicite strategije rjesavanja. U tim jednadzbama, N oznacava broj sipki
potrebnih za gredu duljine L, a duljina L. odgovara ukupnom broju trokutastih baza koje se
koriste za formiranje grede. Prva jednadzba, koju su postavili ucenici, izrazava konstruiranje
grede od L trokuta (dakle 3L strane) nizom L - 1 konektora postavljenih preko vrha. Druga
jednadzba odrazava strategiju dodavanja jedne Sipke za izgradnju L ”jedinica”, pri ¢emu se
svaka sastoji od cetiri Sipke, i konacno oduzimanje prvotno dodane Sipke.

Raznolikost ponudenih rjesenja predstavlja izvrsnu osnovu za raspravu u razredu. Moguce
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je raspravljati o tome koja su rjeSenja ispravna, kako jedna jednadzba moze biti izvedena iz
druge te svaki ucenik moze objasniti svoj pristup zadatku. Sve navedeno pruza moguénost

za raspravu o pojmu ekvivalencije i drugacijeg zapisa algebarskih izraza.

Druge poznate primjere algebarskih formula u stvarnom zivotu ukljuc¢uju zadatke s cijenama
u koje je ukljucen ili nije uklju¢en porez ili za izracun tocke isplativosti neke investicije.
Navedeni primjeri pokazuju da postavljanje autentic¢nih i realisticnih zadataka nije jednos-
tavno. Ono $to jedni percipiraju kao realno, drugima moze izgledati nerealno. Ovisno o
njihovim prethodnim iskustvima i prethodnom poznavanju konteksta, ali i algebre. Van den
Heuvel-Panhuizen i Drijvers isticu da se u kontekstu ovog problema rije¢ "realistican” treba
primjenjivati u smislu onoga sto ucenici mogu zamisliti, a ne onoga sto se odnosi na stvarni
zivot. Drugi kriterij, autenti¢nost, odnosi se na ucenicko percipiranje zadatka kao svrhovitog
i smislenog te dozivljavanje algebre kao korisnog alata u svakodnevnom zivotu.

Buducdi da ucenici s godinama napreduju u matematici, problemski zadaci ne moraju uvijek
biti stavljeni u realan kontekst. Moguce im je dati i apstraktniji karakter. Razmotrit ¢emo

par primjera. Prvi od ovih apstraktnih primjera vuce korijene iz aritmetike.
Primjer 3.2. Izracunajte koliko je: 2 x 2 —1x3,3x3—2x4,4x4—-5x3.

Od ucenika se trazi da izracunaju 2x2—1x3,3x3—2x4,4x4—5x 3 i oni ¢e primijetiti
da je rezultat uvijek jednak i iznosi 1. Zasto je to tako? To moze potaknuti na izrazavanje
svojstva u opéem obliku: a* — (a + 1) x (a — 1) = 1. Naravno, taj identitet zahtijeva dokaz

koji se lako moze dobiti prosirivanjem i pojednostavljivanjem izraza na lijevoj strani.

Za jos jedan primjer takvog zadatka uzet ¢emo tzv. THOANSs probleme (iz engleskog Think
Of A Number).

Primjer 3.3. Pomislite na neki broj, dodajte mu 1, udvostrucite rezultat, dodajte 3, oduzmite

4, dodajte 5, prepolovite rezultat, oduzmite 2 1 oduzmite broj na koji ste prvotno pomaislili.

Bez obzira koji broj zamislili, rezultat ¢e uvijek biti 1. Ovdje nam algebra sluzi kao alat

za dokazivanje navedenog.

Slican primjer je i zadatak s godinama koji glasi:

Primjer 3.4. Moj otac dvostruko je stariji od mene, a zajedno imamo 75 godina. Koliko

imam godina?

Primjer zadatka s godinama moze zahtijevati primjenu odredenih numerickih metoda
isprobavanja te moze biti manje prikladan za demonstriranje znacenja i snage algebre dok
je THOAN u prednosti jer su takvi zadaci zagonetni i izazovni za ucenike dok istovremeno
povezuju algebru s aritmetikom. U ovakvim primjerima ucenici ciljaju na otkrivanje trika
koji se krije iza magicnog pogadanja zamisljenog broja sto ih ¢ini intrigantnima iako nisu

smisleni u stvarnom zivotu.
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Iz svega navedenog vidljiva je vaznost naglasavanja svrhe algebre i znacenja koje ona moze
imati za ucenike. To ¢emo naglasiti autenticnim kontekstima te izbjegavanjem umjetnih

konteksta u odabiru zadataka.

Stavljati algebru u kontekst moguce je na nekoliko nacina:

1. Prilikom pripreme nastavne teme gdje ucitelj kriticki razmatra primjene algebre u
zadacima i pokusava izbjeéi umjetne problemske situacije koje u¢enicima nece pruziti

smisleni dozivljaj algebre.

2. Nakon eliminacije umjetnih situacija potrebno je pronaci autenticne problemske situ-
acije koje ¢e ukazivati na svrhu algebre. Ve¢ je ranije spomenuto znacenje autenticnosti
u ovom kontekstu; autenticnost se ovdje ocituje kroz ucenicko percipiranje zadatka kao
svrhovitog i smislenog te dozivljavanje algebre kao korisnog alata u svakodnevnom
zivotu. Uzevsi to u obzir, zadatke koji ¢e zadovoljiti te uvjete moguée je naéi u on
line izvorima, ali i iz dijaloga s kolegama uciteljima iz prirodnih znanosti. Cesto je
potrebno realne situacije ”prevoditi” u svijet matematike i nakon procesa rjesavanja

problema uciniti obrnuto, sto ovaj zadatak za ucitelja ¢ini jos kompleksnijim.

3. Stavljanje algebre u kontekst kroz igre i zagonetke koje pobuduju mastu i zanimanje
ucenika, no potrebno je naglasiti da ih ne treba prikazivati kao realisti¢ne.

4. Poucavanje algebre ukljuc¢uje puno vise od same primjene algebre. U poucavanje alge-
bre implementirano je pomaganje ucenicima da razviju apstraktno mentalno shvacanje
algebarskih objekata i odnosa. Kojom brzinom ¢e ovaj proces biti savladan ovisi o
ciljnoj skupini, ali svakako zahtjeva posebnu paznju ucitelja.
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4 Produktivno vjezbanje algebre

Opceprihvaceno je misljenje da je za postizanje dobrih rezultata u matematici potrebna
vijezba. Isto vrijedi i za algebru. Pitanje koje se ovdje postavlja je; kakva vrsta vjezbe?
Dovesti se do razine automatskog rjesavanja ili fleksibilnog algebarskog razmisljanja te je li

moguce usvojiti obje vjestine?

”Primijetio sam, ne samo kod drugih ljudi, ve¢ i kod samoga sebe ... da izvori
uvida mogu biti zacepljeni automatizmom. Naposljetku, osoba toliko savrseno
svlada aktivnost da se pitanja "kako” i "zasto” viSe ne postavljaju, niti se mogu
postaviti, niti se vise mogu shvatiti kao smislena i relevantna pitanja.” [Freuden-

thal prema Arcavi, Drijvers i Stacey, 2017.]

[z navedenog citata vidljivo je da automatsko rjesavanje zadataka Freudenthal smatra Stetnim
za dublji uvid i kriticko promisljanje danog sadrzaja. Li pak smatra da je prakticiranje proce-
duralnih vjestina temelj za formiranje koncepta. (Li prema Arcavi, Drijvers i Stacey, 2017.)
U potrazi za vjezbom koja ¢e ukljucivati primjenu pravila ali i poticati ucenike na paznju,
kreativnost i razmisljanje potrebni su nam zadaci koji se bave prakticnim vjestinama. Ovaj
dio rada bavi se zadacima koji obuhvacaju sveukupnost algebarskog znanja, kako primjenu
pravila tako i kriticko promisljanje.

Kindt prema Arcavi, Drijvers i Stacey predlaze tzv. zadatke za produktivnu vjezbu. Vjezba
najcesCe ima reproduktivni karakter gdje ucenici ponavljaju postupke prikazane u primje-
rima, no produktivna vjezba smjera na zahtjevnije zadatke u kojima se postupci iz rijesenih
primjera koriste za stvaranje i proizvodnju, pruzaju moguénost spoja proceduralnih vjestina s
fleksibilnom i kreativnom primjenom istih. U nastavku prikazat ¢emo zadatke koji omogucuju
produktivnu vjezbu.

Prvi primjer koji ¢emo pokazati moguce je koristiti nakon Sto su ucenici vjezbali prosirenje

zagrada.

Primjer 4.1. U sljedeca cetiri reda postavite zagrade, ako je to potrebno, na lijevu stranu

od znaka jednako kako biste postigli jednakost medu izrazima.

a+2-a+7=3a+7
a+2-a+7=3a+ 14
g Yeag+T=a+20LT
a+2-a+7=a’+9% + 14

U ovom primjeru obrnuto pitanje glasi: kako staviti zagrade da bi se postigla jednakost?
Ovako postavljen zadatak zahtjeva fleksibilno razmisljanje dok ucenici vjezbaju vjestine
prosirenja zagrada. Obrnuto razmisljanje usmjerava ucenike na znacenje onoga sto rade

umjesto na automatizaciju.
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1 i 24z
1+% z242x+1

Primjer 4.2. Oba algebarska izraza moguce je svesti na

a+1-
1. Dokazite da je navedeno istina.

2. Osmuslite brojne druge algebarske izraze koje je moguce svesti na 5. Sto raznolikije

to bolje!

U drugom primjeru vidimo da kada se pojedini algebarski razlomci pojednostave, rezul-
tati su isti, iz ¢ega proizlazi manje rutinski i produktivniji zadatak: pronaci druge algebarske
razlomke koji se mogu pojednostaviti na isti izraz. Takav zadatak doprinosi odredenim va-
rijacijama prilikom vjezbanja. Vazan aspekt takvog zadatka jest da postoji mnogo toc¢nih
odgovora. Raznovrsnost odgovora moze biti odlican uvod u raspravu u razredu; moguce je

raspravljati o ispravnosti razli¢itih odgovora te nac¢inima na koje su ih ucenici pronasli.

Primjer 4.3. Kvadriraj izraz x+6 ,oduzmi 1 od dobivenog izraza te dobiveno rjesenje rastavi

na faktore.

U ovom primjeru se od uéenika trazi da kvadriraju izraz x + 6, $to rezultira 2% + 12z + 36.
Zatim se od njih trazi da oduzmu 1 i rastave na faktore rezultat sto dovodi do odgovora
(x+5)(x+7). Do ovog stadija ucenici upotrebljavaju proceduralne vjestine, no zatim se od
njih trazi da ponove ovaj niz operacija za izraze kao sto su x + 4,y + 10 i z 4+ 11. Ocekuje
se da ¢e to otkriti pomalo iznenadujuéu pojavu.

Od ucenika se trazi da pronadu druge primjere istih svojstava, eksplicitno ih opisu i dokazu.
Konaéni rezultat je izraz (z +a)?-1= (z+a+1)(z+a—1).

Ovdje proceduralne vjestine igraju vaznu ulogu, no ukljucuje se i razmisljanje o vise pri-
mjera, prepoznavanje obrazaca, povezivanje razli¢itih svojstava i generalizacija sto nadilazi
¢isto proceduralni rad. Dokazivanje novootkrivenog pravila mozda bude zahtijevalo vodstvo
ucitelja i moze biti prikladna aktivnost za citav razred, rasprava u kojoj se odgovara na

pitanje: kako mozemo biti sigurni da ¢e ovo uvijek biti primjenjivo?

Primjer 4.4. Kategoriziragte sljedece izraze u dvije skupine. Opisite svaku skupinu. Kate-

gorizirajte iste te izraze, ali ovaj put u tri skupine. Opisite svaku skupinu.

22 —8x +16, z2-—16, 22+ 8z + 16, 7? 4 18,
z? — 10z + 25, x2 4 25, x? — 25, 2 + 10z — 25

Ovaj primjer ucenicima pruza slobodu osmisljavanja vlastitih kategorija Sto moze rezul-
tirati zanimljivim raspravama u ucionici. Kako bi bio jos produktivniji, zadatak se moze
prosiriti tako da se od ucenika trazi da u zbirke dodaju druge izraze i da ih dodijele pos-
tojecom kategorizaciji ili da ju prosire.
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[z navedena cetiri primjera zadataka produktivne vjezbe moguce je uvidjeti i nacela ideje
produktivne vjezbe. Kljucno je ucenicima dati prostora za stvaranje i proizvodnju umjesto
osje¢aja da su uhvaceni u zamku autora zadatka. Zadaci produktivnih vjezbi pozivaju na
razmisljanje dok se u isto vrijeme temelje na vjestinama koje se mogu smisleno praktici-
rati. U skladu s tim, Friedlander i Arcavi nude popis kognitivnih procesa koje je potrebno
razmotriti pri odabiru produktivnih vjezbi: obrnuto razmisljanje, konstruiranje primjera i

kontraprimjera te globalno razumijevanje.

Kindt je sazeo svoja nacela osmisljavanja zadataka produktivne vjezbe u deset preporuka:
(Kindt prema Arcavi, Drijvers i Stacey, 2017)

1. Postavite obrnuta pitanja radi poticanja mentalne agilnosti.

2. Mijenjajte oblik vjezbe i aktivnosti sto je viSe moguce.

3. Izazovite ucenike da logi¢no razmisljaju.

4. Izazovite ucenike da generaliziraju.

5. Vjezbajte zamjenu (supstituciju) ”formula u formulama”.

6. Vjezbajte uklanjanje varijabli u sustavima formula ili jednadzbi.
7. Obratite pozornost na ¢itanje i pisanje algebarskih izraza.

8. Izazovite ucenike da stvore svoje ”vlastite produkte”.

9. Vjezbajte algebru i u geometriji.

10. Tamo gdje je to moguce, odrzavajte i jacajte prethodno stecene racunske i algebarske

vjestine.

Ovladavanje proceduralnim vjestinama vazno je i zahtjeva vjezbu, no vjezba se ne bi trebala
svoditi samo na reproduciranje postupaka u svrhu automatizacije. Takav nac¢in demotivira
ucenike i moze biti kontraproduktivno. Zadaci za vjezbu trebali bi osigurati ucenicima
prostor za produktivne i izazovne oblike vjezbanja koji drze ucenike na oprezu i poticu
njihovu kreativnost. Pozitivna nuspojava ovakvih zadataka, koji obi¢no imaju vise od jednog
rjeSenja, je mogucnost rasprave u razredu. Ucinkovito moze biti i koristenje uobicajenih
zadataka za vjezbu no uz male promjene koje ¢e ucenicima pruziti vise slobode i zadatke

uciniti izazovnijima.
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5 Uskladivanje rutinskog razmisljanja i shvacanja

U proslom poglavlju iznesen je, objasnjen i primjerima potkrijepljen termin produktivne
vjezbe. U pojasnjavanju termina dotakli smo se odnosa automatiziranih rutinskih postupaka
i shvacanja u algebri. Ovaj odnos ¢esta je tema rasprava te ¢e zbog posljedica na poucavanje
algebre biti obraden u nastavku.

Kao sto smo ve¢ prije napomenuli, primjena rutinskih postupaka vazan je aspekt izvodenja
algebre. Standardizirani postupci mogu rijesiti velik broj znac¢ajnih matematickih problema.
Takva rjesenja stecena su napornim radom briljantnih matematicara tijekom vise stoljeca i
upravo ti standardizirani postupci odrazavaju mo¢ algebre. Ljepota standardiziranih pos-
tupaka i slijedenja pravila u algebri vrlo lako se uocava u rjesavanju linearnih jednadzbi,
kvadratnih jednadzbi i sustava linearnih jednadzbi.

U linearnoj jednadzbi samo pomaknite sve pojmove koji sadrze varijable na lijevu stranu, a
sve konstante na desnu stranu. Za kvadratne jednadzbe; samo ih stavite u standardni oblik
i primijenite kvadratnu formulu.

Ako ucenici ne usvoje ova znanja moguci su problemi kada zapocnu s radom na visoj razini
matematickih zadataka. Gledajuéi iz te perspektive moguée je zakljuciti da je svladavanje
proceduralnih vjestina jedan od glavnih ciljeva poducavanja algebre. Ali bavljenje algebrom
ne znaci iskljuc¢ivo primjenjivati rutinske postupke jer u nekim slucajevima siroki niz stan-

dardnih postupaka jednostavno nije dovoljan.

Postavlja se pitanje koja je svrha ovladavanja algebarskim postupcima ako je osoba nemoéna
kad se iste ne mogu izravno primijeniti?

Fleksibilne vjestine analitickog rasudivanja vazne su za kompetencije 21. stoljec¢a jer je pro-
ceduralne vjesStine moguce automatizirati i uokviriti u obliku algoritama. Tako mozemo
zamagliti uvid u temeljno algebarsko znacenje i sprijeciti fleksibilno rjesavanje problema.

Slicnu formulaciju nalazimo ranije u radu u citatu Freudenthala.

Arcavi, Drijvers i Stacey iznose iskustvo ucitelja ¢iji su ucenici, u dobi od 14 godina, rijesili
jednadzbu (z — 3)* + 5 = 30 prosirujuéi zagrade, nakon ¢ega je uslijedila primjena formula
za rjeSavanja kvadratne jednadzbe, postupak u kojem su ucenici skloni pogreskama.
Jednadzba je stajala na ploci i ucenici u dobi od 12 godina koji su imali sat nakon starijih
ucenika primijetili su jednadzbu. Oni su je odmah uspjeli rijesiti putem (x — 3)? = 25 i
potom z —3 =5ili z — 3 = —b.

Kako nisu znali za kvadratne jednadzbe imali su drukciji pogled na jednadzbu i pronasli
su strategiju za izravan dolazak do rjesenja. Radnja koju su izvodili stariji ucenici ¢ak i
uz dobro poznavanje proceduralnih vjestina nosi opasnost od pogresaka pri izracunu. Ovaj
primjer upozorava na ono sto je Freudenthal isticao u spomenutom citatu: ,,uvid zamagljen
automatizmom “ (Freudenthal prema Arcavi, Drijvers i Stacey, 2017.) te ukazuje da je di-

hotomija izmedu automatizacije i uvida moguce izbje¢i zadavanjem zadataka koji se bave
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prakticnim vjestinama, ali istovremeno privlace paznju ucenika te poticu na kreativnost i

razmisljanje.

Kompetentnost skolske algebre podrazumijevala bi i fleksibilan prijelaz iz rutinskih radnji na
smisleno razmisljanje. Ukljucivala bi i pravovremenu odgodu smislenog razmisljanja u korist
brze i uc¢inkovite primjene postupaka, ali i prekid automatske rutine u svrhu propitivanja,
razmisljanja, zakljuc¢ivanja i povezivanja ideja ili stvaranja novog znacenja.

Iz ovoga zakljucujemo da je prilikom poucavanja algebre postupke potrebno povezati s ra-

zumijevanjem njihovog znacenja i fleksibilnim izborom metoda rjesavanja.
Sljededi primjeri daju nam moguce odgovore na to kako spojiti rutinsko razmisljanje i uvid u

osmisljavanju i koristenju zadataka u razredu. Prvi primjer je tzv. metoda prikrivanja koja

nudi fleksibilan pristup rjesavanju jednadzbi.

Primjer 5.1. Rijesi jednadzbu:

3
12 _
(x/x+4> =27

Prvi korak za rjesavanje ove jednadzbe, koji je mnogim ucenicima slozen, jest pazljivo
pregledati jednadzbu kako bismo primijetili da ve¢ znamo nesto o izrazu unutar zagrada koji
kada se stavi na tre¢u potenciju iznosi 27. Prema tome, sakrijemo ga prstom. Bududi da je
trec¢a potencija 27, primje¢ujemo da bi njezina vrijednost trebala biti 3, sto onda zapisemo.
Zatim ponavljamo navedeni postupak odabira podizraza i dodjeljujemo mu brojéanu vrijed-

nost, sve dok ne pronademo vrijednost z, koja je u ovom slucaju 12.

Ova metoda je fleksibilna u smislu da se moze koristiti za razlicite vrste jednadzbi, od kojih
neke mogu izgledati prilicno slozeno. Medutim, ova metoda takoder ima svoja ogranicenja
po tome sto se moze koristiti samo za jednadzbe koje su napisane u obliku u kojem se vari-

jabla pojavljuje samo jednom.

Primjer 5.2. Pogledaj tablicu i izracunaj.

Izraéunay = za: | Deriviray: Deriviray:
2 +3x+2=0 fley=2" glz) =&
2 +3x+1=0 flz)=3" h(z) = sin (22)

2+ 3z =0 )= 5" m(z) = n(7z)
z+32=0 fiz) = (/3" | pla) = 2Tz

Ovaj primjer sastoji se od ukljucivanja neuobicajenih primjera implementiranih u do-
bro poznate sljedove vjezbi na kakve su ucenici navikli iz udzbenika algebre. Na lijevoj
strani slike vjezbe su koje se odnose na kvadratne jednadzbe. Kada se ucenici upoznaju s

op¢om kvadratnom jednadzbom razviju naviku da je kontinuirano koriste. No treca stavka
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u ovom stupcu poziva na jednostavniju strategiju, a ¢etvrta jednadzba cak nije ni kvadratna.

Na isti nacin neuobicajen primjer implementiran je i u drugi stupac. U ovom slucaju ucenici
razviju naviku prema kojoj zanemaruju ¢injenicu da trec¢a stavka nije eksponencijalna ve¢,
u ovom primjeru, kubna. Ovakvi skupovi vjezbi imaju za cilj prakticirati proceduralne

vjestine, ali i traziti od ucenika pozorno promatranje jednadzbi i funkcija o kojima je rijec.

Treéi stupac nesto je drukciji. Od ucenika trazi da zamisle da je lancano pravilo preki-
nuto i da funkcije deriviraju primjenjujuc¢i druga svojstva. Aktivnost u ovoj vjezbi rezultirat

¢e razvojem spoznaje da postoje razli¢iti nacini pronalazenja derivacija.

U navedenim primjerima fokus je stavljen na fleksibilan uvid u strategiju rjesavanja pro-
blema i na razmatranje koji bi korak mogao biti sljede¢i. Od ucenika se trazi fleksibilnost
ali i osjeCaj za odredivanje primjene pravilnog postupka.

Gore navedeni zadaci ucenicima daju uvid u uzajamni odnos izmedu vjestina u rutinskom
proceduralnom radu i strateskog uvida u vrijednost tih rutina u odredenim situacijama,
mogucénost ukljuc¢ivanja ili iskljucivanja jednog i drugog kada je to potrebno, svjez pogled
na problem kad nam iskustvo pokazuje da sama rutina nije dovoljna. Umjetnost poucavanja

algebre lezi u pomaganju ucenicima da razviju ovakvu vrstu simbolickog smisla.

Zakljucak jest da razmatranje odnosa rutine i uvida kao medusobnih protivnika nije razu-
man pristup u poucavanju algebre. Oba pristupa potrebna su za potpuno iskoristavanje moci
algebre 1 ucenici bi trebali biti sposobni koristiti oba: primjenjivati proceduralne vjestine ali
i pratiti postupak rjesavanja problema i koristiti uvid kako bi se prebacili na kreativniji i
fleksibilniji nac¢in rada u nestandardnim situacijama. Razviti obje vjestine kod uc¢enika, ali i
osvijestiti vaznost njihovog meduodnosa glavni je cilj poucavanja algebre, ali i veliki izazov

za ucitelja.

5.1 Ucenicke pogreske

Svaki ucenik ponekad pogrijesi. Cesto je to tzv. tipfeler uslijed pada koncentracije. No
moguce je da je uzrok pogreske i ozbiljniji razlog. Koji god razlog pogreske bio, najcesce
frustrira i ucenika i uécitelja. Ucenici su frustrirani jer greskama produzuju vrijeme zavrsetka
zadatka i ¢ine ga slozenijim. Osim vremena koje gube, ucenici gube i samopouzdanje. Ucitelji
su pak frustrirani jer se greske ponavljaju unato¢ njihovim strpljivim objasnjenjima, brojnim
primjerima i vremenu provedenom u vjezbi s uc¢enicima.

Ovo poglavlje pokusat ¢e odgovoriti na pitanje kako rijesiti uporne greske poucavanjem al-
gebre.
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5.1.1 Primjeri ucenickih pogresaka

U nastavku ¢emo navesti dvije ceste vrste ucenickih pogresaka zabiljezenih u strucnoj

literaturi.
5.1.1.1 Tumacenje slova kao objekata

Prva vrsta pogreske je tumacenje slova kao objekata. Ucenici promatraju varijable kao da
one predstavljaju objekte umjesto brojeva. Kako bismo izbjegli ovakvo shvacanje mozemo

se posluziti razlicitim strategijama poucavanja.

Kao prvo, kad uvodimo pojam varijable pokusati izbje¢i pre¢vrstu povezanost s ukljucenim
predmetima. Arcavi, Drijvers i Stacey navode primjer tzv. algebre voéne salate u kojoj je
prisutna primjena slova kao objekata: a su ananasi, b su banane. Navedeni primjer potrebno
je izbjegavati te naglasavati da varijable oznacavaju broj objekata. Ukoliko zelimo posegnuti

za slikovitim objasnjenjima varijable mogu biti npr. broj kotaca.

Druga korisna strategija je poCetna primjena formula izrazenih rije¢ima gdje se preporucuje
primjena prosirenih naziva varijabli.

Naprimjer: broj kotaca = 4 x broj automobila.

Ovakvim postupanjem moze se smanjiti tendencija da se recenice ”svaki automobil ima ¢etiri
kotaca” ili ”postoje cetiri kotaca za svaki automobil” krivo prevedu u jednadzbe a = 4k ili
Ak =,

Trec¢a strategija govori nam da je mudro navesti ucenike da zamijene probne brojeve u

njihovim jednadzbama, odnosno da vide imaju li smisla.

Cetvrta strategija istice da bi bilo dobro da uéenici postanu svjesni ove vrste pogresaka,
tako da razviju naviku provjere ovih pogresaka u slucajevima koji zahtijevaju takvu vrstu
prevodenja u algebri.

5.1.1.2 Pojednostavljenje zadataka

Druga vrsta uobicajenih pogresaka odnosi se na sljede¢u vrstu pojednostavljenja:
a?+ b2 =49pajea+b=".

Ucenicko obrazlozenje pojednostavljenja je vjerovanje da je moguce uzeti kvadratni kori-
jen zbroja kao pojedinacni element. Prema Arcavi, Drijvers i Stacey, De Bock i suradnici
ovo nazivaju iluzijom linearnosti.

U ovom slucaju to bi se svodilo na:
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a+b=vVa2+ VP2 =ya2+ 2 =49="1.

Problem lezi u drugom znaku jednakosti. Kvadratni korijen zbroja nije jednak zbroju kva-
dratnih korijena.
Ucenik ovdje uocava analogiju s problemom u kojem bi slicno razmisljanje funkcioniralo, ali

s mnozenjem umjesto zbrajanjem:
ako je a2 x b* =49, ondaje a x b=vVa2 x VP2 = Va2 x b2 =49 =7

Isti nacin razmisljanja funkcionira i ako zamijenimo korijen s faktorom 5 jer:
5(a? + b?) = 5a? + 5b2.

4 N : i =
)= (a-bj=of-2 bk

03

7 / \\\
(o \3\, ; /\(Ik b 7

Slika 5: Primjer skolske ploce iz nastave

Ucenici koji prave prvu gresku zapravo pretjerano generaliziraju svojstvo distributivnosti
algebarskih operacija: mnozenje je distributivno u odnosu na zbrajanje.

Svojstvo distributivnosti ima odredenu suptilnost koju nije lako vidjeti. Gore navedena
pravila pojednostavljenja su primamljiva zbog njihovog vizualnog izgleda u formulama.
Prikladna strategija za nosenje s ovom vrstom zadatka mogla bi biti da za provjeru i prona-

lazak kontra primjera slova zamijenimo brojkama.

Pokazivanjem da izrac¢un 12 + 22 nije jednak (1 + 2)? ovdje moze biti korisno, a isto vri-
jedi i za:
V2=vV1+1£/14+V/1=1+1=2.

Za izraz "a® + b* = 49 pa je a + b = 7 7 mozemo upotrijebiti primjer pravokutnog tro-
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kuta s hipotenuzom duljine 7 i stranicama duljine a i b. Jasno je da a+ b, zbroj dvaju strana
trokuta mora biti veéi od 7. Ovakva provjera na jednostavan nacin pokazat ¢e ucenicima

netocnost izraza.

5.1.2 Prepoznavanje pogresaka

Navedene greske su uporne, tesko ih je iskorijeniti, pojavljuju se kad ih najmanje ocekujemo
1 to kroz razli¢ite generacije ucenika u razlicitim zemljama. U nastavi ih se ne moze zane-
mariti. Ako ne mozemo posti¢i da svi nasi u¢enici mogu raditi algebarska pojednostavljenja
bez gresaka, mozemo to iskoristiti kao priliku da imenujemo temeljni uzrok tih gresaka na

nacin da eksplicitno raspravimo upravo taj temeljni uzrok.

To mozemo napraviti tako da stavimo ucenika u polozaj ucitelja na na¢in da svakom uceniku

damo da analizira rad nekog od svojih razrednih kolega. Pogledajmo sljedece primjere.

Primjer 5.3. Provjerite rad sljedecih ucenika v ispravite pogreske ukoliko ih ima:

Ana: —5—%:—5—1—1—6:0

—5— 346 _ —15—-346 _ —12 __ 4

Tvan: L . 5

Viadimir: —5 — % =—-5— % = -8

Masa: —5—%2—5—%2—2
y2+7y+6

rEyia” Jedan ucenik bavi se

Primjer 5.4. Od ucenika se traZilo da pojednostave izraz:

ovim problemom na sljedeci nacin:

Ty+6
8y+12

U prvom koraku je skratio y* u brojniku i nazivniku:

6

Nakon toga je oduzeo Ty iz brojnika © nazivnika: T

Zatim je oduzeo 6 iz brojnika i nazivnika. U brojniku ne ostaje nista te se isti u potpu-
nosti ponistava 1 ucenik dobiva rjesenje: y + 6.
Ué¢enik je napravio nekoliko pogresaka. Koje su to pogreske?

Zahtijevanje da ucenici otkriju pogreske drugih mogu povecati svijest o vlastitim po-
greskama i omogucuje uciteljima da odaberu i raspravljaju o vrstama pogresaka koje zele
rijesiti.

Otkriti i raspravljati o pogreskama mozemo i kroz razlic¢ite igre koje vrlo lako u danasnje
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vrijeme mozemo pronaci na internetu. Igra potice kreativnost i mastu i kroz igru se lakse
gL

Primjer 5.5. Ucenike podijelite uw grupe te svakoj grupi dajte spil karata. Iz Spila karata
izbacite sve karte s "licima” (as, kralj, dama, decko). Nakon toga u svakoj grupi jedna osoba
promijesa Spil i okrene pruih pet karata licem prema naprijed da se vide brojevi kao na Slici
6. Nakon toga se izvlaci jos jedna karta @ ta karta je traZeni broj i postavimo ju sa strane.
3 8 5 3 7
W - - U. . & ’ - &
Yo: & a° :

&

®
&
»

&
»
@ #
3 v,
Slika 6: Prvih pet izvucenih karata

Zamislimo da su izvukli broj 9 (Slika 7.). Ucenici trebaju koristeci izvucene karte i mate-

maticke operacije dobiti trazeni broj koji je u nasem slucaju 9.

£f 2D
g P

*
6
Slika 7: Trazeni broj

Pravila:
1. Svaki uc¢enik mora iskoristiti barem dvije od zadanih pet karata.
2. Svaki broj se moze iskoristiti samo jednom.

3. Nakon odredenog vremena ucenici u grupi pogledaju medusobno svoja rjesenja i provjere
istinitost istih.

4. Ukoliko jednadzba nije dobro napisana, ucenik gqubi dva boda.

N

Ukoliko je jednadzba dobro napisana, ucenik dobiva tri boda.
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6. Ukoliko je jednadzba dobro napisana i ucenik je iskoristio svih pet karata, dobiva bonus
tri boda.

Dobro je poznato da se ucenicke pogreske u algebarskim postupcima ponavljaju. Neke
od njih su samo "slucajna greska u pisanju” i u¢enik ¢e ih odmah prepoznati kao takve, na-
kon sto mu se iste istaknu. Druge pogreske, medutim, mogu odrazavati zabludu, ogranicen
uvid u znacenje radnje ili pretjeranu generalizaciju. One mogu imati temelje koji su vrijedni
razmatranja. U nastavi, navedene pogreske i pogresne predodzbe ne smiju se zanemariti,
nego ih treba shvatiti ozbiljno. Kao ucitelj, osoba moze pokusati otkriti i raspraviti razloge
koji stoje iza njih. U tom smislu, pogreske su prepreke, ali takoder i prilike za uc¢enje. One
su takoder i prilike za ucitelja, jer pogreske mogu odrazavati propuste u nastavnom procesu.

Kako bi pomogli ucenicima da razviju uvid u strukturu algebarskih izraza i izbjegnu na-
vedene pogreske,ucitelji mogu ponuditi ucenicima ”algebarske diktate” u kojima je zadatak
zapisati algebarske simbole koji odrazavaju izraze koje ucitelj ¢ita naglas u materinjem je-

ziku, npr., "zbroj kvadrata a i b”.
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6 Dokazi u poucavanju algebre

Dokazi cine srediste matematike. Ne samo geometrije gdje obi¢no igraju vaznu ulogu,
nego i algebre, gdje su dokazi potrebni za provjeru istinitosti pretpostavki i svojstava.
Dokazivanje ne donosi samo intelektualne nagrade, ono nas takoder osnazuje sigurnoséu da
je neki teorem ili pravilo valjana posljedica drugih pravila. Kriticko razmisljanje jedan je
od ciljeva suvremenog matematickog obrazovanja te ne bismo trebali uciti nase ucenike da

vjeruju iskljuc¢ivo u ono sto kazemo.

Ucitelji mogu odluciti da ne obraduju dokaze iz razlicitih razloga. Razlog moze biti da se
dokaze smatra previse apstraktnima i preteskima za ucenike ili da je nastava usredotocena
na algebru u primjeni, a za dokaze se smatra da se ne uklapaju najbolje u navedeno.

Neobracanje pozornosti na dokaze uskratit ¢e uc¢enicima moguénost da iskuse mo¢ generali-
zacije u algebri. Prema tome, jedan od izazova poucavanja algebre jest pomagati ucenicima

da iskuse dokaze.

Kao primjer mozemo uzeti formulu za rjesenja kvadratne jednadzbe. U nekim zemljama, ova
formula se ucenicima predstavlja kao jednostavan trik koji bi trebali nauciti primjenjivati.
Kalkulatori sadrzavaju programe za izracunavanje rjesenja, a cjelokupna demonstracija koju
ucitelj daje ¢itavom razredu, vecini ucenika je zamarajuéa. Medutim, ne bi li se ona mogla

poucavati na nacin koji bi potaknuo veéi angazman ucenika? Pogledajmo sljedec¢u tablicu.

Formula Opis sljedeceg koraka
gz" +bz+e=0 Pomnozite s a,a # 0
(ax)? + abx + ac =0 Nadopunite do potpunog kvadrata
(az + )2 — % +ac=0 Izrazite kvadratni izraz
(azx + %)2 = % Korjenujte, uz pretpostavku da je b* — 4ac > 0
aaz—l—g:—,/%ﬂiaw—l—%: % Izrazite x
¢ = — btV —dac ng_‘lac ili x = —b=vb—dac ng_‘l“c Spremni, rijeseno!

U tablici su prikazane formule zajedno sa sljede¢im koracima koje je potrebno poduzeti

u svrhu dokazivanja.

Ucitelj moze rezati tablicu u vodoravne trake. U pokusaju da se dokaze formula, skupine

ucenika zamoljene su da ih stavljaju u ispravan redoslijed.

Drugi i tezi pristup bio bi rezati trake okomito, tako da se formule i opisi koraka takoder

razdvoje. To se takoder moze organizirati u okruzenju ¢itavog razreda.

Treéi, jos tezi nacin bio bi dati ucenicima prvu i posljednju formulu te sve opise koraka

iz drugog stupca. Zadatak u ovom slucaju bio bi napraviti lanac opisa koraka od prve for-
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mule do zavrsne formule 1 ru¢no dovrsiti medukorake.

Cetvrti pristup, za darovite ucenike, bio bi samo dati im prvu i kona¢nu formulu i za-

traziti da dodu od jedne do druge.

Na kraju, laksi pristup je dati ucenicima vodoravne rezove, ali ovaj put s brojevima umjesto
parametara a, b i c. Ako razlicite skupine rjesavaju jednadzbe za razlicite vrijednosti para-

metara, rasprava ¢itavog razreda moze dovesti do opéeg opisa i, u konaé¢nici, do opce formule.

U konacnici, dokaz je neizostavan dio algebre. Iako ucenici mogu smatrati dokaze apstrak-
tnima, dokazi i dokazivanje mogu pomoéi ucenicima da iskuse mo¢ algebre i bolje razumiju
svojstvo koje su dokazali. [zazov za ucitelje je pronaci sredstva za bavljenje kljuénim idejama

dokaza putem pristupacnih nacina koji u rad ukljucuju i ucenike.

26



7 Algebra i funkcije

U sljedec¢a dva primjera navesti ¢emo kako povezati trazenje uzorka s funkcijama te na
koji nacin mozemo uvesti pojmove domene, kodomene i slike funkcije u nastavu jer ucitelji
¢esto ne znaju kako to uspjesno napraviti, a i uc¢enicima je ponekad tesko povezati navedene
pojmove.

U prvom primjeru imamo diskretan slu¢aj linearne funkcije, a u drugom primjeru neprekidan
slucaj linearne funkcije.

Primjer 7.1. Pronadi vezu izmedu brojeva nivoa i broja kvadratica na slici:

Mivo 1 Mivo 2 Nivo 3 Nivo 4

Na slici vidimo da Nivo 1 ima dva zuta kvadratica i jedan stupac od tri zelena kvadratica.
Nivo 2 ima isto dva zuta kvadratic¢a ali ima dva stupca od tri zelena kvadrati¢a. Nivo 3 ima
isto dva zuta kvadrati¢a i ima tri stupca od tri zelena kvadrati¢a. Nivo 4 takoder ima dva
zuta kvadrati¢a ali ima cetiri stupca od tri zelena kvadratica. Ve¢ sada lagano vidimo uzo-
rak. Vezu izmedu brojeva nivoa i broja kvadrati¢a dobivamo tako da broj nivoa pomnozimo
s brojem zelenih kvadrati¢a u jednom stupcu i dodamo mu broj zutih kvadratica.

To lako mozemo zapisati funkcijom f(x) = 3z + 2 gdje x oznacava broj nivoa.

Kako bi uc¢enicima bolje objasnili sto su domena, kodomena i slika funkcije uvodimo pojmove
ulazne i izlazne vrijednosti. Ulazna vrijednost se odnosi na varijablu funkcije, a izlazna na
vrijednost funkcije u toj varijabli. U nasem primjeru ulazne vrijednosti su brojevi nivoa, a

izlazne vrijednosti brojevi kvadratica.

Nakon sto ucenici shvate razliku izmedu ulaznih i izlaznih vrijednosti postavimo im sljedec¢a

pitanja:

1. Kako biste opisali ulazne vrijednosti?
Moguci odgovori ucenika:

(a) Pozitivni cijeli brojevi
(b) Prirodni brojevi
(c) {1,2,34}

Ucenici bi trebali uvidjeti da ulazna vrijednost —32 ili % ovdje nemaju smisla.
Sada mozemo definirati domenu funkcije f kao skup svih ulaznih vrijednosti.
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2. Kako biste opisali izlazne vrijednosti?

Ucenici bi mogli odgovoriti da su izlazne vrijednosti svi pozitivni cijeli brojevi.
Posto im je odgovor uglavnom toc¢an on nam daje odlicnu raspravu o kodomeni funk-
cije. Izlazne vrijednosti su pozitivni brojevi ali nisu svi pozitivni brojevi ukljuceni.

Skup svih mogucih izlaznih vrijednosti funkcije f nazivamo kodomenom funkcije f.

3. Mozete li malo odredenije definirati izlazne vrijednosti?

Ucenici mogu sada opisati izlazne vrijednosti kao skup {5, 8, 11, ...} ili kao cijele brojeve
koji pocinju s brojem pet i povecavaju se za tri, itd.
Rasprava o ovom pitanju je dobar nacin za uvodenje definicije slike funkcije kao skupa

svih stvarnih izlaznih vrijednosti funkcije f.
Primjer 7.2. U dvoristu jedne kuce zasadena su dva suncokreta. Njihov rast je opisan na
sljedeci nacin:
Suncokret A: Pocetna visina suncokreta je bila 3 ecm i svakim danom je rastao 2 cm vise.

Suncokret B: Pocetna visina suncokreta je bila 6 cm i svakim danom je rastao 3 cm vise.

Opisite funkcijom rast svakog suncokreta.

U tablicama su prikazani podatci rasta za prvih pet dana, a na Slici 8. graficki prikaz rasta
suncokreta A i B za prvih pet dana.

Suncokret A Suncokret B
Vrijeme (dani) | Visina (¢cm) || Vrijeme (dani) | Visina (cm)
0 3 0 6
i 5 1 9
2 fi 2 12
3 9 3 15
4 11 4 18
) 13 5) 21

Suncokret A: Vezu izmedu dana i visine suncokreta A dobivamo tako da dnevni rast sun-
cokreta A od 2 cm pomnozimo s brojem dana i tomu dodamo pocetnu visinu od 3 cm sto

opisujemo funkcijom f(z) = 2z + 3, gdje = oznacava vrijeme u danima.
Suncokret B: Vezu izmedu dana i visine suncokreta B dobivamo tako da dnevni rast sun-
cokreta B od 3 ¢cm pomnozimo s brojem dana i tomu dodamo pocetnu visinu od 6 c¢cm Sto

opisujemo funkcijom f(z) = 3z + 6, gdje = oznacava vrijeme u danima.

Sada ucenicima ponovno postavljamo pitanja kao i u prethodnom primjeru:

1. Kako biste opisali ulazne vrijednosti za suncokret A, a kako za suncokret B?
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21
20
19
18
17 B
16
15
14
13

12

Slika 8: Graficki prikaz suncokreta A i B

Ucenici bi mogli odgovoriti da su ulazne vrijednosti za oba suncokreta iste te da one
mogu biti svi realni pozitivni brojevi i nula.

Takoder bi ucenici trebali uvidjeti da za razliku od prethodnog primjera ovdje imamo
neprekidni slucaj linearne funkcije i mozemo gledati koliko ¢e suncokret narasti ukoliko
mu za ulaznu vrijednost stavimo polovicu dana, tj. broj % no isto tako trebaju uvidjeti
da ne mozemo uzeti broj —5 i stoga je domena skup svih pozitivnih realnih brojeva
ukljucujuci 0.

. Kako biste opisali izlazne vrijednosti?

Ucenici bi trebali odgovoriti da su izlazne vrijednosti za oba suncokreta iste te da
one mogu biti svi realni pozitivni brojevi ukljucujuéi nulu ¢ime smo dobili kodomenu

funkcije f za oba suncokreta.

. Kako biste odredili sliku funkcije f za suncokret A, a kako za suncokret B?

Ucenici trebaju odgovoriti da se slike funkcije f suncokreta A i B razlikuju, tj. da
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je slika funkcije suncokreta A skup svih pozitivnih realnih brojeva vecih ili jednakih od
3, a slika funkcije suncokreta B skup svih pozitivnih realnih brojeva vecih ili jednakih
od 6.
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Sazetak

Diplomski rad obraduje temu poucavanja algebre iz perspektive ucitelja. Odgovara na
pitanja s kojima se susreéu ucitelji matematike u poucavanju algebre. Obraduju se pi-
tanja inicijalne motivacije ucenika te primjeri kojima je moguce dati argumente u prilog
korisnosti i zanimljivosti algebre. Rad se dalje bavi specificnostima poucavanja algebre te
posebnom kategorijom znanja koju treba posjedovati ucitelj algebre koja je spoj strucnog
matematickog znanja i pedagoskog znanja. Rad zagovara poucavanje algebre na autenticnim
primjerima iz stvarnog zivota sto naziva algebrom u kontekstu. Promislja se odnos automat-
skog rjesavanja zadataka odnosno koristenja standardiziranih postupaka i fleksibilnog alge-
barskog razmisljanja i zakljucuje o potrebi svladavanja obje vjestine. Osvrée se na najcesce
ucenicke pogreske u algebri, uzroke istih i prilike za ucenje koje te pogreske omogucavaju.
Rad se takoder dotice dokaza u poucavanju algebre i njihove korisnosti u razvoju kritickog
misljenja ucenika, ali i motivaciji koju donosi intelektualna nagrada u dokazivanju.Na samom
kraju rada se kroz dva primjera moze vidjeti kako povezati trazenje uzorka s funkcijama te

na koji na¢in mozemo uvesti domenu, kodomenu i sliku funkcije u nastavu.

Kljuéne rije€i: poucavanje algebre, strucno matematicko znanje, pedagosko znanje,
ucenicka motivacija, algebra u kontekstu, funkcija
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Title and Summary

Teaching algebra from a teacher’s perspective

The diploma thesis addresses the topic of teaching algebra from the teacher’s perspective.
It answers the questions that math teachers encounter in teaching algebra. The matter of
initial motivation of students and examples that can be presented as arguments in support
of usefulness and interestingness of algebra were being addressed. The thesis further deals
with specifics of teaching algebra and the particular category of knowledge that algebra te-
acher must possess and that is a combination of professional mathematical knowledge and
pedagogical knowledge. The thesis advocates for teaching algebra using authentic exam-
ples from real life, which it titles as algebra in context. Relationship between automatic
problem solving, or usage of standardised methods, and flexible algebraic thinking is being
considered which concludes on the need for both skills to be mastered. It reflects on the
most common student mistakes in algebra, their causes and learning opportunities that are
opened by them. The thesis also touches on the proofs in teaching algebra and their utility
in development of critical thinking in students, but also in motivation that the intellectual
reward in proving brings. At the very end of the thesis, through two examples, one can see
how to connect pattern search with the functions, and a way to introduce domain, codomain

and range function into classes.

Key words: algebra teaching, professional mathematical knowledge, pedagogical knowledge,

student motivation, algebra in context, function
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