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Uvod

Rjesavanje problema je posebna vjestina koja je potrebna u bilo kojem podrucju zivota.
Put do uspjeha prema nekom cilju vezan je uz zamke i izazove. Sposobnost da ustrajemo i
onda kada se suo¢imo s novim, nepoznatim situacijama i problemima, utjecat ¢e na konacan
ishod. Vjestina rjesavanja problema je svakako nesto sto ¢e u tome pomoci, a kroz praksu i
vjezbanje to je vjestina koja se moze razviti.

Problemske situacije sastavni su dio nastave matematike i kod ucenika poticu razvoj
stvaralackih aktivnosti. Sama ideja problemske nastave nije nova, ali je u praksi cesto
zapostavljena. Trebamo teziti tome da na nastavnom satu ucenici samostalno i aktivno rade,
istrazuju i rjesavaju probleme koriste¢i svoja matematicka znanja. Zbog svoje slozenosti
problemska nastava vise dolazi do izrazaja u visim razredima osnovne skole te u srednjoj
skoli. U radu su prikazani primjeri problemski zadataka upravo za ucenike te skolske dobi
koji se tada nalaze u fazi zivota zvanoj adolescencija. Adolescencija je razdoblje velikih
promjena u zivotu, od fizickih, emocionalnih, socijalnih, fizickih do kognitivnih. Novonastale
kognitivne vjestine adolescenti primjenjuju u razumijevanju i rjeSsavanju problema znacajno
vise nego djeca. Napustaju fazu konkretnih operacija i ulaze u fazu formalnih operacija gdje
razvijaju sposobnost apstraktnog misljenja. Stoga je s njima lakse provoditi problemsku
nastavu nego s djecom. Ukoliko problemsku nastavu zbog slozenosti nastavnih sadrzaja
nije moguce koristiti pri obradi novog gradiva, pozeljno ju je s ucenicima provoditi kroz
problemske zadatke. Problemske zadatke karakteriziraju dvije ili vise nepoznatih sastavnica,
a metode za njihovo rjesavanje nisu unaprijed poznate. U radu su opisana cetiri koraka koja
vode prema rjesenju problemskog zadataka koje je opisao poznati matematicar George Polya,
a to su: razumijevanje problema, osmisljavanje plana rjesavanja, realizacija plana i osvrt.
Prilikom rjesavanja problemskog zadataka moguce je koristiti jednu ili viSe strategija. U
primjerima problemskih zadataka, koji su u radu podijeljeni na zadatke za ucenike visih
razreda osnovne Skole i ucenike srednje skole, ponudena su moguca rjesenja koristeéi neke
od navedenih strategija. Za svaku skolsku dob opisani su ukratko sadrzaji iz matematike s
kojima se ucenici susre¢u, a nakon problemskih zadataka slijede primjeri iz svakodnevnog
zivota.

Suvremena nastava matematike potice rjesavanje problema, a to mozemo vidjeti i u
Kurikulumu nastavnog predmeta Matematike za osnovne skole i gimnazije, ¢ija provedba
zapicinje skolske godine 2019./2020. Medu odgojno-obrazovnim ciljevima stoji da ¢e ucenici

temeljem usvojenih znanja, vjestina i procesa rjeSavati problemske situacije.



1 Kurikulum nastavnog predmeta matematika

“Kurikulum je osmisljen, sustavan i skladno ureden nacin reguliranja, planiranja, izvedbe
i vrednovanja odgojno-obrazovnoga procesa, koji moze biti odreden na razli¢itim razinama,
na razini cjelokupnoga sustava odgoja i obrazovanja, na razini pojedinih njegovih dijelova,
na razini odgojno-obrazovne ustanove i na razini pojedinca.” (ONK, 2017. [10])

U Republici Hrvatskoj Cjelovita kurikularna reforma pocela se provoditi kao odgovor na
plan provedbe Strategije obrazovanja, znanosti i tehnologije, koje je Hrvatski sabor usvojio u
listopadu 2014. Reforma obuhvaéa sustavne, smislene i korjenite promjene u sustavu odgoja i
obrazovanja koje ukljuc¢uju nacine poucavanja i ucenja. Umjesto da fokus bude na sadrzajima
propisanim nastavnim planom i programom, uvode se promjene koje su vise usmjerene na
ishode ucenja i razvoj kompetencija. Reforma se odnosi na sve razine i vrste odgoja i
obrazovanja. Kurikulum u centar stavlja dijete ili mladu osobu pred koju postavljamo svrhu,
ciljeve, ocekivanja i ishode u odgojno-obrazovnom procesu koje uskladujemo s njihovim
iskustvima i naposljetku ih vrednujemo.

U svakoj zemlji, vaznu ulogu u sustavu odgoja i obrazovanja ima Nacionalni kurikulum
koji “predstavlja sustav koji sluzi ujednac¢avanju i podizanju kvalitete odgojno-obrazovnoga
procesa te ispunjavanju zajednicki odredenih odgojno-obrazovnih ciljeva, ocekivanja i ishoda
neovisno o odgojno-obrazovnoj ustanovi koju djeca i mlade osobe pohadaju.” (ONK, 2017.
[10]) Tri su glavne sastavnice Nacionalnog kurikuluma Republike Hrvatske:

1. Sustav nacionalnih kurikulumskih dokumenata koji su hijerarhijski organizirani. Neki
od njih su: Okvir nacionalnog kurikuluma koji se odnosi na sveukupni sustav odgoja i
obrazovanja, kurikulumi koji se odnose na razlicite razine i vrste odgoja i obrazovanja,
kao $to je na primjer Nacionalni kurikulum za gimnazijsko obrazovanje, predmetni ku-
rikulumi, kurikulumi za odredenu skupinu djece, kao na primjer Nacionalni kurikulumi

na jeziku i pismu nacionalnih manjina.
2. Primjena nacionalnih kurikulumskih dokumenata.
3. Vrednovanje.

U sve tri sastavnice Nacionalni kurikulum se oslanja na obiljezja odredena Zakonom o odgoju
i obrazovanju u osnovnoj i srednjoj skoli (2010.), Nacionalnim okvirnim kurikulumom (NOK,
2011.) i Strategijom obrazovanja, znanosti i tehnologije (2014.). NOK je jedan od glavnih
uporista svim kurikulumskim dokumentima, a takoder sluzi kao temelj za izradu predmetnih
kurikuluma.

Ministarstvo znanosti i obrazovanja u sijecnju 2019. donijelo je Odluku o donosenju kuri-
kuluma za nastavni predmet Matematike za osnovne skole i gimazije u Republici Hrvatskoj
[9]. Ova se odluka primjenjuje od skolske godine 2019./2020. za ucenike 1. i 5. razreda os-
novne skole i 1. razreda gimnazije, od skolske godine 2020./2021. za ucenike 2.,3.,6. 1 7. raz-
reda osnovne skole te za ucenike 2. i 3. razreda gimnazije, a od skolske godine 2021./2022. za
ucenike 4. i 8. razreda osnovne skole i 4. razreda gimnazije. Ovaj kurikulum ukljuc¢uje svrhu



i opis predmeta, odgojno-obrazovne ciljeve ucenja i poucavanja predmeta, matematicke pro-
cese 1 domene kurikuluma nastavnog predmeta, odgojno-obrazovne ishode, sadrzaje i razinu
usvojenosti po razredima i organizacijskim podrucjima, ucenje i poucavanje predmeta, vred-
novanje ostvarenosti odgojno-obrazovnih ishoda. Da on potice rjesavanje problema mozemo
vidjeti proucimo li odgojno-obrazovne ciljeve uc¢enja i poucavanja predmeta te matematicke

procese.

1.1 Odgojno-obrazovni ciljevi u¢enja i poducavanja predmeta

U Kurikulumu nastavnog predmeta Matematike za osnovne skole i gimnazije stoji sljedece:

“Ucenici ¢e temeljem usvojenih znanja, vjestina i procesa:

- primijeniti matematicki jezik u usmenome i pisanome izrazavanju, strukturiranju, ana-
lizi, razumijevanju i procjeni informacija upotrebljavajuéi razlicite nacine prikazivanja

matematickih ideja, procesa i rezultata u matematickome kontekstu i stvarnome zivotu

- samostalno i u suradnickome okruzju matematicki rasudivati logickim, kreativnim i
kritickim promisljanjem i povezivanjem, argumentiranim raspravama, zakljucivanjem,

provjeravanjem pretpostavki i postupaka te dokazivanjem tvrdnji

- rjesavati problemske situacije odabirom relevantnih podataka, analizom mogucih stra-
tegija i provodenjem optimalne strategije te preispitivanjem procesa i rezultata, po

potrebi uz uc¢inkovitu uporabu odgovarajuc¢ih alata i tehnologije

- razviti samopouzdanje i svijest o vlastitim matematickim sposobnostima, upornost, po-

duzetnost, odgovornost, uvazavanje i pozitivan odnos prema matematici i radu opéenito

- repoznati povijesnu, kulturnu i estetsku vrijednost matematike njezinom primjenom u
razlicitim disciplinama i djelatnostima kao i neizostavnu ulogu matematike u razvoju
i dobrobiti drustva.” [9]

1.2 Matematicki procesi

Matematicki procesi su vazni za sve razine obrazovanja i obuhvacaju sve domene kuriku-
luma. Oni su u Kurikulumu nastavnog predmeta Matematike za osnovne skole i gimnazije

organizirani u pet skupina:
1. Prikazivanje i komunikacija

o Koristedi razlicite prikaze (rijeci, brojevi, simboli, crtezi, tablice, liste, dijagrami,
grafovi) ucenici promisljeno prikazuju matematicke objekte, objasnjavaju ideje i
zapisuju postupke koje koriste. Odabiru na koji ¢e nac¢in prikazati danu situaciju
te povezuju razlicite prikaze. Uspjesna komunikacija postize se koriStenjem ma-
tematickog jezika kojeg ucenici koriste u kombinaciji s govornim jezikom te na
taj nacin bolje razumiju matematicka objasnjenja i opise. Razumijevanje mate-

matickog jezika pomaze lakSem i brzem usvajanju novih sadrzaja.
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2. Povezivanje

e Vazno je da ucenici mogu s razumijevanjem uspostavljati veze izmedu mate-
matickih objekata, pojmova, ideja, postupaka i prikaza. Povezivanje s vlastitim
iskustvom i primjerima iz stvarnog zivota utjece na bolje razumijevanje te pozi-

tivan stav prema matematici.
3. Logicko misljenje, argumentiranje i zakljucivanje

e Postupak razmisljanja razvijen nastavom matematike ucinkovito se primjenjuje
u svakodnevnom zivotu. Samo ucenje matematike potice razvoj i odrzavanje
logickog i apstraknog misljenja. Suocavanjem s problemima u matematici, uc¢enici
promisljaju, argumentiraju, dokazuju i donose zakljucke, koriste¢i dedukciju, in-

dukciju, analogiju, generalizaciju i specijalizaciju.
4. Rjesavanje problema i matematicko modeliranje

e Prilikom susreta s problemskom situacijom, ucenici ju na pocetku analiziraju,
prepoznaju elemente koje mogu matematicki prikazati te planiraju pristup za
rjesavanje problema, osmisljavaju i koriste odabrane strategije. U konacnici vred-
nuju rjesenje i prikazuju ga na prikladan nacin. Osim primjene matematickih
znanja, ucenici na ovaj nacin razvijaju upornost, hrabrost i otvorenost prilikom

susreta s novim, nepoznatim situacijama.
5. Primjena tehnologije

e Tehnologija i razni alati pomazu ucenicima u matematickim aktivnostima kao sto
su provjeravanje pretpostavki, obrada i prikaz podataka i informacija, rjesavanje
problema i modeliranje. Koristenje tehnologije moze dovesti do dubljih i drugacijih

matematickih promisljanja te do novih oblika ucenja i poucavanja.

Sastavni dio procesa ucenja i poucavanja matematike je i vrednovanje. Elementi vred-
novanja prema Kurikulumu nastavnog predmeta Matematika za osnovne skole i gimazije u

Republici Hrvatskoj su sljededi:
- Usvojenost znanja i vjestina
- Matematicka komunikacija

- Rjesavanje problema



2 Problemska nastava

2.1 Problem, problemska situacija i nacelo problemnosti

Rjesavanje problema smatramo najvisim oblikom u¢enja. Ono ucenicima omogucava
razvoj stvaralackog misljena i stvaralackih sposobnosti, ¢emu i tezi suvremena metodika
nastave matematike. Nastava se opcenito izvodi na osnovu polaznih postavki i temeljnih
ideja koje nazivamo didaktickim nacelima. Ta nacela predstavljaju opée smjernice odgojno-
obrazovnog rada, nastavnicima daju upute kako Sto uspjesnije, smisleno i strukturirano
organizirati nastavni sat. Sva didakticka nacela su medusobno povezana i ¢ine sustav. Vrlo
cesto se ostvarivanjem jednog, ostvaruje i neko drugo nacelo. Postoje razliciti sustavi koji
mogu sadrzavati razli¢it broj nacela, a jedan od sustava tvore sljede¢a nacela: nacelo pri-
mjerenosti, nacelo zornosti, nacelo interesa, svjesnosti i aktivnosti, nacelo sistemati¢nosti i
postupnosti, nacelo trajnosti znanja, vjestina i navika, naceo individualizacije, nacelo odgoj-
nosti nastave. Ova nacela je pozeljno koristiti, kako u svim nastavnim predmetima, tako i u
nastavi matematike. Ako usporedimo matematiku s drugim predmetima, ona ima neke spe-
cificnosti zbog kojih navedeni sustav dopunjujemo s dva nacela, a to su nacelo znanstvenosti
i nacelo problemnosti. Nacelo problemnosti osobito veliku ulogu ima u nastavnom sustavu
koji nazivamo problemska nastava. Uz pojam nacela problemnosti, osnovu za primjenu pro-

blemske nastave ¢ine jos i ova dva pojma: problem i problemska situacija.

Problem je pojam s kojim se ¢esto susre¢emo u svakodnevnom zivotu. Sama rijec problem
je grckog porijekla i znaci “teorijsko ili prakti¢no pitanje koje treba rijesiti, sporno pita-
nje, teskocéa, tezak zadatak, zagonetka”. [4] Problemske situacije koje treba znati razrijesiti
takoder su dio svakodnevnice, no nama su ipak najzanimljivije one problemske situacije koje
se pojavljuju u nastavnom procesu matematike. Njih stvara nastavnik s ciljem povecanja
efikasnosti nastave i razine matematickog obrazovanja kod ucenika. Ako je u pitanju obrada
novog gradiva, nastavnik moze ucenicima postaviti problemsku situaciju, koja je primjerena
njihovom predznanju i sposobnostima, te na taj nac¢in probuditi zanimanje za gradivo. Je-
dan od nacina na koji to moze napraviti je da jasno i precizno postavlja problem ucenicima,
sto je ujedno i najjednostavniji nac¢in. Drugi na¢in bi bio da stvori situaciju u kojoj ucenici
moraju sami shvatiti i formulirati problem. Treéi nacin je da nastavnik stvara situaciju u
kojoj je manje ili viSe naznacen problem, a koji onda ucenike tijekom analize dovodi do
novog problema koji je nastavnik predvidio. I posljednji, ujedno i najvrijedniji nacin, je da
nastavnik stvara situaciju u kojoj je manje ili vise naznacen problem koji ucenike tijekom
analize takoder dovodi do novog problema, ali u ovom slu¢aju problema kojeg nastavnik nije

predvidio. Tu dolazi do izrazaja ucenikova kreativnost i stvaralacko misljenje.

2.2 Problemski zadatak

Ponekad se zbog slozenosti i tezine nastavnih sadrzaja problemska nastava ne moze pri-

mjeniti prilikom obrade novog gradiva. U tom slu¢aju pozeljno je ucenicima postavljati



problemske zadatke. U ovom radu upravo je naglasak na problemskim zadacima i ilustraciji
strategija koje se mogu koristiti prilikom rjesavanja takvih zadataka. Kako je problemska
nastava zahtjevan nastavni sustav te za njezinu primjenu treba viSe vremena, rjeSavanje pro-
blemskih zadataka je dobar nacin za uvodenje problemske nastave u nastavu matematike.
Kod standardnih zadataka metoda rjesavanja je uglavnom unaprijed poznata, nema nepoz-
natih sastavnica, uvjeti su jasno postavljeni, cilj je ocit te rjesavanje tece prema ocekivanjima.
Za razliku od njih, problemski zadaci, u kojima je rije¢ima opisana nepoznata situacija koju
treba rijesiti, imaju dvije ili viSe nepoznatih sastavnica. Metoda rjesavanja problemskih za-
dataka nije unaprijed poznata te se od ucenika zahtijeva pojacan umni napor i koncentracija,
kreativnost, samostalnost, ustrajnost i dosjetljivost. Zadaci ¢esto mogu imati i vise tocnih

rjeSenja kao i ispravnih nacina dolazenja do njih.

Poznati madarski matematicar George Polya u svom radu “Kako to rijesiti” (“How to
Solve it”, 1945.) iznio je korake koji vode prema rjesenju problema:

1. Razumjeti problem

e Potrebno je shvatiti o ¢emu se u problemu radi te identificirati pitanje koje se
u njemu namece. Ucenik bi trebao znati ukazati na zadane podatke, uvijete,
nepoznanice u zadatku. Nastavnik ga moze poticati i usmjeravati postavljajuéi
pitanja poput: “Sto je zadano?, Sto je nepoznato?, Kako glasi uvjet?, Kada je
uvjet ispunjen?” i slicno. Ako je potrebno ucenik moze nacrtati skicu, imenovati

objekte ili uvesti prikladne oznake.
2. Osmisliti plan rjesavanja

e U ovom koraku razmisljamo o tome kako rijesiti problem. Polya navodi: “Put
od razumijevanja zadatka do postavljanja plana moze biti dug i krivudav. Ta se
ideja moze pojavljivati postepeno. No, ona moze, nakon prividno bezuspjesnih
pokusaja i perioda krzmanja, i iznenada sinuti kao ‘sjajna ideja’. Najbolje sto
nastavnik moze za svoje ucenike uciniti jest: nenametljivo im pomoéi da do takve
‘sjajne ideje’ dodu.” [8] Da bi se doslo do dobre ideje i stvaranje plana, potrebno
je koristiti prethodno stecena matematicka znanja. Pitanja koja uceniku u ovoj
fazi mogu modi su: “Znas li neki srodni zadatak ili rezultat koji moze pomo¢i?,
Mozes 1i ga iskoristiti?, Moze li se zadatak drugacije izraziti?, Jesi li iskoristio sve
Sto je zadano?”. Kada ucenik u glavnim crtama ima racune i konstrukcije koje

treba izvesti da bi dobio nepoznanicu, mozemo reé¢i da ima plan.
3. Realizirati plan

e Nakon sto imamo plan potrebno ga je i izvrsiti. U ovom koraku se provodi oda-
brana strategija. Ideju koju ucenik provodi iz plana koji je sam izradio nece lako
zaboraviti. Prilikom provedbe nastavnik treba kontrolirati da je ucenik uvjeren u
ispravnost svakog koraka.



4. Osvrt (analiza dobivenog rjesenja)

e Ovo je faza koju ucenici cesto izostave, a vazna je kako bi analiziranjem rjesenja
dodatno ojacali znanje i povecali sposobnost u rjesavanju problema. Potrebno je
analizirati odgovara li odgovor iz tre¢eg koraka na postavljen problem u prvom ko-
raku i ima li taj odgovor smisla. Ako nema smisla, treba se vratiti na drugi korak i
odabrati drugu strategiju za rjesavanje ili na tre¢i korak ako unutar odabrane stra-
tegije treba nesto ispraviti. Promisljanjem i komentiranjem o zadatku i njegovom
rjeSenju ucenici povezuju razlicite dijelove matematike i stvarnog zivota, osobito
ako su prilikom rjesavanja ulozili veliki trud. Nastavnik ucenike moze potaknuti
na razmisljanje postavljajuéi pitanja poput: “Moze li se rezultat provjeriti?, Je li

rezultat ocekivan i smislen?, Moze li se rezultat kontrolirati?”.

Opisani koraci mogu se primijeniti na razlicite vrste problema, od jednostavnijih racunskih
zadataka do slozenijih problema. Oni daju smjernice kako rijesiti postavljeni problem, a ko-
risne su i nastavnicima i ucenicima koji razvijaju svoje vjestine i sposobnosti. Sam nacin na

koji se pristupa problemu moze biti vrlo utjecajan na ishod.

2.3 Strategije rjeSsavanja problemskih zadataka

Postoje razlicite strategije kojima se problem moze rijesiti primjenjujuéi naveden pristup

rjeSavanju problema prema Polyau. Slijedi popis strategija za rjesavanje problema:
(a) Odglumiti
(b) Analizirati jedinice
(c) Algebarska metoda
(d) Stvoriti fizicku reprezentaciju
(e) Koristiti deduktivno zakljucivanje
(f) Nacrtati sliku ili dijagram
(g) Nacrtati Vennov dijagram
(h) Metoda eliminacije
(i) Procijeniti klju¢ne razlike
(j) Metoda pokusaja i promasaja
(k) Identificirati podprobleme
(1) Pronadi uzorak

(m) Ispisivanje sustavnih listi
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(n) Izraditi model

(o) Organizirati informacije

(p) Rijesiti srodni jednostavniji problem
(q) Koristiti matrice

(r) Vizualizirati prostorne odnose

(s) Metoda rjesavanja unatrag

Prema rjesenju problema moze voditi jedna strategija, ali nije neobicno da se strategije
kombiniraju. Takoder, do istog rjesenja se moze do¢i koristenjem razlicitih strategija. Dalje
u radu, u cetvrtom i petom poglavlju, pojavljuju se problemi za koje su prikazana moguéa
rjesenja pomocu nekih od navedenih strategija. O samim strategijama i njihovom opisu vise

se moze vidjeti u [6].
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3 Razvoj u adolescenciji

Adolescencija je razdoblje sazrijevanja kroz koje se dijete priprema za odraslu dob. To
je faza zivota koja zapocinje ulaskom u pubertet, priblizno izmedu 10. i 12. godine zivota,
i traje do 22. (ili ¢ak do 25.) godine. Najcesée se dijeli u podfaze, to su rana (dob izmedu
10 i 14 godina), srednja (dob izmedu 15 i 18 godina) i kasna adolescencija (dob izmedu 19. i
22. godine). Kronoloska dob podfaza je gruba ocjena, toc¢nije se mogu odrediti prema karak-
teristikama odredene faze. Pocetak je za oba spola prilicno uocljiv i karakteriziran fizickim
promjenama koje utjecu na sva podrucja adolescentnog ponasanja. Kraj adolescencije varira
od pojedinca do pojednica jer je vise spoj psiholoskih i socioloskih faktora nego sto je vezan
uz fizicke i bioloske promjene. Sama rijec¢ adolescencija dolazi od latinske rijeci adolescentia
to znaéi mladost, mladenacko doba. Cesto se to doba opisuje kao doba “bure i oluje”, a
poznati pisac Charles Dickens ju je slikovito opisao: ”Ona je najbolje razdoblje zivota, ona
je najgore razdoblje Zivota, ona je doba mudrosti, ona je doba ludosti.” [7]

Adolescencija je zasigurno razdoblje velikih promjena u zivotu, od fizickih, emocional-
nih, psihickih, socijalnih do kognitivnih. Sve te promjene uzrokuju nestabilnost i oscilacije
u ponasanju i raspolozenju adolescenata, a ovo razdoblje ¢ine razdobljem zbunjenosti, ali
i otkri¢a. Adolescentski duh i mladenacko uzbudenje se cesto izmjenjuje s trenucima ljut-
nje, svadljivosti, zlovolje i pojacane osjetljivosti. Na socijalnom planu adolescencija se oc¢ituje
pojacanom druzeljubivosti, ali i povremenom svojevoljnom izboru samoce. lako su jos uvijek
dosta ovisini o odraslima, odnos adolescenata s roditeljima, uciteljima i drugim znacajnim
odraslim osobama u njihovim zivotima moze biti ispunjen sukobima i nerazumijevanjem.
Adolescenti, u potrazi za svojim identitetom i samostalnoséu, c¢esto mogu biti skloni pobu-
nama. Ipak, ovo razdoblje ne treba gledati kao stresno razdoblje ispunjeno poteskocama.
Treba naglasiti vaznost razumijevanja razvojnih specificnosti u obliku fizickih, mentalnih,

socijalnih i emocionalnih sposobnosti.

3.1 Kognitivni razvoj adolescenata

Usporedimo li kognitivno funkcioniranje djece i adolescenata, psihologija kaze da je
misljenje adolescenata puno nadahnutije, racionalnije i mastovitije u usporedbi s dje¢jim
misljenjem. Prema psihologu Piagetu djeca se do oko 11. godine nalaze u stadiju konkret-
nih operacija, a nakon toga ulaze u stadij formalnih operacija u kojem razvijaju sposobnost
apstraktnog, znanstvenog misljenja. Adolescenti viSe ne trebaju konkretne stvari i dogadaje
kao objekt svog misljenja, a razmisljanjem dolaze do novih, opéenitijih i logickih pravila.
Kognitivni razvoj omogucéuje adolescentima drugaciju percepciju fizickog i socijalnog svijeta.
Urastanjem u svijet odraslih poc¢inju mijenjati svoj odnos prema drustvenim autoritetima,
pocinju planirati svoju buduénost i kriticki evaluirati svijet u kojem zive. Novonastale kog-

nitivne vjestine primjenjuju u razumijevanju i rjeSavanju problema znacajno vise nego djeca.
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Dvije su glavne znacajke stadija formalnih operacija:

e Hipoteticko-deduktivno rasudivanje: kada naidu na problem, adolescenti ga zapocinju
rjeSavati stvarajué¢i opcéu teoriju o svim mogucéim ¢imbenicima koji mogu utjecati na
ishod te dedukcijom dolaze do specificnih hipoteza. Na odredene nacine te hipoteze
testiraju kako bi vidjeli koja funkcionira u stvarnosti. Tu uocavamo razliku u od-
nosu na stadij konkretnih operacija gdje djeca zapocinju s realnim i najociglednijim
predvidanjima za koje, ako se ne potvrde u realnosti, nemaju drugih opcija i ne uspi-

jevaju rijesiti problem.

e Propozicijsko misljenje: Adolescenti su sposobni procjenjivati logiku proporzicija, a
da se pri tome ne oslanjaju na situacije u stvarnom svijetu. Za razliku od njih, djeca
procjenjuju logiku propozicija pozivajuéi se na konkretne dokaze u stvarnom svijetu. U
jednom istrazivanju propozicijskog misljenja (Osherson i Markman, 1975.) sudjelovala
su djeca i adolescenti. Istrazivaci su imali hrpicu zetona za poker te su iznijeli neke
tvrdnje za koje su ispitivaci trebali odrediti jesu li to¢ne, netocne ili se to ne moze sa
sigurnoséu re¢i. U prvoj situaciji zena je pred djecom i adolescentima sakrila zeton u

ruku i rekla tvrdnje:

“Zeton u mojoj ruci je zelen i nije zelen.”

“Zeton u mojoj ruci je zelen ¢ nije zelen.”

U drugoj situaciji muskarac je u ruci drzao crveni ili zeleni zeton tako da ih ispitivaci
vide te je iznio iste tvrdnje kao i Zena u prvoj situaciji. Djeca su se usredotocila na
konkretna svojstva zetona. U prvoj situaciji su za obje tvrdnje rekli da ne mogu sa
sigurnoséu odgovoriti jer je zeton skriven od pogleda. Kada su zetoni bili vidljivi,
procjenili su da su obje tvrdnje to¢ne ako je zZeton zelene boje, a netoéne ako je zeton
bio crvene boje. Adolescenti su, za razliku od djece, analizirali logiku tvrdnji. Shvatili

su da tvrdnja koja sadrzi “ili je ili nije” mora biti uvijek tocna, a da su tvrdnje sa “i

uvijek netocne, bez obzira na boju zetona.

Prema Piagetovoj teoriji adolescenti su puno sposobniji u shva¢anju znanstvenih nacela
nego $to su to djeca mlada od 10 godina. Mlada djeca teze razlu¢uju dokaze koji se isto-
dobno odnose na tri ili vise varijabli, a kapacitet za propozicijsko misljenje im je takoder
ogranicen. Tijekom adolescencije te se sposobnosti poboljsavaju. No dostizu li svi ljudi
stadij formalnih operacija? Ponekad mozemo vidjeti da i odrasli ljudi nemaju u potpunosti
razvijeno formalno-operacijsko misljenje. Razlog toga moze biti u tome sto odrasli misle
apstraktno samo u situacijama u kojima imaju dosta iskustva. Takoder, u mnogim ruralnim
u plemenskim kulturama osobe bez prilike za rjesavanje hipotetickih problema ne moraju
razvijati formalno-operacijsko misljenje. Najvisi stadij kognitivnog razvoja moze biti pod

utjecajem specificnih prilika za skolsko ucenje.

Op¢i prikaz kognicije adolescenata upucuje na to da apstraktno misljenje potice niz spe-

cificnih kognitivnih promjena, prema [1] te promjene su:
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e Paznja - postaje usmjerena na vazne informacije i bolje prilagodena na promjenjive

zahtjeve zadataka.

e Strategije - djelotvornije su i poboljsavaju pohranu, reprezentaciju i prisje¢anje infor-

macija.
e Znanje - poveCava se i time olakSava upotrebu strategija.

e Metakognicija (svjesnost o misljenju) - se prosiruje sto vodi prema novim strategijama

za stjecanje informacija i rjeSavanju problema.
e Kognitivna samoregulacija - pospjesuje se i time dovodi do boljeg nadzora misljenja.

e Kapacitet obrade - povecava se sto vodi povecanju prostora memorije u kojoj se moze

zadrzavati vise informacija i koristiti apstrakne informacije.

I[strazivanja takoder pokazuju kako se kod adolescenata poboljsava sposobnost uskladivanja
teorije s dokazima pri rjesavanju sve slozenijih problema. Na razli¢itim vrstama zadataka
razvijaju formalno-operacijsko misljenje tako da konstruiraju opée modele koje onda primje-
njuju na druge slucajeve problema odredene vrste.

Postizanjem svojih novih kognitivnih sposobnosti, adolescenti mogu u pocetku biti nes-
pretni u koristenju istih. Stoga roditelji i nastavnici trebaju biti pazljivi u tome da neke
tipicne tinejdzerske reakcije (kao $to su svadljivost, neodluénost, usmjerenost na sebe) ne

pripisuju nicem drugom nego neiskustvu s novim moguénostima.

Osim kvalitativnih promjena misljenja, u adolescenciji se dogadaju i kvantitativne pro-
mjene koje se izrazavaju pomocu kvocjenta inteligencije 1Q. Intelektualne sposobnosti rastu,
neke brze, neke sporije. Fluidna inteligencija (sposobnost logickog razmisljanja i rjesavanja
problema u novim situacijama, ne ovisi o steCenom znanju i informacijama koje imamo ot-
prije) u adolescenciji raste brze od kristalizirane inteligencije (znanja, vjestine i sposobnosti
koje ovise o iskustvu). Kada je u pitanju opéi faktor inteligencije tu se dogada posljednja
brza promjena poznata pod pojmom intelektualni skok, a pojavljuje se izmedu 11. i 14.

godine.

“Conger (1991.) navodi da brzina rjesavanja problema veé¢ s 12 godina zivota
dostize blizu 80 posto maksimalne individualne brzine kojom ¢e osoba probleme
rjesavati u mladoj odrasloj dobi. Na podru¢ju razumijevanja rijeci kao i fluentne
upotrebe rijeci, mladi tek s 20 godina dostizu cetiri petine one razine koju ¢e
imati u odrasloj dobi.” [5]

3.2 Skolski uspjeh

Odnos inteligencije i skolskog uspjeha se ispituje dugi niz godina kod djece sve dobi, pa

tako i kod adolescenata. Prema razlicitim autorima razliciti su koeficijenti korelacije izmedu
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inteligencije i skolskog uspjeha, no svi se slazu u jednom, ta povezanost je znacajna, umjerena
i pozitivna. Te korelacije su ipak vece na pocetku skolovanja nego u kasnijim stupnjevima

skolovanja. To se moze objasniti ¢injenicom da visi stupnjevi skolovanja postaju selektivni.

“Skolski uspjeh ovisi o inteligenciji, ali i §kolovanje ima utjecaj na intelektualni
razvoj iz vise razloga. Ceci (1991.) navodi sljedece razloge:

1. U skoli se sustavno stjecu faktografska znanja koja su relevantna pri rjesavanju
problema.

2. Skolovanje utjece na razvoj vjestina obrade podataka, na analiziranje, raz-

vrstavanje i sl.

3. Skolovanje potice usvajanje vrijednosti koje pozitivno utjeéu na ishode pri
rjeSsavanju problema (to¢nost, pazljivost, upornost, brzinu i sl.)” [5]

Kako misljenje adolescenata postaje vise analiticko, uc¢inkovitije mogu rjesavati zadatke
nego prije kada su bili u mladoj dobi. Zato kada dobiju domacéu zada¢u puno uspjesnije
uspijevaju u samoregulaciji, od toga da planiraju tijek pisanja, prate napredak prema cillju
i preusmjeravaju neuspjele akcije. Opcenito se poboljsavaju vjestine ucenja za razliku od
djecje dobi. Za razliku od toga, prilikom planiranja i donesenja odluka u svakodnevnom

zivotu cCesto su nesigurni i neodlucni, poput situacije “Sto da obucem?” i sli¢no.

U adolescenciji ucenici se susrecu s prijelazom iz osnovne u srednju skolu. To razdoblje za
njih moze biti stresno i popraéeno slabijim ocjenama. Cesto imaju osje¢aj da im se pridodaje
manje osobne paznje od strane nastavnika, da je nastavnicima manje stalo, da su strozi i
manje prijateljski nastrojeni prema njima. Posljedica toga moze biti da se po¢nu osjecati
manje skolski kompetentnima. Istrazivanja su pokazala da se djevojcice teze prilagodavaju
prelasku u srednju skolu jer se u to vrijeme dogadaju puno drugih promjena kao sto je puber-
tet, pocetak hodanja s deckima. Tezim prilagodbama su posebno izlozeni oni s problemima
u obitelji i problemima mentalnog zdravlja. Nagli pad skolskog uspjeha moze kod mladih
uzrokovati nisko samopostovanje, slabu motivaciju i manji angazman u skoli. Autoritativno
roditeljstvo koje ukljucuje angazman i pracenje rada svog djeteta, poveéana podrska, kako
roditelja tako i nastavnika, pomazu pri ublazavanju stresa i promicu bolji uspjeh u skoli.
Adolescenti, kao i djeca, treze svoje uzore koji sada vise ne moraju biti samo njihovi roditelji.
Zbog toga trebaju stvoriti bliske odnose sa svojim nastavnicima koji ¢e svojim poducavanjem

poticati misljenje viseg stupnja.

“Adolescentima je potrebna razredna okolina koja je osjetljiva na njihove sve vece
sposobnosti rezoniranja i njihove emocionalne i socijalne potrebe. Ako adolescent
nema odgovarajuca iskustva u ucenju, malo je vjerojatno da ¢e realizirati svoj

potencijal za apstraktno misljenje.” [1]

Sve promjene kod adolescenata navedene u ovom poglavlju utjecu na njihovu liénost,

moralno rasudivanje, ponasanje, odnos prema skoli te njihove radne navike.
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4 Ucenici visih razreda osnovne skole

Ucenici visih razreda osnovne skole suoceni su s ulaskom u doba adolescencije. Oni se
nalaze u prvoj od tri podfaze, a to je rana adolecencija. Napustaju fazu konkretnih operacija
te ulaze u fazu formalnih operacija. Razvoj kognitivnih sposobnosti omogucéava ucenicima
da razmisljaju na sistematican i logican nacin uz stvaranje pretpostavki i razumijevanje
apstraktnih koncepata. Pocinju bolje razumijevati svijet oko sebe, sposobni su razmatrati
vise moguénosti, umjesto da se, kao u djetinstvu, ogranicavaju na ono stvarno. Postaju
sve viSe samosvjesni i zaokpljeni sami sobom. Od sve vece vaznosti su odnosi s vrsnjacima
i stvaranje vrsnjackih grupa, ¢ije norme adolescente u ovoj dobi ¢ini podloznima pritisku
vrsnjaka. Taj pritisak doseze vrhunac u ranoj adolescenciji i smanjuje se nakon 14. godine.
U ovom se razdoblju zivota adolescenti najvise prilagodavaju velikim fizickim promjenama,
a vrijeme sazrijevanja postaje vazan faktor u izboru prijatelja. Tako se uglavnom udruzuju
oni koji ranije sazrijevaju te su posebno zaokupljeni istovjetnoséu i na temelju toga biraju

prijatelje.

4.1 Matematika za ucenike visih razreda osnovne skole

U visim razredima osnovne skole ucenici se upoznaju sa skupovima brojeva. Prikazuju
na brojevnom pravcu, usporeduju i racunaju s prirodnim, cijelim, racionalnim i iracional-
nim brojevima te odreduju odnose izmedu skupova brojeva. Kada su upoznati s skupovima
brojeva, u osmom razredu se radi racun s korijenima i potencijama racionalne baze i ne-
negativnoga cjelobrojnog eksponenta. Takoder racunaju s algebarskim izrazima u R. Ve¢
u Sestom razredu se upoznaju s linearnom jednadzbom, a kasnije sa sustavom dviju line-
arnih jednadzbi s dvjema nepoznanicama te metodama za njihovo rjesavanje i kvadratnom
jednadzbom oblika 22 = k. RjeSavaju i primjenjuju jednadzbe i sustave jednadzbi u pro-
blemskim zadacima. Uvodi se koordinatni sustav na pravcu i pravokutni koordinatni sustav
u ravnini. Ucenici se susrecu i s vektorima, crtaju ih, zbrajaju i oduzimaju. Nastavni plan
i program za ucenike visih razreda osnovne skole predstavlja linearne funkcije i uporabu
funkcija za modeliranje situacija. Razumijevanje i crtanje funkcija je neophodno i osnova
za daljnje poucavanje. U ovom periodu ucenici racunaju postotke i primjenjuju postotni
racun, proprcionalne i obrnuto proporcionalne velicine. Uce se osnove vjerojatnosti i statis-
tike te prikazivanje, organizacija i analiza podataka. Na podru¢ju gemetrije upoznaju se sa
skupovima tocaka u ravnini i u prostoru te s preslikavanjem ravnine. S nekim od likova su
upoznati jo$ u nizim razredima, a sada se to znanje prosiruje, proucavaju se svojstva trokuta
i ¢etverokuta, ukljucuje se krug, kruznica i mnogokuti, izvode se neke od konstrukcija, a
rucuna se i njihov opseg i povrsina. Jedno od glavnih podrucja proucavanja ukljucuje pre-
poznavanje sukladnosti i slicnosti, kao i obavljanje izracuna na temelju teorije. Proucavaju
se geometrijska tijela (piramida, prizma, stozac, valjak, kugla) te se racuna i primjenjuje

njihovo oplosje 1 volumen.
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4.2 Problemi za ucenike visih razreda osnovne skole

Problem 4.1. Trgovina ima zavrsnu rasprodaju u sezoni. Svi proizvodi su na pocetku
snizeni za 25%. Svakog sljededeg tjedna proizvodi ée biti snizeni dodatnih 25%. Tvoj
prijatelj misli da biste trebali i¢i u kupovinu poslije ¢etvrtog tjedna jer ¢e tada proizvodi biti
besplatni. Po njegovom razmisljanju cetiri popusta od 25% bi znacilo 100% popusta. Slazes
li se s njim? Objasni zasto da ili zasto ne?

Moguca rjesenja:
Strategija: Izraditi model

Pogledajmo Sliku 1. Neka prva, prazna traka predstavlja punu cijenu nekog proizvoda. Na-
kon prvog snizenja cijena prozvoda ¢e biti snizena za 25% i iznosit ¢e % pocetne trake, sto
nam predstavlja bijeli dio druge trake. Sljededi tjedan proizvod ¢ée biti snizen dodatnih 25%,
tj. preostali dio trake ¢e biti smanjen za 25% 1 iznosit ¢e onoliko koliko je bijeli dio trece
trake. Nakon treceg tjedna i dodatnog snizenja od 25% preostali dio trake smanjit ¢e se za
25% 1 iznosit ¢e onoliko koliko je bijeli dio ¢etvrte trake. I konac¢no, nakon cetvrtog tjedna
i dodatnog snizenja od 25% preostali dio trake smanjit ¢e se za 25%, a cijena proizvoda ¢e
iznositi onoliko koliko je bijeli dio posljednje trake. To znaci da prijatelj nije bio u pravu,

vidimo da je preostala cijena nesto vise od i pocetne cijene.

1. tjedan 25%

2. tjedan 25%

3. tjedan 25%

4. tjedan 25%

Slika 1: Snizenja
Strategija: Identificirati podproblem

U ovoj strategiji uzet ¢emo konkretan primjer na proizvodu c¢ija je cijena bila 100 kuna. Za

svaki tjedan izracunat ¢emo iznos popusta i cijenu nakon snizenja.
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Trenutna cijena Iznos popusta od 25% Cijena nakon snizenja

1. tjedan 100 kn 25 kn 75 kn

2. tjedan 75 kn 18.75 kn 56.25 kn
3. tjedan 56.25 kn 14.06 kn 42.19 kn
4. tjedan 42.19 kn 10.55 kn 31.64 kn

Strategija: Algebarska metoda

Neka je x cijena nekog proizvoda prije snizenja. Zelimo li odrediti cijenu nakon prvog snizenja
od 25% imamo sljedece:
z —0.252z = 0.7bzx

To znac¢i da je nova cijena proizvoda 0.75z, tj. 75% od pocetne cijene. Sljedeéi tjedan

proizvod ¢e biti snizen dodatnih 25%, sto znaci da racunamo 25% od nove cijene:
0.75z — 0.25(0.76x) = 0.752 — 0.1875z = 0.5625x

Vidimo da je cijena u drugom tjednu nesto malo vise od 56% orginalne cijene. U tre¢em
tjednu, nakon dodatnog snizenja od 25%, snizenje opet gledamo u odnosu na trenutnu cijenu,
pa imamo:

0.5625z — 0.25(0.5625x) = 0.5625x — 0.140625z = 0.421875x

Cijena proizvoda u tre¢em tjednu je malo veéa od 42% od orginalne cijene. I na kraju, u

cetvrtom tjednu snizenja, jos jednom gledamo koliki je popust u odnosu na trenutnu cijenu.
0.421875x — 0.25(0.421875z) = 0.421875x — 0.10546875x = 0.31640625x

Nakon cetiri tjedna cijena proizvoda ¢e biti oko 31.6% pocetne cijene, Sto znaci da prijatelj

nije u pravu.

Problem 4.2. U grupi od 320 osoba, ljubitelja sporta, kosarku igra njih 85, a 200 ju prati.
Njih 65 i igra i prati kosarku. Koliko osoba ima da niti igraju niti prate kosarku?

Moguce rjesenje:
Strategija: Nacrtati Vennov dijagram

Prikazimo zadane podatke pomoc¢u Vennovog dijagrama (Slika 2). Neka skup A predstavlja
skup osoba koje igraju kosarku, njih ima 85. Neka je skup B skup svih osoba koje samo
prate kosarku, ali ju ne igraju. Takvih osoba je 200. Znamo da njih 65 i igra i prati kosarku
pa se oni nalaze u presjeku skupova A i B. Ako zbrojimo sve one koji igraju i koji prate
kosarku imamo 200 + 85 = 285. Obzirom da postoji 65 osoba koje i igraju i prate kosarku,
tj. presjek skupova A i B nije prazan skup, od 285 moramo oduzeti 65 da bismo dobili broj
osoba koje ili igraju ili prate kosarku. Takvih osoba je onda 285 — 65 = 220. Sada od

18



Igraju koSarku Prate koSarku

Slika 2: Vennov dijagram

ukupnog broja svih osoba, ljubitelja sporta, njih 320, oduzmemo one koje ili igraju ili prate
kosarku. Dobivamo da 320 — 220 = 100 osoba niti igraju niti prate kosarku.

Problem 4.3. Omjer duljina stranica dvaju kvadrata jednak je 3 : 5. Koliki je omjer

njihovih povrsina?

Moguce rjesenje:
Strategija: Pronacéi uzorak

[zracunajmo i ispisSimo u tablicu povrsine za nekoliko konkretnih primjera kvadrata ¢iji je

omjer duljina stranica jednak 3 : 5.

Duljina stranice Povrsina prvog Duljina stranice Povrsina drugog
prvog kvadrata (cm) | kvadrata (cm?) | drugog kvadrata (cm) | kvadrata (cm?)
3 9 5) 25
6 36 10 100
9 81 15 225
12 144 20 400
15 225 25 625

Dobiveni rezultati daju naslutiti rjesenje. Usporedimo duljine stranica i povrsine dvaju kva-
drata zadanog omjera. Ako je omjer duljina stranica dvaju kvadrata jednak 3 : 5, onda je
omjer njihovih povrsina jednak 9 : 25, tj. 3% : 52. Opéenito, ako je omjer duljina stranica
dvaju kvadrata jednak a : b, tada je omjer njihovih povrsina jednak a? : b°.

Problem 4.4. U trgovini s odje¢om je velika rasprodaja majica i hlaca, takozvana rasprodaja
po jednoj cijeni (sve majice kostaju isto i sve hlace kostaju isto). Sestre Petra i Maja su
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zajedno otisle u kupovinu, a kada su dosle kué¢i pohvalile su se roditeljima sto su kupile.
Umjesto da kazu koliko su sto platile, Petra je rekla da je kupila 7 majica i 4 hlaca za 474
kn, a Maja 5 majica i 8 hlaca za 678 kn. Pomozite roditeljima otkriti koliko kosta jedna
majica, a koliko jedne hlace?

Moguca rjesenja:
Strategija: Algebarska metoda

Jedan od nacina na koji ovaj problem mozemo rijesiti je pomoc¢u sustava dviju jednadzbi s

dvije nepoznanice. Oznacimo li cijenu majice s x, a cijenu hlaca s y imamo sljedeéi sustav:

Tx + 4y =474
5z + 8y = 678

Postoji nekoliko nacina na koje se moze rijesiti ovaj sustav jednadzbi, mi ¢emo ga rijesiti

metodom suprotnih koeficijenata. Pomnozimo li prvu jednadzbu s —2 imamo:

—14z — 8y = -—948
Sr +8y = 678

Sada zbrajenjem ovih dviju jednadzbi dobijemo:

-9z = —270/:(-9)
r = 30

Vidimo da je z = 30, tj. cijena jedne majice je 30 kn. Sada uvrstimo x u jednu od pocetne
dvije jednadzbe i dobijemo da je y = 66, tj. cijena jednih hlaca je 66 kn.

Strategija: Izraditi model

Sljedeci sustav jednadzbi rijesimo graficki:

Tx + 4y =474
5z + 8y = 678

Svaka od jednadzbi predstavlja jednadzbu pravca, pa ih nacrtajmo u koordinatnom sustavu

u ravnini.
Koordinate tocke u kojoj se sijeku pravci zadovoljavaju obje jednadzbe. Vidimo da se

pravei sijeku u tocki (30,66) i za nju kazemo da je graficko rjeSenje naseg sustava. Stoga je
x = 30, tj. cijena majice je 30 kn, a y = 66, tj. cijena hlaca je 66 kn.
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Slika 3: Graficko rjesenje sustava

Problem 4.5. Kakav je odnos izmedu kateta i hipotenuze u jednakokra¢nom pravokutnom
trokutu?

Moguca rjesenja:
Strategija: Pronaci uzorak

U ovoj strategiji odaberimo niz moguéih duljina stranica kateta pravokutnog trokuta. Kako
je trokut jednakokracan, katete su jednake duljine. Izaberimo da su duljine stranica kateta
jednakokracnih pravokutnih trokuta 3 cm, 17 c¢m, 21.5 cm, 39 cm, 526 cm i 9999 cm. Za
svaki od tih trokuta odredimo duljinu hipotenuze pomocu Pitagorinog poucka. Rezultate

mozemo prikazati pomocu tablice.

Duljine jedne katete (cm) | Duljina druge katete (¢cm) | Duljina hipotenuze(cm)
3 3 3v2
17 17 17v/2
21.5 21.5 21.5v/2
39 39 39+/2
526 526 526/2
9999 9999 9999+/2

Za svaki odabrani primjer vidimo da je duljina hipotenuze jednaka duljini katete pomnozene

s V2.
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Strategija: Algebarska metoda

Neka je a duljina kateta jednakokracnog pravokutnog trokuta, a ¢ duljina hipotenuze. Pri-

mjenom Pitagorinog teorema imamo sljedeci algebarski zapis:

a2+a2 — C2

2¢> =

\/Q_CL:C

Vidimo da je u jednakokra¢nom pravokutnom trokutu s katetama duljine a, hipotenuza du-

ljine av/2.

Problem 4.6. Petar je u jednom danu proslog tjedan imao zakazan posjet lijecniku, posjetio
izlozbu u muzeju, kupio namirnice na lokalnoj trznici i rucao u restoranu “Kod Ruze”. Toga
dana je trebao pokupiti odjeéu u kemijskoj cistionici, ali nije stigao. Pokusava se sjetiti
koji je to bio dan u tjednu jer sljedeé¢i puta kada moze oti¢i po odjecu je za tocno tjedan
dana. Ljecnicka ordinacija je zatvorena vikendom, a “Kod Ruze” je zatvoren ponedjeljkom.
Trznica radi samo ponedjeljkom, srijedom i petkom, a izlozba u muzeju je otvorena za
javnost utorkom, petkom i nedjeljom. Kojeg dana ¢e Petar mo¢i pokupiti odje¢u u kemijskoj

Cistionici?

Moguce rjesenje:
Strategija: Metoda eliminacije

Napravimo tablicu koja prikazuje dane u tjednu i lokacije koje je Petar posjetio u tom danu

kojeg trazimo.

Pon | Uto | Sri | Cet | Pet | Sub | Ned

Lijecnik
Muzej
Trznica
“Kod Ruze”
Kemijska
Cistionica

Posjet lijecniku nije mogao biti subotom ni nedjeljom, pa te dane mozemo oznaciti s X da
nisu mogucdi. Izlozba je zatvorena ponedjeljkom, srijedom, ¢etvrtkom i subotom, pa te dane
mozemo oznaciti da nisu moguéi. Trznica ne radi utorkom, cetvrtkom, subotom i nedjeljom,
pa i te dane mozemo izbaciti. Restoran “Kod Ruze” ne radi samo ponedjeljkom, pa taj dan

oznacimo s X.
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Pon | Uto | Sri | Cet | Pet | Sub | Ned
Lijecnik X X
Muzej X X | X X
Trznica X X X X
“Kod Ruze” | X
Kemijska
Cistionica

Nakon popunjavanja vidimo da je jedini dan kada je bilo moguce posjetiti sve lokacije bio
petak. Ako u ¢istionicu moze tek za tjedan dana, to znaci da ¢e Petar u petak oti¢i po odjecu.

Problem 4.7. Tri majke imaju ukupno 15 djece od kojih je 9 djecaka. Katja ima tri
djevojcice, a Jana ima isto toliko djecaka. Jana ima jedno dijete vise od Katje, koja ima
cetvero djece. Nera ima cetiri djecaka vise nego djevojcica, a djevojcica ima onoliko koliko

Katja ima djecaka. Koliko djecaka imaju Nera i Katja?

Moguce rjesenje:
Strategija: Ispisivanje sustavnih listi

Jedine poznate informacije u tekstu su te da imamo 3 majke i 15 djece od kojih je 9 djecaka.
Sljedec¢a tablica to prikazuje:

Djevojcice | Djecaci | Ukupno
Katja
Jana
Nera
Ukupno 9 15

Tablicu trebamo popuniti koristeci ostale informacije koje su nam poznate. U prvom koraku
od ukupnog broja djece oduzmimo broj djecaka da bi dobili koliko je djevojéica, 15 —9 = 6,
i upisimo u tablicu. Nakon toga upisimo da Katja ima tri djevojcice, a Jana tri djecaka. 1z
trece recenice vidimo da Katja ima cetvero djece, a Jana jedno vise, znaci petero djece, pa
upisimo i te podatke u tablicu. U sljede¢em koraku, iz do sada upisanih brojeva u tablicu,
mozemo zakljuciti da Nera ima ukupno sestero djece, jer u posljednjem stupcu tablice zbroj
prva tri broja mora biti 15. Nadalje, posto Katja ima ukupno cetvero djece, od kojih su
tri djevojcice, slijedi da ima jednog djecaka. Jana ima ukupno petero djece, od kojih su tri
djecaka, pa slijedi da ima 2 djevojcice. Sada jos iskoristimo predzadnju recenicu iz zadatka
koja kaze da Nera ima djevojcica onoliko koliko Katja ima djecaka, to je jedna djevojcica,
a djecaka ima cetiri vise nego djevojcica pa je to 1 +4 = 5. Kada to sve upisemo u tablicu

imamo sljedece:
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Djevojcice | Djecaci | Ukupno
Katja 3 1 4
Jana 2 3 5
Nera 1 5 6
Ukupno 6 9 15

Problem 4.8. U sklopu jednog centra za kué¢ne ljubimce postoji grupa ljudi koji dresiraju
pse. Jakov je zaduzen za dresuru pudlica i njemackog ovéara, Sandra za mopse i labradore,
Kruno za hrvatske ovcare i pudlice, a Gabi za njemacke ovcare i mopse. Ako je pudlice lakse
trenirati nego njemacke ovcare, labradore je teze nego mopse, njemacke ovcare lakse nego

mopse, a hrvatske ovcare lakse nego pudlice, tko od osoba ima najtezi posao?

Moguca rjesenja:
Strategija: Metoda eliminacije

Svaki puta kada se problemu pojavi da je psa "lakse trenirati” eliminiramo tog psa kojeg
je "lakse trenirat”i. Nastavimo li redom tako na kraju ¢e ostati samo jedan pas kojeg je

najteze trenirati.
Strategija: Organizirati informacije
Do rjesenja bismo mogli do¢i ispisivanjem imena svakog psa i pored njega osobe koja ga

dresira i to tako da piSemo redom od onih koje je lakse dresirati prema onima koje je teze

dresirati.

Korak 1: Pudlice je lakse dresirati nego njemacke ovcare.

Lakse

- Pudlice (Jakov i Kruno)

- Njemacki ovcari (Jakov i Gabi)
Teze

Korak 2: Labradore je teze dresirati nego mopse.

Lakse
- Mopsi (Sandra i Gabi)

- Labradori (Sandra)
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Teze
Korak 3: Njemacke ovcare je lakse dresirati nego mopse.

Lakse

Pudlice (Jakov i Kruno)

Njemacki ovéari (Jakov i Gabi)

Mopsi (Sandra i Gabi)

Labradori (Sandra)

Teze

Korak 4: Hrvatske ovcare je lakse dresirati nego pudlice.

Lakse

Hrvatski ovéari (Kruno)

Pudlice (Jakov i Kruno)

Njemacki ovéari (Jakov i Gabi)

Mopsi (Sandra i Gabi)

Labradori (Sandra)

Teze

Korak 5: Kako je lista poredana od laksih prema tezima, vidimo da je nateze trenirati la-
bradore, a osoba koja ih dresira je Sandra.

4.2.1 Primjeri iz svakodnevnog Zivota

Aktivnost 4.1 (Poslovanje). Odredite tvrtku koju zelite posjedovati te istrazite troskove
kupnje te tvrtke. Ukoliko su dostupni, istrazite koliki su prihodi i rashodi te ukupna dobit
koja predstavlja pozitivnu razliku izmedu prihoda i rashoda. Osmislite plan za kupnju i
poboljsanje poslovanja. Koji su sve troskovi uklju¢eni? Koji su moguéi izvori novca (nepo-

vratna sredstva, ulagaci, pozajmice itd.)?

Aktivnost 4.2 (GPS). Kako se nebi izgubili, ljudi su prije koristili znakove u prirodi,
zemljopisne karte i slicno. Danas je ipak najjednostavniji na¢in da saznate svoju lokaciju
GPS (globalni pozicijski sustav). Istrazite kako radi GPS. Na koji nac¢in uredaj s GPS

prijemnikom moze prepoznati vasu to¢nu lokaciju na Zemlji?
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5 Ucenici u srednjoj skoli

Ucenici srednje skole se nalaze u drugoj od tri podfaze adolescencije, a to je srednja
adolescencija. Ovdje je glavna preokupacija adolescenta da se uklopi medu vrsnjake, skolu
i odredena drustvena okruzenja te trazenje neovisnosti i odgovornosti. Vidi se o¢it pomak
od obitelji prema svijetu vrsnjaka. Sve vise su privrzeni grupama s istim interesima po-
put slusanja odredene vrste glazbe, ukljucivanja u odredene sportske i drustvene aktivnosti,
nosenje iste vrste odjec¢e i slicno. Razdoblje usmjerenosti na sebe, koje pocinje u ranoj,
zadrzava se i u srednjoj adolescenciji, iako pomalo pocinje opadati i adolecsenti sve vise
razmisljaju o drugima i o nac¢inima na koji ljudi i dogadaji medusobno djeluju kako bi stvo-
osobama s kojima se mogu poistovjetiti pa tako sve veéu pozornost daju prijateljima, trene-
rima, nastavnicima. U ovoj dobi mnogi adolescenti se zaljubljuju i mastaju o vezi, bilo to s
osobom iz skole ili nekoj filmskoj ili glazbenoj zvijezdi. Imati djevojku ili momka poprima
veliku osobnu i drustvenu vaznost. Kroz svoje fantazije i sanjarenja takoder pokusavaju
upoznati sebe, stoga je ovo razdoblje ¢esto razdoblje velike kreativnosti. Sve kognitivne
sposobnosti koje su stekli u ranijoj fazi i dalje se nastavljaju poveéavati. Analiticke i argu-
mentacijske vjestine se sve vise razvijaju, dovodeéi do novih i dubljih propitivanja. Postaju

sve vise svjesni Sto misle oni oko njih i pocinju rjeSavati sve slozenije probleme.

5.1 Matematika za ucenike u srednjoj skoli

Nakon zavrsene osnovne skole ucenici se opredjeljuju za srednju skolu, bila to gimnazija,
stukovna ili umjetnicka skola. Ovisno o skoli koju izaberu programi i broj sati matematike
se nesto razlikuju. Mi ¢emo se bazirati na gimnazijski program. Ucenici produbljuju svoje
razumijevanje algebre i geometrije. Svladavaju osnovna znanja vezana uz realne brojeve
pazeci da razlikuju svojstava prirodnih, cijelih, racionalnih i iracionalnih brojeva. Racunske
operacije s realnim brojevima svladavaju do razine vjestine gdje su uglavnom bazirani na
operacije s razlomcima i potencijama. Uce operacije s korijenima i potencijama s racional-
nim eksponentima, a racunaju takoder s algebarskim izrazima i algebarskim razlomcima.
Zmaju obrazloziti potrebu prosirivanja skupa relanih brojeva te svladavaju rac¢unske opera-
cije s kompleksnim brojevima. Prosiruje se znanje i primjenjuje proporcionalnost, postotci,
linearne jednadzbe i sustavi jednadzbi, a takoder se uvode linearne nejednadzbe kao i kva-
dratne, eksponencijalne i logaritamske jednadzbe i nejednadzbe. Izvode se operacije nad
skupovima i rjesenja nejednadzbi se prikazuju pomoéu intervala. U ovom razdoblju se uvodi
trigonomerija te se primjenjuju trigonometrijski omjeri u planimetriji. Proucavaju se poli-
nomi i funkcije, a uz linernu tu se sada spominju kvadratna, logaritamska, eksponencijalna i
trigonometrijska funkcija. Funkcije se analiziraju, odreduje domena, kodomena, proucavaju
svojstva, crta graf te se primjenjuju pri rjeSavanju problema. Prosiruje se znanje iz geome-
trije. I dalje se proucavaju geometrijski likovi, kao i njihovi opsezi i povrSine, i geometrijska
tijela zajedno s njihovim oplosjem i volumenom. Uz kruznicu, ovdje se ucenici upoznaju

s elisom, hiperbolom, parabolom, opisuju ih i skiciraju te primjenjuju njihove jednadzbe.
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Ucenici barataju podacima prikazanim na razli¢ite nacine, a u zavrsnoj fazi skolovanja, 4.
razredu srednje skole, proucavaju se i naprednije ideje iz vjerojatnosti i statistike. Takoder
se istrazuju nizovi, s naglaskom na artimeticki i geometrijski niz, limesi i derivacije koje onda

primjenjuju prilikom ispitivanja tijeka funkcije.

5.2 Problemi za ucenike u srednjoj skoli

Problem 5.1. Uciteljica je procjenila da ¢e na ispitu iz matematike 3 od 30 ucenika postici
vise od 95 bodova. Rezultati ispita pokazali su da su ucenici u prosjeku postigli 86 bodova.
Ako je standardna devijacija jednaka 4, je li njezina procjena bila to¢na?

Moguce rjesenje:
Strategija: Organizirati informacije

Rjesenje ovog problema zahtijeva razmijevanje normalne distribucije. Prosjek ili artmeticka
sredina iznosi 86 bodova, £ = 86, i to je vrijednost kojoj je ve¢ina podataka bliska, tj. najvise
ucenika je postiglo broj bodova koji je blizu 86. Vaznost standardne devijacije je u tome sto
nam ona govori u kojem rasponu o¢ekujemo ce se kretati broj bodova i ona iznosi 4, o = 4.

Za dani primjer prikazimo graf funkcije gustoce koji ima oblik zvonolike krivulje.

34,13%| 34,13%| 13,59% 2,15%

x

T T
74 78 82 86 90 94 98
X—30 x—206 X—o0 X X¥X+o0 X+20 Xx+30

Slika 4: Graf funkcije gusto¢e normalne distribucije

Kod ovako distribuiranih podataka unutar intervala [z — o,Z + o] nalazi se priblizno 68%
ucenika, odnosno njih priblizno 68% ima broj bodova izmedu 82 i 90. Unutar intervala
[T — 20, T 4 20] nalazi se priblizno 95% ucenika, a unutar intervala [z — 30, Z 4+ 30| nalazi se
priblizno 99% ucenika. Ono §to nas zanima je koliko ucenika je postiglo vise od 95 bodova.
Na grafu mozemo vidjeti da je samo 2.15% ucenika postiglo vise od 94 boda, $to je od ukupno
30 ucenika manje od jednog ucenika, a to nije mogucée. Mozemo rec¢i da procjena uciteljice

nije bila tocna.
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Problem 5.2. Ako je vjerojatnost da nece padati kisa jednaka kvadratu vjerojatnosti da ¢e

padati kisa, izracunajte vjerojatnost da ¢e padati kisa.

Moguce rjesenje:
Strategija: Algebarska metoda

Neka je p vierojatnost da ¢e padati kisa. Tada je p? vierojatnost da neé¢e padati kisa. Kako u
danu moze ili padati kisa ili ne padati, to su jedina dva elementarna dogadaja, a znamo da je
zbroj vijerojatnosti svih elementarnih dogadaja jednak 1. Stoga je p>+p = 1tj. p?+p—1 = 0.
Rjesavanjem ove kvadratne jednadzbe dobijemo dva rjesenja od kojeg uzimamo ono pozi-
tivno, p = %‘/5 Priblizna vrijednost za p je 0.62, Sto znaci da je vjerojatnost da ¢e padati
kisa 62%.

Problem 5.3. Prouci sljedece uzorke pa odgvori:
1. Koje je posljednje slovo u ovom nizu: A Z C X E V G?
2. Koja su sljedeca tri broja u ovom nizu: 2749 6 11 87
3. Koji broj nedostaje: 120 ____ 109 102 947

Moguce rjesenje:

Strategija: Pronacéi uzorak

1. Napomena: za ovaj zadatak je koristena engleska abeceda.

Vidimo da su u nizu slova abecede pomjesana. Cinjenica da su prva dva slova A i Z
moze nam dati trag. Trece slovo je C, sto znaci da je slovo B preskoceno. Nadalje,
preskoceno je slovo D, a peto slovo je slovo E. Mozemo zakljuciti da je svako drugo
slovo preskoceno na isti nac¢in. Svako preskoceno slovo zamjenjeno je nekim drugim
slovom i to na naé¢in da je prvo preskoceno slovo Z, sto je i zadnje slovo abecede.
Ako citamo abecedu unatrag, nakon Z dolazi Y, njega preskacemo i uzimamo slovo
X koje dolazi na mjesto drugog preskocenog slova. Kada popunjavamo svako drugo
preskoceno slovo, popunjavamo ga svakim drugim slovom c¢itajuéi abecedu unazad.

Niz izgleda ovako:
AZCXEVGTIRKPMNOLQJSHUFWDYB

2. U zadanom nizu mozemo uociti da je svaki drugi broj dobiven dodavanjem broja dva
broju koji je ispred njegovog prethodnika. Vidimo da se brojevi 2,4, 6,8 izmjenjuju s
brojevima 7,9, 11. Sljedeca tri broja u zadanom nizu bit ¢e 13,10 i 15.
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3. U zadanom nizu mozemo uociti da se razlike izmedu susjednih brojeva povecavaju.
Ako krenemo od broja 109, moramo mu oduzeti 7 da bi dobili 102. Zatim od 102
moramo oduzeti 8 da bi dobili 94. Po toj logici broj koji nedostaje je 115 jer je on za
5 manji od 120, a 109 je za 6 manji od 115.

Problem 5.4. Ucenici su otkrili da sat u ucionici radi brze nego sto bi trebao, dodajuci
6 minuta svakom satu. U 14:00 ucenici su namjestili kazaljke na satu i promatrali sto se
dogada. Koje ¢e biti stvarno vrijeme kada taj dan sat bude pokazivao 20:007 Koje vrijeme
¢e prikazivati sat kada stvarno vrijeme taj dan bude 23:007 Razmislite: Hoce 1i sat ikada
prikazati to¢no vrijeme? Ako da, kada? Ako ne, objasnite zasto?

Moguca rjesenja:
Strategija: Stvoriti fizicku reprezentaciju

Mozemo iskoristiti model sata kako bi na njemu odredili stvarno vrijeme u odnosu na ono
koje pokazuje. To moze biti neka igracka sata, stari sat koji ne radi, mozemo nekom satu
izvaditi baterije ili mozemo jednostavno pomoc¢u pribora kojeg imamo izraditi sat (Slika 5).
Okretanjem kazaljki i racunanjem lako mozemo odrediti trazeno.

Slika 5: Model sata [2]

29



Strategija: Ispisivanje sustavnih listi

Usporedimo u tablici vrijeme pokvarenog sata, koji dodaje svakom satu 6 minuta, sa stvar-

nim vremenom.

Vrijeme sata koji zuri | Stvarno vrijeme
14:00 14:00
15:00 14:54
16:00 15:48
17:00 16:42
18:00 17:36
19:00 18:30
20:00 19:24

Iz tablice vidimo da kada sat prikazuje 20:00, stvarno vrijeme je 19:24 Na isti nacin ispisi-

vanjem u tablicu mozemo vidjeti da kada je stvarno vrijeme 23:00, sat ¢e prikazivati 23:54.

Problem 5.5. Jedan mobilni operater napla¢uje 200 kuna mjesecno tarfiu koja sadrzi neo-
grani¢en broj minuta za razgovore i sms poruka, a podatkovni promet se naplacuje 14 lipa
po megabajtu. Drugi mobilni operater naplac¢uje 400 kuna mjesecno za tarifu koja takoder
sadrzi neogranicen broj minuta i sms poruka, ali podatkovni promet se naplacuje 7 lipa po
megabajtu. Kojeg operatera biste radije odabrali i zasto? Koliki bi iznos pove¢anja naknade
za podatkovni promet donio odluku o promjeni?

Moguca rjesenja:

Strategija: Metoda pokusaja i promasaja

Ako je ovo doista situacija s kojom smo se susreli u zivotu, problem bi se mogao rijesiti
metodom pokusaja i promasaja. Mozda ova metoda i ne zvuéi bas matematicki, ali ju ¢esto
koristimo u svakodnevnom zivotu, a da toga nismo ni svjesni. U mobitelu kojeg koristimo
mozemo pogledati informaciju o tome koliko podatkovnog prometa u prosjeku koristimo pa
na temelju toga odluciti kojeg operatera zelimo.

Strategija: Alebarska metoda

Prikazivanje ove situacije na grafu moze biti od koristi pri odlucivanju kojeg operatera zelimo.

Prikazimo graficki sljedece linarne funkcije:

t, = 200+ 0.14mb
ts = 400+ 0.07mb,
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gdje t; predstavlja mjesecni trosak prilikom odabira prvog operatera, t5 mjesecni trosak
prilikom odabira drugog operatera, a mb koli¢ina potrosenog podatkovnog prometa u mega-
bajtima.

1200
1000

800

(2857.14,600)

600

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400 2600 2800 3000 3200 3400

Slika 6: Graf funkcija t; i o

Funkcije ¢; 1 t9 se sijeku u tocki (2857.14,600). To znaci da za 600 kuna mjesecno kod oba
operatera mozemo koristiti 2857.14 megabajta podatkovnog prometa i u tom slucaju nam
je svejedno kojeg bi operatera izabrali. Iz grafa vidimo da ukoliko mjesecno koristimo manje
od 2857.14 megabajta podatkovnog prometa vise se isplati prvi mobilni operater (crveni
pravac), a ukoliko mjese¢no koristimo vise od toga onda se vise isplati drugi operater (plavi
pravac).

Ukoliko bi neki od operatera povecao naknadu za koristenje podatkovnog prometa, tocka
presjeka funkcija t; i to bi bi bila drugacija i opet bi na temelju potrosnje podatkovnog
prometa mogli izabrati koji nam se vise isplati. Ako bi npr. drugi operater povecao cijenu
podatkovnog prometa na 14 lipa ili vise, prvi operater bi svakako bio isplativiji jer bi u svim

slucajevima potrosnje podatkovnog prometa mjesec¢ni racun bio manji.

Problem 5.6. Kcéer je roditeljima poklonila poklon bon od 300 kuna za veceru u lokalnom
restoranu. Njih troje su otisli na veceru i svatko od njih je jeo neki od specijaliteta restorana,
s tim da kéerka ne jede crveno meso. Na meniju je od specijaliteta bilo: skampi na zaru ¢ija
je cijena 136 kuna, piletina u umaku od vrganja po cijeni od 105 kuna i govedi odrezak u
umaku od sira po cijeni od 90 kuna. Koje su moguée narudzbe koje je obitelj mogla naruciti

bez da prekorace iznos na poklon kartici?
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Moguca rjesenja:
Strategija: Ispisivanje sustavnih listi

Napravimo tablicu u kojoj ¢e biti ispisane sve moguénosti narudzbe. Za svaku od moguénosti
izracunamo koliki bi bio trosak.

Jelo Broj narudzbi
Skampi 3 0 0 2 2 l 1 0 0 1
Piletina 0 3 0 1 0 0 2 2 1 il
Odrezak 0 0 3 0 i 2 0 1 2 i
Trosak (kn) | 408 | 315 | 270 | 377 | 362 | 316 | 346 | 300 | 285 | 331

Obzirom da ne smiju prekoraciti iznos na kartici, iz tablice vidimo da su moguce tri kombi-
nacije koje ne prelaze 300 kuna. No moramo u obzir uzeti da kéerka ne jede crveno meso.
Tada slucaj kada su u narudzbi sva tri goveda odreska ne moze biti rjesenje. Preostaju dvije
mogucée kombinacije narudzbe, a to su dvije piletine i jedan odrezak te jedna piletina i dva
odreska.

Strategija: Identificirati podprobleme

Odredimo jela ili kombinacije jela koje bi mogle biti problematicne, tj. kombinacije jela koje
nisu dopustene da bi ostali unutar budzeta od 300 kn. Ocigledno je da sva tri clana obitelji
ne mogu odabrati skampe na zaru jer bi racun iznosio 408 kn. Stovise, mozemo zakljuciti
da bi svaka narudzba koja ukljucuje skampe bila izvan buzeta. Narudzba od tri piletine u
umaku od vrganja, 315 kn, bi takoder premasila buzet. Narudzbu od sva tri odreska takoder
mozemo izbaciti jer znamo da kéerka ne jede crveno meso. Jedine moguénosti koje preostaju

su kombinacije piletine i odreska.
Strategija: Odglumiti

Tri osobe mogu preuzeti uloge roditelja i kéerke. Neka biraju obroke tako da ukupni iznos
ne prelazi 300 kuna. Mogu odglumiti vise puta kako bi vidjeli na koliko razlicitih nacina se
moze naruciti. Ako je narudzba preskupa, iskljuciti ju i pokusati ponovno.

5.2.1 Primjeri iz svakodnevnog Zivota

U ovoj dobi se matematika Sto vise treba povezati sa stvarnim zivotom. Primjene u znanosti i
financijama su dobri primjeri za tinejdzere da istraze koliko se matematika koristi u njihovom

svijetu.
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Aktivnost 5.1 (TrziSte dionica). Zamislite da imate odredenu koli¢inu novca. Procitajte
trenutne trendove i novosti na burzi. Na temelju vrijednosti i kretanja dionica tijekom zadnje
dvije godine odaberite dionice u koje zelite investirati vas novac. Proucavajte sto se dogada
s dionicama nakon kupovine, kolika je zarada ili gubitak nakon odredenog vremena, koji su

izvori bili najpouzdaniji?

Aktivnost 5.2 (Fraktali). Istrazite sto su to fraktali. Proucite kako nastaje “snjezna pa-
huljica”, tj. Knochova krivulja nad jednakostrani¢nim trokutom. Sto mozete reéi o povrsini
i opsegu “snjezne pahuljice”? Napravite vlastiti fraktal koriste¢i papir ili neki racunalni

program.

Aktivnost 5.3 (Porez). Istrazite porezne zakone. Na internetskim stranicama Ministarstva
financija izaberite i ispunite neki od poreznih obrazaca. Proucite kako na porez utjece ako

ste samac, u braku ili ako imate djecu?

Aktivnost 5.4 (Loto). Loto 6/45 je igra na srecu u kojoj je cilj pogoditi kojih Sest brojeva ¢e
biti izvuceno iz grupe brojeva od 1 do 45. Proucite koliko kombinacija je moguce uplatiti?
[strazite vjerojatnost dobitka za uplaéen odreden broj kombinacija. Ako je cijena jedne
kombinacije 3 kune, koliko biste novaca trebali uplatiti ako zZelite biti sigurni da c¢e biti

izvuceni bas vasih 6 brojeva?

Aktivnost 5.5 (Osiguranje). Odaberite marku i model automobila kojeg Zelite osigurati.
Istrazite cijene obaveznog osiguranja za odabrani automobil kod razli¢itih osiguravajucih
drustva. Kako mozete ostvariti popuste na osiguranje? Izaberite najoptimalnije osiguranje
za vase potrebe. Osim automobilskog osiguranja, postoji mnogo drugih vrsta osiguranja
koje bi mogli istraziti (zdravstveno osiguranje, zivotno osiguranje, osiguranje imovine, putno

osiguranje ... ).

Aktivnost 5.6 (Upravljanje vremenom). Ljudi se ¢esto zale kako nemaju dovoljno vre-
mena za odredene aktivnosti ili dogadaje. Svaki tjedan ima 168 sati. IspiSite u tablicu
sto radite svaki sat u trajanju od jednog tjedna. Kategorizirajte aktivnosti poput spavanja
(ukljué¢ujuéi popodnevni odmor), jedenja (svi obroci uklju¢ujuéi meduobroke), ucenja, tre-
ninga, itd. Napravite kruzni dijagram, ili kako ga popularno nazivamo “pitu”, kako biste
prikazali koliko vam vremena odlazi na koje aktivnosti. Analizirajte kako provodite svoje
vrijeme i zelite 1i nesto u tome promijeniti. Zelite li dodati svojim aktivnostima nesto poput
meditacije, Citanja, trcanja, provodenja vremena s voljenim osobama i slicno? Napravite

plan kako biste to mogli ostvariti.

Aktivnost 5.7 (Veliki planovi). Razmislite o nekom veéem pothvatu kojeg biste zeljeli
napraviti u buduc¢nosti. To moze biti nesto poput kupovine automobila ili broda, izgradnje
bazena, renovacije stana, daleko putovanje i slicno. Prije nego $to napravite bilo kakvo
istrazivanje probajte predvidjeti koliki ¢e biti trosak i koliko ¢e vam vremena trebati da biste
ostvarili svoju zelju. Nakon toga istrazite i usporedite sa svojim predvidanjima. Razmislite
o tome jesu li troskovi realni za vasu sitaciju i koliko bi vam vremena trebalo da ustedite

dovoljno novaca.
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Sazetak

Problemski zadaci sastavani su dio matematike i pojavljuju se s ciljem poboljsanja nas-
tave 1 matematickog obrazovanja ucenika. Kako bi se ukazala vaznost stjecanja vjestine
rjeSavanja problema, rad zapoc¢inje upoznavanjem s odgojno-obrazovnim ciljevima ucenja i
poducavanja predmeta matematike te matematickim procesima koji su sastavni dio Kuri-
kuluma nastavnog predmeta Matematika za osnovne skole i gimnazije. U drugom poglavlju
upoznajemo se s osnovhim pojmovima koji se vezu uz problemsku nastavu, a to su pro-
blem, problemska situacija i nacelo problemnosti. Navedena su cetiri koraka za rjesavanje
problemskih zadataka koje je opisao poznati matematicar George Polya, nakon cega slijedi
popis strategija za rjeSavanje problema. Neke od tih strategija koristene su u rjesavanju
problemskih zadataka koji su ovdje podijeljeni u ovisnosti o skolskoj dobi na zadatke za
ucenike visih razreda osnovne skole i zadatke za ucenike srednje skole. Kako se ucenici u
tom periodu zivota nalaze u fazi koju nazivamo adolescencija, opisane su promjene koje im
se tada dogadaju, s naglaskom na kognitivni razvoj koji im omogucava uspjesnije rjeSavanje
problemskih zadataka. Za svaku skolsku dob na pocetku poglavlja ukratko se upoznajemo
sa sadrzajima iz matematike s kojima se ucenici susre¢u. Nakon toga slijede primjeri zada-
taka za koje su dana moguéa rjesenja primjenom neke od strategija, jedne ili vise. Za kraj,

ucenicima za istrazivanje, navedeni su zanimljivi primjeri iz svakodnevnog zivota.

Kljuéne rijeci: problem, problemski zadaci, strategije, adolescencija
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Title and summary

Problem solving at different school levels

Problem solving is an integral part of mathematics and is being used with the aim of
improving the teaching and mathematical education of students. In order to demonstrate
the importance of gaining problem solving skills, the thesis begins by introducing the educa-
tional goals of learning and teaching mathematics and the mathematical processes that are
an integral part of the Mathematics Curriculum for elementary schools and high schools. In
the second chapter we get acquainted with the basic concepts that relate to problem solving
teaching, which are the problem, problem situation and problem solving principle. Listed
here are the four steps for problem solving described by the famous mathematician George
Polya, followed by a list of problem-solving strategies. Some of these strategies have been
used in problem solving that is divided here with dependence on the school grade on pro-
blems for the students of higher grades of elementary school and problems for high school
students. As students in this period of life are in their adolescence, the changes that occur
to them are being described, with an emphasis on cognitive development that enables them
to successfully use problem solving. For each school level, at the beginning of the chapter,
we briefly familiarize ourselves with the math content that students encounter. This is fol-
lowed by examples of tasks for which possible solutions are given by applying one or more
strategies. Finally, everyday life examples are given to the students for research purposes.

Key words: problem, problem solving, strategies, adolescence
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