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SazZetak

Faktorizacije matrica od velikog su znacaja u teoriji matrica i uopée u numerickoj line-
arnoj algebri. Jedan od osnovnih alata u analiziranju i numeri¢kom rjeSavanju problema
svojstvenih vrijednosti je Schurova dekompozicija. Upravo nam ova dekompozicija daje
odgovor na pitanje koliko najvise mozemo unitarnom transformacijom sli¢nosti pojed-
nostaviti matricu A € C"*™.

Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori matrice A jednostavno se prenose na njoj
slicnu matricu B = ST'AS, ako je Bz = Az, onda je ASz = A\Sz. Dakle, za racunanje
svojstvenih vrijednosti i svojstvenih vektora matrice A prakti¢no je traziti transforma-
cije sli¢nosti koje ¢e dati matricu B koja je jednostavnije strukture.

Unitarna transformacija slicnosti matrice A gornjetrokutastoj matrici dana je Schuro-
vim postupkom dekompozicije matrice. Unitarna transformacija sli¢nosti S ima pred-
nost zbog nekih teoretskih i numerickih svojstava, kao Sto je jednostavnije ra¢unanje
inverza matrice transformacije, buduéi vrijedi S™! = S* te ne poveéava normu pertuba-
cije, ¢uva neke klase matrice. Primjerice, ako je A normalna, hermitska, antihermitska,
unitarna, onda je matrica B (B = S*AS) normalna, hermitska, antihermitska, uni-
tarna, respektivno.

U ovom radu dani su rezultati o Schurovoj dekompoziciji. Postupak Schurove de-
kompozicije (realne i kompleksne) zasnovan na upotrebi Gram-Schmidtovog postupka
ortogonalizacije ilustriran je kroz primjere, a znacaj Schurovog teorema dodatno je is-
taknut njegovim posljedicama predstavljenim u obliku teorema s kojima smo se veé
imali priliku susresti.

Kljuc¢ne rijeci: svojstvene vrijednosti, dekompozicija matrice, Schurova dekompo-
zicija, unitarna sliénost, Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije



Abstract

Matrix factorization has a great significance in matrix theory, as well as in Numerical
Linear Algebra. Schur decomposition is considered as one of the basic tools, when it
comes to analyzes and finding a numerical solution to an eigenvalue problem. This de-
composition in particular is proven to give an answer to the question, to which level a
matrix A € C™*™ can be simplified by the use of unitary transformations of similarity.
Eigenvalues and eigenvectors of matrix A are transferred to the matrix B = S71AS,
which is similar to the matrix A. So, if matrices A and B are similar, following equation
Bz = Az implies that ASxz = ASx. This process implies that it can be practical to use
a matrix B, which has a simplified structure in order to calculate the eigenvalues and
eigenvectors of matrix A.

The process of unitary transformation of similarity which transforms a matrix A to an
upper triangular matrix is given by the Schur decomposition. Unitary transformation
of similarity S is proven to have some advantages when it comes to its theoretical and
numerical properties. This particular case allows as to calculate the inverse of matrix of
transformation more easily, as S™' = S8*, and the norm of perturbations is not enlarged
during the process, as a class of matrix is preserved. For instance, if matrix A is nor-
mal, hermitian, antihermitian or unitary, than matrix B (B = S*AS) is also normal,
hermitian, antihermitian or unitary, respectively.

In this paper the results of Schur decomposition are represented. The process of Schur
decomposition (real and complex) is based on the use of the Gram-Schmidt orthogonali-
zation process. Examples represented in this paper have covered both real and complex
cases, so that the process can be fully illustrated. Significance of Schur theorem is stated
in terms of well known theorems which are all results of Schur decomposition process.

Key words: eigenvalues, eigenvectors, unitary matrix, unitary similarity, Gram-Schmidt
process of ortogonalization
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1 Uvod

Schurova dekompozicija jedan je od alata koji nam omogucuje da pri numerickom ra¢unanju
matricu prevedemo u jednostavniji, gornjetrokutasti oblik iz kojeg se onda lako is¢itavaju
svojstvene vrijednosti matrice. Stoga ¢emo najprije navesti osnovne pojmove vezane za
svojstveni problem. Nadalje, kako je Schurova dekompozicija bazirana na unitarnoj sli¢nosti
koja se numericki racuna pomoc¢u Gram-Schmidtovog postupka ortogonalizacije, ukratko
¢emo navesti rezultate vezane za navedene pojmove a koji ¢e nam biti potrebni.

1.1 Svojstvene vrijednosti

Definicija 1. Za kompleksan skalar A\, A € C, kaZemo da je svojstvena vrijednost kvadratne
matrice A € C™*", ako postoji vektor uw € C", u # 0, takav da je

Au= \u.

Vektor uw nazivamo svojstveni vektor matrice A za svojstvenu vrijednost \. Skup svih svoj-
stvenih vrijednosti matrice A nazivamo spektar matrice A i oznacavamo s o(A).

Dodatno, ako je u svojstveni vektor za svojstvenu vrijednost A, onda je i svaki vektor au,
a # 0, takoder svojstveni vektor za .
Jednakost iz definicije Au = Au mozemo zapisati u sljede¢em obliku:

(A—X)u=0, u#o0
Sto povladi da matrica A - X I mora biti singularna, tj. da je det(A — AI) = 0.
Definicija 2. Neka je A € C"*". Polinom
ka(X) = det(A — A1)
naziva se svojstveni ili karakteristicni polinom matrice A.

Iz izraza det(A — AI) = 0 slijedi da su nultocke karakteristi¢nog polinoma svojstvene vrijed-
nosti matrice A. Stoga iz Osnovnog teorema algebre! slijedi sljedeéi teorem:

Teorem 1. Svaka matrica A€ C™*™ ima n, ne nuzno razlicitih, svojstvenih vrijednosti.

Primjer 1. Odredimo svojstvene vrijednosti matrice A = {_25 _22} .

RjeSenje. Kako bismo odredili svojstvene vrijednosti matrice A rjesavamo jednadzbu
det(A — \I) = 0.

ai

a } koji zadovoljava sljedecu jednakost:
2

Najprije trebamo odrediti svojstvent vektor u = {

Au= \u.

1Osnovni teorem algebre tvrdi da svaki polinom P(z) stupnja n > 1 ima to¢no n kompleksnih korijena
x1,...,Ty 1 moZe se na jedinstven nacin (do na poredak faktora) zapisati u obliku P(z) = a,(x — z1)
(x —x9) - (& — ).



-5 2 ay| aq
= S L
-5 2 i 1 0 [=5—=A 2
2 =2/ 701 | 2 —2-A
Sada nam jos ostaje izracunati determinantu matrice koju smo dobili prethodnim racunom,
tj. rijesiti jednadzbu det(A — A1) = 0.

—5-x 2 |_ 5
‘ 9 _2_)\‘—10—1-7)\—1-/\ —4=0
N4+TA4+6=0
)\1:—1 )\2:—6

Spektar matrice A je {—1,—6}.

Svogstveni vektor koji pripada svojstvenoj vrijednosti \y = —1 dobiva se rjesenjem sljedeceq
sustava:
) 2 ay| aq
2 5] =)
odakle dobivamo da je
A9 = 2@1
pa je svojstveni vektor za svojstvenu vrijednost \y = —1 :

|l . il
u = 2&1 = 9| -
Svojstveni vektor za Ay = —6 je:
[ =]
'UQ = = a2 .
a9 1

Vektorski prostor na kojem imamo definiran skalarni produkt nazivamo unitarni prostor.

1.2 Sli¢nost matrica

Definicija 3. Za matricu U € M,, kaZemo da je unitarna ako vrijedi:
=1
Ako je U realna matrica (u tom slucaju je U* = U' ), tada U nazivamo ortogonalna matrica.

Definicija 4. Neka su A, B € M,,. KaZemo da je matrica B slicna matrici A ako postoji
reqularna matrica S € M,, takva da je

B=S§"AE

Bududi da je sli¢nost relacija ekvivalencije? na skupu M,, sli¢ne matrice iako nisu jednake
imaju ista mnoga vazna svojstva kao Sto su:

2Sli¢nost je relacija ekvivalencije Neka su A, B, C € M,,. Tada vrijede sljedeéa svojstva:
1. Refleksivnost: Matrica A je slicna matrici A.
2. Simetri¢nost: Ako je matrica A sli¢na matrici B, onda je i matrica B sli¢na matriciA.

3. Tranzitivnost: Ako je matrica A sli¢na matrici B i matrica B sli¢na matrici C, onda je matrica A
sliéna matrici C.



e Sli¢cne matrice imaju jednake tragove.
Neka je matrica A sliéna matrici B. Tada vrijedi:

tr(A) =tr(B).

Dokaz. Kako su matrice A i B slicne, A;B € M,,, tada postoji regularna matrica S
€ M,, takva da je B=S"'AS.

tr(B) = tr(ST'AS) = tr(S~(AS)) = tr((S)(S~'A))
= tr((SS7HA) = tr(IA) = tr(A)

e Sli¢cne matrice imaju jednake determinante.
Neka je matrica A sliéna matrici B. Tada vrijedi:

det(A) = det(B).

Dokaz. Kako su matrice A i B slicne, A, B € M,,, tada postoji regularna matrica S
€ M, takva da je B =S"'AS.

det(B) = det(S™'AS) = det(S) " det(A) det(S)
= det(S) ! det(S) det(A) = det(A)

e Sli¢cne matrice imaju jednake svojstvene vrijednosti.
Neka je matrica A sli¢na matrici B. Tada su svojstveni polinomi matrica A i B jednaki,

tj. ka(z) = kp(x).

Dokaz. Neka su matrice A,B € M,. Budué da su matrice A i B sli¢ne postoji
regularna matrica S € M,, takva da je B = S™'AS. Tada vrijedi:

k() = det(B — AI) = det(S™'AS — AI) = det(S™' (A — AI)S)
= det(S™") det(A — AI) det(S) = det(S) " det(S) det(A — AI)
= det(A — M) = ka())

0

Buduéi da smo pokazali da sline matrice imaju jednake karakteristicne polinome, a
svojstvene vrijednosti matrice su nultocke njenog karakteristicnog polinoma, stoga je
oc¢ito da su i svojstvene vrijednosti slicnih matrica jednake.

Definicija 5. Neka su dane matrice A, B € M,,. KaZemo da je matrica A unitarno slicna
matrict B, ako postoji unitarna matrica U € M,, takva da vrijedi:

A=UBU".

Ako uw obzir uzimamo matricu U koja je realna, stoga i ortogonalna, tada kaZemo da je
matrica A ortogonalno slicna matrici B.

KazZemo da je matrica A unitarno dijagonalizabilna, ako je unitarno slicna dijagonalnoj
matrici. Za matricu A kaZemo da je ortogonalno dijagonalizabilna, ako je ortogonalno slicna
dijagonalnoj matrica.



1.3 Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije

Gram-Scmidtov postupak ortogonalizacije nam osigurava egzistenciju ortonormirane baze u
svakom konac¢nodimenzionalnom prostoru.

Ideja Gram-Schmidtovog postupka ortogonalizacije se temelji na tome da od linearno ne-
zavisnog skupa sljede¢im algoritmom dobijemo ortonormiranu bazu. Prvi vektor linearno
nezavisnog skupa zadrzimo u poc¢etnom obliku, sada taj vektor odreduje pravac na koji or-
togonalno projiciramo drugi vektor skupa i zatim tu projekciju odbijemo od drugog vektora.
Time smo dobili vektor koji je okomit na prvi vektor. Sada ta dva vektora razapinju ravninu.
Treéi vektor projiciramo ortogonalno na ravninu, i odbijemo projekciju od njega. Time smo
dobili vektor okomit na tu ravninu, odnosno, vektor okomit na prva dva konstruirana vek-
tora, itd. Normiranjem svakog od tih medusobno okomitih vektora, dobijemo ortonormiranu
bazu.

Definicija 6. Neka je V wunitaran prostor. KaZemo da su vektori x, y iz V medusobno
okomiti ili ortogonalni (oznaka x 1L y) ako je:

(g, p) =0,
Konacan skup vektora {ey, ..., ey} je ortogonalan ako je e;Le;, Vi # j. Skup {es, ... ey} je
ortonormiran ako je ortogonalan i ako je ||e;|| =1, Vi=1,... k.

Teorem 2. (Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije)
Neka je dan linearno nezavisan skup {xy,..., ¢}, k € N, u unitarnom prostoru V. Tada
postoji ortonormiran skup {ey, ... ex} u V takav da je

[{e1,...,ex}] = [{z,- .., z}]

Dokaz. Konstrukciju skupa {es, ..., e} provodimo induktivno.

Za bazu indukcije stavimo da je
1

— —1’1

4]
S$to je dobro definirano jer je x; # 0. O¢ito su e; i z; kolinearni pa razapinju isti potprostor.
Pretpostavimo sada da je skup {es,...,e;} ortonormiran i da vrijedi:

He1,....,ej} = {z1,..., 2}

i sada konstruiramo e; ;. Uvest ¢emo pomocni vektor:

€1

J
fj+1 = Tj+1 — Z(%‘H, €i>€i.
i=1
Iz definicije okomitosti vidi se da je fj1i1le;, Vi=1,...,].
Nadalje treba pokazati da vrijedi [{e1,...,¢€j, fix1}] = {21, ..., 2, zj+1 }].
Kako bismo pokazali da ova tvrdnja vrijedi, dovoljno je pokazati da generatori s jedne strane
jednakost pripadaju potprostoru s druge strane i obratno.

Prema pretpostavei indukeije lako je uociti da je eq,...,e; € [{@1,...,2;,241}], a prema
definiciji vektora f;1; lako je uciti da je fj+1 € [{z1,..., 2, Tj11}].
Sada je o¢it i obrat, odnosno da generatori z1, . . ., z; pripadaju potprostoru [{e1, ..., €;, fj+1}].

Sada uo¢imo da je

J
Tiy1 = fj1 + Z(%‘H, ei)e;.
=1

7



Ocito je da je skup {ey, ..., e;, fj+1} ima gotovo sva trazena svojstva, jos je potrebno odrediti
kolika je norma vektora fji;. Zakljucujemo da za svaki skalar A # 0 i vektor Af;;; moze
uzeti umjesto fjy1. Naime,

<fj+1,€i> =0= <)‘fj+17€i> :0, Vi = 1,...,]

iz jednakosti [{€i, - .., €4, fi4it] = By v , B4, Tjgi}]
dobivamo [{e1,..., e, Afit1}] = [{z1,...,2;,xj41}], za svaki skalar X # 0.
Uzmimo specijalno A = || fj+1]| 7%, tj. definiramo

1
Al P s

Primjetimo da je fj1 # 0, jer kada bi bilo f;; = 0, vrijedilo bi:

Tip1 = Z(xjH, 6508 € o105 1858 = P50 w58 H

1=1

a to je u kontradikciji s nezavisnoséu polaznog skupa {xy,..., 2} O

2 Schurova dekompozicija

U prethodnom odjeljku smo veé predstavili znacaj i korisna svojstva slicnih matrica. Sada
mozemo nesto vise reéi i o samoj Schurovoj dekompoziciji matrice. Rije¢ je o unitarnoj
transformaciji sli¢nosti koja matrici A pridruzuje njoj slicnu gornjetrokutastu matricu. Gor-
njetrokutasta matrica T, koja je oblika T = U*AU, dobije se djelovanjem unitarne matrice
U na polaznu matricu A.

Dokaz Schurove dekompozicije ¢emo provesti metodom matematicke indukcije po dimenziji
matrice A, a sam postupak ¢emo provesti koriste¢i Gram-Schmidtovog postupka ortogona-
lizacije, koji ¢ée nam omoguciti izgradnju unitarne matrice U ¢&ijim ¢emo djelovanjem dobiti
gornjetrokutastu matricu.

Teorem 3. (Schurova dekompozicije matrice)

Neka je dana matrica A € M, cije su svojstvene vrijednosti Ay, ..., A\, u proizvoljnom
poretku i neka je x € C" jedinicni vektor, takav da vrijedi: Ax = M\ x.

Postoji unitarna matrica U =[x uy...u,) € M, i gornje trokutasta matrica T = [t;;] gdje
Jets =2, 0 =1,...,n tako da je U¥AU = T'= [t;].

Ako matrica A € M,,(R) ima realne svojstvene vrijednosti, tada je x realan vektor i postoji
realna ortogonalna matrica Q=[x gz . ..qn] € Mu(R) takva da vrijedi: Q" AQ = T = [t,]
gdje je T gornje trokutasta matrica sa dijagonalnim vrijednostima t; = Nj;i = 1,...,n.
Zapis U*AU = T zovemo Schurova dekompozicija od A, a matrica T se naziva Schurova
forma od A.

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po dimneziji matrice.

Za n = 1, tvrdnja slijedi trivijalno.

Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za n-1 te promotrimo $to se dogada za matricu dimenzije
n. Neka je A = [a;j] € M,, proizvoljna matrica sa svojstvenim vrijednostima Ay, ..., \,.
Neka je u svojstveni vektor matrice A ¢ija je odgovarajuéa svojstvena vrijednost A\, Au =
Au. Bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da je u normiran vektor. Koristeci



Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije mozemo doé¢i do n — 1 ortogonalnih vektora

Ug, ..., U, koji su okomiti na vektor u. Sada mozemo konstruirati unitarnu matricu U =
[u wuy...u,] = [u V] &jije prvi stupac svojstveni vektor u matrice A, a matrica V je
matrica dimenzije n x n — 1. Sada pogledajmo sto se dogada kada provedemo sljedeéi rac¢un:
U'AU =U" [AX Au, ... Aun] =1k [)\x Au, ... Aun]
xX* AX*X x*Au, ... X*Au,
uy* AUy *X
= ) [)\x Aus, ... Aun] —
: : A1
u,” u, x
A x
|0 ALl

Buduéi da prema pretpostavei indukcije tvrdnja vrijedi za matrice dimenzije n — 1, tada
tvrdnja vrijedi i za podmatricu A; € M,,_;. Definiramo unitarnu matricu W € M,,_; te
dolazimo do sljedeceg izraza:

)\2 Xx W *
0 = el 2
A=W \%\%
0 0 A,
sto je ekvivalentno sljedeé¢em izrazu:
AQ % *
" 0
WA W =
0 0 M\
Uoc¢imo sljedece:
[1]o...0o]"[x ] ... ][t |0 .. 0]
0 0 0
: \%% : A, : \%%
0 0 0
1‘0... O-Il-)\‘* *-| |_)\‘>k >x<—| |-/\’>|< -|
0 0 0 0| A ..
e A\ : AW || WAW ||
0 0 0 0 0 An
) . ) . 1 0 o
S obzirom da je U unitarna matrica, U := 0T Wl tada vrijedi:
|-)\ ‘ % ... *-l [\ % *
0 0 )\2 *
=W : W+
] A, 1 5. 8
0 00 ... A
te je tvrdnja Schurovog teorema dokazana. U



Unitarna transformacija slicnosti svake kvadratne matrice A gornjetrokutastoj matrici dana
je Schurovom dekompoziciji, ali ono Sto treba uociti je da takva dekompozicija nije jedins-
tvena. Odnosno, tako dobivena matrica T nije jedinstvena.

2.1 Primjeri Schurove dekompozicije

Primjer 2. Odredimo Schurovu dekompoziciju matrice s realnim svojstvenim vrijednostima.

: 7T =2
Neka je A = {12 _3}.

Rjesenje. Najprije odredimo svojstveni polinom matrice A:

7T—A —2

det(A—)\l):‘ 5 5 ®

}:(7—/\)(—3—/\)+24:)\2—4)\—21+24

=X —4r+3=(A-1)(A-23).

Svojstvene vrijednosti matrice A su realne i iznose 11 3.
Sada mozZemo izracunati svojstveni vektor za svojstvenu vrijednost A = 3.

4 =2 4 =l
amar=a-ar=[f 7~

Tada dobijemo svojstveni vektor za svojstvenu vrijednost A = 3 dan s u = [ }, pripadnim

2

TacCUNOM:

(A—AD)u; =0
b o]l -l
0 0] |ag 0

201 —ay; =10
2a1 = as.

1

Sada vektor w moZemo normalizirati te dobijemo vektor v [ ] Nadalje trebamo pronaéi

2
N1 —2
ortonormiranu bazu {vs} koja je okomita na [{u;}]*t = [{ {2} }} = [{ { 1 ] }} ‘
. q |2
Odaberimo vy = 71

Na taj nacin smo dobili ortonormiranu matricu U:

=[x W}:%B ﬂ.

Sada pogledamo zapis matrice A u bazi uy, vy:

g L1 2][7 —2] L1 -2]_ [3 -14
UAU_UAU_E—21 12 =352 1| |0 1|

Buducéi je matrica A dimenzije 2 X 2, moZemo uzeti da je us = vy, stoga je Schurova dekom-
pozicija matrice A dana izrazom: A = UTU*, gdje je:

3 —14
r=lp

10



gornjetrokutasta matrica.

je unitarna matrica.

Primjer 3. Odredimo Schurovu dekompoziciju matrice A = {_12 é] .

cije svojstvene vrijednosti su kompleksno konjugirane.
RjeSenje. Prvo pronadimo svojstvene vrijednosti matrice A.

det(A—)\I):‘l_)\ ! ’

B g =(1=-XNB-X)+2=X—-42+5

4+ +/16 —
= 26 4(5):2i\/—_1:21i

Odaberimo svojstvenu vrijednost A\; = 2+ 1 i pronadimo njoj pripadni svojstveni vektor.

B oo [—d—& i 1+i —1
A-nt=A-@egr= [0 DL,

A

Tada dobijemo svojstveni vektor za svojstvenu vrijednost Ay, u = { }, pripadnim racu-

142
nom:

(A—XMDu=0
{1—#2’ —1} {al} _ H
0 0| a2 0
(14+i)a; —ay=0
as = (1 +14)a;
Uocima da kod kompleksnih matrica nulprostor nije ortogonal na prostor redaka, vec na

] dobijemo vektor

konjugirani prostor redaka. Normalizacijom svojstvenog vektora u = [1 _1}_ ;

=l 1
Sada trebamo pronaéi ortonormiranu bazu {ve} od prostora razapetog s vektorom w.

{3 -=f2]-{S TN

Il =7

1

Sada uzmimo da je normalizirani vektor vy = o { ] . Nadalje moZemo izraziti matricu

A u novoj ortonormiranoj bazi uy, vy, $to moZemo zapisati na sljedeéi nacin:

U=lu w]= % |:1—1|-Z 1—_12}

a matrica A w ortonormiranoj bazi ima sljedeci zapis:

_ i 1 1—2 1 W X ] 1—1 241 —1+2
1 o * — _ —
o AU_UAU_\@LH —1} {—2 3}\/5{1“ —1} { 0 2-@}
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Zato sto je matrica A dimenzije 2 X 2 uzimamo da je uy = vy. Pronasli smo Schurovu
dekompoziciju matrice A = UTU* gdje je

2+4 —1+2
T‘{o 2—2'}

gornjetrokutasta matrica. Unitarna matrica je oblika
1 1 1-—z2
V=17 [1 +i -1 J ‘
3 Posljedice Schurove dekompozicije

Vaznost Schurove dekompozicije upravo je vidljiva u posljedicama ovoga teorema, neke od
znacajnih navest ¢emo u sljedeéim retcima.

e Trag i determinanta matrice
Neka je A € M, matrica sa svojstvenim vrijednostima Aq,...,\,. Trag matrice A
definiramo na sljedeci na¢in: trA = >0 A
Determinantu matrice A definiramo na sljede¢i nacin: det A = [, \;.
Kako sli¢ne matrice imaju isti trag i istu determinantu, umjesto traga i determinante
matrice A mozemo racunati trag i determinantu matrice T.
Stoga je povoljan zapis gornjetrokutaste matrice sa svojstvenim vrijednostima na glav-
noj dijagonali kakav daje upravo Schurova dekompozicija matrice. Neka je T = [t;]
gornjetrokutasta matrica sa svojstvenim vrijednostima na glavnoj dijagonali (upravo
takva da odgovara matrici iz Schurovog teorema). Tada je trag matrice T definiran
izrazom tr'T = >  t;;, a determinanta matrice T je dana izrazom; det T = [, ti.

e Karakteristi¢ni polinom matrice

Neka je dana matrica A € M,, sa svojstvenim vrijednostima A1, ..., A, 1 neka je ka(\)
karakteristi¢ni polinom matrice A.

Neka je A = UTU*, gdje je U unitarna matrica, a T = [t;;] je gornjetrokutasta ma-
trica sa vrijednostima na glavnoj dijagonali t1; = A,to0 = Ag,..., T, = A,. Tada
je ka(A) = kyry=(A) = Ukp(XA)U*. Vrijednosti na glavnoj dijagonali od kr(A) su
kEr(A), ..., kr(\,), stoga su ove vrijednosti takoder svojstvene vrijednosti ne samo
matrice T, veé i matrice A.

Posebno, za svaki k = 1,2, ..., svojstvene vrijednosti od A su b .

» 1 vrijedi:

trAF = )4 NF

e Hamilton-Cayleyev teorem
Neka je A € M,,. Tada je
ka(A) =0.

éinjenica da svaka kvadratna matrica ponistava vlastiti karakteristi¢ni polinom, iz-
ravna je posljedica Schurove dekompozicije te je pokazana u sljedeéem teoremu.

Teorem 4. (Hamilton-Cayleyev teorem,)
Neka je ka(t) karakteristicni polinom matrice A€ M,,. Tada je ks(A) = 0.
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Dokaz. Prema teoremu o Schurovoj dekompoziciji matrice postoje unitarna matrica U
i gornjetrokutasta matrica T takve da je U"AU = T.

Neka su Ay, Ag, ..., A\ svojstvene vrijednosti matrice A sa pripadnim kratnostim m,.
Sada prema Schurovoj dekompozicji dolazimo do matrice T koja je sljedeceg oblika:

T1 * *
0 TQ *
T=UAU=|. = =
0 0 ... T

gdje je matrica T; matrica dimenzije m; x m; oblika:

T, =
0 0 ... X

m;

Karakteristi¢ni polinom matrice T; je k;i(t) = (t — \;)
Matrica T; — M\ je nilpotentna matrica sa indeksom nilpotentnosti < m;. Stoga je
kel Th) = [T — AP =il

Sada je karakteristi¢ni polinom matrice T oblika:

kr(t) = (8= A)™ (= Ag)™ - (E = A)™

sada uvrstavanjem matrice T u njezinim karakteristi¢ni polinom elementi na dijagonali
se poniste, pa je kp(T) = 0.
Uoc¢imo:

Uxkpr(AAU=U"A-\D)"™---(A—-X\)™U
nadalje, ako izmedu svakog od faktora umetnemo produkt U*U dolazimo do sljedec¢eg
izraza:

U*kp(A)U
U*(A - \)UU* - UU(A - \DU - U'(A - A )UU” - UU*(A - ;) U
mi faktora U*(A—\I)U my faktora  U*(A—X\,I)U
= (U*AU — ,U*U)™ ... (U*AU — \,U*U)™
= (T = D)™ - (T = MI)™ = kp(T) = 0.

Iz ovog izraza slijedi tvrdnja teorema. O

Sylvesterov teorem za linearne matri¢ne jednadZzbe

Jednadzbu oblika AX — XB = C nazivamo Sylvesterova jednadzba, gdje su zadane
matrice A € M,,, Be M, i C € M,,«,, a matrica X € M,,, je nepoznata ma-
trica. Sylvesterova jednadzba ima jedinstveno rjesenje, ako se spektri matrica A i B
ne podudaraju niti u jednom elementu.

Prema tvrdnji Schurove dekompozicije znamo da postoji unitarna matrica U i gornje-
trokutasta matrica T tako da je matrica A dana u obliku: A = UTU".
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S obzirom da je matrica A unitarno slicna matrici T, one imaju iste svojstvene vri-
jednosti. Prema Schurovo dekompoziciju za svojstvenu vrijednost A € o(A) N o(B)
postoje unitarne matrice U; i U, takve da je:

UAU, = Pg Zj .U,®U > U, @ Ut
M, B
U:BU, = [ Ob B;j VaQVyi 5 V,@ Vi

gdje su UiV, pripadni svojstveni potprostori.
Uocimo, buduéi da svojstvena vrijednost A ¢ o(Ag) U c(Bsgy), sada je Sylesterova
jednadzba oblika:

A, A AL, Bio| yre
s [ ; Aﬂ] UiX — XU, { . BQJ U;=C
>\Ia A12 * * )\Ib B12 _ *
{ " Am] UXU, — USXU, { . BQJ — UICU,

stoga ako uvedemo oznake: U XU; =Y i UJCU; = D Sylvesterova jednadzba je

oblika
Ao Ap| |Yu Y| [Yiu Y| |AL B _ Dy Do
0 Ag| |Yar Yo Yor Yao| | O Bao Dy Dyl

Prethodna jednadzba je ekvivalentna sljede¢em sustavu:

AYs =Dy

Yi2(AI = Byo) — Y11Bi2 = Dig — ApY5)
(Ago — AI)Y5 = Dy

AgYo — YooBog = Das + Y51Bio

Iz izraza (1) i (3) dolazimo do izraza:
Ap(Ag — /\I)_1D21 = Dy

a iz izraza (3) slijedi
Yo1 = (Ag — /\I)_1D21-

Pogledajmo sada sluc¢aj u kojemu je jedina zajednicka svojstvena vrijednost matrica
AiB M\ tj. c(A)No(B)={\}.
Sada prema (4) imamo jedinstvenu matricu Yaq, pa sada prema (2) moZzemo Y, izraziti
preko Yii:

Yis = (D1z — ApYas + Y11 Bio) (AL — Byy)
Na ovaj nacin je dobijena familija rjesenja.
U drugom slucaju, ako postoji neka druga zajednicka svojstvena vrijednost marica A
i B, koju mozemo oznaditi sa p, tj. u € 0(Ags) N o(By). Primjenom veé opisanog
rac¢una na jednadzbu (4) dobivamo:

A Yo — YooBoy = Doy + (Agy — /\I>_1D21B12-

Nakon sto provedemo postupak supstitucije unazad, jednadzba je rijeSena u potpunost.
Budud¢i da kvadratna matrica n-tog reda ima najvise n razli¢itih svojstvenih vrijednosti,
ovaj algoritam mora terminirati u najvise n koraka.
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