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Sazetak

Tema ovog zavrsnog rada je odredeni integral i neke njegove primjene u geometriji. U
prvom dijelu rada definirat ¢emo odredeni integral, iskazati najbitnije teoreme o integrabil-
nosti funkcije, povezati pojam neodredenog integrala sa problemom rjesavanja odredenog
integrala te uz primjere pokazati osnovne metode za rjeSavanja odredenog i neodredenog
integrala. U drugom dijelu rada opisat é¢emo kako se odredeni integral moze primijeniti
za rjeSavanje geometrijskih problema kao Sto su povrsina lika, volumen rotacijskog tijela i

duljina luka krivulje.

Kljuc¢ne rijeci

Problem povrsine, Darbouxova suma, odredeni integral, Newton-Leibnizova formula, po-
vrina lika u ravnini, duljina luka krivulje, volumen rotacijskog tijela, povrSina rotacijske
plohe



A definite integral and its applications in geometry

Summary

The theme of this final work is a definite integral and some of its applications in geometry.
In the first part of the paper we will define a definite integral, present the most important
theorems about the function integrability, give the relationship between an indefinite integral
and the problem of solving definite integrals, and through the different types of examples
illustrate the basic methods of solving definite and indefinite integrals. In the second part
we will describe how to apply a definite integral in solving of geometric problems such as:

area of plane shapes, finding the volume of a solid revolution and the length of a curve.

Key words

The area problem, the upper and lower Darboux sum, a definite integral, the fundamental
theorem of calculus, area of plane shapes, the length of a curve, the volume of a solid

revolution
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Uvod

Racunanje povrsine pravilnih likova poput kvadrata, pravokutnika, trokuta, itd. jedan
je od osnovnih problema u matematici. RjeSenja su dobro poznata: povrsina pravokutnika
jednaka je umnosku dvije njegove susjedne stranice; povrSina pravokutnog trokuta jednaka
je polovini umnoska njegovih kateta. To zaklju¢ujemo tako da pravokutni trokut “prosirimo”
do pravokutnika, ¢iju povrSinu znamo izracunati te uoc¢imo kako nas pravokutni trokut za-

uzima to¢no pola tako dobivene povrsine. To je prikazano na Slici 1.

Slika 1

Povrsine mnogih pravilnih likova racunaju se tako da ih na neki nacin svedemo na pravo-
kutnike.

Medutim, sto ako na$ lik nije pravilan? Primjerice, pogledajmo nenegativnu funkciju

f :]a,b] — R i skup tocaka ravnine omeden grafom funkcije f, pravcima z = a, z = b i
x-osi. Takav skup tocaka zove se pseudotrapez i prikazan je na Slici 2. Zbog zakrivljenosti
grafa funkcije f, taj skup ne mozemo rastaviti na pravokutnike.

Slika 2: Pseudotrapez T

Medutim, mozemo pokuSati nesto slicno. Zbog omedenosti funkcije f postoje realni bro-
jevim > 01 M > 0 takvi da je m < f(x) < M, za svaki € [a,b]. Ako uzmemo da
je f(x) = m, za svaki x € [a,b], dobivamo pravokutnik p upisan nasem pseudotrapezu 7.
Ako je f(z) = M, za svaki x € [a, b], dobivamo pravokutnik P opisan nasem pseudotrapezu
T. Time smo dobili jednu aproksimaciju povrSine pseudotrapeza T'. Uoc¢imo kako ¢e ona
biti veé¢a od povrsine pravokutnika p i manja od povrsine pravokutnika P. Koliko je nasa
aproksimacija to¢na ovisi o razlici izmedu M i m.

U nastavku ¢emo vidjeti kako poboljsati aproksimaciju povrsine pseudotrapeza T', a to ¢e
nas dovesti do definicije odredenog integrala.

Koristene graficke ilustracije preuzeli smo sa web stranica www.link-elearning.com,

www.holo.hr, https://repozitorij.mathos.hr



1 Odredeni integral

1.1 Problem povrsSine i definicija odredenog integrala

Kao sto smo rekli u uvodu, povrsinu pseudotrapeza 17" moZzemo aproksimirati pomocéu
povrsine pravokutnika p i P. Pravokutnik p ima stranice duljine m i (b — a). Tada njegova
povrsina iznosi m(b— a). Lako zakljuéujemo kako povrsina pravokutnika P iznosi M (b— a).

Kako je p C T C P, zbog aditivnosti povrsine vrijedi
m(b—a) < P(T) < M(b—a), (1)

gdje je P(T') povrsina psudotrapeza T.

Sto je razlika M (b — a) — m(b — a) manja, to je aproksimacija bolja.

Ukoliko ne daje zadovoljavajuc¢u aproksimaciju, mozemo ju poboljsati na sljedeéi nacin:
Na segmentu [a, b] odaberimo bilo koji broj i ozna¢imo ga s z;. Tako smo pseudotrapez T
podijelili na dva pseudotrapeza T} i Ty, gdje je [a, z1] baza od Ty, a [z1,b] baza od Ty. Kako
je f omedena na segmentu [a, b], omedena je i na segmentima [a, 1] 1 [z1,b]. Stoga postoje
nenegativni realni brojevi my, My, mo, My takvi da je m; najmanja i M; najveca vrijednost
funkcije f na segmentu [a, x|, odnosno my najmanja i M, najveca vrijednost funkcije f na
segmentu [z, b]. Analogno kao i ranije, dobivamo:

my(zy —a) < P(Ty) < My(zy — a), (2)
mo(b— x1) < P(Ty) < Ma(b — ). (3)

Znamo da je P(T) = P(Ty) + P(T3). Tada iz (2)) i (3) dobivamo:
ml(xl — a) + m2<b - ZEl) S P(T) S Ml(flfl - CL) + MQ(b - ZE‘Q). (4)

Neka je p; pravokutnik upisan pseudotrapezu 7T} i p, pravokutnik upisan pseudotrapezu Ts.
Kako je T' = T U Ty, slijedi da je p; U po skup tocaka upisan pseudotrapezu T'. Posto je
m najmanja vrijednost funkcije f na segmentu [a,b], vrijedi m < my; i m < mo. Iz toga
zaklju¢ujemo da je P(py Ups) = my(z1 — a) + mae(b— x1) > P(p) = m(b— a). Sli¢no do-
bivamo i P(P; U P2) < P(P), gdje je P, pravokutnik opisan pseudotrapezu 7T}, odnosno P;
pravokutnik opisan pseudotrapezu 7. Tako je aproksimacija bolja od aproksimacije (|1)).

Jos precizniju aproksimaciju mozemo dobiti podijelimo li segment [a, b] na jos vise pod-
segmenata. Pogledajmo kako bismo proveli taj postupak.
Definicija 1. Konacan skup tocaka P = {xo,x1,...,2,} sa svojstvom
a=xg<T1 < - -<xp,=0>
nazivamo razdiobom segmenta |a,b]. Dijametrom razdiobe P nazivamo realan broj
I(P) = max |z; — xi1].

Za razdiobu P’ kaZemo da je profinjenje razdiobe P ako je P C P'.



Primjer 1. Neka je I = [a,b] i n € N. Razdiobu P, = {x¢,x1,...,2,} nazivamo ekvidis-

tantna razdioba segmenta [a,b] ako vrijedi

b—a
Ti=a+1- , +1=0,1,...,n.
n
Neka je n € Ni P = {a = xp,21,...,b = x,} razdioba segmenta [a,b]. Pravcima
r=x9,T=2,...,¢ =2, podijelimo pseudotrapez T na pseudotrapeze T1,T5, ..., T, tako
da je [z;_1,x;] baza pseudotrapeza T;, i = 1,...,n, kao §to je prikazano na Slici 3.

/” B y=f{x)

Slika 3

Ponovno, omedenost funkcije f na segmentu [a, b] povla¢i omedenost funkcije f na svakom

podsegmentu [x;_1,x;], 7 = 1,...,n pa postoje nenegativni realni brojevi m;, M; takvi da je

m; = inf f(z), M;= sup f(x),i=1,...,n.

zE€[Ti_1,24) z€[Ti—1,%5]

Zato mozemo provesti postupak kao ranije i tada dobivamo sljedeé¢u aproksimaciju povrsine

pseudotrapeza T

> mp(ar — xi1) < P(T) < M(ay — ap). (5)

k=1 k=1

Sto je n veci, donja ograda aproksimacije ¢e rasti, a gornja padati, odnosno teZiti ¢e

prema jednom broju. Zato povrsinu pseudotrapeza T mozemo izracunati na sljede¢i nacin:

P(T) = nh_>Holo Z mk(xk - xk—l) = nh_>Holo Z Mk(xk — xk,l). (6)
k=1 k=1
Odaberimo sada proizvoljne tocke & na svakom podsegmentu [z; 1, 2;], i = 1,...,n. Kako

je m; infimum, odnosno M; supremum funkcije f na podsegmentu [x; 1, z;], vrijedi
Takoder, kako je m < f(z) < M, za svaki = € [a, b], vrijedi

m<m; <M, <M, 1=1,...,n.



Iz prethodne dvije nejednakosti slijedi
m<m <fE) <M <M, i=1,...n. (7)

Kako bismo definirali odredeni integral, definiramo:

s(f.P) = mp(ze — zi),
k=1

S(f,P) = My(xx — z5),
k=1

o(f, PAG, &) = D F&) (@ — z).

Broj s(f, P) nazivamo donja, a broj S(f, P) gornja Darbouzova suma.
Broj o(f, P,{&, ..., &, }) nazivamo integralna suma.
Pomnozimo li nejednakost s (z;—mx;_1) te sumiramo li po svim i-ovima od 1 do n dobivamo

m(b—a) < s(f, P) < o(f, P&, ...,&) < S(f, P) < M(b— a). (8)

Promotrimo sada skupove
A = {s(f, p); p razdioba od [a,b]} i B = {S(f, p); p razdioba od [a, b]}.

Iz (8) vidimo da je m(b — a) minoranta skupa B te M (b — a) majoranta skupa A, §to znaci

da postoje supremum skupa A i infimum skupa B.

Definicija 2. Donji Riemanov integral funkcije f na [a,b] definira se kao
/ f =sup{s(f,p) : p razdioba od |a,b|}.
Definicija 3. Gornji Riemanov integral funkcije f na |a,b] definira se kao

/ f=mf{S(f,p): p razdioba od [a,b]}.

Teorem 1 (vidi [3]). Ako je f : [a,b] — R omedena na segmentu [a,b], onda je

[r<] s (9)

Sada mozemo definirati odredeni integral.

Definicija 4. Za omedenu funkciju f : [a,b] — R kaZemo da je R-integrailna ako je

[ f=["f. Tajbroj tada nazivamo integral, Riemanov integral ili odredeni integral funkcije

/a ' Ha) d.

[ na segmentu |a,b] i oznacavamo



Funkciju f nazivamo integrand ili podintegralna funkcija, [a,b] podrucje integracije, x
varijabla po kojoj integriramo, a donja, b gornja granica integracije.

/abf(a:)d:c:—/baf(x)dmi /aaf(x)dx:

Ako je f integrabilna na segmentu [a, b], onda povrsinu pseudotrapeza P(T') definiramo kao

:/abf(x) dx

Po definiciji uzimamo

1.2 Osnovni teoremi i svojstva odredenog integrala

Navedimo sada nuzan i dovoljan uvjet integrabilnosti omedene funkcije f na segmentu

la, b].

Teorem 2 (vidi [3]). Omedena funkcija f : [a,b] — R je integrabilna na segmentu [a, b] onda
i samo onda ako za svaki realan broj € > 0 postoji subdivizija P segmenta |a,b] takva da je

S(f,P)—s(f,P)<e

Dokaz teorema moze se vidjeti u [3].
Prethodni teorem koristan je za dokaz sljede¢eg vaznog rezultata. Prije no Sto ga iskazemo,

prisjetimo se definicija:

Definicija 5. Za funkciju f : D — R, D C R, kaZemo da je neprekidna u tocki a € D ako:
Heine: za svaki niz (a,) iz D takav da je hm a, = a vrijedi hm fla,) = f(a).
Cauchy: za svaki € > 0 postoji § > 0 takav da

(x € Dylz —a| <d=|f(x)— fla)|] <e).
KazZemo da je funkcija f neprekidna na D ako je ona neprekidna u svakoj tocki iz D.

Definicija 6. KaZemo da je funkcija f : D — R jednoliko ili uniformno neprekidna na skupu
D, ako za svaki € > 0 postoji 0 > 0 takav da

(21,72 € D |11 — 22| < 9) = ([f(21) — f(22) < €]).

Ako je funkcija f uniformno neprekidna na skupu D, onda je i neprekidna na skupu
D, ali neprekidnost funkcije f opéenito ne povlaci i uniformnu neprekidnost. Ekvivalencija
slijedi u slu¢aju kada je D = [a, b] segment, odnosno opéenitije ako je D zatvoren skup.

Teorem 3 (vidi [3, Riemmanov teorem|). Ako je funkcija f : [a,b] — R neprekidna na

segmentu [a, b, onda je ona i integrabilna na [a,b].



Dokaz. Funkcija f neprekidna je na segmentu [a, b] pa je i omedena na [a,b]. Po Teoremu
f ¢e biti integrabilna ako za svaki € > 0 postoji razdioba P segmenta [a, b] takva da je

S(f,P) — s(f, P) < e. Svaka neprekidna funkcija na segmentu je i uniformno nerekidna na
tom segmentu. To znaéi da postoji 0 > 0 takav da je |f(x) — f(y)| < 7%, zasve x,y € [a,]]
takve da je |z —y| < 0. Neka je P = {xg, z1,...,x,} bilo koja razdioba segmenta [a, b] takva
da joj je dijametar §(P) < §. Po Bolzano-Weierstrassovom teoremu, neprekidna funkcija
segment preslikava u segment. To znac¢i da za svaki x € [r;_1, ;] postoje o', 2" € [x;_1, ;]
takvi da je f(2') < f(x) < f(2"). Pri tome je m; = inf{f(z) : © € [z;_1,2;]} = f(2),
M; = sup{f(z) : z € [xi_1, 2]} = f(a”). Vrijedi M; — m; = |f(z") — f(2')|. Kako je

|z" — 2’| < 6(P) < 4§, zbog uniformne neprekidnosti funkcije f je M; —m; < 3=
Sada imamo:
n n €
SULP) = s, P) = 3 (M = mo)(as = @) S D ol = i) = €

]

Opcenito ne vrijedi obrat Riemmanovog teorema. Dakle, ako je f integrabilna funkcija na
segmentu [a, b], ona ne mora biti i neprekidna na [a, b]. Kako bismo jednostavnije konstruirali
primjer takve funkcije, navedimo i dokazom potkrijepimo sljedeéi teorem:

Teorem 4 (vidi [1, Teorem 26.]). Ako je f : [a,b] — R monotona funkcija na [a,b] onda je

ona omedena i integrabilna na [a,b].

Dokaz. Pretpostavimo da je f monotono rastuc¢a funkcija. To znaéi da za x,y € [a,b],
r<y= f(z) < f(y). Iz toga slijedi da je f(a) < f(z) < f(b), za svaki x € [a, b], odnosno
slika funkcije f na segmentu [a, b] je omeden skup, dakle f je omedena funkcija na [a, b].
Uzmimo ekvidistantnu razdiobu P, = {zg, z1,...,2,} segmenta |a, b].

Za proizvoljan n, svaki ¢e podsegment [xy,z)_1] biti duljine b_T“ Buduéi da je f monotono
rastuca funkcija, slijedi

mp = inf  f(z) = f(zr-1),

rE€[Tp—1,Tk]

My=sup f(x)= f(zp).

TE[TK—1,Tk]

Odredimo sada donju Darbouxovu sumu.

Sn = mg(wr — Tp_1) = my (1 — T0) + ma(T2 — 1) + -+ + My (X0 — Tn1)
k=1

b—a b—a b—a
= f(zo) + f(1) + -+ f(2n-) —
Sliéno radimo i za gornju Darbouxovu sumu i dobivamo:
b—a
sn = [f(z0) + f(x1) + - + f(n-1] :
b—a




Promotrimo sada

S = 50 = () = Flao)) =2,
odakle slijedi
S = 8u + [f(2a) — fz0))” - -
Kako je
sp < sup{s(f, P) : P razdioba od [a,b]} = / f
te

S, > inf{S(f, P) : P razdioba od [a,b]} = / f
dobivamo sljede¢u nejednakost:

[ o= [ rei0- st

n

Ovo vrijedi za proizvoljan n € N, stoga imamo [~ f < [ f. Primjenom Teorema 1 dobivamo
|~ f=[_f, odnosno f je integrabilna na [a, b].

Postupak je analogan u slu¢aju kada je f monotono padajuca funkcija na [a, b]. O]
Pokazimo na primjeru kako obrat Teorema [4] ne vrijedi.
Primjer 2. Ispitajmo integrabilnost funkcije f : [0,7] = R, f(x) = sinz.

Rjesenje: Funkcija f je neprekidna na segmentu [0, 7] pa je prema Teoremu i integrabilna
na [0, 7]. Uo¢imo kako funkcija f nije monotona na segmentu [0, 7r]. Dakle, ako je funkcija

f integrabilna na segmentu [a, b], ona nije nuzno i monotona na |a, b|.

Primjer 3. Ispitajmo integrabilnost funkcije f :[0,5] — R definirane na sljedeéi nacin:

o= ,x €[0,3)
J2) = r+2 ,xel|3 .

[3, 5]
Rjesenje: Funkcija f ima prekid u tocki = 3, tj. nije neprekidna na segmentu [0,5] pa
Teorem [3| ne daje odluku o integrabilnosti funkcije f. No, kako je funkcija f monotono

rastuca na segmentu [0, 5], prema Teoremu [4f ona je i integrabilna na segmentu [0, 5].

Teorem 5 (vidi [3, Darbouxov teorem|). Neka je f : [a,b] — R omedena funkcija i (P,) bilo
koji niz razdioba segmenta |a,b] sa svojstvom da §(P,) — 0 kada n — oco. Tada su nizovi
Darbouzovih suma (S(f, P,)) i (s(f, P,)) konvergentni i pri tome vrijedi:

lim S(f, P,) = / (A, lim s(f.P) = / (f. [w.1).

n—oo n—oo

Dokaz teorema moze se vidjeti u [3].



Napomena 1. Prema definiciji 4, za omedenu i integrabilnu funkciju f na segmentu |a, b
vrijedi fff(x) dv = [_f = [ f. Tada, prema prethodnom teoremu, za svaki niz razdioba
P, takav da je lim §(P,) = 0, vrijedi

T—>00

/b f(z) dx = ILm s(f, P,) = lim o(f, P,) = lim S(f, P,).

n—o0 n—oo

3
Primjer 4. Izracunajymo odredeni integral: / dx dx.
0

Rjesenge:

Ocito je podintegrabilna funkcija f monotona na [0, 3], pa je prema Teoremu f integrabilna
na [a,b]. Po Definiciji je [ 4z = [~ 4z i ta zajednicka vrijednost jednaka je f03 4z dx.
Kako bismo izra¢unali [_ 4z, trebamo odrediti donju Darbouxovu sumu s,. Neka je n € N.
Uzmimo ekvidistantnu razdiobu P, = {x,, x1,...,2,} segmenta [0, 3]. Svaki podsegment je
tada duljine % Kako je f monotono rastuca funkcija na [0, 3], minimum funkcije f na svakom
podsegmentu od [0, 3] je vrijednost funkcije f u lijevom rubu podsegmenta, tj. my = f(x5_1),
k=1,...n. Sada imamo:

Sp = ka(xk - xk—l) = Z %f(xk—l)
k=1 k=1

3 3 3 3
=2y pe D - 3]
n—1 n—1 n—1

Suma Z?:_Oli predstavlja zbroj n ¢lanova aritmetickog niza i lako se provjeri da je

S i= @ Stoga imamo

n—1
Be=. 36(mn—1n 18, , 18
FED L A I L A

1=

3
Po Definiciji je J_ =sups, =18, odnosno / 4z dxr = 18.
0

neN

Navedimo jo§ neke rezultate s korisnim svojstvima odredenog integrala.

Teorem 6 (vidi [1, Teorem 24.]). Neka su f i g omedene i integrabilne funkcije na segmentu
la,b] te a i B proizvoljni realni brojevi.

1) Funkcija aof + Bg je omedena i integrabilna na [a,b]. Osim toga je

/ab(aerﬁg) Za/abf(ﬂﬁ) da:+6/abg(fv) dz. (10)

Drugim rijecima, skup svih na [a, b] integrabilnih funkcija je vektorski prostor, a preslikavanje

f|—>/abf(x)dx



je “linearan funkcional” na tom prostoru.
2) Ako je f(x) < g(x), za svaki x € [a,b], onda je

/a ey de < / o) d, (1)

Sto se zove monotonost integrala.
3) Funkcija x — | f(x)| je integrabilna na [a,b] i vrijedi

/ bf‘ < [l (12

Teorem 7 (vidi [I, Teorem 25.|). Neka je f : [a,b] — R omedena funkcija i neka je ona

integrabilna na svakom od segmenata |a, cl, [c,b], gdje je ¢ € {a,b). Tada je f integrabilna na

segmentu [a, b] i vrijedi

/abf(x) do = /acf(x) dx+/cbf(m) dz. (13)

Napomena 2. Formulom dano je svojstvo aditivnosti odredenog integrala po podrucju
definicije.

Kao sto ¢emo kasnije vidjeti, Teoreme 5 i 6 ¢esto koristimo pri rjeSavanju integrala kako
bi ih “rastavili” na viSe jednostavnijih dijelova.

1.3 Newton-Leibnizova formula

Rjesavanje odredenih integrala koristenjem definicije nije trivijalno ¢ak ni za jednostavne
funkcije. Zato ih u praksi rjeSavamo na drugadiji nac¢in. Prije no Sto pokazemo neke od

metoda integracije navedimo sljedeé¢e definicije i rezultate:

Definicija 7. Primitivna funkcija funkcije f - I — R na otvorenom intervalu I C R zove se

svaka funkcija F sa svojstvom da je
F'(z) = f(z), z €I

Primjer 5. Funkcija F(z) = 2* jedna je primitivna funkcija funkcije f(x) = 3z% jer vrijedi
F'(z) = 32% = f(x).

Sada mozemo iskazati sljedeci vazan teorem:

Teorem 8 (vidi [3]). Neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija na segmentu |a,b|. Ako je
F bilo koja primitivna funkcija od f na [a,b], onda je

b
/ f(z) de = F(b) — F(a). (14)



Formulu nazivamo Newton-Leibnizova formula. Pomocu nje problem rjesavanja
odredenog integrala svodimo na problem pronalaska jedne primitivne funkcije podintegralne
funkcije f, odnosno rjeSavanje pripadnog neodredenog integrala.

Definicija 8. Neka je I jedan od skupova: segment [a,b], interval {a,b), s lijeva zatvoreni
interval [a,b) ili s desna zatvoreni interval (a,b]. Skup svih primitivnih funkcija funkcije

f:I — R oznacava se [ f(x)dz i zove antiderivacija ili neodredeni integral funkcije f.

Napomena 3. Ako je F' jedna primitivna funkcija funkcije f, tada su sve primitivne funkcije
od f dane izrazom F(z)+c¢, c€ R .

Primjer 6. Izracunajmo neodredeni integral /3x2 dz.

Rjesenje: U Primjeru [5| pokazali smo da je F(x) = 2 jedna primitivna funkcija funkcije
f(x) = 322 Tada su prema Napomeni [3| sve primitivne funkcije od f dane izrazom z3 + c,
c € R, odnosno [3z*dr =1*+¢, ceR.

jus

Primjer 7. Izracunajmo odredeni integral / cosx dx.
0

Rjesenje: Znamo da je (sinx) = cosz, tj. F(xr) = sinz je jedna primitivna funkcija

podintegralne funkcije f(z) = cosx. Primjenom formule dobivamo

2 . T .
/ Cosxdx:sm§—smO:1.
0

1.4 Metode rjeSavanja integrala

Ovisno o tipu podintegralne funkcije, postoje razne metode za ra¢unanje odredenih i
neodredenih integrala. Ovdje ¢emo navesti neke od njih, a bit ¢e nam potrebne u slijede¢em
poglavlju.

1.4.1 Direktna integracija

Elementarne funkcije integriramo pomocu tablice neodredenih integrala:
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mn—&—l
1. "dx = C R —1
/ai x n+1+ reR, n#
2. /—dmzlnx—l—C’ x#0
T
3. /ezdx:ez—i-C r€eR
4. /axdx: ¢ +C reER a>0,a#1
Ina
D. /sinmdx:—cosx—i—c relR
6. /cosxdx:sinx—i-C reR
1
7. /_2 dex = —cotx +C r € R\{km, k € Z}
smlx
8. / ;— dr =tanz + C xGR\{ +k7rl€€Z}
cos? x
9. /shxdx:chx—i-C reR
10. /Chxdx:shx—l—C’ r€e€R
1
11./ dz = arcsin © + C |z| <a,a#0
a? — x? a
1 1 x
12./ dr = — arctan — + C reR, a#0
a? + x? a a
1 1
13. /2 s dr=_—In ore +C |z] <a,a#0
a—a: 20 |a—=x
14. dr =In(x + Va2 +a?)+ C reR, a#0
| == o e VT .
15. /?dx:n(ijvﬁ—a)—i-C’ |z| > a,a R
2 —a

Tablica 1: Tablica neodredenih integrala

Direktna integracija sastoji se u tome da se podintegralna funkcija primjenom osnov-
nih svojstava integrala navedenih u Teoremu [6] i Teoremu [7] dovede u vezu s elementarnim

funkcijama ¢ije integrale ra¢unamo primjenom Tablice [T}

3
Primjer 8. Izracunajmo odredeni integral / 4z dx.
0

3 3 213
/4xd:v:4/ rdr =4 r :4{?—0]:18.

_ ‘ - 2245
Primjer 9. Izracunajmo odredeni integral / 71
0 T

Rjesenje:

dx.

Rjesenje:

1,2 1,2 1 1
5 144 1

/ $2+ dx:/ H—+dx:/ 1dm—|—4/ dr = z|' + 4arctan x|’

0o 241 o x241 0 0o 241 0 0

=1—0+4arctanl —arctan0] = 1 +4arctanl =1+ 7.
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Uoc¢imo kako na ovaj algebarski nacin racunanja integrala primjenom Tablice (1] elegantnije
dolazimo do rjesenja u odnosu na nacin ra¢unanja integrala primjenom definicije pokazanom
u Primjeru

1.4.2 Metoda supstitucije

Cesto je podintegralna funkcija takva da nije moguce provesti direktnu integraciju. Tada

u nekim slucajevima mozemo koristiti sljedeé¢i teorem:

Teorem 9 (vidi [I, Teorem 31.]). Neka su I i Iy intervali, ¢ diferencijabilna funkcija na Iy
i f neprekidna funkcija na I takva da je F'(x) = f(z), za svaki x € I. Pretpostavimo da je
©(1y) C I takvo da je na Iy definirana kompozicija f o @. Za svaki par «, 8 € Iy vrijedi

B »(B)
/fwwwww:/ £(t) d. (15)

()

Dokaz. Jer je ¢ C I, slijedi da je G = F o ¢ definirana i diferencijabilna na I (jer je

kompozicija diferencijabilnih funkcija). Imamo:
B
G'(x) = F'lp(x)]¢' (z) = / flo(@)l¢(z) de = G(B) — G(a)

©(B)
=ﬂﬂ®%fwwﬂ=/ f(x) dz.

]

Dakle, iz pravila za deriviranje kompozicije dobili smo pravilo za integriranje metodom
supstitucije. Uvodenjem odgovarajuce supstitucije pojednostavljujemo podintegralnu funk-
ciju tako da novodobiveni integral mozemo rijesiti direktnom integracijom. Odabir supsti-
tucije ovisi o obliku podintegralne funkcije; ne postoji jedno “univerzalno” pravilo, ali kroz

vjezbu mozemo prepoznati najcesée ideje za rjeSavanje.
Primjer 10. Izracunajmo neodredeni integral /sinxcos 3z dx.

1
Rjesenje: Znamo da vrijedi sinx cosy = 3 [sin(z — y) + sin(z + y)], pa imamo

1
/sinx cos 3z dx = 3 /(sin 2z + sindx) dx.

Ako uvedemo supstituciju



dobivamo:

1
5 /(sin 20 +sindx) dx =

1
[/sintdt—{—/sintht} = Z[—cost—coth]

1
=—2 [cos 2z + cosdz] + ¢, c€R.

o

4
Primjer 11. Izracunajmo odreden: integml/
1

x
—dx.
Vazz+1
Rjesenje: Uzmimo supstituciju:
t=a*+1
1
—dt =xdx
2
r=1=t=2
r=4=t=17.

Sada imamo:

1 171 17
3 =il = Vit va

12

Prilikom rac¢unanja odredenog integrala nije nuzno pri koristenoj supstituciji napraviti

i zamjenu granica integracije, ve¢ mozemo najprije rijesiti pripadni neodredeni integral, pa

na kraju primijeniti Newton-Leibnizovu formulu za rjesavanje polaznog integrala u danim

granicama.

i

1
Primjer 12. Izradunajmo odredeni integral —— dx.
J J g /0 x4+ 3224+ 2

x
Rjesenje: RijeSimo najprij odredeni int 1= [ ——— dx.
jesenje: RijeSimo najprije neodredeni integral [y /x4+3x+2 x
Primjenom supstitucije:
t=a?

1

—dt = x dx

2

dobivamo

x 1 1 1 1
e S
o'+ 33% + 2 2) 2+3t+2 2) (t+1)(t+2)

Ako podintegralnu funkciju rastavimo na parcijalne razlomke, imamo

1 1 1 1 1 1
§/mdt:§[ H—ldt—/H—zdt} zi[ln(t—i—l)—ln(t—l—Q)].

Sada vratimo supstituciju i dobivamo

I = = [In(z* + 1) — In(z? + 2)] .

N | —
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Na kraju primjenom Newton-Leibnizove formule rijesimo odredeni integral:

x4+31:2+2dx7 2 0 2

/1 x In(z? +1) —In(z>+2);1  2In2—1In3
0

1.4.3 Metoda parcijalne integracije

Ukoliko ni metodom supstitucije ne mozemo izra¢unati trazeni integral, ponekad nam
moze pomoc¢i formula za derivaciju produkta iz koje dobivamo formulu za metodu parcijalne

integracije:

Teorem 10 (vidi [3]). Ako su u, v: I — R neprekidno derivabilne funkcije na intervalu I,

onda su funkcije u'v i uwv' integrabilne na I i pri tome vrijedi:

Dokaz. Neprekidnost funkcija v’ 1 v' na I povlaci neprekidnost funkcija u'v i uv’ pa su prema
Teoremu (3| one 1 integrabilne na I. Za svaki x € I, vrijedi (uv) (z) = o' (x)v(z) + u(z)v'(z).

Integriranjem dobivamo

(uwv)(z) = /u’(x)v(x) dx + /u(x)v’(m) dr,

odnosno

]

Odgovarajuca formula za ra¢unanje odredenog integrala metodom parcijalne integracije

glasi

—/ uw(z)v'(z) dz. (16)

T sin 2x

Primjer 13. Izracunajmo neodreden: integral /

Rjesenje: Kako bismo proveli parcijalnu integraciju, uvodimo supstituciju

u:g dv = sin 2z dx
1 2
du:gdx v:—COSQ x.

Slijedi

dr = — dr = — + +c, ceR

/ T sin 2x T COS 2% n / COS 2% rcos2r  sin2x
3 6 6 6 12
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Inz
Primjer 14. Izracunajmo odredeni integral / — dx.
.

Rjesenje: Uzimamo supstituciju

u=Inxz dv:%dx
T
1 1
du=—dr v=——
T T

Prema formuli imamo:

/ ln_xdw_ Inxz 2

B ln2 lnl 1 1 B 1+1In2
a 2 1 2 1) 2
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2 Primjene odredenog integrala u geometriji

Riemannov integral moze se koristiti za racunanje povrsine slozenijih likova i ploha, kao i
za racunanje duljine i volumena. Postoji mnogo literature koja proucava takve teme. Veliki
broj zadataka i primjera ilustriranih odgovarajuéim slikama moze se vidjeti i u [4].

U ovom poglavlju navodimo neke od najcesé¢ih upotreba odredenog integrala u geometriji.

2.1 Povrsina lika u ravnini

Veé¢ znamo da je povrsina pseuodotrapeza omedenog pravcima x = a, x = b, y = 01
grafom funkcije y = f(x) jednaka fab f(x) dz. Ako je psudotrapez omeden sa y-osi, pravcima
paralelnim sa z-osi, y = ¢, y = d te nekom krivuljom =z = f(y), tada sli¢no vrijedi da je
njegova povrsina jednaka fcd f(y) dy.

Ukoliko trazimo povrsinu 7' izmedu dvije krivulje /; i Iy dane jednadzbama y = fi(x),y =
fo(z) takve da je fi(x) < fo(z), za svaki z € [a,b] (vidjeti Sliku 4), dovoljno je primijetiti da
je ta povrsina jednaka razlici povrsine pseudotrapeza omedenog krivuljom [ i pseudotrapeza
omedenog krivuljom [;.
Prema tome, vrijedi:

b

P = [ @ e [ nwae= [0 - ) ar a7

Slika 4
Ako se graf funkcije f nalazi ispod x-osi, tada je povrsina tog pseudotrapeza jednaka

P(T) = —/abf(x) dz.

Ako je f takva da je f(z) > 0, za svaki x € [a,c), f(z) <0, za svaki x € (c,b], f(c) =0,
tada je povrsina lika omedenog grafom funkcijom f, z-osi i pravcima x = a, x = b jednaka:

P:/acf(x)dx—/cbf(x)dx.

Primjer 15. Izracunajmo povrsinu lika omedenog krivuljama y = 2%, y = 272% jy = 4.
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Rjesenje: Skicirajmo dane krivulje kako bismo lakse uocili podruéje ¢iju povrsinu trazimo.

8 2%

6

- 4

T
2
““““““““““ . 2{—2)(
-2 -1 1 2 3
Slika 5

Pronadimo tocke presjeka krivulja i pravca:
W=d=zr=2 2¥=4=z=—1.

Dakle, granice naseg integrala su -1 i 2. Uo¢imo da je nas lik omeden odozgo pravcem
y = 4 na cijelom segmentu [—1, 2], a odozdo krivuljom 272% na segmentu [—1, 0] te krivuljom
27 na segmentu [0, 2]. Primjenom Teorema [7| dobivamo

P = [ a—2)d "4 do—dd] 4 20 Ly
_ _ 92 — 9% dp — ‘_
(T) /1( )x+/0( ) du m—1+21n2—1 xo In2lo
3 3 9
=4 — - =12 - .
21n2+8 In2 21n2

Trazenu povrsinu mozemo dobiti i promatrajuéi nase krivulje kao funkcije varijable y:

x =logyy, = —3logy .

Sada su granice integrala 1 i 4. Dobiveni lik omeden je odozgo krivuljom log, z, a odozdo
krivuljom —% log, ¥ na cijelom segmentu [1,4]. Prema tome, trazenu povrsinu mozemo izra-

¢unati i na slijedeé¢i nacin:

4
1
P(T) = / (logy y + B} log, y) dy.
1

2.2 Duljina luka krivulje

Definicija 9. Duljina s luka AB na nekoj krivulji y = f(x) je granicna vrijednost kojoj
tezi duljina upisane poligonske crte AMiMs ... M, 1B kada broj tetiva neograniceno raste,
a duljina najveée (dakle i svake) tetive tezi k nuli.

Simbolicki to pisemo kao

gdje je m(d) = maxo;, o;=w; —x; 1, di=MM; 1,i=1,...,n.
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Slika 6 ilustrira prethodnu definiciju.

y
-<Ml
M M:]% M,.;
L R B=M,
Mi[/d, | | |
d; Yy
M0= E_]i , )i‘ G{:\, rll
| q
3 a 1"1 éi rl b g
Slika 6
Duljina svake tetive M; _{M;, ¢ = 1,...,n iznosi

Ti — Ti-1

d; = /(2 — 212 + (i — yi1)? = \/1 + <w>2(x — i)

Neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija na [a, b] i neka u tom intervalu ima neprekidnu
prvu derivaciju f’. Iskoristit ¢emo sljede¢i teorem:

Teorem 11 (vidi [3, Lagrangeov teorem|). Ako je funkcija f neprekidna na segmentu |a, b
i derivabilna na intervalu (a,b), onda postoji tocka ¢ € (a,b) takva da je

f() = fa) = f'(e)(b — a).

Primjenom Teorema [11] slijedi

Ty — Ti—1

Sada je

= lim Z\/Waz

m(5)—>0

To je integralna suma neprekidne funkcije /1 4+ f'(z)?, pa je

s = / V14 f'(z)? da. (18)

Ako je krivulja zadana parametarski, x = z(t), y = y(¢), duljinu luka ra¢unamo kao

s—/ V(2! '(t)? dt,

—
za t1, to vrijednosti parametara koji pripadaju krajevima luka AB.



Primjer 16. Lzracunajmo duljinu luka krivulje y = (v/x + 1) izmedu tocaka A = (0,1)

i B=(2,V3).
Rjesenje: Slika 7 prikazuje zadanu krivulju te tocke A i B.

— (x+ 1)3/2

Derivacija funkcije y iznosi y/(x) = =va + 1.
Prema formuli slijedi

2 9 2 13 9
= [ 41+ dr= [ {/—+ -xdr.
s /0 —i—4(x+ ) dx /0 1 +4x x

Uzimamo supstituciju

t—E—l—gx
4
9

Imamo

4 8 ,3
8—5/\/Zdt—2—7\/1_5.

Vra¢amo supstituciju i uvrstavamo granice

3 3 3
8 130\ 2_ 8 31 13
Tor AV Tt T a7 1 1

Primjer 17. Izracunajmo duljinu luka krivulje zadane parametarski s

x(t) =t —sint
y(t) =1 — cost,

za t € [0,2n].

Rjesenje: Na intervalu [0, 27| nasa je krivulja graficki prikazana na Slici 8.

18
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20f
1.5}
1.0F
05F
: 2 3 4 5 6
Slika 8

Imamo
2'(t) =1—cost, 3 (t)=sint,

pa duljina luka krivulje na intervalu [0, 27] iznosi

27 27
s:/ \/(1—cost)2+sin2tdt: \/1—2(:ost—|—0082t+sin2tdt
0 0

= 8.
0

2T
t
:2/ sin—dt:4/ sinu du = —4[cos u
0 2 0

2.3 Volumen rotacijskog tijela

Neka je f : [a,b] — R neprekidna funkcija i f(x) > 0 za svaki x € [a,b]. Rotacijsko
tijelo je tijelo nastalo rotacijom luka krivulje y = f(z) na segmentu [a, b] oko koordinatne
osi. Neka je z-os dana os rotacije.

Svakoj razdiobi p = {a = w,,21,...,2, = b} segmenta [a,b] na podsegmente [z;_1,z;], i =
1,...,n odgovara podjela rotacijskog tijela na slojeve sa visinama o;. Neka je & € [z;_1, x;].
Volumen cilindri¢nog tijela visine o i polumjera osnovke n; = f(&) iznosi mn?o; (vidjeti

Sliku 9).

Slika 9
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Suma svih volumena takvih cilindri¢nih tijela iznosi

ZWh‘Ui = WZ f(&)os.
n=1 n=1

To je integralna suma za neprekidnu funkciju 7 f2. Zato je volumen V, tijela nastalog rota-

cijom povrsine ispod grafa funkcije y = f(x) oko z-osi za = € [a, b] dan formulom

_ﬂ/f

Analogno se dobije i volumen tijela nastalog rotacijom povrsine ispod grafa funkcije x = f(y)

d
v, =7r/ () dy

Primjer 18. Izracunajmo volumen tijela nastalog rotacijom oko y-osi lika omedenog krivu-

oko y-osi za y € [c,d]

liama y = 2, y =5, x = 0 u xy-ravnini.
Rjesenje:

8 *x3

—5

Slika 10

Kako se radi o rotaciji oko y-osi, krivulju y = 23 treba izraziti kao funkciju varijable v,
tj. * = {y. Sada je traZeni volumen jednak:

5 5
3 5|5 3
%Zﬂ/(\ﬁ)”y:ﬂ/ ygdyzgy§ =§v355.
0 0 0

Izracunajmo sada volumen tijela nastalog rotacijom istog lika oko z-osi. Donja granica
integracije iznosi 0, dok gornju granicu integracije dobivamo uvr§tavanjem y = 5 u funkciju
y = 2%, tj. gornja granica integracije iznosi v/5. Zato trazeni volumen iznosi:
5 5 5 ™ |5
x x
v;:w/ (5—x3)2dx:77/ (25—10:c3+x6)d:v:7r(2535———1——)
0 0

0

2 7
:7?(25{’/__5<\Zg)4+(\375)7> :7r<357—§+@> :971'\3/?.

7 7 14
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2.4 Povrsina rotacijske plohe

Povrsina rotacijske plohe podrazumijeva povrsinu plasta rotacijskog tijela, tj. plohe dobi-
N

vene rotacijom grafa funkcije z — y = f(x), x € [a, b] oko z-osi. Uzmimo luk AB, ozna¢imo
My = A, M,, = B i podijelimo ga na parcijalne lukove

MoMy, MMy ... M; 1 M; ... M, 1M,

kao Sto je prikazano na Slici 11.

Sada konstruirajmo poligonsku crtu MoM;Ms ... M; ... M, _1M,. Pri rotaciji svaki dio po-
ligonske crte opisat ¢e povrsinu plasta krnjeg kruznog stosca.

1
1
I
I
1
1
i
1
1

8 F—-

Slika 11

Definicija 10. Poursinom rotacijske plohe naziva se granicna vrijednost kojoj tezi povrsina
nastala rotacijom upisane poligonske crte.

Neka je S duljina luka AB. Podijelimo interval OS to¢kama

S5o0=0 <81 <8<+ < §_1 <8 <+ < 8y =

S,

VY

te neka je s; — s;_1 duljina parcijalnog luka M; 1 M;.
Povrsina plasta krnjeg kruznog stosca jednaka je

P,=7s(R+r)= 27rR+ Ls.

Uvrstavanjem R = y;, r = y;_1, s = M,;_1M;, povrsina plasta krnjeg kruznog stosca dobive-
nog rotacijom dijela M;_ 1 M; poligonske crte iznosi

sz‘ = QWMMiflMZ’, 1= 1, .

Cy M.

Tada je povrsina rotacijske plohe nastala rotacijom poligonske crte jednaka

P = WZ(%’ + yim1) M1 M;.
i=1



Zamijenimo li duljine M;_; M; duljinama odgovarajuc¢ih lukova dobivamo
P = WZ(Z/Z‘ + Yir1(si — si-1).
i=1
Neka je sup |y(s)| = N. Tada je

0< WZ(% + Yir1(si — si-1) — WZ(yi +yir1 M; — 1M,
i1 i=1

i=1 i=1

= WZ(%‘ + i—1)((si = si—1) — Mi—1M;) < ZWN(Z(Si —8i1) — Z M;_1 M;).
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Kako je " | (s; — s;—1) jednaka duljini luka AB, a > | M; 1M, je jednaka duljini upisane

/N

poligonske crte u luku AB, slijedi da je

n

nhj{.lo(Z(Sz — 8i1) — Z; M; 1 M;) =0,

i=1

£,
,}EEO(” Z(yz + Y1) M1 M;) = nh_{{)lo(ﬂ Z(yz +yio1)(8i — sic1).

i=1 =1

Zbroj dvije integralne sume za funkciju y iznosi 7 Z(yz + y;i-1)(si — s;—1) te vrijedi
i=1

lim (7 Zyl(sl —8;1) = lim (7 Z Yio1(s;i — si21) = 7r/ yds,
i=1 i=1 0

n—oo n—oo

odnosno
n

Tim (7 > (it yima)(si — sim1)) =27 /OS?/(S) ds.

=1

Iz i dobivamo formulu za ra¢unanje povrsine rotacijske plohe:

P = 27r/ y(s) ds.
0

Ako je krivulja dana u parametarskom obliku z = z(t) y = y(t), t € |«, 8], onda je
B
P:27r/ y\/ x4 y'? dt.

Ako je luk AB dan jednadzbom y = f(x), x € [a, b], onda je

b
P:27r/ fx)/ 14 f'(x)? de.

3

(19)

(20)

(21)

x
Primjer 19. Izracunajmo povrsinu plohe dobivene rotacijom luka krivulje y = 3 x € 10,2],

oko x-osi.



Rjesenje: Uvrstavanjem u formulu , povrsina nastale rotacijske plohe iznosi

2 g8 23\’ o (2
P:27r/— 1+ [ —= da::—/ 3V1 + 2t dz.
;3 3 3/,

Integral rjesavamo uvodenjem supstitucije

t=1+24
1dt 3d
—dt = z° dx
4
r=0=t=1
r=2=t=1T7.

Slijedi

o [T 2 4117 17—
P=ip [ Vid=T o || T [VIT - VT = TR
12 /, 613 |h

s
9 9

Primjer 20. Integralnim racunom izvedimo formulu za oplosje kugle.
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Rjesenje: Kuglu mozemo shvatiti kao tijelo nastalo rotacijom oko x-osi kruznice K radijusa

r sa sredistem u ishodistu koordinatnog sustava koja je zadana jednadzbom a2 + y? = r2.

Oplosje kugle je tada povrsina nastale rotacijske plohe. Iz jednadzbe kruznice dobivamo

y = +v/r? — 22, odnosno kruznica je unija lukova y = v/r?2 — 22 i y = —/r2 — 22, O¢ito je

da su povrsine P i P, nastale rotacijom tih lukova jednake. Zato povrsinu rotacijske plohe

rac¢unamo kao

r /2
P:P1+P2:2P1:2-27r/ \/r2—x2\/1+[(\/r2—x2)] dx
0

" r
=47 V2 — p2—— dx = 4dnlrx
| N re]

T

= 47re.
0

[
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