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Sazetak

U ovom zavrsnom radu upoznat ¢emo se s plohama drugoga reda. Napravit éemo
klasifikaciju nekih osnovnih ploha drugoga reda. Objasnit ¢emo kako ih prikazati
pomocu linearnog operatora u prostoru. Nadalje, pokazat ¢emo kako iz dane jed-
nadZzbe prepoznati o kojoj plohi se radi.

Klju¢ne rijeci: ploha drugoga reda, kvadratna forma, svojstveni vektori, svojstvene
vrijednosti, elipsoid, hiperboloid, stoZac, paraboloid.

Abstract

In this final paper we will get acquainted with quadric surfaces. We will make
a classification of some basic quadric surfaces. We will explain how to represent
them with the linear operators in the space. Further, we will show how to tell apart
different types of surfaces.

Key words: quadric surface, quadratic form, eigenvectors, eigenvalues, ellipsoid,
hyperboloid, cone, paraboloid
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1 Uvod

U ovom radu razmatramo plohe drugoga reda. U prvoj tocki ovoga rada navodi se kla-
sifikacija koja razlikuje devet osnovnih oblika ploha drugoga reda, iskazuju se njihove
formule, osnovne znacajke i prikazuju se njihovi grafovi u koordinatnom sustavu (vidi
[5]). Definirat ¢emo plohe drugog reda pomo¢u polinoma drugog stupnja triju varijabli.
Objasnjavamo i na primjeru pokazujemo kako linearnom operatoru u prostoru pridru-
zujemo plohu drugog reda(vidi [1]], [3]). U iducoj tocki opisuje se jedan od nacina kako
iz formule pomocu determinante pripadne matrice i svojstvenih vrijednosti odrediti o
kojoj je plohi rije¢. Na kraju éemo dati primjer prepoznavanja plohi.

Slika 1. Helikoid



2 Definicija i klasifikacija ploha drugoga reda

Plohe drugog reda se u teoriji obi¢no definiraju kao skup svih nulto¢aka polinoma dru-
goga reda triju varijabli P,: R® — R,

Py (x1, X2, X3) = a11X7 + A0 X3 + A33x3 + 2121 X2 + 2013X1X3 + 2ap3%0X3 + a1 X1 + axxo + azx3 +ag
(1)

pri cemu su ajj, aj, ag € R,i,j = 1,2,3, te matrica prisutne kvadratne forme

a1 di2 413
A= |app axp axp

a13 a3 4ass

nije nul-matrica, $to znaci da je barem jedan od koeficijenata Sto stoje uz potencije reda
2 razli¢it od nule.

Sada ¢emo napraviti klasifikaciju devet osnovnih ploha drugoga reda, dati njihove for-
mule, opisati ih i prikazati u koordinatnom sustavu.

2.1 Elipsoid

JednadZba elipsoida ¢ije su glavne osi paralelne s koordinatnim osima X, y, z, a duljine
poluosi su a,b, c redom je
2 2 2

y _
a—2+ﬁ+c—2—1. @)

Slika 2. Elipsoid



Nivo krivulje elipsoida kao i presjeci s ravninama paralelnim xz- i yz-ravnhinama su
elipse. Sjecista elipsoida s koordinatnim osima su to¢ke (+a,0,0), (0, £b,0), (0,0, +£c).
Simetrican je obzirom na sve koordinatne ravnine. Omeden je.

U slucaju a=b=c imamo sferu radijusa a.

Slika 3. Sfera

U sluc¢aju a=b imamo rotacijski elipsoid.

Slika 4. Rotacijski elipsoid



2.2 Jednokrilni hiperboloid
Jednadzba jednokrilnog hiperboloida je

SN AT 3)

Slika 5. Jednokrilni hiperboloid

Nivo krivulje jednokrilnog hiperboloida su elipse. Presjeci s ravninama paralelnim xz- i
yz-ravninama su hiperbole. SjeciSta jednokrilnog hiperboloida s koordinatnim osima su
tocke (+4,0,0), (0, £b,0). Primijetimo da nema presjeka sa z-osi. Simetri¢an je obzirom
na sve koordinatne ravnine. Nije omeden.



U slucaju a=b imamo rotacijski jednokrilni hiperboloid.

\

Slika 6. Jednokrilni rotacijski hiperboloid




2.3 Dvokrilni hiperboloid
JednadZba dvokrilnog hiperboloida je

B @

Slika 7. Dvokrilni hiperboloid

Nivo krivulje dvokrilnog hiperboloida su elipse. Presjeci s ravninama paralelnim xz-
i yz-ravninama su hiperbole. Jedina sjeciSta dvokrilnog hiperboloida s koordinatnim
osima su (0,0, £¢). Primijetimo da nema presjeka sa x- i y-osima. Simetri¢an je obzirom
na sve koordinatne ravnine. Nije omeden.

U slucaju a=b imamo rotacijski dvokrilni hiperboloid.



2.4 Elipticki stozac
JednadZba stosca ili konusa je

=% (5)

Slika 8. Elipticki stoZac

Nivo krivulje eliptickog stosca su elipse. Presjeci s ravninama x=k i y=k su hiperbole,
ako je k # 0 i parovi pravaca ako je k = 0. Jedino sjeciste s koordinatnim osima je
ishodiste (0,0,0). Simetri¢an je obzirom na sve koordinatne ravnine. Nije omeden.



2.5 Elipticki paraboloid
Jednadzba eliptickog paraboloida je

SR (©)

Slika 10. Elipticki paraboloid

Nivo krivulje eliptickog paraboloida su elipse. Presjeci s ravninama paralelnim xz- i yz-
ravninama su parabole. Jedino sjesiSte s koordinatnim osima je ishodiste. Simetric¢an je
obzirom na xz- i yz-ravnine. Nije omeden odozgo.

U sluc¢aju a=b imamo kruzni paraboloid.



2.6 Elipticki valjak
Jednadzba eliptickog valjka je
SENE A @)

Slika 11. Elipticki valjak

Nivo krivulje su elipse. Kako ne ovisi o z koordinati ova jednadzba je jednostavna.
Budu¢i da dana jednadZba opisuje elipsu u xy-ravnini, ploha koju opisujemo je dobivena
translacijom elipse po z-osi.



2.7 Hiperbolic¢ki paraboloid
Jednadzba hiperbolickog paraboloida je

L (8)

Slika 9. Hiperbolicki paraboloid

Hiperboli¢ki paraboloid ima oblik sedla. Nivo krivulje su hiperbole. Presjeci s ravni-
nama paralelnim xz- i yz-ravninama su parabole. Jedino sjeciSte s koordinatnim osima
je ishodiste. Simetri¢an obzirom na xz- i yz-ravnine. Nije omeden. Centar hiperbolickog

paraboloida nazivamo sedlasta tocka.
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2.8 Hiperbolicki valjak
Jednadzba hiperbolickog valjka je

Slika 12. Hiperbolicki valjak

©)

Nivo krivulje su hiperbole. Kako ne ovisi o z koordinati ova jednadZba je jednostavna.
Bududi da dana jednadzba opisuje hiperbolu u xy-ravnini, ploha koju opisujemo je do-

bivena translacijom hiperbole po z-osi.
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2.9 Parabolic¢ki valjak
Jednadzba parabolickog valjka je

v =2px,p #0 (10)

Slika 13. Parabolicki valjak

Nivo krivulje su parabole. Kako ne ovisi o z koordinati ova jednadzba je jednostavna.
Budu¢i da dana jednadZba opisuje parabolu u xy-ravnini, ploha koju opisujemo je dobi-
vena translacijom parabole po z-osi.
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3 Prepoznavanje ploha drugoga reda

Plohe drugoga reda zapravo generiraju krivulje drugoga reda poput kruZznice, elipse,
parabole i hiperbole.

Tocka Tp = (x2,x9,x3) € E je nultocka polinoma P, onda ako vrijedi P2 (x?, x9,x3) = 0.
Skup svih nultocaka S polinoma P, je podskup u E. U pravokutnom koordinatnom
sustavu (O;eq,ep,e3) u prostoru E skup svih nultodaka polinoma P, identificira se sa
skupom svih rjeSenja jednadzbe

anx% + a22x§ + a33x§ -+ 2&12X1X2 —+ 21113X1X3 + 2!123X2X3 + aixy + 751 %) + aszXxs + ap = 0 (11)

pri cemu su ajj, aj, g € R,i,j=1,23.

Neka je nadalje A simetri¢an linearni operator kome u bazi (e) = (e1,ep,e3) pripada
matrica A(e). Ako jo§ oznadimo a = aje; + axep + azez i x = x1e1 + x2e2 + x3e3, tada
prethodnu jednadZbu moZemo zapisati u obliku

Ax-x4+a-x+ay=0. (12)

Teorem 3.1 Ako je A: Xo — Xo simetricni linearni operator na vektorskom prostoru Xy =
Xo(E), onda postoje realni brojevi A1, Ap, A3 € R i ortonormirana baza (e}, €}, e}) vektorskog
prostora Xo, tako da bude

Aey = Ae),  Aey = Azey,  Aeh = Azeh

Dokaz: Dokaz teorema se moze vidjeti u [1]]. |
Drugim rije¢ima za simetri¢ni linearni operator mozemo pronadci takvu desnu ortonor-
miranu bazu u kojoj tom operatoru pripada dijagonalna matrica.

Sukladno Teoremu 3.1 postoje realni brojevi A, A3,A3 € R i nova ortonormirana baza
(e') = (€], €, ¢}) tako da je

Aey = Me], Ay = Ay,  Aeh = Asel. (13)
Ako jos u toj novoj bazi prikazemo vektore x i 4,
X = y1€] +yaeh +yses,  a = bie] + byeh + bses,
onda jednadzba (12), odnosno (11) postaje jednostavnija

)\1]/% + )\2]/% + )\3]/% + b1y1 + bzyz + b3y3 +ag = 0. (14)
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3.1 Prepoznavanje plohi iz dane jednadzbe

U ovoj ¢emo tocki pokazati kako iz dane jednadZbe prepoznati o kojoj je plohi drugog
reda rije¢. Radi jednostavnosti napisimo jednadzbu (11) sa sljede¢im oznakama

ax® + by? + cz® + 2fyz 4+ 2gxz + 2hxy + px +qy +rz +d = 0.

Definirajmo slijede¢e matrice

a h g p
a h g b fog
F=1h b f E =
f e g f cr
3 p g r d

i uvedimo oznake

D - vrijednost determinante matrice F

A - vrijednost determinante matrice E

p3 - rang matrice F

P4 - rang matrice E

k1, k2, k3 - svojstvene vrijednosti matrice e
Zelimo izratunati svojstvene vektore i svojstvene vrijednosti matrice F, a to radimo rje-
Savajuci jednadZzbu

Fx = kx

t,

Sto moZemo zapisati kao

a—k h g X1
[h U fIHZO. 05

a—k h g
h b—k f |=0
g f c—k
Sto je ekvivalentno jednadZzbi
K+ Ik +Jk—D =0, (16)
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pri cemu je
D - vrijednost determinante matrice F
I=a+b+c
J =ab+ac+bc— f>—g*>—h?
Sada Zelimo rijesiti jednadzbu (16). Svako rjjeSenje te jednadzbe predstavlja jednu svoj-
stvenu vrijednost. Zatim svaku od dobivenih svojstvenih vrijednosti uvrstimo u jed-
nadZbu (15) i rijeSimo ju po nepoznanici x, pri ¢emu je

X1
X = [X2
X3

Plohe prepoznajemo pomocu Cetiri podatka: p3, ps, predznaka determinante matrice
E ijesu li ili nisu sve svojstvene vrijednosti istog predznaka. U Tablici 1. navodimo
kriterij za prepoznavanje nekih ploha drugog reda(vidi [4])

svojstveni vektor.

Ploha | p3 | pa | Predznak A | Isti predznak sv. vrijednosti?

Elipsoid | 3 | 4 - da

Jednokrilni hiperboloid | 3 | 4 + ne

Dvokrilni hiperboloid | 3 | 4 - ne

Stozac | 3| 3 ne

Elipticki paraboloid | 2| 4 - da

Hiperbolicki paraboloid | 2 | 4 + da

Elipticki valjak | 2 | 3 0 da

Hiperbolicki valjak | 2 | 3 0 no
Parabolicki valjak | 1| 3 0

Tablica 1: Prepoznavanje nekih ploha drugog reda
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3.2 Primjer

Primjer 3.1 Treba pronaci skup svih rjesenja jednadzbe(vidi [3l])

7x3 4 6x5 + 5x3 — 4x1xp — 4xox3 — 6x7 — 24x7 + 18x3, +30 = 0.

7 -2 0
Kvadratna forma iz gornje jednadzbe ima pridruZenu matricu A = [2 6 2] .

0 -2 5
Svojstveni polinom pridruZenog linearnog operatora A je P(A) = A3 — 1842 + 991 — 162.
Nultocke svojstvenog polinoma jednake su svojstvenim vrijednostima linearnog operatora A

A =09, Ay =6, Az = 3.
Pripadni svojstveni vektori redom su

U1 = (.A — )LgI) (.A — )ng)el = 4(261 — 2er + 63),
vp = (A—MZL)(A—A3T)e; = 2(—2e1 — ep + 2e3),
U3 = (.A — )\11')(./4)\21)81 = 2(61 + 26, + 263),

odakle dobivamo ortonormiranu bazu

1 1 1
el = 5(261 —2ey+e3), éh= 5(—261 —ey+2e3), e = 5(61 + 2e5 + 2e3).

Vektor a u staroj bazi (e) je oblika a = —6eq — 24e; + 18e3. Njegove komponente u novoj bazi
(¢') oznacimo s by, by, bs. Buduéi da je b; = a - ef,i = 1,2, 3, dobivamo prikaz vektora a u novoj
bazi (¢')

a=(a-e))e;+ (a-ey)e,+ (a-ey)es = 18e] + 24eh — be

Zbog toga polazna jednadZba poprima sljedeci oblik

9y3 + 6y3 + 3y3 + 18y; + 24y, — 6y3 + 30 = 0,

Sto je ekvivalentno

nit+1)? , (p+2? (-1

z 1 2
Dobivena jednadzba predstavlja jednadzbu elipsoida s centrom u tocki (-1, -2, 1) s osima pa-

ralelnim koordinatnim osima i duljinom poluosi: \/g, 1,V2.
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Koristeci programski sustav Mathematica nacrtat cemo plohu ovog elipsoida

Slika 14. Elipsoid

17
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