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Uvod

Teznja je covijeka biti okruzen oku ugodnim stvarima i djelima. Rezultati brojnih
istrazivanja pokazuju da prilikom izbora likova kao oku ugodnih, omjeri odgovorajucih
duzina su priblizno jednaki jednoj konstanti, broju. Kroz povijest taj se broj nazivao
zlatna sredina, bozanska proporcija, Phidiasova srednja vrijednost, a danas je najpoz-
natiji kao zlatni rez. Oznaka za taj broj je ¢, prema prvom slovu imena grcékog kipara
Fidija (Phidiasa) koji je ovaj broj koristio pri kompoziciji svojih gradevina, no cesto
mozemo pronadi da se oznacava i sa 7 Sto dolazi od grcke rijeci "tome", Sto znaci rezati.
Kazemo da je duzina podijeljenja u omjeru zlatnog reza, ako je omjer duljine veceg

dijela duzine prema duljini manjeg dijela jednak omjeru duljine cijele duzine prema
1+v5

5
Zlatni rez susrece se jos od vremena antike, a susrece se u arhitekturi, slikarstvu,

duljini veteg dijela. Taj omjer je jednak vrijednosti iracionalnog broja

kiparstvu, glazbi, a u novije vrijeme cak i u modernoj tehnologiji. Njega opisuju kao
oku ugodan omjer. Navedimo rec¢enicu poznatog astronama i matematicara Johannesa
Keplera: "Geometrija ima dvije dragocjenosti: Pitagorin teorem i zlatni rez." Upravo
ovom recnicom naglasena je prisutnost i ljepota ovog pojma.

Prva knjiga posvecena zlatnom rezu je objavljena 1509. godine. To je knjiga De
Divina Proportione talijanskog matematicara L. Paciolia. Taj broj je pobudio veliki
interes u matematickom svijetu jer ima vrlo zanimljiva svojstva.

U ovom diplomskom radu bit ¢e razmatrana znacajna svojstva zlatnog reza. Ele-
menti iz povijesti prisutnosti ove konstante bit ¢e navedeni. Osim toga, bit ¢e prikazane
i neka konstrukcije zlatnog reza, od jedne od prvih konstrukcija koja se nalazi u Euk-

lidovim FElementima do konstrukcije za koju je potreban samo Sestar.



1 Povijest zlatnog reza

U ovom poglavlju navest ¢emo znacajne elemente iz povijesti zlatnog reza. Ne moze
se redi sa sigurnoséu kada se zlatni rez prvi puta pojavio u civiliziranom svijetu. Ono
sto se prema dosadasnjim saznanjima moze reéi je da se prvi put pojavljuje u Starom
Egiptu pri konstrukciji Keopsove piramide u Gizi, jednog od sedam svjetskih ¢uda koje
i dan danas postoji. No, i danas se jos ne zna je li arhitekt Hemiunu bas predvidio
dimenzije piramide u omjeru zlatnog reza. Cetiri su godine arheolozi proucavali tu
piramidu i izvana i iznutra. Promatrajuc¢i vanjske dimenzije piramide na razli¢ite se
nac¢ine moze uociti pojava zlatnog reza, broja ¢. Razmotrit ¢emo neke prisutnosti
zlatnog reza. Prvo treba naglasiti da su dimenzije piramide izrazene u cubitima. To
je mjerna jedinica koja se u to vrijeme i koristila, a bazirala se na duljini odredenoj

udaljenoséu lakta i vrha srednjeg prsta (oko 52.25 cm).

Slika 1.1: Keopsova piramida

|AB|  ha 356

W = % = 590 ~ 1.618181...
Kako se vidi na slici 1.1 visina piramide je 280 cubita, polovina duljine brida baze je
220 cubita i duljina visine pobocke je 356 cubita. Omjer polovine duljine brida baze i
visine pobocke je priblizno jednak vrijednosti zlatnog reza. Kada se gleda omjer visine
piramide i polovine duljine brida baze dobije se vrijednost koja odgovara korijenu broja
¢ (1.27272...). Primjenom danasnjih moguc¢nosti za mjerenje, Keopsova piramida ima

sljede¢e dimenzije:

Stranice baze (a) | Visina pobocke (ha) | Visina piramide (h,) ha/$
230.56 m 186.54 m 146.45 m 1.61813471 (= ¢)

Je li arhitekt stvarno samim dizajnom odredio da piramida bude takva, nemoguce
je znati. Ovdje je istaknuto ono $to se mjerenjem moze dobiti.
U povijesti zlatnog reza, sljedec¢e znacajno otkri¢e vezano je za Pitagorejce, koji su

zlatni rez uz mnoge druge primjene, koristili u svojim glazbenim istrazivanjima.
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Prvi zapis vezan za zlatni rez pojavljuje se u jednoj od najvaznijih matematickih
knjiga, Euklidovim Elementima. Elementi su pisani u 3. stoljecu prije Krista i u njima
su usustavljena dotadasnja dostignuc¢a u matematici. Elementi se sastoje od 13 knjiga,
a na dva mjesta se spominje zlatni rez: u knjizi 2, propozicija 11., konstruira se duzina
(slika 1.2), koje je presjecena tako da pravokutnik ima duljine stranica jednake duljini

cijele te duzine i njenog jednog dijela ¢ija je duljina takva da je nad njom kvadrat.

D G
F — "
//
r
!
.l"
A C B

Slika 1.2: Euklidova definicija zlatnog reza

Prema toj propoziciji definicija zlatnog reza je sljedeca:
,Danu duZinu podijeliti tako da pravokutnik obuhvacen cijelom duZinom i jednim od-
sjeckom, bude jednak kvadratu na drugom odsjecku.*

U ovom slu¢aju Euklid upuéuje na to da je duZina AB podijeljena u omjeru zlatnog

|AB|  |AC]
|AC| — |CBJ

reza tockom C te da vrijedi a to je upravo sama definicija zlatnog reza.

Sljede¢a pojava zlatnog reza je kod grékog kipara Fidije (Phidias). Njegova kons-
trukcije Partenona u Ateni i skulptura koje krase Partenon, kao sto je Zeusov Kkip,
takoder odrazava zlatni rez. Brojni matematicari za oznaku zlatnog reza koriste grcko

slovo ¢ koje je upravo prvo slovo Fidijevog imena na gréckom, ¢etdrag

Slika 1.3: Partenon

Na slici 1.3 mozemo vidjeti kako se Partenon uklapa u zlatni pravokutnik. Takoder,
mozemo uociti broj pojavljivanja zlatnog reza. Jos dan danas, nitko ne moze sa sigur-

noséu reci da je Fidije bas na umu imao zlatni rez dok je konstruirao Partenon.



Ako nastavimo dalje pratiti povijesni trag zlatnog reza, pronaé¢i ¢emo zlatni rez u
knjizi De Divina Proportione (The Divine Proportion), napisanoj 1509. godine. Njen
autor je francuski fratar i matematicar Fra Luca Pacioli (cca 1445.-1514. ili 1517.).
Knjiga sadrzi crteze pet Platonovih tijela, talijanskog slikara, kipara i arhitekta te
takoder matematicara Leonarda da Vincia (1452.-1519.).

1618 T
i
|

Slika 1.4: Vitruvijev Covjek

Da Vinci je takoder nacrtao i Vitruvijevog ¢ovjeka (Vitruvian Man) oko 1487. go-
dine. To je slika muskog tijela, koja je primjer dobre aproksimacije broja ¢. Zlatni rez
se pojavljuje u ¢injenici da je udaljenost od pupka do vrha glave podijeljena s udalje-
nos¢u od stopala do pupka (pupak je upravo srediste kruga) jednake 0.656.

Kada bi gornji vrhovi kvadrata bili blize kruznici tada bi vrijednost spomenutog omjere
bila jos bliza vrijednosti zlatnog reza. To se moze vidjeti na drugoj slici (slika 1.4),
gdje je radijus kruga 1, a stranice kvadrata su duljine 1.618, priblizno jednako broju ¢.

Postoji jos mnogo primjera u umjetnosti i arhitekturi u kojima se pojavljuje zlatni
rez, no i danas se za vec¢inu njih ne moze re¢i da su umjetnici, arhitekti bas zeljeli
napraviti svoja djela u omjeru zlatnog reza jer ne postoje nikakvi dokazi. Neke od

takvih primjere vidjet ¢emo u posljednjem poglavlju.



2 Definicija i numericka vrijednost

Za duzinu koja je podijeljena na dva dijela tako da se dulji dio duzine (a) odnosi prema
kracem (b) kao cijela duljina duzine (a + b) prema duljem dijelu (a), kazemo da je

podijeljena u omjeru zlatnog reza. Simbolicki,

a a+b

b a

a b
Slika 2.5: Definicija zlatnog reza

Ovaj omjer ima vrlo specificnu numericku vrijednost. Da bi mogli odrediti nu-
mericku vrijednost rijesimo jednadzbu koju dobijemo, upravo iz prethodno navedenog
omjera, a®> = ab + b*. Jednadzbu moZemo zapisati i kao a? — ab — b*> = 0 te je rijesiti
ili po a ili po b. Imamo

b(1+/5) b(1 —/5)

011:7, a2:

2 2
Kako duljina ne moze biti negativna, zanemarit ¢emo negativno rjesenje. Dakle,
a Vh+1
b 2
sto je upravo vrijednost zlatnog reza, ¢. Pogledajmo i recipro¢nu vrijednost od ¢,
1 2 1-+5

— = ——— te pomnozimo li to sa
6 11v5 " -5
2 1-v5 V6-1 1

dobivamo

1+v5 1—+/5 2 ¢

Aproksimativne vrijednost broja ¢ (slika 2.6)i njegove recipro¢ne vrijednosti (slika

2.7) vidljivi su na navedenim slikama.



=1.61603358874989484B2045868343656381177202091798057628621
3544B862270526004628183024497072072041893911374847 540880753
B6BE91T7E212663386222353693175231R00607667263544333850B65959
3558329056363226613199328290267BE0675208700689250171165620703
2221042216260954862629631261443E8149758701220240E05887954454
F4592461B56953648644492410443207713449470495658467BES09E 74
333442212544877066473093158846074558871240076521705751737388
3416625624940758906%9704000281 2104276 217711017778053153171410
117046665991466979873176135600670874B07101317952368%42752149
48435305678300228785699 78297 7E2478458782289110976250032020
9615617002504643382437764861026383126833037242926752631165
33924731671112115BE18638513316203840052221657912B6675294654
S0681131715993432359734594598509040947621322259810172610705961
164562599059816290555208524750352406020172799747175342777549
277862561943208275051312181562655122248093594712341451702237
I5B0L7727B616008688382552304592647878017889932195027077650
33953219681986151437803149374110692608807429622675756052317

Slika 2.6: Aproksimativna vrijednost broja ¢

=.61803358874989484B20458683436563811772020917980576286213
S44E62270526040281490244537072072041893911374847540E8B807538
EBO1FLIL2E602280222353693175921B006076672623544333890E6509592
558290562383226613155328290267BB0675208760892501711696207032
22104321626954862629631361443614575870122023408058873544547
452461 85695364864449241044320771344947049565846TEB509E8743
3544221254487 7066478031588460745588712400765217057517373882
4166256249407589069704000281 210427621 77111777805315317141011
F0466659914665979873176135600670B74807101317952368942752194
B42C30C67E200228785699782977E247E4587082289110976250020269
61561700250464338243776486102638312683303724259267526311653
3532473167111211586186385133162038400522216579128066752946549
06911317159593432359734949850904094762132229810172610705%611
&4L629000816290555208524790352406020172799747175342777592
F78e2561943208275051312161562B551222480935947123414517022373
SBOSFY27BE16008688382952304592647878017889921950270776503
895321568159E6151437803145957411069260B86742596226757560523172

Slika 2.7: Aproksimativna vrijednost 1/¢

Uocavamo da vrijednost broja ¢ ima jedinstvenu karakteristiku. Osim ¢injenice da
je produkt broja sa svojom recipro¢nom vrijednoséu jednaka 1, imamo i da je razlika
broja ¢ i njegove recipro¢ne vrijednosti jednak 1, odnosno ¢ — 5 = 1. Upravo je ¢
jedini broj za kojeg vrijedi to svojstvo.

Prvi matematicar koji je izracunao vrijednost broja ¢ na pet decimala je Michael
Maestlin (1550.-1631.), a bio je jedan od Keplerovih ucitelja. U sljedecoj tablici nave-

deni su podaci o racunanju vrijednosti broja ¢ kroz povijest.



Godina | Broj decimalnih mjesta Matematicar
1966. 4 599 M.Berg
1976. 10 000 J. Shallit
1996. 10 000 000 G. J. Fee i S. Plouffe
2000. 1 500 000 000 X. Gourdon i P. Sebah
2007. 5 000 000 000 A. Trlande
2008. 17 000 000 000 A. Trlande
2008. 31 415 957 000 X. Gourdon i P. Sebah
2008. 100 000 000 000 S. Kondo i S.Pagliarulo
2010. 1 000 000 000 000 A. Yee

Navedimo neka svojstva ovog broja. Sto mozemo reéi o potencijama broja ¢? Kako

bi to mogli bolje razmotriti prvo ¢emo odrediti vrijednost broja ¢ u terminima samog

&,

+1=0+1.

2
2 VE+1)  54+2V5+1 2v546  V5+3 V541
- 2 N 4 B 4 22

Dakle imamo ¢? = ¢ + 1. Iz ove jednadZbe moZemo generirati zanimljive matematicke
izraze kojima bi pokazali vrijednost broja ¢. Ako korjenujemo obje strane imamo

¢ = +/1+ ¢ . Ako zamijenimo ¢ ispod korijena sa ekvivalentnom vrijednos¢u koju smo

o= \1+1+0

Ponavljanjem tog postupka dolazimo do izraza

prethodno dobili imamo

O =|1+4|1+ 1+J1+\/1+\/1+\/1+\/1+....

Promotrimo sada izraz

r=,|1—41- 1—J1—\/1—\/1—J1—7\/ﬁ.

Do vrijednost od x mozemo do¢i na sljede¢i nacin:

Imamo beskonacan broj korijena u tom izrazu. Bez gubitka to¢nosti, mozemo pri-
vremeno zanemariti najudaljeniji korijen i vidjeti da je preostali izraz zapravo isti kao
izvorni. Stoga, ako zamijenim tu vrijednost od varijable x s originalnim izrazom imamo
r = /1 — 2. Kada kvadriramo taj izraz dobivamo kvadratnu jednadzbu z? = 1 — x,

odnosno ?> + r — 1 = 0. RjeSenje te jednadzbe (ignorirajuéi negativno rjeSenje) je

V5—1
2

r = ~ 0.61803, sto je zapravo g Ponovo smo dobili jednu zanimljivu vezu



1
izmedu ¢ i —:

¢

¢ =1+ \|1+\[1+ 1+\/1+\/1+ 1+ V1T

R N O N

Sada mozemo pogledati sto se dogada sa potencijama broja ¢. Kako bi lakse uocili

neke Cinjenice rastavit ¢emo potencije broja ¢ na komponente, na sljede¢i nacin:

¢ =¢+1
¢3=¢-¢2:¢(¢+1)=¢2+¢=(¢+1>+¢=2¢+1

Pt = = (p+D(p+1)=¢*+20+1=(¢p+1)+20+1=3¢0+2

¢° = ¢3¢2 20+ 1) (¢ +1) =2¢0>+30+1=2(¢p+1)+3¢0+1=5p+3

= = (20 +1)(20+1) =4¢*> + 49+ 1 =4(¢p+ 1) +4p+1=8p+5

¢ =0 = (30 +2)(20+1) =60 +To+2=6(p+1) +Tp+2=13¢ + 8

¢ = ¢t = (30 +2)(3p +2) =90 + 120 +4=9(¢p + 1) + 126 +4 = 21¢ + 13
¢ = " = (56 +3) (3¢ 4+ 2) = 15¢* + 196 + 6 = 15(¢ + 1) + 19¢ + 6 = 34¢ + 21
¢ = ¢°¢° = (5¢ + 3)(5¢ + 3) = 25¢* + 30 + 9 = 25(¢p + 1) + 30¢ + 9 = 55¢ + 34

Vec¢ iz izraza za prvih deset potencija mozemo uociti pravilnost. Ako nastavimo dalje
potencirati broj ¢, zapis svake potencije broja ¢ je zapravo jednak visekratniku broja ¢
zbrojenog s nekom konstantom. Takoder, daljnjim potenciranjem uocavamo da koefici-
jenti koji se dobiju uz ¢ i konstante prate sljedeci uzorak: 1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55, 89,
144 ... Ovaj niz brojeva je jako dobro poznat, a to je upravo Fibonaccijev niz brojeva.

Dakle potencije broja ¢ bi opéenito mogli napisati kao

¢ = Fnp+ .

Moze se pokazati da vrijedi

. Fn+1 1+ \/5
lim = .

No, ako gledamo i negativne potencije detaljnijim razmatranjem, dosli bi do sljedeceg

zakljucka:

o+ (1) =



gdje je L, n-ti Lucasov broj. Lucasov niz brojeva je sljedeé¢i: 1,3,4,7,11,18,.... Niz

Lucasovih brojeva je rekurzivno definiran sa

Ln+1 =L, + Ln—lavn € Na
LO = 2,L1 = 1

Vidimo da Fibonaccijev i Lucasov niz imaju istu rekurzivnu relaciju, ali se razlikuju u

pocetnim uvjetima.

10



3 Konstrukcije zlatnog reza

Zlatni rez se moze i geometrijski konstruirati i to na vise razli¢itih nacina. U ovom
poglavlju navest ¢emo deset nacina konstrukcija zlatnog reza. Biti ¢e prikazana i jedna
od najstarijih konstrukcija, Euklidova konstrukcija, zatim razli¢ite konstrukcije ravna-
lom i Sestarom te jedna konstrukcija koristenjem samo Sestara. Prvo ¢emo objasniti

najjednostavniju i najpopularniju konstrukciju zlatnog reza.

Konstrukcija 1.
Ova konstrukcija pocinje od jedini¢nog kvadrata ABCD kao na slici 3.8. Neka je
M poloviste stranice AB.

%]

—
o
—

A iom 1 B Jg1  |E
2 2 -
Slika 3.8

Konstruirajmo kruzni luk radijusa |MC| (srediste M) te njegov presjek s pravcem AB
ozna¢imo sa E. U ovom sluc¢aju duZina AE podijeljena je tockom B u omjeru zlatnog

reza. Dokazimo to.

AB AF
Treba dokazati: \‘BE‘] = IABI

Primjenom Pitagorinog teorema na AM BC' imamo

1 1 5} )
IMCF = B+ |BCP = (3 + 12 = 2 4122 s = 22

Nadalje imamo

|BE| = |ME|—|MB|=|MC|— |MB| =
VO

|AE| = |AB|+ |BE| =1+

2 2
AB AE
Sada mozemo dokazati jednakost omjera ||BE‘| = }AB:

11



VB +1

1

_ 2
V5 -1 I
2
5—1 5+1
sto je istina jer (\/_2 ) . <\/_2+ ) =1-1=1.

Dakle, tocka B dijeli segment AE u tzv. ,unutarnjem® zlatnom rezu

AB] 1 V6-1
[AE] B2

Isto tako, moze se reéi da tocka E dijeli segment AB u tzv. ,vanjskom® zlatnom rezu

|AE|  V/5+1
IAB] 2

Ako promotrimo pravokutnik AEF' D mozemo uociti da je omjer duljina njegovih stra-

nica:

AB| 3L (541
\[EF| 1 2

= ¢.

Takav pravokutnik se naziva zlatni pravokutnik. O zlatnom pravokutniku ¢emo reéi

nesto vise kasnije.

Konstrukcija 2.
Sljedeca konstrukcija je Euklidova konstrukcija zlatnog reza koja je varijacija prve
konstrukcije.

Slika 3.9

Euklid koristi pravokutni trokut ABC's duljinama kateta 1 i % kao na slici 3.9. Konstru-

iran je kruzni luk s sredistem u tocki C i radijusom |BC| te je duzina AC produZena

12



preko vrha A do tocke D. Neka je tocka E presjek kruznog luka, s centrom u A i
radijusom|AD], i pravca AB.

)
Primjenom Pitagorinog teorema jasno je da je |BC| = \g— te oznaCimo |AD| = z.
Imamo:
5 1 5—1

x = |AE| = |AD| =|CD| - |AC| = |BC| — |AC| = \g— —5= \/_2

VBl 3-8
2 2

AE| Y31 51 3+\/5_\/5+1_¢
|BE)| 3-v6 345 345 9 :

2

IBE| = |AB| - |[AE| =1 -2 =1

Upravo smo dobili da tocka E dijeli AB u omjeru zlatnog reza te time dokazali isprav-

nost konstrukcije.

Konstrukcija 3.
I kod ove konstrukcije koristimo pravokutan trokut ¢ije su duljine kateta u omjeru

2:1. U ovom sluéaju podijelit éemo duzinu AB u omjeru zlatnog reza.

A J5 F'] o5y B

Slika 3.10

Prvo konstruiramo pravokutan trokut ABC' tako da vrijedi |AB| =21 |BC| = 1, (slika
3.10). Primjenom Pitagorinog teorema na AABC dobivamo |AC| = /22 + 12 = /5. .
Konstruiramo kruZnicu sa sredistem u tocki C' i radijusom 1. Sjeciste AC' s kruZnicom
ozna¢imo s F. Sada konstruiramo kruznicu sa srediStem u A i radijusom |[AF], a
presjek kruznice s AB ozna¢imo s P. Kako je |[AF| = v/5 — 1, to je |AP| = /5 — 1.

AP
Nadalje, |BP| =2 — (v/5 — 1) = 3 — v/5. Odredimo omjer ||BP||
|AP| V51 3+\/3_\/5+1_¢

IBP|  3-5 3++v5 2

Dokazali smo da tocka P dijeli segment AB u omjeru zlatnog reza.
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Konstrukcija 4.
Sljedeca konstrukcija je konstrukcija pomocu tri jedini¢na kvadrata. Opet nam je

cilj konstruirati tocku koja duzinu dijeli u omjeru zlatnog reza.

J 1 H 1 5 1 F

Slika 3.11

Prvo krenemo od toga da imamo tri jedini¢na kvadrata, ABH.J, BDGH, DEFG, kao
na slici 3.11. U ovoj konstrukeiji koristimo teorem o simetrali unutarnjeg kuta trokuta:
Simetrala unutarnjeg kuta trokuta dijeli tom trokutu nasuprotnu stranicu u omgjeru

duljina preostalih stranica.

BH BC
Jer je HC simetrala kuta BHFE dobivamo IEHI = ICE|| Primjenom Pitagorinog
1
teorema na AHFE dobivamo |HE| = /5. Sada imamo 7 = %, odakle slijedi
—x
2 1
r=——-=—.
VE+1 ¢

Prema tome, mozemo zakljuciti da toc¢ka B dijeli segment AC' u omjeru zlatnog reza,

AB] 1 Vb+1

|BC| =« 2

Konstrukcija 5.

Ovo je jednostavna konstrukcija zlatnog reza koja zahtjeva konstrukciju jednako-
kra¢nog trokuta unutar kvadrata.
Neka vrh F, trokuta ABFE, lezi na stranici C'D kvadrata ABCD i neka visina EM
sijee upisanu kruznicu tom trokutu u tocki H (slika 3.12). Zlatni omjer ovdje se

pojavljuje na dva nacina. Prvo, ako je stranica kvadrata duljine dva, onda je radijus

upisane kruznice r = —, a drugo je sto tocka H dijeli duzinu EM u omjeru zlatnog
|[EM|
reza = ¢.
" |HM| ¢

Neka je dan kvadrat duljine stranice 2. Trokut ABE je jednakokracan trokut duljine

osnovice 2 i visine 2. Nadimo radijus tom trokutu upisane kruznice prema formuli za
radijus upisane kruznice trokuta r = — gdje je P povrsina trokuta, a o opseg trokuta.
0

Primjenom Pitagorinog teorema na trokut M BE dobivamo |BE| = |AE| = /5 pa je

14



A M B

Slika 3.12

opseg trokuta ABE 2 + 2+/5. Kako povrsina trokuta ABE iznosi 4 za radijus upisane

VE-1 1

2
kruznice trokuta dobivamo , odnosno r = —. Sada lako dobivamo
14++5 2 )
\EM| 2 1 s
\HM| 2r ¢ 7

Konstrukcija 6.
Navest ¢emo sada jednu konstrukciju zlatnog reza, koristenjem kruznice i pravokut-

nog trokuta.

o

Slika 3.13
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Na slici 3.13 imamo pravokutni trokut AABC' s katetama duljine 3 i 4. Simetrala
LABC sijece stranicu AC' u tocki G. Tocka G je srediste kruznice radijusa |GC|. BC
i AB su tangente te kruznice. Kako simetrala kuta dijeli nasuprotnu stranicu u omjeru

preostale dvije imamo

|AG| |AB| 5 5
1251 _1IAPL_ 2 ag) = 2ac.
|GC| |BC| ¥ 4G 3’GC’
: . 5 8 3
Kako je |AG| + |GC| = 4 imamo §|GC’| +|GC| = §|GC| =4, odnosno |GC| = 5 pa

_ d
je |[AG| = 7

3 3
|GC| = |GD| = |GE| = |GF| su radijusi kruznice pa imamo |FG| = 5 i|GE| = 3

Primjenjujuci Pitagorin teorem na AGBC' imamo
9

45 3
|GBJ* = |BC]* + |GC|* =9 + 1= |GBl = 5\/5.

Sada moZemo pokazati da toc¢ka E dijeli duZinu BF u omjeru zlatnog reza:

|IBF| |GF|+|GB| 3+3V5 5+1
|[FE| |GF|+|GE|  2+4+2% — 2

Slicnu konstrukciju s pravokutnim trokutom otkrio je Gabries Bosia razmisljajuéi o

moguc¢im potezima skakaca u sahu.

Konstukcija 7.

Navedimo sada konstrukciju pomocu tri koncentri¢ne kruznice radijusa 1, 2 i 4.

Slika 3.14

Neka je PR tangenta najmanje kruznice u tocki 7' takva da sijeCe preostale dvije
kruznice u tockama P, Q i R (slika 3.14). Uz |[AM| = |AB| =11 |BC| = 2 primjenom
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Pitagorinog teorema na AMQT i AM RT imamo

QT =V22 =12 =3
|RT| = V42 — 12 = /15,

Sada moZemo pogledati duljine duzina PR i PQ te njihov omjer:

|PR| = |RT| + |PT| = |RT| + |QT| = V15 + V3 = V3(v/5 + 1)
|PQ| = |PT| +|QT| = 2v3
PRl V3(v5+1) V6+1
PQl 2v3 2

Ovime smo pokazali da toc¢ka @ dijeli PR u omjeru zlatnog reza.

Konstrukcija 8.
U ovoj konstrukeiji imat ¢emo tri kruznice radijusa » = 1 koje se dodiruju izvana

kao na slici 3.15.

=
=y
-

Slika 3.15

Iz slike je vidljivo da je |AE| = 2 i |BE| = 4. Primjenom Pitagorinog teorema na
AABE imamo |AB| = /22 + 42 = 2/5. Zbog simetri¢nosti vrijedi |AC| = |BD| i
zbog |C'D| = 2 imamo
|AB| = |AC| + |CD| + |BD| = 2|AC| +2 = 2V/5
iz ega slijedi |AC| = /5 — 1 te
|AD| = |AB| — |BD| = |AB| — |AC| = 2v5 — (V65 —1) = V5 + 1.

|AD|  VE+1
|CD| 2

tocku koja duzinu dijeli u omjeru zlatnog reza.

Omjer nam daje vrijednost zlatnog reza, odnosno konstruirali smo

Konstrukcija 9.
Sljede¢u konstrukciju zlatnog reza popularizirao je Hans Walser koji je tri kruznice

smjestio u koordinatni sustav na nacin prikazan na slici 3.16.
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/ | /-EC ~.3 | | \:
| A \NEER
\ Gl 1 KMEJFH )

Slika 3.16

my

Kruznica radijusa 1 je smjestena u dvije kruznice radijusa 3. Uz |AE| = |EF| =
|GH| = 31 |BC| = 2 primjenom Pitagorinog teorema na AAEM imamo da je |[AM| =
V5. Nadalje, |AB| = |AM|+|BM| = v/5+ 1, pa mozemo pogledati omjer |AB| : | BC|

i on je upravo jednak broju ¢.

AB| _ VB+1
\BC| 2

o.

Takoder pogledamo li i |BC| : |AC| opet imamo ¢,

|BC| |BC)| 2 B+
|AC|  |AM|—|CM| 5-1 2

Konstrukcija 10.

Slika 3.17

18



Navest ¢emo jos jednu konstrukciju zlatnog reza. Specificnost ove konstrukcije je sto
je skup instrumenata restringiran na koriStenje samo Sestara.
Konstrukcija pocinje konstruiranjem kruznice k; sa sredistem M; i radijusom r; = r
(slika 3.17). Zatim se proizvoljno bira toc¢ka My na kruznici k; i konstruira kruznica
ko sa sredistem u My i radijusom ro = r. Slijedi |M; M| = r. SjeciSta kruznica ky i ko
oznac¢imo sa A i B te konstruiramo kruznicu k3 sa sredistem u B i radijusom |AB| = r3
koja sijece kruznice k; i ko u tockama C'i D. Uocimo da su tocke D, My, M; i C' koline-
rane. Sada konstruiramo kruznicu ky sa sredistem u M; i radijusom |M;C| = ry = 2r
te na kraju kruznicu ks sa sredistem M, i radijusom |MyD| = r5 = r4y = 2r 1 ona sijece
kruznicu k4 u tockama E i F.
Zbog simetri¢nosti, o¢ito je |AE| = |BF|, |AF| = |BE|, |AM| = |BM|, |[EM| = |FM|
i|CM|=|DM|, |MM,| = |MDMs,|. Dokazimo da vrijedi

|AB| |BE| |AB|  |AF|
B ~"IBF|  |AB|

¢ P.

|AE| — |AB|

e G

Ca

Slika 3.18

Radijus prve kruznice k; je ry = r = |AM,|, a radijus kruznice ky je 7y = 2r = |CM;| =
|EM,|. Primjenom Pitagorinog teorema na AAMM; imamo |[AM;[*> = |AM|* +
| M M, |?, odnosno r* = |[AM|? + <2)2, iz Cega nam slijedi da je |AM| = (g) V3. Zatim
primjenom Pitagorinog teorema na AEMM; imamo |EM;|*(= |CM|*) = |[EM|* +
| MM |? tj. (2r)* = |EM|*+ (;)2, iz ¢ega nam slijedi |[EM| = <£>\/1_5 Odavde
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dobivamo

|AB| |AM|+|BM|  2]AM| 2-3/3 23
|AE|  |[EM|—[AM|  |[EM|—[AM| V15 —-1\/3  3(\/5-1)
2 VBl VB4 5
V-1 V5+1 2 '
BE
Pogledajmo sada omjer ||AB||'

|BE| |EM|+|BM| |EM|+|AM| 3V15+5V3

|AB]  |AM|+[BM|  2/AM|] 2.13
CVB(WE-1) VBl _
2V/3 2
U oba slucaja smo dobili ¢ te smo time dokazali prvu tvrdnju. Na analogan nacin se
Kaze i d d da i |AB| |AF| s
okaze i druga, odnosno da je = — =
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4 Zlatna planimetrija i stereometrija

Termin zlatni pojavljuje se u razli¢itim dimenzijama. Tako u dvije dimenzije imamo
zlatni pravokutnik, zlatni trokut, zlatni kut, zlatni peterokut, a u tri dimenzije najcesce
¢emo termin zlatni nac¢i kod Platonovih tijela.

U ovom poglavlju upoznat ¢emo jos neke geometrijske figure koje nose epitet ,zlatni®.

4.1 Zlatnt pravokutnik

Zlatni pravokutnik je jedan od najpoznatijih ,zlatnih likova“. Smatra se da je oblik
tog pravokutnika oku najugodniji, a spominje se jos u helenistickom dobu. Zlatni
pravokutnik je pravokutnik za koji je omjer duljina stranica jednak zlatnom rezu.
Prvo uvedimo oznake za duljine stranica pravokutnika. Neka je L njegova duljina,
a W njegova sirina. Ako smo uveli takve oznake onda bi imali sljedeéi oblik zlatnog

omjera
£ W+ L

14 L

Kako bi mogli lakse iskazati i dokazati neke ¢injenice vezane uz zlatni pravokutnik,

= ¢.

neka imamo pravokutnik ABC'D kojemu je duljina L = a + b, a Sirina W = a pa ¢emo

L b
imati sljede¢i omjer — = ety ¢ iz ¢ega nam slijedi da je a_ Q.

Pogledajmo sljedecu sliku pravokutnika s oznakama koje smo prethodno uveli.

a+b

r ks '-.
a b
D F [
=]
a d F=a

[*%
A a E b B

LL=a+b

Slika 4.19

Ako izrezemo kvadrat AEF' D iz zlatnog pravokutnika ABC D, ostanem nam pra-
vokutnik EBCF', koji je takoder zlatni pravokutnik zbog toga sto su duljine njegovih
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a
stranica u sljede¢em omjeru W ¢. Tocka E se moze nazvati zlatna tocka du-

b
AFE
|| i B|] = ¢. Pomocu Pitagorinog teorema, gledaju¢i AACD, mozemo

odrediti duljinu dijagonale AC zlatnog pravokutnika ABCD:

zine AB jer je

d*> = (a+b)? + a® = 2a* + 2ab + b

d—2—2+2 é+£2—2+2 l+i—2+2(¢—1)+(¢—1)2—¢2+1
a? a a? 6 P a
d? (a+0)*+a? a’ 1
(a+b)? (a+0b)? (a+b)? @?

Pogledajmo u kakvom su odnosu duljina dijagonale i stranice pravokutnika:
d
2 e 1
S = e L,
d 1 1/ d 1 5-5
— 1 = 2 1 J— _ — . — et .
arb (1TET Ve ¢( a ¢) T

Iz toga nam slijedi da je omjer duljine dijagonale, duljine i Sirine zlatnog pravokutnika

d:(a+b):a=/?+1:¢:1.

Veé¢ sad je vidljivo da se broj ¢ pojavljuje u razlicitim kombinacijama kod zlatnog

sljededi

pravokutnika.
Pogledajmo sto je s povrsinom. Ako pogledamo omjer povrsina zlatnog pravokutnika
ABCD i kvadrata AEF' D kojemu je duljina stranice a dobivamo

PABCD _CL(CL+b) - a+b_¢
a .

Pagrp a?

Mozemo usporediti i povrsine kvadrata AEF' D i zlatnog pravokutnika EBCF:

Pagrp a? a
= ¢

Pgperp ab b
U oba slucaja kao rezultat imamo broj ¢.

Neka je sjeciste pravaca AC' i BF tocka P. Svi zlatni pravokutnici imaju isti oblik
pa mozemo zakljuciti da je zlatni pravokutnik ABCD slican zlatnom pravokutniku
EBCF iz ¢ega nam onda slijedi slicnost ABCF i AABC, a onda iz toga sukladnost
sljede¢ih kutova: ZCFB je sukladan Z/BCA te je ZBCA komplementaran /FCA.
Nadalje, ZC'FB je komplementarn /FCA. Slijedi nam da onda ZFPC mora biti
pravi kut, odnosno da su pravci AC' i BF okomiti.

Ako je Sirina jednog pravokutnika jednaka duljini drugog pravokutnika i ti pravokutnici
su sliéni, nazivamo ih recipro¢nim pravokutnicima. U tom slucaju omjer odgovarajué¢ih
stranica slicnih pravokutnika naziva se omjer slicnosti i odgovara broju ¢. Takoder,
moze se pokazati da su kod racipro¢nih pravokutnika odgovarajuce dijagonale okomite,
a Sto smo veé¢ pokazali za ova dva posebno reciproc¢na pravokutnika - zlatna pravokut-

nika.
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b ]
// H
a dy
&
Y
i =
A E G X B

Slika 4.20

Na slici 4.20 vidimo da su pravokutnik ABCD i pravokutnik EBCF reciproc¢ni i da
su odgovarajuce dijagonale okomite. Ako, na primjer, iz tocke P spustimo okomicu
na stranicu AB, koristeéi duljine naznacene na slici 4.20 te Pitagorin teorem i sli¢nost

odgovarajucih trokuta dobit ¢emo da je

)

2
by, ¥5E
dg ()] 2

at+b 'y a—y_qb_\/ngl
x

Ovim zapravo vidimo da se dijagonale sijeku u omjeru koji opet ukljucuje zlatni omjer.

Na slican nac¢in moze se doéi do zakljucaka za dijagonale DE i BF.

Slika 4.21

Promatrajuéi zlatni pravokutnik dosli smo do zanimljivih omjera ¢ija je vrijednost
broj ¢. No, ve¢ smo rekli da je zlatni pravokutnik jedan od najznacajnijih likova pa

¢emo rezultate koje smo ovdje dobili spomenuti prilikom razmatranjem ostalih zlatnih

likova i tijela.
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4.2 Zlatna spirala

Pogledajmo jos jednom zlatni pravokutnik ABC'D sa stranicama duljine a + b i a.

a+b

A a E b B
. u J
IL.=a+bh

Slika 4.22

Ako izrezemo kvadrat AEF D ostat ¢e nam zlatni pravokutnik £BCFE sa stranicama

b
ath_ ¢ kao i a_ ¢. Ako nastavimo ta-

duljine a i b. Ve¢ smo ranije pokazali da je

a
kav postupak(sada bismo iz pravokutnika FBC'F izrezali kvadrat sa stranicom duljine
b) opet bi nam ostao zlatni pravokutnik. Ovaj postupak mozemo nastaviti u beskonaé-

nost, a na slici 4.23 dana je geometrijska interpretacija tog postupka.

'l "__.-f-."
5 ___.-"'
>
- ’ -
R = %,
% O
\" .
X
-~ = (’
.-""-'.-. 4
-
.-"'ff
-
i
.-"f;.
.-""f
.-'-"'
Slika 4.23

Ako u svakom kvadratu konstruiramo cetvrtinu kruga, dobit ¢emo spiralu koja pri-

blizno odgovara zlatnoj spirali, sto je vidljivo na sljedecoj slici 4.24.
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Slika 4.24

Prava zlatna spirala se ne konstruira na taj nacin, ali ovo je dobra aproksimacija.
Zlatna spirala je zapravo logaritamska spirala, a to je spirala za koju vrijedi da bilo
koja tangenta sa radijusom spirale zatvara isti kut. Na slici 4.25 naznacena su dva

takva kuta, koja zatvaraju dvije proizvoljno izabrane tangente sa radijusom spirale.

Y

Slika 4.25

Tocka P je srediste spirale, zapravo tocka u kojoj se sijeku dijagonale zlatnih pravo-
kutnika koju smo ve¢ prethodno spominjali.

Duljina radijusa spirale eksponencijalno raste s polarnim kutom, €. Promatrajuci
polarne koordinate (7, 8) dobi ¢emo jednadzbu 7(6) = ae* | gdje je # mjera kuta kojeg
radijus zatvara s osi x, a k i a su pozitivni realni brojevi. Kako svaka linija, od P
do spirale (tocka @), svaki radijus, zatvara isti kut sa tangentom na krivulju, poznati
francuski matematicar, Rene Descartes (1596.-1650.), nazvao je ovu krivulju jedna-
kokutnom spiralom. Ime logaritamska spirala pripisuje se Svicarskom matematicaru
Jakobu Bernoulliu (1654.-1705.), koji ju je joS nazvao i spira mirabilis (latinski za ¢u-
desna spirala). On je bio toliko ocaran tom spiralom da je trazio da bude dio njegovog

epitafa uz rijeci , Fadem mutata resurgo, sto na latinskom znaci
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lako izmjenjen, ja ¢u se uzdici isti.“ No kipar koji je radio epitaf je umjesto logari-

tamske spirale isklesao Arhimedovu spiralu.
Na slici 4.26 mozemo komparirati spiralu koju smo dobili pomoc¢u konstrukcije

cetvrtine kruga u kvadratima i zlatne spirale.

i 8

Slika 4.26

Odstupanje je najvise uocljivo u velikom kvadratu
Srediste spirala je sjeciste dijagonala zlatnih pravokutnika. Pravci na kojima leze

stranice pravokutnika su tangente konstruiranoj spirali, ali ne i zlatnoj spirali. Svaka
stranica pravokutnika sijece spiralu u dvije tocke. Na sljedecoj slici su prikazan ta

sjecista, tocke Ey, Fy, Es, Fs, ..., pri ¢emu je Ey zapravo tocka D.

N

Slika 4.27
Zlatna spirala ja posebno zanimljiva po tome sto je mozemo uociti u prirodi, proma-

trajuéi gradu biljki i zivotinja, pojavljuje se takoder i u umjetnckim djelima. O tome

¢e vise biti rijeci u posljednjem poglavlju.
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4.8 Zlatni trokut

Sljededi geometrijski lik koji ¢emo prouciti je zlatni trokut. Kod proucavanja svojstava
zlatnog trokuta prilikom racunanja omjera duljina odgovarajuc¢ih duzina javit ce se
broj ¢.

Slika 4.28: Zlatni trokut

Na slici 4.87 imamo jednakokracan trokut ABC. Njegov vrsni kut je 36°, a kutovi uz
osnovicu su 72°. Ovakav trokut ABC' se naziva zlatni trokut jer je omjer duljine kraka
i osnovice jednak ¢. Prouc¢imo svojstva tog trokuta.

Konstruiramo li simetralu ZACB imamo dva slicna trokuta, AABC' i ACQB ¢iji

su kutovi prikazani na slici 4.28. Iz sli¢nosti ta dva trokuta slijedi jednakost omjera

AB BC b
‘| B C|| = : B Q: ili drugacije zapisano, l—c = g U toj jednakosti moZemo uociti po-
javljivanje zlatnog reza, sto je vidljivo iz sljedeéeg
btc ¢ V541 e . a ¢ 5+l
=-= ili drugacije zapisano — = - = = ¢.
c b 2 c b 2

Pomoc¢u prethodnih jednakosti mozemo izraziti ¢ i a pomocu b, a zatim a pomocu c:

V5 +1

c=¢-b= 5
a=¢-c=¢2-b:<ﬁ;1>%,
V5 +3
a = 5 b,
¢* b= (¢+1)b.

U oba slucaja pojavio nam se broj ¢. Pogledajmo sad sto ¢emo dobiti kada izrazimo a
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pomocdu c:

a=¢- -c= 5 ¢
po LoVl
—¢ c= 5 c
1 V5 —1
c=—-a4= a
) 2
1 3—v5
b:¢2-a— 5 - a.

Naj slici 4.28 mozemo uociti tri zlatna torkuta: dva sa Siljastim vrsnim kutom
(AABC i ACQ@B), gdje je omjer duljina krakova i duljine osnovice sljede¢i ¢ : 1 ili
a
-=71 te jedan sa tupim vrsnim kutom, gdje je omjer duljina krakova prema duljini
c

1
osnovice sljededi 1 : ¢ ili € — ~. Kada bi na slici 4.29 iz svakog vrsnog kuta tri zlatna
a

trokuta konstruirali visine, formirali bi tri razlic¢ita pravokutna trokuta. Koristeci Pita-
gorin teorem te trigonometrijske formule mozemo dobiti zanimljive rezultate, u kojima

se naravno opet krije broj ¢. Ti rezultati su sljededi:

1
in 18° = 72° = —
sin cos 2%
1 241
sin 36° = cos H4° = — (s
2 ¢
o o O
sin H4° = cos 36° = 5

sin 72° = cos 18° =

-
o | W
T ?‘

s

36+ 1
VFTT

¢
$?
¢

2

tg 18° = ctg 72° =
tg 36° = ctghd® =

tg 54° = ctg 36° =

VAT
tg 72° = ctg 18° = P/ + 1.

Pogledajmo sada povrsinu zlatnog trokuta. Kako bi izracunali povrsinu zlatnog trokuta
koristit ¢emo sljede¢u formulu

1
P = —absi
2& sin 7,

gdje su a i b duljine stranica trokuta, a v je mjera kuta izmedu te dvije stranice.
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Slika 4.29

Iz slike 4.29, uz pripadne oznake, mozemo izraziti sljede¢e povrsine trokuta:
1 1 1
Paape = R |AB| - |AC| - sin ZBAC = §a2 siny = §a2 sin 36°
VP+1  a® [5— V5

1
2 6 4 2
1 1
-JAQ| - |CQ| - sin LZAQC = §c sine = fc sin 108°

¢ 1v& 5+
-2 54° 54° = 211 =
sin cos 2 '35 — -/ P* +

Kako iz prije pokazanog znamo da je a = gbc, ac= gbb onda imamo da je a = gf)zb. Iz

2

Paacg =

1\3\% N"‘w\@

toga slijedi

2 _
. . % .. /5 2x/5 2 1 - 1 i’
AABC AACQ—ﬁ‘ i 2o & s
1 2
2 . /545 2
Paxco : Papoo = 2 2 4=
adCQ * FaBeQ = -, N =0,
1 2
2 _
a | [J5=vE 2 ¢? - 2
Paapc : Papcg=2+—"—=2==—-1= = ¢°.
2 [5—v5 2 2
1 2

Dakle, u omjerima povrsina ta tri trokuta uocavamo pojavljivanje broja ¢.

Paapc : Paacq: Papcoq=¢:1:¢7"
Spomenimo jos jednu zanimljivu ¢injenicu koju mozemo uociti na slici 4.30. Imamo
zlatni AABC' i simetralu BD; ZACB, zatim C' D, kao simetralu ZBCD; pa mozemo
nastaviti dalje sa simetralama kuta (DyD3, DyDy, D3Ds, DyDs, ..., D;D;5) ¢ime do-
bivamo nove 36°,72°, 72° trokute, ABCD,, ACDDy, AD1DyD3, ADyD3Dy, ..
AD;D;1D; 5, koji su svi redom zlatni trokuti.

°

2
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Slika 4.30

4.4 Zlatnt peterokut i pentagram

U ovom odjeljku proucit ¢emo svojstva pravilnog peterokuta i pravilnog pentagrama.
Kada u pravilnom peterokutu povucemo sve dijagonale pojavi se peterokraka zvijezda,
koju nazivamo pravilni pentagram. Pokazat ¢emo da se u omjerima duljina duzina

prisutnim na ovim figurama moze pronadi zlatni rez.

Slika 4.31

Pravilni pentagram je bio tajni simbol identifikacije Pitagorejaca ¢iji je ¢lan bio i
Hippasus iz Metapontuma (oko 450. god.pr.Kr). On je otkrio da se omjer duljine
dijagonale i duljine stranice pravilnog peterokuta ne moze prikazati kao omjer dva
cijela broja. To je zapravo pokrenulo otkri¢e iracionalnih brojeva, sto je bilo vrlo
uznemiravajucée za Pitagorejce jer su smatrali da se sve moze prikazati pomocu cijelih
brojeva pa su to otkrice tajili. Pentagram se kroz povijest provlaci kao dio razlicitih

simbola, a nalazi se na 60 zastava (slika 4.32).

No krenimo sada na karakterizaciju pravilnog peterokuta i pentagrama. Pravilni

peterokut ima sve stranice sukladne i sve unutarnje kuteve mjere 108°, i upravo se
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(b) Togo

Slika 4.32

takav peterokut jos naziva i zlatni peterokut, a pentagram koji se u tom slucaju dobije
poznat je i pod imenom zlatni pentagram. Ako uzmemo da je duljina stranice pravilnog

peterokuta jednaka 1, onda se lako dobije da je duljina njegove dijagonale jednaka ¢.

Slika 4.33

Primjetimo prvo da u pravilnom peterokutu i pentagramu mozemo uociti pet zlatnih
trokuta, AADC, ABED, ACAE, ADAB i AEBC.
Mozemo uociti i da je svaka dijagonala paralelna sa nasuprotnom stranicom i da one
svaki kut dijele na tri jednaka dijela. U pravilnom peterokutu mozemo pronaci 35
trokuta koje mozemo svrstati u pet kategorija prikazanih na slici 4.34. Trokuti tipa [V
i V su sukladni, IT i IV sli¢ni te I, IIT i V su sliéni. Sve su to zlatni trokuti.
Takoder, unutar pravilnog peterokuta mozemo pronaci i razlicite cetverokute, no bitnije
je naznaciti da unutar peterokuta mozemo pronaci jos jedan peterokut, koji je opet
zlatni peterokut, a povlacenjem njegovih dijagonala opet ¢emo unutar njega dobiti
pravilni peterokut. Isto vrijedi i za pravilni pentagram koji se dobije unutar pravilnog
peterokuta.

Zlatni rez unutar zlatnog peterokuta i pentagrama krije se na sljede¢im mjestima:
e u povrsini peterokuta,

e omjeru povrsine peterokuta i pentagrama,
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TIP PRIMIER
&

P
AP
-
Ve IIII'II .
e

]

£

Tip1(5)

Tip Il (5) e
fk
Tip Il (10)
Tip IV (5)
-.r'/\\ *k-
TipV (5)

Tip VI (5)

Slika 4.34

e omjeru radijusa upisane i opisane kruznice peterokuta,

e omjeru stranice peterokuta i radijusa opisane i upisane kruznice,

e stranice peterokuta i stranice pentagrama su u omjeru zlatnog reza,
e dijagonale peterokuta dijele jedna drugu u omjeru zlatnog reza.

Pogledajmo malo detaljnije na koji nac¢in dobijemo broj ¢ kada promatramo opisanu
kruznicu peterokuta te njegovu povrsinu. Ostali dokazi o pojavama zlatnog reza unutar
peterokuta mogu se pronaci u navedenoj literaturi.

Neka je radijus opisane kruznice R. Oznacimo sredisnji kut peterokuta sa ¢, a njegova

mjera je 72°. Izrazit ¢emo radijus opisane kruznice pomocu duljine stranice.

CF g
Iz pravokutnog trokuta C'F'M imamo sin g = ]’C]\/[‘\ = % Sada iz te formule mozemo

, Sto je

IVor+l
6

izraziti prvo a, a zatim i R, pri tome koriste¢i da je sin g sin 36° =

ve¢ razmatrano kod zlatnog trokuta.
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Slika 4.35

Dakle, imamo
a1 a 2¢ [0)
T 2sin36° 2P+ 1 \/¢2+1’
\/7
¢

Iz toga sada lako mozemo pogledati omjere duljine stranice i radijusa pravilnom pete-

a = 2Rsin 36° =

rokutu opisane kruznice,

= ————— ~ 0.8506508083,

= ——— = 1.175570504

i uocavamo pojavljivanje broja ¢. Zanimljivo je jos da se radijusi pravilnom peterokutu
opisane i upisane kruznice odnose kao 2 : ¢, $to se detaljnije moze pronaéi u [2] kao i
razni drugi izvodi u kojima se pojavljuje broj ¢.

Pogledajmo jos u kakvom su odnosu povrsina peterokuta i pentagrama. Povrsinu

peterokuta ¢emo izraziti pomocu povrsine trokuta tipa IV i tipa VI.

Ppeterokut =2- PIV + PVI

= az Vo +1+ P\ ? + 1
—g 2 LGQL ~ . a2
1 VR +1-(24¢) ( L JETI 1.720477400 - a

Povrsinu pentagrama ¢emo izracunati tako da iz povrsine peterokuta uklonimo pet
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povrsina trokuta tipa II.

Ppentagram = Lpeterokut — J- PII
2 2 /A2
Y 21 (2 _5. v +1
2
- az 62+ 1(11¢ — 562 — 3) ~ 0, 8122992405 - o

Sada kada imamo obje povrsine, nije tesko dobiti njihov omjer. Omjer povrsine pra-

vilnog peterokuta i povrsine njemu pripadnog pentagrama je sljedeci

Ppeterokut _ \/5 +2

P pentagram 2

1
= ¢+ 5 ~ 2.118033988.

U programu Sketchpad lako se moze konstruirati pravilni (zlatni) peterokut te unutar
njega pentagram, a onda promatrati kolike su im povrsine i odgovarajuéi omjeri. Jedan

takav primjer prikazan je na slici 4.36.

Area ABCDE = 22 28 cm?

Area P, = 10,52 cm?

(Area ABCDE)

(ﬂrea F'1) =212

Slika 4.36

Vec se u osnovnoj skoli obraduje konstrukcija pravilnog peterokuta. Postoji nekoliko
metoda pomocu ravnala i Sestara kojima se moze konstruirati pravilni peterokut. Sve
te metode se ve¢inom svode na konstrukciju dvije duzine ¢ije su duljine u omjeru 1 : ¢.

Jedna od takvih je i sljedec¢e konstrukcija prikazana kroz osam koraka:

1. Konstruirati kvadrat ABC'D. Duljina stranice kvadrata ¢e odgovarati duljini

stranice peterokuta.
2. Odrediti poloviste duzine AB. Neka je to tocka E.

3. Konstruirati kruzni luk /; radijusa | EC| sa sredistem u tocki E. Oznacimo presjek

kruznog luka [y i pravca AB sa F.

4. Konstruirati kruzni luk I, radijusa |AB| sa sredistem u tocki A.
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5. Konstruirati kruzni luk I3 radijusa |AB| sa srediStem u tocki F.

6. Neka je tocka G presjek kruznih lukova ls i I5.

7. Konstruirati kruzni luk /4 radijusa |AF| sa srediStem u tocki G.

8. Neka su tocke H i I presjeci kruznog luka [, sa kruznim lukovima [s i [3.

Tocke A,G,F,1,H su vrhovi pravilnog peterokuta. Na sljedeée dvije slike dani su

prikazi koraka konstrukcije.

¢

Slika 4.37

Slika 4.38
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4.5 Zlatnt kut

Kod zlatnog trokuta smo rekli da su mjere njegovih unutarnjih kutova 36°, 72°1i 72° te
smo pokazali kako se mogu vrijednosti sinusa odnosno kosinusa nekih kuteva izraziti
preko ¢. Kod zlatnog peterokuta smo naglasavali da su svi unutarnji kutevi jednaki i
mjere 108°. U ovom dijelu ¢e biti predstavljen kut koji se moze prikazati u terminima

zlatnog reza.

Slika 4.39: Zlatni kut

Neka imamo kut ¢iji krakovi dijele kruznicu na dva kruzna luka ¢ije se duljine nalaze
u omjeru zlatnog reza. Koristeéi prikaz i oznake na slici 4.39 onda bi kutovi £ i v bili

u zlatnom omjeru:

opseg kruznice  a+b  duljinalukaa

=9¢

duljinalukaa ~ a  duljinalukab
To mozemo zapisati i na sljede¢i nacin:

360°  §
By

Sada mozemo izrac¢unati:

B = 222.492259...° ~ 222.5°,
360°

v = 360° — = 137.5077640...° = 137.5°.

Kut v, ¢ija je mjera 137.5°, naziva se zlatni kut. Zlatni kut moze se uociti kod rasta

raznih biljaka, a o tome ¢e biti viSe rijeci u zadnjem poglavlju.

4.6  Zlatni poliedri

Pravilni poliedar je poliedar kojemu su sve strane sukladni pravilni mnogokuti, a iz
svakog vrha izlazi jednak broj bridova. Moze se dokazati da postoji samo pet pravilnih

poliedara. Takvi poliedri se nazivaju Platonova tijela, prema filozofu Platonu koji ih
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je prvi spomenuo u svom djelu Timaeus, u kojim ti poliedri simboliziraju dijelove sve-
mira. Velike zasluge idu i Euklidu koji je u svojem djelu Elementi opisao konstrukciju

Platonovih tijela koriste¢i samo ravnalo i Sestar te dokazao da su to jedini pravilni

poliedri.
TETRAEDAR HEKSAEDAR OKTAEDAR DODEKAEDAR IKOZAEDAR
[kocka)
T B
b S
Broj vrhova 4 g 6 20 12
Broj bridova 6 12 12 30 30
4 6 8 12 20
Broj strana (jednakostranicni (kvadrati] (jednakostranicni [prawvilni (jednakostranicni
trokuti) trokuti) peterokuti) trokuti)

Slika 4.40: Platonova tijela

Platonova tijela imaju puno zanimljivih svojstava. Na primjer, mogu biti upisani u
sferu i sfera moze biti upisana u njih. Kako su to konveksni poliedri broj bridova b,
broj vrhova v i broj strana s povezuje poznata Eulerova formua v — b+ s = 2.
Pravilni oktaedar je jedino Platonovo tijelo koje moze biti obojeno po principu
sahovske ploce, odnosne stranice iste boje nemaju zajednicki brid. No, nama je najza-

nimljivije pogledati ona svojstva Platonovih tijela koja u sebi kriju zlatni rez. U tom

O @

(a) Pravilni oktaedar

(b) Pravilni dodekaedar ) Pravilni ikozaedar

Slika 4.41

U pravilnom ikozaedru, 12 vrhova mozemo spojiti tako da tvore tri sukladna zlatna
pravokutnika koja su u parovima medusobno okomita (slika 4.42). Prvi je to otkrio
Luca Pacioli u svom djelu De Divina Proportione.

Unutar pravilnog ikozaedra mozemo upisati pravilne peterokute, a svaki njegov vrh je
zajednicki vrh pet jednakokrac¢nih trokuta. U ovoj ¢injenici je veé¢ lako naslutiti da se
kriju brojni zlatni omjeri.

Mozemo primjetiti da pravilni oktaedar ima 12 bridova, a pravilni ikozaedar 12 vrhova

pa bi onda mogli ,uvuéi“ pravilni ikozaedar u pravilni oktaedar tako da jedan brid
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Slika 4.43: Ikozaedar unutar oktaedra

pravilnog oktaedra sadrzi jedan vrh pravilnog ikozaedra (slika 4.43). U tom slucaju
vrhovi pravilnog ikozaedra dijele bridove pravilnog oktaedra u omjeru zlatnog reza.
Ako pogledamo Platonova tijela mozemo uociti kako se ono medusobno mogu dovesti
u vezu. Na primjer, broj vrhova pravilnog heksaedra (kocke) je jednak broju strana
pravilnog oktaedra i obratno. Ista relacija vrijedi za pravilni dodekaedar i pravilni
ikozaedar. Takvi poliedri se nazivaju dualni poliedri. Zanimljivo je kako je pravilni

tetraedar sam sebi dualan. Ova relacija dovodi do zanimljivih geometrijskih fenomena.

Slika 4.44: Dualnost kocke 1 oktaedra

38



Slika 4.45: Dualnost dodekaedra i ikozaedra

Slika 4.46: Dualnost tetraedra

Koristedi srediste stranice, moze se geometrijski dokazati da dualnost poliedara vri-
jedi ako se mogu opisati i upisati jedan drugom, a na slikama mozemo vidjeti kako to
izgleda za kocku i pravilni oktaedar (slika 4.44) te pravilni dodekaedar i pravilni ikoza-
edar (slika 4.45). Naravno i u ovom slucaju se zlatni rez pojavljuje na razli¢ite nacine,
na primjer, sredista peterokuta pravilnog ikozaedra su vrhovi tri sukladna, medusobno
okomita, zlatna pravokutnika, upisana u njega.

Luca Pacioli, matematicar 15. stoljeca, pisao je o zlatnom rezu u svom djelu De
Divina Proportione. Na poznatoj slici na kojoj se nalazi on sam, nalazi se i pravilni
dodekaedar. Takoder na toj slici se nalazi rombikuboktaedron (slika 4.47), navodno
je to prva pojava tog geometrijskog tijela, do pola napunjen vodom. Neki vjeruju da
linija vode dijeli bridove u omjeru zlatnog reza. Jos jedna zanimljiva relacija izmedu
poliedara je ta da se pravilni ikozaedar moze upisati u kocku, tako da je duljina brida
pravilnog ikozaedra jednaka duljem dijelu brida kocke podijeljenog u omjeru zlatnog

reza.

Slika 4.47: Rombikuboktaedron
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5 Zanimljive pojave zlatnog reza

Istrazivanja su potvrdila da su figure u kojima se krije podjela u omjeru zlatnog reza
ili se duljine odgovarajuéih stranica nalaze u omjeru zlatnog reza oku ugodne. Stoga
je od interesa analizirati pojavu zlatnog reza u prirodi, umjetnosti, ljudskom tijelu, ali
i u modernoj tehnologiji. U ovom poglavlju navest ¢emo neke zanimljive primjere u
kojima se krije zlatni rez.

Pocet ¢emo s pojavom zlatnog reza u umjetnickim djelima. Veé¢ smo u prvom
poglavlju opisali pojavu zlatnog reza kod Keopsove piramide i Vitruvianskog c¢ovjeka,
poznatog djela Leonarda da Vincia. Najpoznatije djelo ovog velikog umjetnika je Mona
Lisa. Kompozicija djela krije prisutnost zlatnog reza. Na slici 5.47 mozemo uo¢iti vise
zlatnih pravokutnika. Jedan zlatni pravokutnik je odreden na sljedec¢i nacin, duljina
jedne stranice je jednaka udaljenosti desnog zgloba ruke do lijevog lakta, a vertikalno
ide od ravnine lijevog lakta do vrha glave. Ako u taj zlatni pravokutnik upisujemo
kvadrate mozemo uociti da stranice kvadrata odreduju sve zarisne tocke zene na slici:

njenu bradu, oc¢i, nos i gornji rub njenih usta.

Slika 5.48: Mona Lisa

U Michelangelovom djelu ,,Sveta obitelj* moze se uociti da su glavne figure na
slici nacrtane tako da se uklapaju u pravilni pentagram (slika 5.49 (a)). U njegovom
drugom djelu, ,Stvaranje Adama“ (slika 5.49 (b)) koje se nalazi na stropu Sistinske
kapele, ako pogledamo dio u kojem se nalaze Bog i Adam detaljnije, pronaé¢i ¢emo
zlatni rez. Naime, Bozji prst i Adamov prst se dodiruju u tocki koja dijeli dio, visinu i
sirinu pravokutnika kojeg njih dvojica odreduju, u omjeru zlatnog reza.

U djelima joS mnogih umjetnika mozemo pronaci zlatni rez, kao sto su Rapha-
elova , Atenska skola“, Botticellievo ,Rodenje Venere®“, ,Zlatne stepenice* Edwarda

Jonesa. ..
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(a) Sveta obitel] (b) Stvaranje Adama
Slika 5.49

Takoder, osim u slikama, zlatni rez je prisutan i u brojnim gradevinama. Veé¢ smo
ranije spomenuli Partenon i Keopsovu piramidu. Partenon je primjer zlatne gradevine
u Grckoj, a u Rimu bi to bio Panteon, jedan od rijetkih spomenika iz doba Antike koji
je do danas sacuvan. Kada se pogleda njegov tlocrt, moze se uociti da se linija zlatnog
reza nalazi na mjestu gdje se spajaju kupola i ulaz. U Rimu jos imamo i Konstantinov
slavoluk za kojeg vrijedi da su dimenzije njegovih glavnih elemenata u omjeru zlatnog
reza. U brojnim katedralama i crkvama gradenim u srednjem vijeku moze se pronaci
zlatni rez, jedan takav primjer je katedrala Notre-Dame. Zapadno procelje obiluje
odnosima definiranim zlatnim rezom, a uredenje unutrasnjosti utemeljeno je na pra-
vilnom pentagramu i veé je iz toga jasno da krije mnostvo pojava zlatnog reza. Cesto
se moze cuti kako Taj Mahal izgleda savrseno, a razlog tome je Sto je njegova gradnja
temeljena na zlatnom rezu. Svi pravokutnici koji su koriSteni za vanjske okvire zlatni

su pravokutnici kao i okvir glavnih vrata.

m;’ A —"

Slika 5.50: Taj Mahal

Vet sam spomenula da se zlatni rez pojavljuje i u prirodi, u gradi biljki i Zivotinjskih
tijela. Ono Sto najceSée mozemo uociti je zlatna spirala. Jedan od najljepsih primjera
zlatne spirale u prirodi je indijska ladica, morski mekusac ¢ija je kucica prekrasni pri-

mjer prisustva zlatnog reza.
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Slika 5.51: Indijska ladica

Dimenzije dijelova tijela nekih puzeva, leptira, dupina, ptica, mravi su u omjeru
zlatnog reza. Kada pogledamo biljni svijet, u gradi ¢esera mozemo uociti 13 spiralnih
redova sjemenki u smjeru suprotnom od smjera kazaljke na satu (na slici 5.52 oznaceno
s a) i njih 8 u smjeru kazaljke na satu (na slici 5.52 oznaceno s b). Znamo da su
brojevi 8 i 13 susjedni Fibonaccijevi brojevi, a za njih smo ve¢ utvrdili da im je omjer
jednak 1.62. Slicno, mozemo pronadi i kod suncokreta, no u tom slucaju imamo 34
i 55 spiralnih redova, odnosno opet imamo dva susjedna Fibonaccijeva broja. Kod
suncokreta (slika 5.53) je jos zanimljivo i Sto se u svakom spiralnom redu nalazi 21
sjemenka, a 21 je prethodnik broja 34 u Fibonaccijevom nizu. Takve pojave se mogu

jos uociti kod ananasa i raznih kaktusa.

Slika 5.52: Ceger
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Slika 5.53: Suncokret

Pri rastu latica kod raznih cvjetova, cilj je da svaka latica raste tako da raspored
latica bude optimalan u smislu koli¢ine sunca koje ¢e svaka latica primiti, optimalan
i u smislu izlaganja svoje povrsine kisi, koja se onda slijeva niz stabljiku do korijena.
Svaka ta latica koja raste, raste u novom smjeru i uvijek pod istim kutom u odnosu na
prethodnu laticu, a upravo je kut ono sto daje optimalan raspored, a taj kut je jednak
zlatnom kutu (137.5°).

Lice svakoga covjeka, kao i njegovo tijelo je jedinstveno. No, kad se gleda neki prosjek
cijele populacije i u gradi ljudskog tijela mozemo pronaci prisutnost broja ¢. Savrseno
lice, lice koji bi bilo u omjeru zlatnog reza, bi lezalo u zlatnom pravokutniku i to tako
da su usta i nos smjesteni u liniji zlatnog reza udaljenosti izmedu oc¢iju i vrha brade. U
ljudskom uhu mozemo uociti zlatnu spiralu. Gledajué¢i duljinu prstiju i duljinu svakog
dijela prsta, odredenog izmedu dva zgloba, od vrha prsta do zgloba — vrijedi da je svaki
sljede¢i dio veci od prethodnog priblizno omjeru zlatnog reza. Takoder omjer duljine

podlaktice i duljine dlana daje broj ¢.

(a) Prsti ruke
A B

(b) Podlaktica i dlan
Slika 5.54
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Ni DNA molekula nije izbjegla zlatnom rezu. Omjer njene Sirine i duljine je zlatni
omjer.

Danasnji moderni svijet, moderna tehnologija tezi sto vetem savrSenstvu, a kako to
bolje posti¢i nego iskoristiti zlatni rez. Tako danas mnoge tvrtke pri dizajnu svog loga
teze da proporcije tog loga u sebi skrivaju broj ¢. Primjer takvog dizajna bi bila tvrtka

Apple ili National Geographic.

";‘zl 518

. NATIONAL
! GEOGRAPHIC

Slika 5.55

Kada bi promotrilii svoje kreditne kartice i izmjerili njihove dimenzije dobili bi da je
njihova duljina 8.5 cm, a Sirina 5.4 c¢m, a kad ta dva broja podijelimo dobijemo 1.6.
Mnogi uredaji su dizajnirani tako da omjer njihovih dimenzija bude sto blize zlatnom
rezu, na primjer iPhone 5 tvrtke Apple. Osim toga, pri dizajnu web stranica neki paze

da one budu u omjeru zlatnog reza, a jedan od primjera takve web stranica je Twittera.
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6 Zakljucak

Pojavljivanje konstante zlatnog reza seze daleko u povijest ljudske civilizacije. Po-
djela duzine u omjeru zlatnog reza smatra se oku vrlo ugodnom sto su potvrdila i
brojna istrazivanja. Stoga ne zacuduje pojava ove konstante pri kompoziciji pozna-
tih i cijenjenih umjetnickih djela i znacajnih gradevina. Postoje i brojne geometrijske
konstrukcije podjele duzine u omjeru zlatnog reza. Mnoge geometrijske figure kriju
postojanje konstante zlatnog reza. Postoje i brojne poveznice vrijednosti ove konstante
s drugim vaznim matematickim pojmovima. U ovom radu smo razmatrali zanimljiva
svojstva konstante zlatnog reza, geometrijske konstrukcije podjele duzine u tom omjeru
te proucili prisutnost ove konstante u razli¢itim geometrijskim figurama. Razmatrano

je i pojavljivanje ove konstante u prirodi.
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Sazetak

Duzina je podijeljena u omjeru zlatnoga reza, ako je omjer duljine vecega dijela
duzine prema duljini manjeg dijela jednak omjeru duljine cijele duzina prema duljini

vecega dijela. To je iracionalan broj koji se oznacava slovom ¢, a njegova vrijednost

1+5 .
2

i priblizno je jednaka 1.61803. Razlika konstante zlatnog reza i njegove

je
reciprocne vrijednosti je 1. Poznate su brojne konstrukcije zlatnog reza. U radu su
navedene neke od konstrukcija. Razmatrana su svojstva figura kao sto su zlatni pra-
vokutnik, zlatni trokut, pravilni peterokut te analizirani omjeri duzina u tim figurama
koji su jednaki ¢. Navedena su i proucavana geometrijska tijela kod kojih je takoder na
razli¢ite nacine uoceno postojanje broja ¢. Pojavljuje se jos od davnina, kod Keopsove
piramide i Partenona. Broj ¢ se javlja i u brojnim poznatim umjetnickim djelima te u
gradi zivog svijeta Sto je takoder proucavano u radu. U novije vrijeme u dizajnu logo
znakova, web stranica i uredaja se ¢esto susrece postojanje ovog oku ugodnog omjera.
Kljucne rijeci: zlatni rez, zlatni pravokutnik, zlatni trokut, pravilni peterokut.

Summary

If a line segment is divided into two lengths such that the ratio of the longer length
to the shorter length is equal to the ratio of the segment’s entire length to the longer

length, then the segment has been divided into the Golden Ratio. This is an irrational

number that is denoted with ¢ and its value is

and is approximately equal
1.61803. The difference of the golden ratio constant and its reciprocal is 1. There are
many construction of the golden ratio. In this thesisare mentioned some constructions.
There are considered the properties of a figures such as a golden rectangle, a golden
triangle, a regular pentagon and the analyzed ratios of lengths in those figures which are
equal to ¢. The geometrical shapes at which the existence of the ¢ number was noticed
on diferent ways were stated and studied. It has appeared since ancient times, at the
Keops Pyramid and Parthenon. It appears in famous works of art, in the structure
of living world which has also been mentioned. In the resent time in the design of
logos, web-pages and devices, the existence of this eye pleasing ratio is often being
encountered.

Keywords: golden ration, golden rectangle, golden triangle, regular pentagon.
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