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Uvod

Kada imamo veliki broj medusobno povezanih ra¢unala koji dijele neke resurse, odnosno
racunalnu mrezu, moze se dogoditi da neka racunala ne mogu medusobno razmjenjivati
informacije zato §to rac¢unalo koje ih povezuje nije dobro postavljeno ili veze medu njima ne
rade. U tome slucaju nas zanima da li je moguce racunala povezati nekim drugim putevima.

Takve probleme u ra¢unalnim mrezama moZemo matematicki modelirati grafovima.

Naprimjer, neka je graf model neke mreze racunala i to takav da vrhovi odgovaraju
racunalima, a bridovi vezama te mreze. Povezanost u grafu definiramo kao postojanje puta
izmedu svaka dva vrha toga grafa. Problem povezanosti racunala, iako neka racunala ili
veze ne rade, odgovara problemu najmanjeg broja vrhova ili bridova ¢ijim izbacivanjem graf

podijelimo na dvije nepovezane komponente.

U prvom poglavlju ovoga rada definirati ¢emo osnovne pojmove teorije grafova i iskazati
Mengerov teorem u dva oblika, to su Mengerov teorem za grafove i Mengerov teorem
za digrafove. Oni ¢e nam otkriti vezu izmedu povezanosti i broja puteva u grafovima
i digrafovima, te dati neke karakterizacije povezanosti. U drugom poglavlju dokat ¢emo
oba oblika teorema i pokazati da je Mengerov teorem za grafove zapravo specijalni slucaj
Mengerovog teorema za digrafove.

Mengerov teorem vrijedi, kako za konacne grafove i digrafove, tako i za beskonacne
grafove i digrafove, no u ovom radu é¢emo se baviti isklju¢ivo kona¢nim grafovima i di-

grafovima.



1 Mengerov teorem

Definicija 1.1. Graf je uredeni par G = (V, E), koji se satoji od nepraznog skupa vrhova
V = V(G) i skupa E = E(G) 2-clanih podskupova od V. Za svaki brid e = {v,w} € E
kaZemo da spaja dva vrha v,w € V' koji se zovu krajevi od brida e. KaZemo jos da su tada

vrhovi v 1 w incidentni s bridom e, a vrhovi v ¢ w susjedni ¢ piSemo e = vw.

Za graf G kazemo da je konacan ako su V(G) i E(G) kona¢ni skupovi, a inace je beskonacan.
Graf G zovemo prazan graf ako je E(G) = (. U ovome radu ¢emo proucavati iskljucivo
konacne grafove.

Dva osnovna parametra vezana uz konacan graf su broj vrhova i bridova od G, a zovemo ih

red i veli¢ina od G te definiramo:

Graf sa samo jednim vrhom zove se trivijalni graf.

Brid ¢iji se krajevi podudaraju zove se petlja, a ako su krajevi razli¢iti naziva se pravi brid
ili karika. Dva brida ili viSe njih s istim parom krajeva zovu se viSestruki bridovi, a u tom
slucaju skup E iz Definicije 1.1 je multiskup. Graf je jednostavan ako nema ni petlji ni
visestrukih bridova.

Definicija 1.2. Neka su G i H grafovi. Ako je V(H) CV(G) i E(H) C E(G), a svaki brid
12z H itma iste krajeve uw H kao $to th ima u G, onda kaZemo da je H podgraf od G i pisemo
H C G, a G zovemo nadgraf od H. Ako je H C G 1+ H # G, pisemo H C G i zovemo pravi
podgraf od G.

Neka je G = (V, E), a V! C V. Podgraf od G ¢&iji je skup vrhova VAV’, a skup bridova se
sastoji od bridova iz G ¢ija su oba kraja u V\V’, oznacavamo s G — V’. Sli¢no za E' C E,
podgraf od G ¢iji je skup vrhova V', a skup bridova E\E’, ozna¢avamo s G — E’.

Skup susjednih vrhova od vrha v € V(G) u grafu G ozna¢avamo s Ng(v). Ako je G jednos-
tavan graf, onda definiramo stupanj vrha v, dg(v) kao broj susjednih vrhova od v. Opéenito,
u bilo kojem grafu, stupanj od v je broj dg(v) bridova od G incidentnih s v, pri ¢emu se
svaka petlja racuna kao dva brida.

Definicija 1.3. Setnja u grafu G je niz W := vgeqvies . .. exvk, Ciji clanovi su naizmjenice
vrhovt v; 1 bridovi e;, tako da su krajevi od e; vrhovi v;_1 tv;, 1 < i < k. KaZemo da je v

pocetak, a vy, kraj Setnje W ili da je W Setnja od vy do vy ili (v, vy)-$etnja.

Vrhovi v1vy ... vk_1 su unutarnji vrhovi Setnje, a broj k se zove duljina Setnje W. Kazemo

da v; prethodi vrhu v; u W ako je i < j. Setnja je zatvorena ako je vy = v.



Dio Setnje W je podniz v;e;411vi41 ... €;v; susjednih ¢lanova od W i zove se (v;,v;)-dio od
W. Ako su W = vgeqvies...epvp 1 W = vperi1vpsr .. . up dvije Setnje, onda se Setnja
Vg€1V1€3 . . . ULER11 - - - €U dobivena nadovezivanjem W i W' kod vrha v, obiljezava s WW’,
a Setnja vgey . ..e1vy dobivena obrnutim redosljedom obilaska od W zove se inverzna Setnja
od W i oznacava s W1,

Ako su svi bridovi Setnje W medusobno razli¢iti, onda se W zove staza, a ako su na stazi i

svi vrhovi medusobno razli¢iti, ona se zove put.

Familija (v, w)-puteva u grafu je bridno disjunktna ako nikoja dva puta nemaju zajednicki
brid, a vrsno disjunktna ako nikoja dva puta nemaju zajednicki unutarnji vrh.

Definicija 1.4. Dva vrha v,w grafa G su povezana ako postoji (v,w)-put u G. Graf G
je povezan ako su svaka dva njegova vrha povezana nekim putem. Komponenta povezanosti
grafa je maksimalan povezan podgraf (tj. povezani podgraf koji nije sadrzan ni u jednom

veéem povezanom podgrafu).

Definicija 1.5. Bridni (Vrsni) rez u povezanom grafu G je podskup S C E(G) (S C V(Q))

tako da je G — S nepovezan.

Ako su v # w (nesusjedni) vrhovi grafa G onda se bridni rez S C E (vr$nirez S C V\{v,w})
za kojeg v i w leze u razli¢itim komponentama povezanosti od G — S zove vw-bridni-separator
(vw-vr$ni-separator) ili samo vw-separator. Svaki bridni (vr8ni) rez je separator za neka dva

vrha iz razlic¢itih komponenti povezanosti.

Definicija 1.6. Graf G s barem dva vrha je k-bridno povezan ako ne postoji bridni rez s
k — 1 bridova, a k-povezan ako je reda barem k + 1 i ne postoji vrsni rez s k — 1 vrhova.
Bridna povezanost k'(G) grafa G je najveéi cijeli broj k za kojeg je G k-bridno povezan, a

povezanost k(G) je najveéi cijeli broj k za kojeg je G k-povezan.

Neka su v i w dva vrha grafa G. Bridna povezanost izmedu vrhova v i w ili (v, w)-bridna-
povezanost, oznaceno s ki (v, w), ili samo £'(v,w), je minimalna kardinalnost vw-bridnog-
separatora. Ako v i w nisu susjedni onda vrsna povezanost izmedu vrhova v i w ili (v, w)-
vr$na-povezanost, oznaeno s kg(v,w), ili samo (v, w), jest minimalna kardinalnost vw-

vrSnog-separatora.
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Bridno disjuktni (v, w)-putevi vw-bridni-separator
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Visno disjuktni (v, w)-putevi vw-vrsni-separator

Slika 1: Primjer puteva i separatora na grafu

Neka je G graf i S vw-vrsni-separator. Ako maksimalni broj vrsno disjuktnih (v, w)-
puteva ozna¢imo s II(v, w), tada svaka dva razli¢ita vr$no disjunktna (v, w)-puta sijeku S u
razli¢itim vrhovima, tj.

(v, w) < k(v,w) (1.1)
Sli¢no, ako je S vw-bridni-separator u grafu G, tada svaka dva razli¢ita bridno disjunktna

(v, w)-puta sijeku S u razli¢itim bridovima. Ako oznacimo s I'(v, w) maksimalni broj bridno
disjuktnih (v, w)-puteva vrijedi

' (v, w) < K'(v,w) (1.2)

Mengerov teorem pokazuje da su nejednakosti (1.1) i (1.2) zapravo jednakosti.

Teorem 1.1. (K. Menger, 1927.)

(1) Bridna povezanost:
Neka je G graf, a v i w dva vrha. Tada je maskimalni broj bridno disjunktnih

(v,w)-puteva u G jednak minimalnom broju bridova vw-bridnog-separatora, tj.
' (v,w) = k' (v,w)
(11) Vrsna povezanost:

Neka su v, w nesusjedni vrhovi grafa G. Tada je maksimalan broj vrsno disjunktnih

(v, w)-puteva u G jednak minimalnom broju vrhova vw-vr§nog-separatora, tj.

(v, w) = k(v,w)



Sada kao posljedicu prethodnog teorema imamo sljedece:

Korolar 1.1. Neka je G graf s barem dva vrha.

(1) G je k-povezan ako i samo ako se svaka dva vrha mogu spojiti s k razlicitih vrino

disjunktnih puteva.

(17) G je k-bridno povezan ako i samo ako se svaka dva vrha mogu spojiti s k razlicitih

bridno disjunktnih puteva.

U ovom djelu ¢emo iskazati verziju teorema za digrafove, ali prije toga ¢emo definirati
$to su digrafovi, kako izgledaju putevi u njima i definirati povezanost za digrafove.

Definicija 1.7. Usmjereni graf ili digraf je uredeni par D = (V, A), koji se sastoji od
nepraznog skupa vrhova Vi A C'V XV skupa bridova. Za brid a = (v,w) € A kaZemo da
se zove luk © vrh v zovemo pocetak, a w kraj luka. KaZemo jos da je a = vw luk od v prema

w.

Dva ili vise luka s istim pocetkom i krajem zovu se visestruki lukovi. Za D kazemo da je
jednostavni digraf ako nema visestrukih lukova i petlji.

Definiramo ulazni stupanj d~(v) i izlazni stupanj d*(v) vrha v kao broj lukova s krajem,
odnosno pocetkom u v.

Pripadni graf G(D) digrafa D je graf dobiven iz D tako da svaki luk (v, w) zamjenimo bridom

{v,w}.

Definicija 1.8. Usmjerena setnja v digrafu D je niz W := voaiv1as . . . axvg, ¢iji clanovi su
natzmgjenice vrhovi v; @ lukovi a; tako da, za 1 <1 < k, v;_1 je pocetak, a v; je kraj luka a;.
KaZemo da je vy pocetak, a vy kraj usmjerene setnje W ili da je W usmjerena Setnja od vy

do vy ili usmjerena (vo, vy )-Setnja.

Ako su svi lukovi usmjerene Setnje W medusobno razli¢iti, onda se W zove usmjerena staza,

a ako su na stazi i svi vrhovi medusobno razli¢iti, ona se zove usmjereni put.
Skup svih vrhova Setnje W oznacavamo V (W), a skup svih lukova A(W).

Dio usmjerene Setnje W je podniz v;a; 41041 . . . a;v; susjednih ¢lanova od W i zove se (v;, v;)-
dio od W. Ako su W = vpaqvias . ..apvr i W' = vpagi10k41 - . . aiv; dvije usmjerene Setnje,
onda se usmjerena Setnja voaiv1as . . . AxURAg11 - - - U dobivena nadovezivanjem W i W' kod
vrha vy, obiljezava s WW'.



Familija usmjerenih (v, w)-puteva u grafu je lu¢no disjunktna ako nikoja dva puta nemaju

zajednicki luk, a vrsno disjunktna ako nikoja dva nemaju zajednic¢ki unutarnji vrh.

Definicija 1.9. Digraf D je slabo povezan ako je pripadni graf povezan, a jako povezan ako

za svaka dva vrha u,v € V(D) postoji usmjereni (u,v) i (v, u)-put.

Definicija 1.10. Lucni (Vrsni) rez u jako povezanom digrafu D je podskup S C A(D)
(S C V(D)) tako da je D — S nepovezan.

Ako su v # w (nesusjedni) vrhovi digrafa D onda se lu¢nirez S C A (vrsnirez S C V\{v, w})
za kojeg v i w leze u razli¢itim komponentama povezanosti od D — S zove vw-lu¢ni-separator
(vw-vr8ni-separator) ili samo vw-separator. Svaki lu¢ni (vr8ni) rez je separator za neka dva

vrha iz razli¢itih komponenti povezanosti.

Definicija 1.11. Digraf D s barem dva vrha je k-lucéno povezan ako ne postoji lucéni rez s
k — 1 lukova, a k-jako povezan ako je reda barem k+ 1 @ ne postoji vrsni rez s k — 1 vrhowva.
Luéna povezanost k'(D) digrafa D je najveéi cijeli broj k za kojeg je D k-luéno povezan, a

jaka povezanost k(D) je najveéi cijeli broj k za kojeg je D k-jako povezan.

Neka su v i w dva vrha digrafa D. Luc¢na povezanost izmedu vrhova v i w ili (v, w)-luéna-
povezanost, oznac¢avamo s ', (v, w), ili samo x'(v, w), je minimalna kardinalnost vw-luénog-
separatora. Ako v i w nisu susjedni onda je vr$na povezanost izmedu vrhova v i w ili
(v, w)-vr8na-povezanost, oznacavamo sa kp(v,w), ili samo (v, w), minimalna kardinalnost

vw-vrsnog-separatora.

Neka je D digraf i S vw-vrsni-separator. Ako maksimalni broj vr$no disjuktnih usm-
jerenih (v, w)-puteva ozna¢imo s I1(v, w), tada svaka dva razli¢ita vr$no disjunktna usmjerena

(v, w)-puta sijeku S u razli¢itim vrhovima, tj.
(v, w) < k(v,w) (1.3)

Sli¢no, ako je S vw-lu¢ni-separator u grafu G, tada svaka dva razli¢ita lu¢no disjunktna
usmjerena (v, w)-puta sijeku S u razli¢itim lukovima. Ako oznac¢imo s II'(v, w) maksimalni

broj luéno disjuktnih usmjerenih (v, w)-puteva vrijedi

IT' (v, w) < K'(v,w) (1.4)

Analogno Teoremu 1.1., verzija Mengerova teorema za digrafove pokazuje da su nejednakost
(1.3) 1 (1.4) ustvari jednakosti.



Teorem 1.2. (K. Menger, 1927.)

(1) Luéna povezanost:
Neka je D digraf, a v © w dva vrha. Tada je maskimalni broj lucno disjunktnih usm-

jerenih (v, w)-puteva v D jednak minimalnom broju lukova vw-luénog-separatora, tj.
' (v, w) = k' (v,w)

(13) Vrsna povezanost:
Neka su v, w nesusjedni vrhovi digrafa D. Tada je maksimalan broj vrsno disjunktnih

usmgjerenih (v, w)-puteva u D jednak minimalnom broju vrhova vw-vrsnog-separatora,

t.
(v, w) = k(v,w)

Digraf D

Maksimalan broj vr$no disjuktnih

usmjerenih (v, w)-puteva

r u

Maksimalan broj lu¢no disjuktnih Minimalni vw-lu¢ni-separator

usmjerenih (v, w)-puteva

Slika 2: Primjer jednakosti iz Mengerovog teorema za digrafove
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2 Dokaz Mengerovog teorema

Prvo ¢emo dokazati bridnu povezant za grafove, odnosno prvu tvrdnju Mengerovog

teorema za grafove, ali prije toga, za dokaz nam je potrebna jo$ jedna definicija.

Definicija 2.1. KaZemo da je brid e € E(G) kontrahiran ako je odstranjen, a njegovi vrhovi
identificirani. Tako dobiven graf oznacavamo G/e. Ako je E' C E(G), onda je G/E' graf
dobiven iz G kontrahiranjem svakog brida iz E'.

Dokaz Teorema 1.1. (i):
(Vidi str. 4)

Teorem ¢emo dokazati matematickom indukcijom po broju bridova. Za svaki prazan graf
tvrdnja je ocita. Pretpostavimo da zadani graf G ima m bridova, te da je tvrdnja istinita za
sve grafove s manje od m bridova. Za korak indukcije razlikujemo dva slucaja.

Slucaj 1: Pretpostavimo da postoji vw-bridni-separator S minimalne kardinalnosti k, takav
da nisu svi njegovi bridovi incidentni s vrhom v, niti su svi njegovi bridovi incidentni s
vrhom w. Kada bi iz grafa G izbacili sve bridove skupa S, dobili bismo dvije komponente

povezanosti, nazovimo ih G’ i G”, od kojih G’ sadrzi vrh v, a G” sadrzi vrh w.

p u
S
q X
"4 w
y
t
r z
Graf G i skup S Komponente povezanost G’ i G”

Slika 3: Primjer konstrukcije grafova G' i G”

Neka je Gy dobiven iz G tako da se kontrahiraju svi bridovi grafa G’ (¢ime se cijeli graf G’
zapravo kontrahira u vrh v), a Go neka je dobiven tako da se kontrahiraju svi bridovi od G”.

Graf Gy Graf G,
Slika 4: Primjer konstrukcije grafova Gy i G



Kako grafovi GG; i G5 imaju manje bridova od G, te je S vw-separator minimalne kardinalnosti
za (G 1 Gg, po pretpostavei indukcije postoji k£ bridno disjunktnih puteva iz v u w u Gy i Gbs.
Sada se trazeni putevi od v do w u cijelom grafu G dobiju nadovezivanjem bridno disjunktnih
puteva pronadenih za GGy odnosno Gb.

Slucaj 2: Neka se svaki vw-separator minimalne kardinalnosti k sastoji samo od bridova koji
su incidentni s vrhom v ili w. Bez smanjenja opc¢enitost mozemo pretpostaviti da ne postoji
brid od G koji nije sadrzan u nekom vw-separatoru kardinalnosti &, jer bi inac¢e mogli izbaciti
takav brid i primijeniti pretpostavku indukcije, $to bi trivijalno dokazalo tvrdnju. Ako je P
put iz v u w, onda se P sastoji od najvise dva brida, te sadrzi najvise jedan brid nekog vw-
separatora kardinalnosti k. Izbacimo li put P iz grafa G po pretpostavci indukcije dobivamo

graf s najvise k£ — 1 bridno disjunktnih puteva. Ti putevi, zajedno s P, ¢ine trazenih k puteva
u G.

]

Na sli¢an nacin, indukcijom po broju vrhova, ako promatramo vrsno disjunktne (v, w)-puteve
i vw-vrini-separator, mozemo dokazati drugu tvrdnju teroema. U nastavku ¢emo dokazati
vr$nu povezanost za digrafove i iskoristiti taj rezultat kako bi dokazali vr$nu povezanost za
grafove, odnosno drugu tvrdnju Mengerovog teorema za grafove (str. 12).

Kako bi dokazali vrénu povezanost za digrafove, odnosno drugu tvrdnju Mengerovog
teorema za digrafove, defnirati ¢emo potrebene pojmove, te iskazat drugi oblik Mengerovog
teorema. U tom obliku problem se mozZe svesti na sluc¢aj bipartitnih grafova, $to ¢emo i
pokazati kod digrafova.

Graf G je bipartitan ako mu se skup vrhova moze particionirati u dva skupa X i Y tako da
svaki brid ima jedan kraj u X, a drugi u Y. Particija (X,Y’) zove se tada biparticija grafa
G.

Definicija 2.2. Sparivanje u grafu G je podskup M C E bridova koji nisu petlje, a nikoja
dva nisu susjedna. KaZemo da su dva kraja brida v M sparena u M. Sparivanje od M
zasi¢uge vrh v, ili se kazZe da je v M-zasiéen ako je neki brid iz M incidentan s v, a inace je

v M-nezasiéen.

M je maksimalno sparivanje u GG, ako ne postoji sparivanje M’, za koje je |M'| > |M|. Ako
je svaki vrh iz G M-zasi¢en, kazemo da je M savrSeno sparivanje.

Definicija 2.3. Pokrivac (ili vrdni pokrivac) je skup vrhova K C V', tako da svaki brid
1z G ima barem jedan kraj u K, a bridni pokriva¢ L je skup bridova tako da je svaki vrh

wcidentan sa barem jednim bridom iz tog skupa.

K je minimalni pokriva¢ u GG, ako ne postoji pokriva¢ K’; za kojeg je |K'| < |K].



Teorem 2.1. (Kding)
Za bipartitan graf G broj bridova maksimalnog sparivanja je jednak broju vrhova minimalnog

pokrivaca.

Mengerov teorem moze bit iskazan i u ovom obliku:
Neka je G konacan graf, a v i w dva vrha. Postoji familija F vrsno disjunktnih (v, w)-puteva

i vw-vrsni-separator S, takav da S sadrzi toéno jedan vrh iz svakog puta iz F.

Dokaz Teorema 1.2. (7i):
(Vidi str. 7)

Teorem ¢emo dokazati tako da pronademo familiju F medusobno disjunktnih usmjerenih
(v, w)-puteva i skup S C V(D) takav da vrijedi:

|ISNV(P)| > 1 za svaki (x,y)-put P i

|ISNV(P)| =1 za svaki (x,y)-put iz F

Pridruzit ¢emo digrafu D bipartitni graf G ovako. Svaki vrh u # v i u # w ¢emo rascijepiti
u dva nova vrha u™ i u™, vrh v ¢éemo zamijeniti s d*(v) = k novih vrhova A = {v{",... v},
aws d (w) =1 novih vthova B = {w,...,w, }. Svakom luku (v,u) iz D pridruzimo
brid koji spaja u~ s jednim od novih vrhova pridruzenih vrhu v, a svakom luku (u,w) iz D
pridruzimo brid koji spaja u* s jednim od novih vrhova pridruzenih vrhu w, tako da svaki
novi vrh pridruzen vrhu v ili w ima stupanj 1. Vrhovi 27 i ¥~ u G su susjedni ako i samo
ako je x =y ili je (z,y) luk u D.

p s
q
v o——>» 0w
t
\C >
r u
Digrat D Graf G

Slika 5: Primjer konstrukcije bipartitnog grafa G' od digrafa D

Neka je M maksimalno sparivanje u G. Tada je za svaki vrh v € V(D)\{v,w}, bar jedan
od vrhova u~, u™ M-zasi¢en. Ako je samo jedan od njih M-zasi¢en, onda ako zamjenimo
taj jedan icidentni brid iz M s bridom u~u*, dobivamo drugo maksimalno sparivanje koje

zasi¢uje oba vrha.

Prema Kéing-ovom teoremu (Teorem 2.1.) postoji pokriva¢ K od G takav da je |[K| = | M|
(tada za svaki e € M vrijedi |eN K| = 1) i moZemo uzeti da su jedino v~ ili u™ iz K.
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Ako je K minimalni pokriva¢, a jedan od novih vrhova iz A ili B je u K, onda taj vrh ima
jedan susjedni vrh i kada bi on bio iz K, K nebi bio minimalan. Takav vrh zamjeniti ¢emo

s njegovim susjednim vrhom i dobit ¢emo drugi minimalni pokrivac.
Neka je S skup vrhova iz D za koje su oba v~ i u™ iz K.

Neka je P familija svih usmjerenih (v, w)-puteva u D. Familiju puteva F C P definiramo
tako da je svaki put iz F sastavljen od lukova ¢iji su pridruzeni bridovi iz G u maksimalnom

sparivanju M:

Fi={u,uz,...,up € D:ufui,, € M zal<i<m}

V30 o ® o 0W3
r rr u u*
Familija F i skup S Sparivanje M i pokriva¢ K

Slika 6: Konstrukcija puteva i separatora za D, maksimalno sparivanje i minimalni

pokriva¢ za G

Putevi iz F su medusobno disjunktni:

Pretpostavimo da postoje dva razlicita puta P, P, € F takva da imaju zajednicki luk
a. Neka je vrh u pocetak (kraj) luka a takav da je i kraj (pocetak) dva luka a; € Py
i ay € P,. Po definiciji skupa F postoje pridruzeni bridovi e; i es lukovima aq i as
koji su u maksimalnom sparivanju M. Ali kako pridruzeni bridovi e; i e5 u G imaju

zajednicki kraj u~ (pocetak u™) M nije sparivanje, §to je kontradikcija.
Svaki put iz P sadrzi vrh iz S:

Neka je w1, ug, . .., u, € P ineka je i najveci indeks za kojeg u; € K. Tada je u] € K,
jer brid v u;,, mora biti pokriven pokrivatem K.

Svaki put iz F ne sadrzi viSe od jednog vrha iz S:

Pretpostavimo da put P, € F sadrzi viSe od jednog vrha i neka su vrhovi u;,u; €
SNV(P) takvi da vrh up ¢ S za i < k < j. Neka je k najvedi indeks, i < k < j,
takav da je u; € K. Tada je u;_, € K kako bi pokrio brid uj,u;’, , $to znadi da za
brid w;f uy,; € M vrijedi Jufu;, N K| =2, a to je kontradikcija.
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U Mengerovom teoremu za digrafove oslabili smo tvrdnju tako da smo zamjenili puteve
s opcenitijom klasom usmjernih puteva, ali u ovome odlomku ¢emo prikazati kako Teorem
1.1. mozemo gledati kao specijalni slu¢aj Teorema 1.2. za simetri¢ne digrafove i dokazati

drugu tvrdnju Teorema 1.1., odnosno vrinu povezanost za grafove.
Za digraf D kazemo da je simetri¢an ako za svaki luk (x,y) postoji luk (y, z).

Definicija 2.4. PridruZeni digraf D(G) grafa G je digraf dobiven iz G zamjenom svakog
brida dvama suprotno orijentiranim lukovima s istim krajevima.

Sljedeca propozicija slijedi direktno iz definicije:
Propozicija 2.1. Neka je G graf i D(G) njegov pridruzeni digraf, tada vrijedi:

1) (v1,v9,...,0,) je put u G ako 1 samo ako je (vy,vs,...,v,) usmjereni put u D(G
p p

(17) G je povezan ako i samo ako je D(G) jako povezan

Teorem 2.2. Neka je G graf i D(G) njegov pridruzeni digraf, tada vrijedi:
(1) x(G) = k(D(G))
(ir) (G) = £ (D(G))
Dokaz. (i) Neka je S skup vrhova i D — S pridruzeni digraf grafu G — S. Prema Propoziciji

2.1. G — S je povezan ako i samo ako je D — S jako povezan, iz ¢ega slijedi da je S vrsni rez
za G ako i samo ako je vr$ni rez za D.

Dokaz Teorema 1.1. (7i):
(Vidi str. 4)

Za pridruzeni digraf D grafa G iz tvrdnje (i7) Teorema 1.2. slijedi:
Ip(v,w) = kp(v,w)

Iz Propozicije 2.1. za svaka dva vrha v i w slijedi:
(v, w) =p(v, w)

Iz Teorema 2.2. slijedi da je svaki vrsni rez grafa GG ujedno i vrsni rez pridruzenog digrafa D.
Ako je S minimalni vw-vrsni-separator u grafu G tada je S i minimalni vw-vrsni-separator

u pridruzenom digrafu D tj. vrijedi:
ka(v,w) = kp(v,w)
Sada vidimo da vrijedi jednakost:
g(v,w) =Tp(v,w) = kp(v,w) = Kg(v, w)
tj. tvrdnja (i7) teorema 1.1.
O

Na sli¢an nacin mozemo dokazati i tvrdnju (i) Teorema 1.1. kao posljedicu tvrdnje (i) Teo-
rema 1.2. koju ¢emo dokazati u nastavku.
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Dokaz Teorema 1.2. (i):
(Vidi str.7)

Pretpostavit ¢emo da smo pronasli £ medusobno lu¢no disjunktnih usmjerenih (v, w)-puteva,
tada ¢emo, ili konstruirati skup sa k + 1 medusobno luéno disjunktnih usmjerenih (v, w)-

puteva, ili pronaéi vw-luc¢ni-separator veli¢ine k.

Indukciju mozemo zapoceti sa k = 0 ili £ = 1 tako da pronademo usmjereni (v, w)-put. Neka
je F ={Pi,..., P} skup k medusobno lu¢no disjunktnih usmjerenih (v, w)-puteva i neka je
A(F) = A(P)U...UA(P). Konstruirati ¢emo digraf S sljede¢im algoritmom.

Algoritam 2.1. (Konstrukcija digrafa S)
1. Stavimo v u V(95)

2. Ako postoji z € V(S) i luk zy u A(D)\A(F), onda dodajemo y u V(S) i xzy u A(S).
Idi na korak 2.

3. Ako postoji z € V(9) i luk yx u A(F), onda dodajemo y u V(S) i yz u A(S). Idi na
korak 2.

Primjetimo da je tako konstruiran digraf S slabo povezan ali nije nuzno jako povezan. Dva
slucaja se mogu pojaviti na kraju algoritma:

Slucaj 1: w € V(S). U tom slu¢aju konstruirat ¢emo skup sa k + 1 medusobno lu¢no
disjunktnih usmjerenih (v, w)-puteva.

Kako je S slabo povezan tada postoji orijentirani (ne nuzno usmjereni) (v, w)-put

Pri1 = waiug ... uj_1au; . . . apu, za kojeg vrijedi ug = v, up, = wizasve 1 < j < p, a;
je ili luk w;_ju; ili luk wju;—1. Ako a; = w;_qu;, tada a; zovemo luk unaprijed, a ako je
a; = u;u;—1 onda a; zovemo luk unazad. Primjetimo da s konstrukcijom digrafa S, luk je
unaprijed u Py ako i samo ako nije u A(F).

Ako Pyy1 ne sadrzi nijedan luk unazad, onda skup puteva { Py, ..., Py, P11} je skup sa k+1
medusobno luéno disjunktnih usmjerenih (v, w)-puteva. U protivnom, pocevsi od skupa F
i puta Py, konstruirati ¢emo skup F' = {P],..., P} sa k medusobno lu¢no disjunktnih
usmjerenih (v, w)-puteva i orijentirani (v, w)-put P, koji ima jedan luk unazad manje od
Py11, tako da je luk unaprijed u Py, ; ako i samo ako nije iz A(F”). Ponavljaju¢i taj postupak
p puta (gdje je p broj lukova unazad u Py;), dobit ¢emo skup s k& + 1 medusobno lu¢no
disjunktnih usmjerenih (v, w)-puteva.
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Konstrukcija novog skupa F:
Neka je j najmanji indeks za kojeg je a; unazad i neka je iy indeks takav da je a; € A(P;).

(i) PP=P zai#tigil<i<k

(it) P; dobivamo nadovezivanjem usmjerenog (v, u;_1)-djela puta P, i usmjerenog
(uj_1,w)-djela puta P,.

(ii1) Pj,, dobivamo nadovezivanjem usmjerenog (v, u;)-djela puta P i orjentiranog (u;, w)-
djela puta Pyyq.

Slucaj 2: w ¢ V(S). U tom sluc¢aju ¢emo pronacéi vw-lu¢ni separator velicine k.

Neka je T'=V(D)\V(S), a R skup lukova s po¢etkom u S i krajem u T, tada R separira S
od T' i on je vw-lu¢ni separator. Svaki luk iz R je iz A(F), u protivnom bi mogli primjeniti
korak 2 iz Algoritama 2.1. $to bi znacilo da algoritam nije zavrSio. Put P, ne mozZe sadrzavati
dva luka iz S u T, u protivnom bi postojao luk yz iz T u S u P; i takav luk je trebao biti
dodan u S korakom 3 Algoritma 2.1. Iz toga slijedi |R| < k, tj. &' (v,w) < IT'(v,w).
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Zakljucak

Oc¢ito je da ako iz povezanog grafa izbacimo skup vrhova tako da graf podijelimo na
dva dijela, broj puteva iz jednog dijela u drugi koji ne dijele iste vrhove ne moze biti veci
od broja izbacenih vrhova. Zapitamo li se kolika je veli¢ina najmanjeg skupa vrhova ¢ijim
izbacivanjem razdvajamo neka dva vrha grafa u razlicite komponente, odgovor ¢ée biti isti
kao i na pitanje najveceg broja puteva izmedu ta dva vrha koji ne dijele iste vrhove. Tu
jednakost pokazuje Mengerov teorem. Mengerov teorem govori i viSe, da vrijedi i jednakost
izmedu najmanjeg skupa bridova koji separiraju dva vrha i najveceg broja bridno disjunktnih
puteva izmedu njih.

U ovome radu smo definirali grafove, puteve, povezanost i jos neke osnovne pojmove
teorije grafova, te iskazali i dokazali Mengerov teorem. Verzija Mengerova teorema za us-
mjerene grafove ili digrafove isto vrijedi, Sto smo pokazali za obje tvrdnje, bridnu i vr$nu
povezanost dva vrha nekog digrafa. Pokazali smo jo§ da Mengerov teorem za grafove mozemo
gledati i kao specijalni sluc¢aj teorema za digrafove.

Kljucne rijeci: graf, put, povezanost, separator, Mengerov teorem, digraf, sparivanje, pokri-

va¢, pridruzeni digraf
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