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Uvod

Kada imamo veliki broj me�usobno povezanih ra£unala koji dijele neke resurse, odnosno
ra£unalnu mreºu, moºe se dogoditi da neka ra£unala ne mogu me�usobno razmjenjivati
informacije zato ²to ra£unalo koje ih povezuje nije dobro postavljeno ili veze me�u njima ne
rade. U tome slu£aju nas zanima da li je mogu¢e ra£unala povezati nekim drugim putevima.
Takve probleme u ra£unalnim mreºama moºemo matemati£ki modelirati grafovima.

Naprimjer, neka je graf model neke mreºe ra£unala i to takav da vrhovi odgovaraju
ra£unalima, a bridovi vezama te mreºe. Povezanost u grafu de�niramo kao postojanje puta
izme�u svaka dva vrha toga grafa. Problem povezanosti ra£unala, iako neka ra£unala ili
veze ne rade, odgovara problemu najmanjeg broja vrhova ili bridova £ijim izbacivanjem graf
podijelimo na dvije nepovezane komponente.

U prvom poglavlju ovoga rada de�nirati ¢emo osnovne pojmove teorije grafova i iskazati
Mengerov teorem u dva oblika, to su Mengerov teorem za grafove i Mengerov teorem
za digrafove. Oni ¢e nam otkriti vezu izme�u povezanosti i broja puteva u grafovima
i digrafovima, te dati neke karakterizacije povezanosti. U drugom poglavlju dokat ¢emo
oba oblika teorema i pokazati da je Mengerov teorem za grafove zapravo specijalni slu£aj
Mengerovog teorema za digrafove.

Mengerov teorem vrijedi, kako za kona£ne grafove i digrafove, tako i za beskona£ne
grafove i digrafove, no u ovom radu ¢emo se baviti isklju£ivo kona£nim grafovima i di-
grafovima.
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1 Mengerov teorem

De�nicija 1.1. Graf je ure�eni par G = (V,E), koji se satoji od nepraznog skupa vrhova
V = V (G) i skupa E = E(G) 2-£lanih podskupova od V . Za svaki brid e = {v, w} ∈ E

kaºemo da spaja dva vrha v, w ∈ V koji se zovu krajevi od brida e. Kaºemo jo² da su tada
vrhovi v i w incidentni s bridom e, a vrhovi v i w susjedni i pi²emo e = vw.

Za graf G kaºemo da je kona£an ako su V (G) i E(G) kona£ni skupovi, a ina£e je beskona£an.
Graf G zovemo prazan graf ako je E(G) = ∅. U ovome radu ¢emo prou£avati isklju£ivo
kona£ne grafove.

Dva osnovna parametra vezana uz kona£an graf su broj vrhova i bridova od G, a zovemo ih
red i veli£ina od G te de�niramo:

v(G) := |V (G)|, e(G) := |E(G)|

Graf sa samo jednim vrhom zove se trivijalni graf.

Brid £iji se krajevi podudaraju zove se petlja, a ako su krajevi razli£iti naziva se pravi brid
ili karika. Dva brida ili vi²e njih s istim parom krajeva zovu se vi²estruki bridovi, a u tom
slu£aju skup E iz De�nicije 1.1 je multiskup. Graf je jednostavan ako nema ni petlji ni
vi²estrukih bridova.

De�nicija 1.2. Neka su G i H grafovi. Ako je V (H) ⊆ V (G) i E(H) ⊆ E(G), a svaki brid
iz H ima iste krajeve u H kao ²to ih ima u G, onda kaºemo da je H podgraf od G i pi²emo
H ⊆ G, a G zovemo nadgraf od H. Ako je H ⊆ G i H 6= G, pi²emo H ⊂ G i zovemo pravi
podgraf od G.

Neka je G = (V,E), a V ′ ⊆ V . Podgraf od G £iji je skup vrhova V \V ′, a skup bridova se
sastoji od bridova iz G £ija su oba kraja u V \V ′, ozna£avamo s G− V ′. Sli£no za E ′ ⊆ E,
podgraf od G £iji je skup vrhova V , a skup bridova E\E ′, ozna£avamo s G− E ′.

Skup susjednih vrhova od vrha v ∈ V (G) u grafu G ozna£avamo s NG(v). Ako je G jednos-
tavan graf, onda de�niramo stupanj vrha v, dG(v) kao broj susjednih vrhova od v. Op¢enito,
u bilo kojem grafu, stupanj od v je broj dG(v) bridova od G incidentnih s v, pri £emu se
svaka petlja ra£una kao dva brida.

De�nicija 1.3. �etnja u grafu G je niz W := v0e1v1e2 . . . ekvk, £iji £lanovi su naizmjenice
vrhovi vi i bridovi ei, tako da su krajevi od ei vrhovi vi−1 i vi, 1 ≤ i ≤ k. Kaºemo da je v0
po£etak, a vk kraj ²etnje W ili da je W ²etnja od v0 do vk ili (v0, vk)-²etnja.

Vrhovi v1v2 . . . vk−1 su unutarnji vrhovi ²etnje, a broj k se zove duljina ²etnje W . Kaºemo
da vi prethodi vrhu vj u W ako je i < j. �etnja je zatvorena ako je v0 = vk.
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Dio ²etnje W je podniz viei+1vi+1 . . . ejvj susjednih £lanova od W i zove se (vi, vj)-dio od
W . Ako su W = v0e1v1e2 . . . ekvk i W ′ = vkek+1vk+1 . . . elvl dvije ²etnje, onda se ²etnja
v0e1v1e2 . . . ekvkek+1 . . . elvl dobivena nadovezivanjemW iW ′ kod vrha vk obiljeºava sWW ′,
a ²etnja vkek . . . e1v0 dobivena obrnutim redosljedom obilaska od W zove se inverzna ²etnja
od W i ozna£ava s W−1.

Ako su svi bridovi ²etnje W me�usobno razli£iti, onda se W zove staza, a ako su na stazi i
svi vrhovi me�usobno razli£iti, ona se zove put.

Familija (v, w)-puteva u grafu je bridno disjunktna ako nikoja dva puta nemaju zajedni£ki
brid, a vr²no disjunktna ako nikoja dva puta nemaju zajedni£ki unutarnji vrh.

De�nicija 1.4. Dva vrha v, w grafa G su povezana ako postoji (v, w)-put u G. Graf G
je povezan ako su svaka dva njegova vrha povezana nekim putem. Komponenta povezanosti
grafa je maksimalan povezan podgraf (tj. povezani podgraf koji nije sadrºan ni u jednom
ve¢em povezanom podgrafu).

De�nicija 1.5. Bridni (Vr²ni) rez u povezanom grafu G je podskup S ⊆ E(G) (S ⊆ V (G))

tako da je G− S nepovezan.

Ako su v 6= w (nesusjedni) vrhovi grafa G onda se bridni rez S ⊆ E (vr²ni rez S ⊆ V \{v, w})
za kojeg v i w leºe u razli£itim komponentama povezanosti od G−S zove vw-bridni-separator
(vw-vr²ni-separator) ili samo vw-separator. Svaki bridni (vr²ni) rez je separator za neka dva
vrha iz razli£itih komponenti povezanosti.

De�nicija 1.6. Graf G s barem dva vrha je k-bridno povezan ako ne postoji bridni rez s
k − 1 bridova, a k-povezan ako je reda barem k + 1 i ne postoji vr²ni rez s k − 1 vrhova.
Bridna povezanost κ′(G) grafa G je najve¢i cijeli broj k za kojeg je G k-bridno povezan, a
povezanost κ(G) je najve¢i cijeli broj k za kojeg je G k-povezan.

Neka su v i w dva vrha grafa G. Bridna povezanost izme�u vrhova v i w ili (v, w)-bridna-
povezanost, ozna£eno s κ′G(v, w), ili samo κ′(v, w), je minimalna kardinalnost vw-bridnog-
separatora. Ako v i w nisu susjedni onda vr²na povezanost izme�u vrhova v i w ili (v, w)-
vr²na-povezanost, ozna£eno s κG(v, w), ili samo κ(v, w), jest minimalna kardinalnost vw-
vr²nog-separatora.
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Slika 1: Primjer puteva i separatora na grafu

Neka je G graf i S vw-vr²ni-separator. Ako maksimalni broj vr²no disjuktnih (v, w)-
puteva ozna£imo s Π(v, w), tada svaka dva razli£ita vr²no disjunktna (v, w)-puta sijeku S u
razli£itim vrhovima, tj.

Π(v, w) ≤ κ(v, w) (1.1)

Sli£no, ako je S vw-bridni-separator u grafu G, tada svaka dva razli£ita bridno disjunktna
(v, w)-puta sijeku S u razli£itim bridovima. Ako ozna£imo s Π′(v, w) maksimalni broj bridno
disjuktnih (v, w)-puteva vrijedi

Π′(v, w) ≤ κ′(v, w) (1.2)

Mengerov teorem pokazuje da su nejednakosti (1.1) i (1.2) zapravo jednakosti.

Teorem 1.1. (K. Menger, 1927.)

(i) Bridna povezanost:
Neka je G graf, a v i w dva vrha. Tada je maskimalni broj bridno disjunktnih
(v, w)-puteva u G jednak minimalnom broju bridova vw-bridnog-separatora, tj.

Π′(v, w) = κ′(v, w)

(ii) Vr²na povezanost:
Neka su v, w nesusjedni vrhovi grafa G. Tada je maksimalan broj vr²no disjunktnih
(v, w)-puteva u G jednak minimalnom broju vrhova vw-vr²nog-separatora, tj.

Π(v, w) = κ(v, w)
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Sada kao posljedicu prethodnog teorema imamo sljede¢e:

Korolar 1.1. Neka je G graf s barem dva vrha.

(i) G je k-povezan ako i samo ako se svaka dva vrha mogu spojiti s k razli£itih vr²no
disjunktnih puteva.

(ii) G je k-bridno povezan ako i samo ako se svaka dva vrha mogu spojiti s k razli£itih
bridno disjunktnih puteva.

U ovom djelu ¢emo iskazati verziju teorema za digrafove, ali prije toga ¢emo de�nirati
²to su digrafovi, kako izgledaju putevi u njima i de�nirati povezanost za digrafove.

De�nicija 1.7. Usmjereni graf ili digraf je ure�eni par D = (V,A), koji se sastoji od
nepraznog skupa vrhova V i A ⊆ V × V skupa bridova. Za brid a = (v, w) ∈ A kaºemo da
se zove luk i vrh v zovemo po£etak, a w kraj luka. Kaºemo jo² da je a = vw luk od v prema
w.

Dva ili vi²e luka s istim po£etkom i krajem zovu se vi²estruki lukovi. Za D kaºemo da je
jednostavni digraf ako nema vi²estrukih lukova i petlji.

De�niramo ulazni stupanj d−(v) i izlazni stupanj d+(v) vrha v kao broj lukova s krajem,
odnosno po£etkom u v.

Pripadni graf G(D) digrafaD je graf dobiven izD tako da svaki luk (v, w) zamjenimo bridom
{v, w}.

De�nicija 1.8. Usmjerena ²etnja u digrafu D je niz W := v0a1v1a2 . . . akvk, £iji £lanovi su
naizmjenice vrhovi vi i lukovi ai tako da, za 1 ≤ i ≤ k, vi−1 je po£etak, a vi je kraj luka ai.
Kaºemo da je v0 po£etak, a vk kraj usmjerene ²etnje W ili da je W usmjerena ²etnja od v0
do vk ili usmjerena (v0, vk)-²etnja.

Ako su svi lukovi usmjerene ²etnje W me�usobno razli£iti, onda se W zove usmjerena staza,
a ako su na stazi i svi vrhovi me�usobno razli£iti, ona se zove usmjereni put.

Skup svih vrhova ²etnje W ozna£avamo V (W ), a skup svih lukova A(W ).

Dio usmjerene ²etnjeW je podniz viai+1vi+1 . . . ajvj susjednih £lanova odW i zove se (vi, vj)-
dio od W . Ako su W = v0a1v1a2 . . . akvk i W ′ = vkak+1vk+1 . . . alvl dvije usmjerene ²etnje,
onda se usmjerena ²etnja v0a1v1a2 . . . akvkak+1 . . . alvl dobivena nadovezivanjem W i W ′ kod
vrha vk obiljeºava s WW ′.
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Familija usmjerenih (v, w)-puteva u grafu je lu£no disjunktna ako nikoja dva puta nemaju
zajedni£ki luk, a vr²no disjunktna ako nikoja dva nemaju zajedni£ki unutarnji vrh.

De�nicija 1.9. Digraf D je slabo povezan ako je pripadni graf povezan, a jako povezan ako
za svaka dva vrha u, v ∈ V (D) postoji usmjereni (u, v) i (v, u)-put.

De�nicija 1.10. Lu£ni (Vr²ni) rez u jako povezanom digrafu D je podskup S ⊆ A(D)

(S ⊆ V (D)) tako da je D − S nepovezan.

Ako su v 6= w (nesusjedni) vrhovi digrafaD onda se lu£ni rez S ⊆ A (vr²ni rez S ⊆ V \{v, w})
za kojeg v i w leºe u razli£itim komponentama povezanosti od D−S zove vw-lu£ni-separator
(vw-vr²ni-separator) ili samo vw-separator. Svaki lu£ni (vr²ni) rez je separator za neka dva
vrha iz razli£itih komponenti povezanosti.

De�nicija 1.11. Digraf D s barem dva vrha je k-lu£no povezan ako ne postoji lu£ni rez s
k− 1 lukova, a k-jako povezan ako je reda barem k + 1 i ne postoji vr²ni rez s k− 1 vrhova.
Lu£na povezanost κ′(D) digrafa D je najve¢i cijeli broj k za kojeg je D k-lu£no povezan, a
jaka povezanost κ(D) je najve¢i cijeli broj k za kojeg je D k-jako povezan.

Neka su v i w dva vrha digrafa D. Lu£na povezanost izme�u vrhova v i w ili (v, w)-lu£na-
povezanost, ozna£avamo s κ′D(v, w), ili samo κ′(v, w), je minimalna kardinalnost vw-lu£nog-
separatora. Ako v i w nisu susjedni onda je vr²na povezanost izme�u vrhova v i w ili
(v, w)-vr²na-povezanost, ozna£avamo sa κD(v, w), ili samo κ(v, w), minimalna kardinalnost
vw-vr²nog-separatora.

Neka je D digraf i S vw-vr²ni-separator. Ako maksimalni broj vr²no disjuktnih usm-
jerenih (v, w)-puteva ozna£imo s Π(v, w), tada svaka dva razli£ita vr²no disjunktna usmjerena
(v, w)-puta sijeku S u razli£itim vrhovima, tj.

Π(v, w) ≤ κ(v, w) (1.3)

Sli£no, ako je S vw-lu£ni-separator u grafu G, tada svaka dva razli£ita lu£no disjunktna
usmjerena (v, w)-puta sijeku S u razli£itim lukovima. Ako ozna£imo s Π′(v, w) maksimalni
broj lu£no disjuktnih usmjerenih (v, w)-puteva vrijedi

Π′(v, w) ≤ κ′(v, w) (1.4)

Analogno Teoremu 1.1., verzija Mengerova teorema za digrafove pokazuje da su nejednakost
(1.3) i (1.4) ustvari jednakosti.
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Teorem 1.2. (K. Menger, 1927.)

(i) Lu£na povezanost:
Neka je D digraf, a v i w dva vrha. Tada je maskimalni broj lu£no disjunktnih usm-
jerenih (v, w)-puteva u D jednak minimalnom broju lukova vw-lu£nog-separatora, tj.

Π′(v, w) = κ′(v, w)

(ii) Vr²na povezanost:
Neka su v, w nesusjedni vrhovi digrafa D. Tada je maksimalan broj vr²no disjunktnih
usmjerenih (v, w)-puteva u D jednak minimalnom broju vrhova vw-vr²nog-separatora,
tj.

Π(v, w) = κ(v, w)
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Slika 2: Primjer jednakosti iz Mengerovog teorema za digrafove
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2 Dokaz Mengerovog teorema

Prvo ¢emo dokazati bridnu povezant za grafove, odnosno prvu tvrdnju Mengerovog
teorema za grafove, ali prije toga, za dokaz nam je potrebna jo² jedna de�nicija.

De�nicija 2.1. Kaºemo da je brid e ∈ E(G) kontrahiran ako je odstranjen, a njegovi vrhovi
identi�cirani. Tako dobiven graf ozna£avamo G/e. Ako je E ′ ⊆ E(G), onda je G/E ′ graf
dobiven iz G kontrahiranjem svakog brida iz E ′.

Dokaz Teorema 1.1. (i):

(Vidi str. 4)

Teorem ¢emo dokazati matemati£kom indukcijom po broju bridova. Za svaki prazan graf
tvrdnja je o£ita. Pretpostavimo da zadani graf G ima m bridova, te da je tvrdnja istinita za
sve grafove s manje od m bridova. Za korak indukcije razlikujemo dva slu£aja.

Slu£aj 1: Pretpostavimo da postoji vw-bridni-separator S minimalne kardinalnosti k, takav
da nisu svi njegovi bridovi incidentni s vrhom v, niti su svi njegovi bridovi incidentni s
vrhom w. Kada bi iz grafa G izbacili sve bridove skupa S, dobili bismo dvije komponente
povezanosti, nazovimo ih G′ i G′′, od kojih G′ sadrºi vrh v, a G′′ sadrºi vrh w.
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Slika 3: Primjer konstrukcije grafova G′ i G′′

Neka je G1 dobiven iz G tako da se kontrahiraju svi bridovi grafa G′ (£ime se cijeli graf G′

zapravo kontrahira u vrh v), a G2 neka je dobiven tako da se kontrahiraju svi bridovi od G′′.
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Slika 4: Primjer konstrukcije grafova G1 i G2
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Kako grafoviG1 iG2 imaju manje bridova odG, te je S vw-separator minimalne kardinalnosti
za G1 i G2, po pretpostavci indukcije postoji k bridno disjunktnih puteva iz v u w u G1 i G2.
Sada se traºeni putevi od v do w u cijelom grafu G dobiju nadovezivanjem bridno disjunktnih
puteva prona�enih za G1 odnosno G2.

Slu£aj 2: Neka se svaki vw-separator minimalne kardinalnosti k sastoji samo od bridova koji
su incidentni s vrhom v ili w. Bez smanjenja op¢enitost moºemo pretpostaviti da ne postoji
brid od G koji nije sadrºan u nekom vw-separatoru kardinalnosti k, jer bi ina£e mogli izbaciti
takav brid i primijeniti pretpostavku indukcije, ²to bi trivijalno dokazalo tvrdnju. Ako je P
put iz v u w, onda se P sastoji od najvi²e dva brida, te sadrºi najvi²e jedan brid nekog vw-
separatora kardinalnosti k. Izbacimo li put P iz grafa G po pretpostavci indukcije dobivamo
graf s najvi²e k−1 bridno disjunktnih puteva. Ti putevi, zajedno s P , £ine traºenih k puteva
u G.

Na sli£an na£in, indukcijom po broju vrhova, ako promatramo vr²no disjunktne (v, w)-puteve
i vw-vr²ni-separator, moºemo dokazati drugu tvrdnju teroema. U nastavku ¢emo dokazati
vr²nu povezanost za digrafove i iskoristiti taj rezultat kako bi dokazali vr²nu povezanost za
grafove, odnosno drugu tvrdnju Mengerovog teorema za grafove (str. 12 ).

Kako bi dokazali vr²nu povezanost za digrafove, odnosno drugu tvrdnju Mengerovog
teorema za digrafove, defnirati ¢emo potrebene pojmove, te iskazat drugi oblik Mengerovog
teorema. U tom obliku problem se moºe svesti na slu£aj bipartitnih grafova, ²to ¢emo i
pokazati kod digrafova.

Graf G je bipartitan ako mu se skup vrhova moºe particionirati u dva skupa X i Y tako da
svaki brid ima jedan kraj u X, a drugi u Y . Particija (X, Y ) zove se tada biparticija grafa
G.

De�nicija 2.2. Sparivanje u grafu G je podskup M ⊆ E bridova koji nisu petlje, a nikoja
dva nisu susjedna. Kaºemo da su dva kraja brida u M sparena u M . Sparivanje od M

zasi¢uje vrh v, ili se kaºe da je v M-zasi¢en ako je neki brid iz M incidentan s v, a ina£e je
v M-nezasi¢en.

M je maksimalno sparivanje u G, ako ne postoji sparivanje M ′, za koje je |M ′| > |M |. Ako
je svaki vrh iz G M -zasi¢en, kaºemo da je M savr²eno sparivanje.

De�nicija 2.3. Pokriva£ (ili vr²ni pokriva£) je skup vrhova K ⊆ V , tako da svaki brid
iz G ima barem jedan kraj u K, a bridni pokriva£ L je skup bridova tako da je svaki vrh
incidentan sa barem jednim bridom iz tog skupa.

K je minimalni pokriva£ u G, ako ne postoji pokriva£ K ′, za kojeg je |K ′| < |K|.
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Teorem 2.1. (Köing)

Za bipartitan graf G broj bridova maksimalnog sparivanja je jednak broju vrhova minimalnog
pokriva£a.

Mengerov teorem moºe bit iskazan i u ovom obliku:
Neka je G kona£an graf, a v i w dva vrha. Postoji familija F vr²no disjunktnih (v, w)-puteva
i vw-vr²ni-separator S, takav da S sadrºi to£no jedan vrh iz svakog puta iz F .

Dokaz Teorema 1.2. (ii):

(Vidi str. 7)

Teorem ¢emo dokazati tako da prona�emo familiju F me�usobno disjunktnih usmjerenih
(v, w)-puteva i skup S ⊆ V (D) takav da vrijedi:

|S ∩ V (P )| ≥ 1 za svaki (x, y)-put P i

|S ∩ V (P )| = 1 za svaki (x, y)-put iz F

Pridruºit ¢emo digrafu D bipartitni graf G ovako. Svaki vrh u 6= v i u 6= w ¢emo rascijepiti
u dva nova vrha u− i u+, vrh v ¢emo zamijeniti s d+(v) = k novih vrhova A = {v+1 , . . . , v+k },
a w s d−(w) = l novih vrhova B = {w−1 , . . . , w−l }. Svakom luku (v, u) iz D pridruºimo
brid koji spaja u− s jednim od novih vrhova pridruºenih vrhu v, a svakom luku (u,w) iz D
pridruºimo brid koji spaja u+ s jednim od novih vrhova pridruºenih vrhu w, tako da svaki
novi vrh pridruºen vrhu v ili w ima stupanj 1. Vrhovi x+ i y− u G su susjedni ako i samo
ako je x = y ili je (x, y) luk u D.

p

q

r

s

t

u

v w

p- p+

q- q+

r- r+

s- s+

t- t+

u- u+

v1
+

v2
+

v3
+

w1
-

w2
-

w3
-

Digraf D Graf G

Slika 5: Primjer konstrukcije bipartitnog grafa G od digrafa D

Neka je M maksimalno sparivanje u G. Tada je za svaki vrh u ∈ V (D)\{v, w}, bar jedan
od vrhova u−, u+ M -zasi¢en. Ako je samo jedan od njih M -zasi¢en, onda ako zamjenimo
taj jedan icidentni brid iz M s bridom u−u+, dobivamo drugo maksimalno sparivanje koje
zasi¢uje oba vrha.

Prema Köing-ovom teoremu (Teorem 2.1.) postoji pokriva£ K od G takav da je |K| = |M |
(tada za svaki e ∈M vrijedi |e ∩K| = 1) i moºemo uzeti da su jedino u− ili u+ iz K.
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Ako je K minimalni pokriva£, a jedan od novih vrhova iz A ili B je u K, onda taj vrh ima
jedan susjedni vrh i kada bi on bio iz K, K nebi bio minimalan. Takav vrh zamjeniti ¢emo
s njegovim susjednim vrhom i dobit ¢emo drugi minimalni pokriva£.

Neka je S skup vrhova iz D za koje su oba u− i u+ iz K.

Neka je P familija svih usmjerenih (v, w)-puteva u D. Familiju puteva F ⊆ P de�niramo
tako da je svaki put iz F sastavljen od lukova £iji su pridruºeni bridovi iz G u maksimalnom
sparivanju M :

F := {u1, u2, . . . , um ∈ D : u+i u
−
i+1 ∈M za 1 ≤ i ≤ m}

p

q

r

s

t

u

v w

p- p+

q- q+

r- r+

s- s+

t- t+

u- u+

v1
+

v2
+

v3
+

w1
-

w2
-

w3
-

Familija F i skup S Sparivanje M i pokriva£ K

Slika 6: Konstrukcija puteva i separatora za D, maksimalno sparivanje i minimalni
pokriva£ za G

Putevi iz F su me�usobno disjunktni:

Pretpostavimo da postoje dva razlicita puta P1, P2 ∈ F takva da imaju zajednicki luk
a. Neka je vrh u po£etak (kraj) luka a takav da je i kraj (po£etak) dva luka a1 ∈ P1

i a2 ∈ P2. Po de�niciji skupa F postoje pridruºeni bridovi e1 i e2 lukovima a1 i a2
koji su u maksimalnom sparivanju M . Ali kako pridruºeni bridovi e1 i e2 u G imaju
zajedni£ki kraj u− (po£etak u+) M nije sparivanje, ²to je kontradikcija.

Svaki put iz P sadrºi vrh iz S:

Neka je u1, u2, . . . , um ∈ P i neka je i najve¢i indeks za kojeg u−i ∈ K. Tada je u+i ∈ K,
jer brid u+i u

−
i+1 mora biti pokriven pokriva£em K.

Svaki put iz F ne sadrºi vi²e od jednog vrha iz S:

Pretpostavimo da put P1 ∈ F sadrºi vi²e od jednog vrha i neka su vrhovi ui, uj ∈
S ∩ V (P1) takvi da vrh uk /∈ S za i < k < j. Neka je k najve¢i indeks, i < k < j,
takav da je u+k ∈ K. Tada je u−k+1 ∈ K kako bi pokrio brid u−k+1u

+
k+1, ²to zna£i da za

brid u+k u
−
k+1 ∈M vrijedi |u+k u−k+1 ∩K| = 2, a to je kontradikcija.
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U Mengerovom teoremu za digrafove oslabili smo tvrdnju tako da smo zamjenili puteve
s op¢enitijom klasom usmjernih puteva, ali u ovome odlomku ¢emo prikazati kako Teorem
1.1. moºemo gledati kao specijalni slu£aj Teorema 1.2. za simetri£ne digrafove i dokazati
drugu tvrdnju Teorema 1.1., odnosno vr²nu povezanost za grafove.

Za digraf D kaºemo da je simetri£an ako za svaki luk (x, y) postoji luk (y, x).

De�nicija 2.4. Pridruºeni digraf D(G) grafa G je digraf dobiven iz G zamjenom svakog
brida dvama suprotno orijentiranim lukovima s istim krajevima.

Sljede¢a propozicija slijedi direktno iz de�nicije:
Propozicija 2.1. Neka je G graf i D(G) njegov pridruºeni digraf, tada vrijedi:

(i) (v1, v2, . . . , vp) je put u G ako i samo ako je (v1, v2, . . . , vp) usmjereni put u D(G)

(ii) G je povezan ako i samo ako je D(G) jako povezan

Teorem 2.2. Neka je G graf i D(G) njegov pridruºeni digraf, tada vrijedi:

(i) κ(G) = κ(D(G))

(ii) κ′(G) = κ′(D(G))

Dokaz. (i) Neka je S skup vrhova i D−S pridruºeni digraf grafu G−S. Prema Propoziciji
2.1. G−S je povezan ako i samo ako je D−S jako povezan, iz £ega slijedi da je S vr²ni rez
za G ako i samo ako je vr²ni rez za D.

Dokaz Teorema 1.1. (ii):

(Vidi str. 4)

Za pridruºeni digraf D grafa G iz tvrdnje (ii) Teorema 1.2. slijedi:

ΠD(v, w) = κD(v, w)

Iz Propozicije 2.1. za svaka dva vrha v i w slijedi:

ΠG(v, w) = ΠD(v, w)

Iz Teorema 2.2. slijedi da je svaki vr²ni rez grafa G ujedno i vr²ni rez pridruºenog digrafa D.
Ako je S minimalni vw-vr²ni-separator u grafu G tada je S i minimalni vw-vr²ni-separator
u pridruºenom digrafu D tj. vrijedi:

κG(v, w) = κD(v, w)

Sada vidimo da vrijedi jednakost:

ΠG(v, w) = ΠD(v, w) = κD(v, w) = κG(v, w)

tj. tvrdnja (ii) teorema 1.1.

Na sli£an na£in moºemo dokazati i tvrdnju (i) Teorema 1.1. kao posljedicu tvrdnje (i) Teo-
rema 1.2. koju ¢emo dokazati u nastavku.
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Dokaz Teorema 1.2. (i):

(Vidi str.7)

Pretpostavit ¢emo da smo prona²li k me�usobno lu£no disjunktnih usmjerenih (v, w)-puteva,
tada ¢emo, ili konstruirati skup sa k + 1 me�usobno lu£no disjunktnih usmjerenih (v, w)-
puteva, ili prona¢i vw-lu£ni-separator veli£ine k.

Indukciju moºemo zapo£eti sa k = 0 ili k = 1 tako da prona�emo usmjereni (v, w)-put. Neka
je F = {P1, ..., Pk} skup k me�usobno lu£no disjunktnih usmjerenih (v, w)-puteva i neka je
A(F ) = A(P1) ∪ . . . ∪ A(Pk). Konstruirati ¢emo digraf S sljede¢im algoritmom.

Algoritam 2.1. (Konstrukcija digrafa S)

1. Stavimo v u V (S)

2. Ako postoji x ∈ V (S) i luk xy u A(D)\A(F), onda dodajemo y u V (S) i xy u A(S).
Idi na korak 2.

3. Ako postoji x ∈ V (S) i luk yx u A(F), onda dodajemo y u V (S) i yx u A(S). Idi na
korak 2.

Primjetimo da je tako konstruiran digraf S slabo povezan ali nije nuºno jako povezan. Dva
slu£aja se mogu pojaviti na kraju algoritma:

Slu£aj 1: w ∈ V (S). U tom slu£aju konstruirat ¢emo skup sa k + 1 me�usobno lu£no
disjunktnih usmjerenih (v, w)-puteva.
Kako je S slabo povezan tada postoji orijentirani (ne nuºno usmjereni) (v, w)-put
Pk+1 = u0a1u1 . . . uj−1ajuj . . . apup za kojeg vrijedi u0 = v, up = w i za sve 1 ≤ j ≤ p, aj
je ili luk uj−1uj ili luk ujuj−1. Ako aj = uj−1uj, tada aj zovemo luk unaprijed, a ako je
aj = ujuj−1 onda aj zovemo luk unazad. Primjetimo da s konstrukcijom digrafa S, luk je
unaprijed u Pk+1 ako i samo ako nije u A(F).

Ako Pk+1 ne sadrºi nijedan luk unazad, onda skup puteva {P1, . . . , Pk, Pk+1} je skup sa k+1

me�usobno lu£no disjunktnih usmjerenih (v, w)-puteva. U protivnom, po£ev²i od skupa F
i puta Pk+1, konstruirati ¢emo skup F ′ = {P ′1, . . . , P ′k} sa k me�usobno lu£no disjunktnih
usmjerenih (v, w)-puteva i orijentirani (v, w)-put P ′k+1 koji ima jedan luk unazad manje od
Pk+1, tako da je luk unaprijed u P ′k+1 ako i samo ako nije iz A(F ′). Ponavljaju¢i taj postupak
p puta (gdje je p broj lukova unazad u Pk+1), dobit ¢emo skup s k + 1 me�usobno lu£no
disjunktnih usmjerenih (v, w)-puteva.
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Konstrukcija novog skupa F ′:
Neka je j najmanji indeks za kojeg je aj unazad i neka je i0 indeks takav da je aj ∈ A(Pi0).

(i) P ′i = Pi za i 6= i0 i 1 ≤ i ≤ k

(ii) P ′i0 dobivamo nadovezivanjem usmjerenog (v, uj−1)-djela puta Pk+1 i usmjerenog
(uj−1, w)-djela puta Pi0 .

(iii) P ′k+1 dobivamo nadovezivanjem usmjerenog (v, uj)-djela puta Pi0 i orjentiranog (uj, w)-
djela puta Pk+1.

Slu£aj 2: w /∈ V (S). U tom slu£aju ¢emo prona¢i vw-lu£ni separator veli£ine k.
Neka je T = V (D)\V (S), a R skup lukova s po£etkom u S i krajem u T , tada R separira S
od T i on je vw-lu£ni separator. Svaki luk iz R je iz A(F), u protivnom bi mogli primjeniti
korak 2 iz Algoritama 2.1. ²to bi zna£ilo da algoritam nije zavr²io. Put Pi ne moºe sadrºavati
dva luka iz S u T , u protivnom bi postojao luk yx iz T u S u Pi i takav luk je trebao biti
dodan u S korakom 3 Algoritma 2.1. Iz toga slijedi |R| ≤ k, tj. κ′(v, w) ≤ Π′(v, w).
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Zaklju£ak

O£ito je da ako iz povezanog grafa izbacimo skup vrhova tako da graf podijelimo na
dva dijela, broj puteva iz jednog dijela u drugi koji ne dijele iste vrhove ne moºe biti ve¢i
od broja izba£enih vrhova. Zapitamo li se kolika je veli£ina najmanjeg skupa vrhova £ijim
izbacivanjem razdvajamo neka dva vrha grafa u razli£ite komponente, odgovor ¢e biti isti
kao i na pitanje najve¢eg broja puteva izme�u ta dva vrha koji ne dijele iste vrhove. Tu
jednakost pokazuje Mengerov teorem. Mengerov teorem govori i vi²e, da vrijedi i jednakost
izme�u najmanjeg skupa bridova koji separiraju dva vrha i najve¢eg broja bridno disjunktnih
puteva izme�u njih.

U ovome radu smo de�nirali grafove, puteve, povezanost i jo² neke osnovne pojmove
teorije grafova, te iskazali i dokazali Mengerov teorem. Verzija Mengerova teorema za us-
mjerene grafove ili digrafove isto vrijedi, ²to smo pokazali za obje tvrdnje, bridnu i vr²nu
povezanost dva vrha nekog digrafa. Pokazali smo jo² da Mengerov teorem za grafove moºemo
gledati i kao specijalni slu£aj teorema za digrafove.

Klju£ne rije£i: graf, put, povezanost, separator, Mengerov teorem, digraf, sparivanje, pokri-
va£, pridruºeni digraf
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