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Sazetak. U ovom radu pisat ¢emo o algebarskoj strukturi grupa. U uvodu ¢emo navesti
definiciju grupe, njezina osnovna svojstva te pojmove poput Abelova grupa, podgrupa, ho-
momorfizam i izomorfizam grupa.

Nadalje, u drugom dijelu opisat ¢emo nekoliko razli¢itih vrsta grupa pocevsi s normalnim
i kvocijentnim grupama u sklopu kojih ¢emo iskazati i dokazati Lagrangeov teorem i prvi
teorem o izomorfizmu. Sljedeée ¢emo opisati ciklicke i na kraju p-grupe uz koje vezemo i
pojam Sylowljevih p-grupa, Cauchyjev teorem te tri Sylovljeva teorema.

Kljuéne rijeci: grupa, Abelova grupa, podgrupa, homomorfizam, izomorfizam, normalne
grupe, kvocijentne grupe, ciklicke grupe, p-grupe, Lagrangeov teorem, prvi teorem o izomor-
fizmu, Cauchyjev teorem, Sylowljevi teoremi

Abstract. In this term paper we will write about algebraic structure group. In Introduction
we will cite the definition of a group, it’s elementary characteristics and terms as Abelian
group, subgroup, homomorfism and isomorfism of group.

Furthermore, in second part we’ll describe few different type of groups starting with normal
and quotient/factor groups within which we will state and prove Lagrange’s theorem and
first theorem of isomorfism. Next we will describe cyclic and at the end p-groups with which
we associate the term of Sylow-s p-groups, Cauchy’s theorem and three Sylow’s theorems.

Key words: group, Abelian group, subgroup, homomorfism, isomorfism, normal groups,
quotient / factor groups, cyclic groups, p-groups, Lagrange’s theorem, first theorem of iso-
morfism, Cauchy’s theorem, Sylow’s theorems.
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1 Uvod

Promatrat ¢emo parove koji se sastoje od skupa i binarne operacije definirane na tom skupu.
Zapoc¢nimo sa osnovnom definicijom grupe i njezinim svojstvima.

Definicija 1.1. Neka je G neprazan skup na kojem je definirana binarna operacija * : G —
G. KaZemo da je G grupa ukoliko vrijede sljedeca svojstva:

1. Zatvorenost: Za svaki a,b € G vrijedi

abe G

2. Asocijativnost: Za svaki a,b, c € G vrijedi

(ab)e = a(bc)

3. Postojanje neutralnog elementa: Postoji element 1 € G, koji nazivamo neutralni ele-
ment (jedinica grupe), takav da za svaki a € G vrijeds

la = a (lijeva jedinica)
al = a (desna jedinica)

4. Postojanje inverznog elementa: Za svaki a € G postoji element a=! € G koji nazivamo
mverz elementa a za koji vrijeds

aa™t =1 (desni inverz)
a ta =1 (lijevi inverz)

Za elemente a,b € G kaZemo da su komutationi, tj da komutiraju ukoliko je ab = ba.

Za pojam komutativnosti vezan je pojam Abelove grupe. Grupa je Abelova ako svaki par
elemenata iz grupe komutira. Konac¢na je ukoliko je skup G konacan, a u suprotnom je
beskonac¢na. Uobicajeno je govoriti ,,G je grupa“ iako je G skup, ali se podrazumijeva da je
tada skupu G pridruzena binarna operacija.

Primjer 1.2. (a) Najjednostavniji primjer grupe je trivijalna grupa G = {1} koja sadrzi
neutralni element.

(b) Skup K, ={1,—1,i,—i} na kojem je definirano mnoZenje je Abelova grupa.
Provjerimo vrijede li svojstva iz definicije grupe © da li elementi skupa Ky komutiraju.



e Zatvorenost: Je li za svaka dva elementa a,b € K4 1 ab € K47 Odgovor je

potvrdan.
RIESRIENEY
T 1 |-11]-i
o | A O
i i]-]-111
A -ipi 1 -1
e komutativnost: Uocljivo je iz prethodne tablice kako je ab = ba za svaka dva

elementa a,b € K,

e asocijativnost: Vrijedi li (ab)c = a(bc) za svaka tri elementa a,b,c € K%

Pokazali smo kako K, zadovoljava i ovaj aksiom grupe.

e Postojanje neutralnog elementa: Trazimo element e € K4 takav da je za svaki
a € K4y ae = a. Prema tome, e =1, 1 € Ky, je neutralni element.

e Postojanje inverznog elementa: Postoji desni inverz u skupu K4, a kako su ele-
menti u tom skupu komutativni, slijedi kako opcenito postoji inverzni element u

tom skupu.
ab=-e
ab=1
1-1=1
—-1(-1)=1

Iz navedenoga slijedi kako je K, Abelova grupa.

Nadalje, ako je a element grupe, tada se svaki cijeli broj n sa svojstvom da je a™ = 1 naziva
se eksponent elementa a. Ukoliko a nema eksponenta, kazemo da je beskonac¢nog reda. Red
grupe G, koji oznacavamo sa |G| ili o(G), je broj elemenata u skupu G.



Definicija 1.3. Neka je G grupa + H podskup od G. H se naziva podgrupa grupe G ako je
H grupa obzirom na istu operaciju kao i GG. Pisemo H < G.

Svaka grupa ima najmanje dvije podgrupe: 11 G. éinjenicu da je skup H podgrupa grupe
G lako pokazujemo pomocu sljedeéeg teorema.

Teorem 1.4. Neka je H podskup od G te H neprazan skup. H je podgrupa od G ako i samo
ako za sve a,b € H wvrijedi ab=' € H.

Dokaz. Pretpostavimo prvo kako je H podgrupa od G. Prema tome postoje a,b~! € H,
a kako vrijedi svojstvo zatvorenosti u odnosu na danu operaciju, slijedi da je ab™! € H.
Pretpostavimo sada kako je ab™' € H za svaki a,b € H. S obzirom da je H neprazan
skup, u njemu postoji neki element a € H. Tada jei aa™! = 1 € H. Dakle, H sadri
neutralni element. Takoder, za svaki b € H vrijedi eb™* = b~! € H pa zaklju¢ujemo
kako postoji i inverzni element. Nadalje, za elemente a,b € H je i b=! € H pa je isto
tako i a(b~!)™! = ab € H, odnosno H je zatvoren u odnosu na danu operaciju. Svojstvo
asocijativnosti je naslijedeno iz GG. Prema tome, H je grupa. [

Primjer 1.5. Ponekad kada Zelimo pokazati kako je neki skup grupa, moZe nam biti lakse
pokazati kako je dani skup podgrupa neke grupe nego posebno provjeravati svaki od aksioma

grupe.
Pogledajmo je li (S1,-) grupa, pri cemu je S1 = {z € C: |z| = 1}. Umyjesto da provjeravamo
svaki od aksioma grupe, pokusat éemo pokazati da je Sy podgrupa neke grupe. Uzmimo na
primjer grupu C*. Kako je z kompleksan broj, moZemo ga zapisati u sljedecem obliku:

z = |z|(cost +isint),t € R

= |z|e™,t € R.

Prema tome, Sy ima oblik S; = {e : t € R}. Tordimo da je S; < C*. S} je svakako podskup
od C* jer su neki kompleksni brojevi podskup svih kompleksnih brojeva. Takoder je neprazan
skup jer je barem 1 € S;. Uzmimo sada dva elementa z1, z iz Sy oblika z = e, 2z = €2,
za realne brojeve ty i ty. Tada je:

zizy = eMe ™ = elth=t2) ¢ g

Iz toga prema prethodno dokazanom teoremu slijedi kako je S1 podgrupa od C*, a iz definicije
podgrupe slijedi kako je S1 upravo grupa.

Sljede¢a dva vazna pojma u teoriji grupa su homomorfizam i izomorfizam grupa. Neka
su G1 1 G grupe. Preslikavanje ¢ : G; — (5 naziva se homomorfizam grupa ako za svaki
a,b € Gy vrijedi

p(ab) = p(a)p(b).
Kazemo da je grupa G izomorfna grupi G ako postoji izmorfizam (bijektivno preslikavanje)
Q: G1 — GQ.
Primjer 1.6. PokaZimo da je preslikavanje f(x) = i* homomorfizam grupe (Z,+) u grupu
(Ky,). Neka su x iy iz skupa cijelih brojeva. Trebamo provjeriti vrijedi li:

flx+y) = f(2)f(y).
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Izracunom lijeve © desne strane dobijemo
flz+y) =i
f@)f(y) =" =i"™.
Kako su desne strane obje jednakosti jednake, zakljucujemo kako je f homomorfizam.

Bitno je spomenuti i sliku i jezgru grupe. Pretpostavimo li kako je preslikavanje ¢ : G; —
G5 homomorfizam grupa, tada stavljamo:
Imp = {p(a) 1 a € G1} < G je slika od ¢,
Kerp ={a € Gy :¢(a) =eq} < Gy je jezgra od .



2 Posebni oblici grupa

Iako postoji vise razlicitih oblika grupa, u ovom radu opisat ¢emo normalne, kvocijentne,
ciklicke i p-grupe te navesti vaznija svojstva, pojmove i teoreme vezane za njih.

2.1 Normalne i kvocijentne podgrupe

Neka je H podgrupa grupe G te nekasu a,b € GG. Kazemo da je element a desno kongruentan
b modulo H ukoliko je b~'a € H. Oznaka je a ~ b Analogno se definira i relacija ,biti lijevo
kongruentan modulo H* koju oznacavamo sa a! ~ b. Promotrimo tu relaciju na sljede¢em
primjeru.

Primjer 2.1. nZ je podgrupa grupe Z uz zbrajanje za prirodan broj m pa stoga je i 6Z
podgrupa grupe Z.. Neka su a,b € Z. a je desno kongruentno b modulo 6Z ako i samo ako je
—b+ a € 6Z a to pak vrijedi ako i samo ako je a = b (mod 6).

,Biti desno kongruentan modulo H* je relacija ekvivalencije na G i to se jednostavno
provjeri ispitivanjem svojstava ekvivalentnosti:

o Refleksivnost: Zaa € Ga~"T ajerjeata=cc H

e Simetri¢nost: Za a,b € G takve da je a ~ b vrijedi b~la € H iz ¢ega slijedi da je
(b7ta)t =a ' (b7')"' =a'b € H pa je prema tome b ~7 a .

e Tranzitivnost: Neka su a,b,c € G takvi daje a ~7 bi b~ c. Tadaje b~la € H i
c¢™'b € H, odnosno (¢ 10)(b~ta) = ¢} (bb~)a = ¢ ta € H, a to znadi da je a ~ c.

Ukoliko s [a] ozna¢imo klasu ekvivalencije elemenata a € G, tada je
la| ={ah:h e H} =aH

te tu klasu nazivamo desna H-klasa u grupi GG. Analogno se definira i lijeva H-klasa. Grupa
G je disjunktna unija svih svojih desnih H-klasa. Uz ove pojmove vezemo Lagrangeov teorem
koji nam govori o redu grupe G i njezine podgrupe H, ali prije iskaza i dokaza navedenog
teorema, promotrimo lemu koja ¢e nam koristiti u dokazu teorema.

Lema 2.2. . Neka je G grupa i H podgrupa od G. Tada je
laH| = |Ha| = |H| za svaki a € G.

Dokaz. Trebamo pokazati kako su redovi od aH, Ha i H jednaki. Promatrat ¢emo pres-
likavanja f : Hao — H i g : aH — H dana sa f(ha) = h i g(ah) = h te pokazati da su
bijektivna. Oba su ocito surjektivna jer se za h iz H elementi ah i ha preslikaju u njega.
Uzmimo sada elemente hia i hoa iz Ha koji se preslikaju u isti element iz H.

f (hla) =hy

f(hea) = hy
Kako je po pretpostavci hy = hs, slijedi da je i hya = hsa pa je f injektivno preslikavanje, a
analogno se pokaze kako je i g injektivno preslikavanje. O]



Teorem 2.3 (Lagrangeov teorem). Neka je G konacna grupa i H njezina podgrupa. Tada
je red od G djeljiv redom od H, tj |H| dijeli |G|. Toénije, ako oznacimo |G| =n i |H| =k,
a sa p oznacimo broj desnih, odnosno lijevih H-klasa u G, tada je n = pk.

Dokaz. Neka su aq, as, . ..a, predstavnici svih desnih H-klasa u G. Kako znamo da je G
disjunktna unija svojih desnih H-klasa, mozemo pisati:

G=aHUaHU.. . Uay,H.
Prema tome vrijedi da je
|G| = |a1H| + |asH| + ... + |a,H].
Iskoristimo li prethodnu lemu, dobijemo kako je
|G| =|H|+|H|+ ...+ |H| =p|lH|.
Iz tog rezultata slijedi tvrdnja teorema. O

Primjer 2.4. (a) Neka je G grupa prostog reda kojeg éemo oznaciti za n i H podgrupa od
G. Prema prethodnom teoremu |H| dijeli |G|, a kako su jedini djelitelji prostog broja n
jedinica i on sam, to znaci kako su moguéi redovi podgrupe H iz skupa {1,n}, odnosno,
H ={e} ili H=G. Iz ovog primjera zakljucujemo kako grupa prostog reda ima samo
trivijalne podgrupe.

(b) Neka je G grupa reda 8 i H podgrupa od G. Tada je |H| € {1,2,4,8}.

Za podgrupu H grupe G kazemo da je podgrupa kona¢nog indeksa u grupi Gako ima samo
kona¢no mnogo desnih H-klasa u G. Taj broj desnih H-klasa oznacavamo sa [G : H] i
nazivamo indeks od H u G. U slucaju da je G kona¢na grupa, tada je red od G jednak
umnosku indeksa od H u G i reda podgrupe H.

Definicija 2.5. . Podgrupa H grupe G naziva se normalna podgrupa v oznaci H < G
ukoliko za svaki element ¢ € G vrijedi

He=cH , to jest {hc:he€ H} ={ch:h e H}.
Navedimo sada dva primjera.
Primjer 2.6. Svaka podgrupa Abelove grupe je normalna.

Primjer 2.7. Pokazimo da je SL,(R) normalna podgrupa od GL,(R). Znamo kako je
SL,(R) podgrupa od GL,(R). Uzmimo sada A € SL,(R) i B € GL,(R). Vrijedi sljedece:

det(BAB™') = det(B) det(A) det(B™)
= det(B) det(B™1)

= 1.

Znaci, BAB™' € SL,(R) pa je SL,(R) normalna podgrupa od GL,(R).



Kako bismo definirali kvocijentnu grupu grupu grupe G po normalnoj podgrupi H, pro-
motrimo najprije sljedece.
Neka je H normalna podgrupa grupe G. Ozna¢imo sa G/H skup svih H-klasa u grupi G te
na tom skupu ¢emo definirati binarnu operaciju zadanu na sljedeé¢i nacin:

(aH)(bH) = abH , pri ¢emu su a,b € H.

Provjerimo je li navedena operacija dobro definirana, to jest da ne ovisi o izboru reprezen-
tanata a i b. U tu svrhu izaberimo o/, 0’ € H takve da je

aH =d H a~" d
bH=VH b~ V.

Trebamo pokazati da izrazi (aH)(bH) = abH i (¢/H)(V'h) = o'b'H daju jednake rezultate,
odnosno povlacili a ~ a’ i b~ b da je takoder ab ~* a’b’. Prema pretpostavci je a ~ o/,
to jest a='a’ € H pa moZemo odabrati element h; iz podgrupe H i oznaciti a='a’ = h,.
Pomnozimo li jednakost s a, dobijemo kako je @’ = ah,. Analogno slijedi iz b ~ b da je
b' = bhs, pri ¢emu je ho € H. Nadalje, iskoristit ¢emo ¢injenicu da je H normalna pogrupa
od G. Tada je

b=1/Hb = bH
b Hb = I
b~lhib € H.

Promotrimo sada umnozak a'b’.

a'bl = ahybhy
= aehibhy
= abb~'hybhsy
= ab(b~ " hib)hs,.
Ovdje ¢emo iskoristiti prethodni rezultat i oznaciti:
b hib = hs
= abhshs, h3, hy € H.

Kako su hs i hsy elementi podgrupe H, mozemo njihov umnozak oznaciti sa hy koji se takoder
nalazi u H pa imamo a'b/ = abhy. Sada je preostalo pomnoZiti izraz sa (ab) ™.

(ab) ‘'t =h4 € H
Iz toga proizlazi kako je ab ~ a'b' i abH = o'V H te je skup G/H grupa.
Definicija 2.8. . G/H naziva se kvocijentna grupa grupe G po normalnoj podgrupi H.
Teorem 2.9. Neka je ¢ : Gy — G homomorfizam grupa.

(i) Kery je normalna podgrupa od Gy .

(i1) (Prvi teorem o izomorfizmu,)
Preslikavanje ® : G1/Kerp — Imyp definirano izrazom

d(aKerp) =p(a),a € Gy

je izomorfizam kvocijentne grupe G1/Keryp na grupu Imep.

10



Dokaz. Dokaz prvog dijela ovog teorema se svodi na koristenje ¢injenice kako je preslikavanje
¢ homomorfizam i promatranje djelovanja navedenog preslikavanja na element a~'ha, pri
¢emu je a € Gy, h € Kerg.

Dokaz prvog teorema o izomorfizmu je takoder veoma jednostavan. Prvo je potrebno pokazati
kako je preslikavanje ®(aKery) = p(a) dobro definirano $to ¢emo pokazati odabirom nekog

drugog reprezentanta i pokazivanjem da to ne utjece na rezultat.
Neka je
aKerp = d Kerp.

Iz a ~%¢% @/ slijedi da je a='a’ € Kery, tj. a='a’ = h,h € Kerp. Neka je

d(aKery) = ¢(a),
O(a'Kerp) = p(d),
a' = ah za neki h € Kerp.

Prema tome vrijedi

P(d'Kerp) = p(a') = p(ah) = p(a)p(h) = p(a) = ®(aKerp)

pa je to preslikavanje dobro definirano. Nadalje, kako bismo pokazali da je izomorfizam,
moramo pokazati da je homomorfizam i bijekcija.

e Homomorfizam:
O((aKerp)(bKeryp)) = ®(abKerp) = p(ab) = p(a)p(b) = ®(aKerp)®(bKeryp)

e Surjektivnost: Buduéi da je kodomena preslikavanja jednaka slici od ¢, iz same defini-
cije preslikavanja & slijedi da je ono surjekcija.

e Injektivnost:
O(aKerp) = O(bKery)

p(a) = ¢(b)/(0)
pla)p(b) ™ = ea,
pla)p(b7") = eq,

plab™) = eq,
ab™t € Keryp
Kerp 4G,
Kerp p,

=an~

= aKerp = bKerep.

Prema tome, tvrdnja teorema vrijedi. O]

Podskup grupe G u oznaci Z(G) = {z € G : axr = xa, za svaki a € G} naziva se centar
grupe. On je normalna komutativna podgrupa od G, a ako je H podgrupa od G takva da
je ujedno i podskup centra grupe, tada je H normalna podgrupa od G i takva podgrupa se
naziva centralna.
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2.2 Ciklicke grupe

Kako bismo definirali ciklicke grupe, najprije moramo reé¢i $to je grupa generirana skupom
S. Promotrimo grupu G za koju ¢emo oznaciti:

a =€
Cle(l
a” = aa

pri ¢emu je a € G. Za n > 3 stavimo da je

a” = aa"’l,

azan<0,n € Zstavimo

a" = (a” b))
Na taj smo nacin definirali sve potencije a™ elementa a za cjelobrojne n. Nadalje, neka je
preslikavanje ®, : Z — G odredeno izrazom

Q,(n) =a".
Kako za cjelobrojne m i n vrijedi da je
Dy (m+n)=a™"" =a"a™ = ,(n)P,(m),

slijedi da je ®, homomorfizam grupa. Sada definiramo < a > kao sliku preslikavanja &,
odnosno skup svih a” za cjelobrojne brojeve n. Taj skup je najmanja podgrupa od G koja
sadrzi element a. Opéenito, neka je S neprazan podskup grupe G. Za najmanju podgrupu
od G koja sadrzi S kazemo da je generirana sa S i pisemo < S >.

Definicija 2.10. Grupa generirana jednim elementom naziva se ciklicka grupa.

U kontekstu ciklickih grupa, red | < a > | = m naziva se period ili red elementa a te
ukoliko < a > nije konana, element a nije kona¢nog reda. Neutralni element (jedinica)
jedini je element reda 1. Ukoliko je a element reda m u konac¢noj grupi G, tada red elementa
a dijeli red od GG. Prema tome, ako je G prostog reda i a njezin element razli¢it od neutralnog
elementa tada je < a >= ( iz ¢ega mozemo zakljuciti kako je grupa prostog reda ciklicka.
U ovom dijelu ¢emo jo$ samo pokazati kako je svaka podgrupa ciklicke grupe G takoder
ciklicka i kako je za svaku podgrupu H od G kvocijentna grupa G/H ciklicka.

Dokaz. U slucaju da je G beskonacna grupa, ona je izomorfna skupu cijelih brojeva, a to
znadi da je svaka podgrupa od G izomorfna ili {0} =< 0 > ili mZ =< m > pa je stoga
ciklicka.

Sli¢no tome, svaka kvocijentna grupa grupe G je izomorfna ili Z/{0} =Z =<1 > ili Z/mZ
(koja je izomorfna Zm =< 1 > ) pa je ciklicka.

S druge pak strane, neka je G konac¢na grupa reda n i G =< a > te oznac¢imo sa H podgrupu
od G koja ne sadrzi samo neutralni element. Tada postoji element a™ € H za prirodni broj
m. Neka je m najmanji takav za koji to vrijedi, to jest m = min{k € N : a* € H}. Ono &to
tvrdimo jest da je H =< a™ > za a™ € H. Tada je < a™ > podskup od H. Uzmimo neki
element b iz podgrupe H. Taj element se nalazi i u grupi G, odnosno vrijedi sljedece:

beG={ead, .. ,a" '} tejeb=a"2a 0<k<n-—1.
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Nadalje, oznac¢imo li s k = sm + j , pri ¢emu je 0 < 7 < m dobijemo sljedece:

h= asm+j _ asmaj/a—(sm)

ba="™ = o’
b(a™) ™ =d’.
Promotrimo 1i posljednji izraz uo¢avamo kako iz ¢injenice da su b i a™ elementi podgrupe
H mozemo zakljuciti kako je i @’ element iz H. Zbog ¢injenice da je j strogo manji od m
slijedi da je 7 =0 te
b=2a"" = (a)" €< a™ >

. U konacnici to znaci da je H podskup od < a™ > pa je H =< a™ >, ¢ime je dokazan prvi
dio tvrdnje.

Pretpostavimo li kako je H podgrupa od G, a znamo kako element a generira grupu G, tada
klasa aH generira kvocijentnu grupu G/ H, to jest G/H je ciklicka grupa. [

Primjer 2.11. Dokazimo kako grupa (Q,+) nije ciklicka grupa.
Pretpostavimo suprotno, to jest da postoje relativno prosti brojevi m € Z, n € N takvi da je

m
qg=<—>.
n

Tada za svaki q € Q postoji k € Z takav da vrijeds

km
q=—
n
Uzmimo na primjer
1
q= %
1z toga slijedi da je
L k
2n  n’
odnosno da je
1
km = —,
2

a to nije moguce jer su k © m cijeli brojeuvu.

2.3 p-grupe

Konac¢nu grupu reda p”, pri ¢emu je p prost broj i nprirodan, nazivamo p-grupom. Podgrupa
H konac¢ne grupe G je p-podgrupa ukoliko je H p-grupa. Primjerice, grupa reda 60 nije
p-grupa, dok grupa reda 9 = 32 jest. Jedna pak posebna vrsta p-grupa su Sylowljeve p-
podgrupe ¢iju ¢emo definiciju sljedec¢u iskazati.

Definicija 2.12. Podgrupa H konacne grupe G zove se Sylowljeva p-podgrupa ako je H
p-podgrupa i ako indeks |G : H| nije dljeliv s p.

Prije iskaza samih Sylowljevih teorema, spomenimo i Cauchyjev teorem. On kaze kako
kad imamo kona¢nu grupu G i p prost broj koji dijeli red grupe G, tada grupa G sadrzi
podgrupu reda p. Drugim rije¢ima, grupa G tada sadrzi element reda p.
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Teorem 2.13 (Prvi Sylowljev teorem). Neka je G grupa reda p"m, gdje sun > 1 i p prost
broj takav da je (p,n) = 1. Tada G sadr#i podgrupu reda p' za svaki 1 < i < n i svaka
podgrupa od G reda p' za i < n je normalna u nekoj podgrupi reda p'*+*.

Teorem 2.14 (Drugi Sylowljev teorem). Neka je G konacna grupa i p prost broj koji dijeli
red od G.

(i) Svaka p-podgrupa grupe G sadrZana je u nekoj Sylowljevoj p-podgrupi grupe G.

(i1) Sve Sylowljeve p-podgrupe grupe G su medusobno konjugiranje. Drugim rijecima, ako
su H 1 K duvije Sylowljeve p-podgrupe grupe G, tada postoji a € G takav da je K =
aHa™".

Teorem 2.15 (Tre¢i Sylowljev teorem). Neka je G konacéna grupa i neka je p prost broj
kogi dijeli red od G. Broj Sylowljevih p-podgrupa grupe G dijeli red od G. Broj Sylowljevih
p-podgrupa grupe G dijeli |G| = n. Takoder, broj Sylowljevih p-podgrupa grupe G oblika je
kp 4+ 1 za neki nenegativan cijelt broj k.

Primjer 2.16. Ukoliko je red grupe G jednak 15 = 3 -5, tada postoji Sylowljeva 3-podgrupa
1 Sylowljeva 5-podgrupa.

Primjer 2.17. Pokazimo kako je konacna grupa G p-grupa ako i samo ako je red svakog
elementa grupe G potencija broja p.

Pretpostavimo najprije kako je G p-grupa, to jest neka postoji prirodan broj k takav da je
|G| = p*. Prema Lagrangeovom teoremu |a| = | < a > | i on dijeli red od G, odnosno p*.
Dakle, red od a je oblika p' pri cemu je | mange ili jednako od k za svaki a iz grupe G, a to
upravo znaci kako je red svakog elementa od G potencija broja p.

S druge pak strane, pretpostavimo kako je red svakog elementa grupe G potencija broja p.
Takoder, pretpostavimo da G nije p-grupa, to jest kako ne postoji prost broj q razlicit od p
takav da q dijeli red od G. Cauchyjev teorem kaZe kako G sadrzZi element reda q, a to nije
moguce pa je G p-grupa.

U ovom poglavlju spomenimo jo§ samo pojam proste grupe. Grupa G zove se prosta
ako su jedine njezine normalne podgrupe {e} i G, to jest ako nema netrivijalnih normalnih
podgrupa.

Primjer 2.18. Grupa reda 12 nije prosta. Broj 12 moZemo zapisati kao umnozak 2%3. Prema
trecem Sylowljevom teoremu broj Sylowljevih 3-podgrupa je oblika 3k + 1 ¢ 3k + 1 dijeli 12.
Uzmimo sada razlicite brojeve k i pogledajmo Sto dobijemo.

k=0—3k+1=1,1 dijeli 12

k=1—=3k+1=4,4 dijels 12

k=2—=3k+1=17,7 ne dijels 12

k=3—3k+1=10, 10 ne dijeli 13

k=4—=3k+1=13, 13 ne dijeli 12

Stat éemo kod k = 4 jer smo dobili broj veéi od 12 pa mnema smisla nastavljati postupak.
Uocavamo kako je k =0 ili k = 1. Ako je k = 0, postoji jedinstvena Syowljeva 3 — podgrupa
pa je ona normalna. Pretpostavimo da je k # 0, odnosno da je k = 1. Tada postoje cetiri
Sylowljeve 3-podgrupe reda 3, to jest imamo 8 elemenata reda 3. Preostala cetiri elementa
tvore grupu reda 4 1 to je jedinstvena Sylowljeva 2-podgrupa pa je normalna. Dakle, grupa
reda 12 nije prosta.
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3 Primjena

Teorija grupa ima Siroku primjenu ne samo u matematici, ve¢ i u drugim znanostima poput
fizike, kemije i racunarstva, ali i u umjetnosti. Primjerice, u glazbenoj umjetnosti grupu Zis
mozemo povezati s ¢injenicom kako od srednjeg tona C do iduceg tona C na klaviru postoji
12 tipki. Kako ljudsko uho prirodno c¢uje frekvencije s 12 intervala medu njima, mozemo
slikovito rec¢i da ljudi ¢uju u aritmetici modulo 12. Kako bismo primijenili matematiku na
ovu ¢injenicu potrebno je samo definirati preslikavanje izmedu kompletiranog niza od 12
nota (kromatske ljestvice) i elemenata grupe Zis. ,,To &nimo na sljedeéi naéin:

Cr——0,Ct—i—1,D——2 Di—t+— 3 E——4,
Fi—4—5F——606G——7Gi— 1~ 8 A9,
Af— 10, B —— 11

Sada je lako zapisati na primjer C-dur ljestvicu: {C, D, E, F,G, A, B} ={0,2,4,5,7,9,11}
[2]}!
Drugi zanimljiv primjer uporabe teorije grupa odnosi se na veoma popularnu trodimenzi-
onalnu mehanicku igracku koju je 1974. godine izumio kipar i profesor arhitekture Erng
Rubik te ju nazvao ,,éarobna kocka“, a koju danas poznajemo pod imenom Rubikova kocka.
Oznacimo sa G skup svih moguéih poteza koje mozemo napraviti na Rubikovoj kocki, a sx
preslikavanje koje ¢emo nazvati ,uzastopno izvodenje poteza“ pri ¢emu potezom smatramo
zaokret jedne od njezinih strana u smjeru kazaljke na satu za 90 stupnjeva. Promotrimo ima
li ova struktura svojstva grupe. Operacija * je asocijativna, neutralni potez pri kojem nije
promijenjen izgled kocke nazivamo neutralnim elementom. Nadalje, svaki potez je invertibi-
lan (jednostavnim okretanjem kocke u polozaj iz kojeg smo je pomaknuli). Dakle, (G, x) je
grupa koju nazivamo grupom Rubikove kocke, ali uo¢imo kako ta grupa nije Abelova. Njezin
red je jednak broju svih moguéih poteza koje je moguée na njoj napraviti i iznosi 43 - 108,
a red elementa pak govori koliko je puta potrebno izvrSiti neki potez kako bi se izgled kocke
vratio u prvobitni polozaj. Uz pomo¢ teorije grupa moguce je odrediti algoritam za njezino
slaganje.
Govoredi u Sirom spektru, teorija grupa je studija simetrije i pomaZze nam u analizi simetric-
nih objekata — Sto se moze odnositi na geometrijsku strukturu, fizikalne zakonitosti, kemijske
strukture, ali i apstraktnije pojmove poput trigonometrijskih funkcija.
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