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1. UVOD

Podru¢je nizova brojeva jedno je od najstarijih podru¢ja matematicke analize, koristeno jos kod
starih Grka za pojednostavljivanje i rjeSavanje raznih problema, poput onih geometrijskih o
duljini kruznice ili povrSini kruga. Kako su svi nizovi promatrani u ovome radu beskonacni, kroz
povijest je bilo otezano, ili nemoguce pratiti neka od njihovih svojstava, odrediti ¢lanove tih
nizova s velikim indeksima i slicno. Pojavom raCunarstva i povezivanjem racunarstva s
matematikom brojni nerijeSeni problemi rjeSavani su s lako¢om, a vrijeme izvrSavanja vecéine

operacija i zadataka s nizovima neizmjerno je smanjeno.

Ovaj rad kroz matematicke opise predstavlja neke od tih nizova, s ciljem pripreme za njihova
programska opisa. Ponasanja i pravilnosti obradenih nizova zanimljiva su za programsko
promatranje i opisivanje, sto je, kroz udruzivanje matematickih relacija i njihovih programskih

izvedbi, konacan cilj ovog zavr$nog rada.

Za dobru izvedbu i shvacanje algoritama primjenjenih u programskom jeziku C++, potrebno je
potpuno razumijevanje svih elemenata vezanih uz osnovne matematicke nizove. U prvom
poglavlju ovoga rada dane su osnovne definicije niza realnih brojeva, kao i definicije popratnih
pojmova, te svojstva takvih nizova. Zatim, u drugom poglavlju su predstavljeni i opisani osnovni
nizovi kojima se bavi ovaj zavr$ni rad, ispraceni svim formulama i relacijama nuznima za njihov
programski opis. Naposljetku, u tre¢cem poglavlju predstavljeni su osnovni nizovi, kao i dijelovi

koda koji opisuju, ra¢unaju i ispisuju te nizove.

1.1. Zadatak zavrS$nog rada

Zadatak ovog zavr$nog rada je definiranje i predstavljanje osnovnih matematickih nizova, uz
nuzno definiranje svih vaznih pojmova vezanih uz nizove brojeva. Primjena predstavljenih
nizova znacajna je u racunarstvu, stoga je dio zadatka njihovo predstavljanje i implementacija u

programskom jeziku C++.



2. NIZOVI BROJEVA

Niz (slijed) se dobije nizanjem ili svrstavanjem bilo brojeva bilo predmeta jednih za drugima.
Brojevi ili predmeti u nizu zovu se ¢lanovi. Ako je njihov broj konacan, kaze se da je niz

konacan, a ako je njih beskona¢no mnogo, kaze se da je niz beskonacan.

2.1. Definicija niza realnih brojeva

Niz realnih brojeva je funkcija a: 4 - R, gdje je A ={1,2,...,N} ili je A= N. Ako je A =N,
onda je rije¢ o beskona¢nom nizu realnih brojeva, inaCe je niz konacan. Dakle, prirodnim

brojevima n € A redom pridruzujemo neke realne vrijednosti a(n).

Opéenito se ¢lanovi niza obiljezavaju sa aj, ay, ..., an, gdje je a; prvi ¢lan, a, drugi, a vrijednost
a(n) niza a na prirodnom broju n oznacava se sa a, i naziva n-ti ¢lan ili op¢i ¢lan niza. Sam niz a
oznacava se sa (&) ili jednostavno aj, ay, ..., @n, ... . Svaki ¢lan niza ima to¢no odredeno mjesto

na kojem se nalazi, $to niz razlikuje od skupa.

Osnovni niz brojeva je niz prirodnih brojeva: 1, 2, ..., n, ... do koga se doslo brojanjem. Da je taj

niz beskonacan naznaceno je to¢kicama iza n.

Niz moZe biti zadan na tri nacina:
1. Nabrajanjem prvih nekoliko ¢lanova (pri ¢emu prvih nekoliko ¢lanova ne odreduje niz,
jer pravilo ispisivanja ¢lanova niza ne mora biti jednoznacno).
Primjer 1. 2, 4, 6, 8, 10, 12, ...
2. Op¢im ¢lanom.
Primjer 2. a,, = 2n
3. Rekurzivnom formulom.

Primjer3.ay =2, a, = ap_1 +2



2.2. Svojstva nizova realnih brojeva

2.2.1. Monotonost i stacionarnost niza

Niz (an) raste ako

an < ap+1, (2-1)
za svaki n.
Niz (an) pada ako

(p 2 Anysy (2-2)
za svaki n.
Niz je monoton ako raste ili ako pada.
Ako je u (2-1), odnosno (2-2) znak stroge nejednakosti, kazemo da niz strogo raste, odnosno

strogo pada.

Niz realnih brojeva (a,) je stacionaran ako postoji prirodan broj no takav da je a,=ano za svaki

n>nNo.

2.2.2. Omedenost niza

Niz (an) je omeden odozdo ako postoji m € R takav da je a,, = m, za svakin € N.
Niz (an) je omeden odozgo ako postoji m € R takav da je a,, < m, zasvakin € N.
Niz je omeden (ogranicen) ako je omeden odozdo i odozgo, odnosno ako postoje m, M € R takvi

dajem < a, < M, zasvakin e N.

2.3. Gomiliste, okolina, limes i konvergencija niza

Postoje tri vrste nizova:
1. Nizovi koji se pribliZzavaju jednoj realnoj grani¢noj vrijednosti.

.. > .. n 1 2
Primjer 4. Clanovi niza a,, = — su: -, -,
n+1 2’3

B w

,g, ... koji se sve vise priblizavaju broju 1.
2. Nizovi ¢iji €lanovi rastu ili padaju neograniceno.
Primjer 5. Clanovi niza a, =nsul,?2, 3,4, .. koji rastu u +oo.
3. Nizovi koji nisu monotoni niti se priblizavaju nekoj vrijednosti.
Primjer 6. Clanovi niza a, = (=1)" su -1, 1, -1, 1, ... koji neprestano izmjenjuju

vrijednosti -11i 1.



2.3.1. Gomiliste

Za realan broj a kazemo da je gomiliSte niza (a,) ako se u svakoj e-okolini broja a nalazi
beskona¢no mnogo ¢lanova tog niza.

Niz dan primjerom 6 ima dva gomili$ta, to su -1 1i 1.

2.3.2. Okolina

Okolina realnog broja je svaki otvoreni interval (a,b) u kojem taj broj lezi. Neka je
(a, b)okolina realnog broja r. Tada je r € (a,b), odnosno a <r < b. Kako r ne moze biti
jednak ni broju a ni broju b, kazemo da r lezi u unutrasnjosti intervala (a,b). Neka je € € R.

Okolinu (r — &, r + €) nazivamo simetri¢cnom okolinom ili e-okolinom realnog broja r.

Okolina realnog broja a je svaki otvoreni interval oko a 0(a,¢) = {x E Rla —e < x < a + €},
odnosno O(a, €) = {x € R||a — x| < &}.
U okolini broja -1 niza danog primjerom 6 nalaze se svi ¢lanovi a,,_4, dok se u okolini broja 1

nalaze svi ¢lanovi a,,, tog niza.

2.3.3. Limes

Za realan broj a kazemo da je grani¢na vrijednost ili limes niza (a,) ako se u svakoj okolini od a
nalazi beskona¢no mnogo ¢lanova niza, a izvan te okoline samo kona¢no mnogo njih. Dakle, ako
i samo ako za svaki ¢ > 0 postoji np € N takav da za svaki n > ng vrijedi |a, - a| < &.

Ako a, prilazi broju a blizu kada n postaje sve veéi i veci, koristimo oznaku danu izrazom (2-3).

lima, =a (2-3)

n—oo

Iako je limes gomiliSte, svako gomiliSte nije limes. Razlika izmedu gomiliSta i limesa je u tome
Sto se unutar svake okoline gomilista (koje nije ujedno i limes) nalazi beskonacno ¢lanova niza,

ali se 1 izvan te okoline takoder nalazi beskona¢no ¢lanova niza.

AKo niz ima limes, onda ima samo jedan limes.



2.3.4. Konvergencija i divergencija

Nizove koji imaju limes nazivamo konvergentnim nizovima. Za nizove koji nisu konvergentni
kazemo da su divergentni. Dakle, kod konvergentnog niza svaka okolina od a sadrzi beskona¢no

mnogo ¢lanova niza, dok se izvan te okoline nalazi kona¢no mnogo ¢lanova niza.

Za beskonacni niz (a,) kaze se da je nul-niz ako za proizvoljni € € R postoji kona¢no mnogo
¢lanova a, tog niza za koje je |a,| = ¢, tj. ako u svakoj okolini broja 0 lezi beskonacno, a izvan
nje samo kona¢no mnogo ¢lanova tog niza. Neka je (—¢, ) jedna okolina broja 0 i neka je m
najve¢i medu indeksima onih ¢lanova niza (a,) kojileZe izvan okoline (—¢, €) ili neka je m=0 ako
takvih ¢lanova nema. Postavimo li np=m-+1, svi ¢e ¢lanovi a,, za koje je n>no, sigurno lezati u

okolini broja 0.

Umjesto navedene definicije nul-niza, moze se uzeti i slijedeca, prvoj ekvivalentna definicija:
Beskonacni niz (ap) je nul-niz onda i samo onda ako se svakom realnom pozitivnom ¢ da

pridruziti prirodni broj np takav da bude |a,| < € ¢im je n > n,,.

Ako je niz (a,) nul-niz, kazemo da njegovi ¢lanovi teze ili konvergiraju prema nuli i piSemo:

a, = 0ililim,_,a, = 0.

Za beskonac¢ni niz (an) kaZemo da je odredeno divergentan ako:
1. Pocevsi od odredenog indeksa dalje svi njegovi ¢lanovi imaju isti predznak.

2. Za po volji odabrani broj G € R postoji samo kona¢no mnogo ¢lanova a, za koje je |a,| < G.

Uz navedene pretpostavke, neka je m najvec¢i medu indeksima onih ¢lanova za koje je |a,| < G
ili nula, ako takvih ¢lanova nema. Postavimo li np=m+1, za sve ¢e ¢lanove an, za koje je n = ny,

vrijediti: |a,| > G.

Radi toga je valjana i slijedeca definicija: Niz (a,) je odredeno divergentan onda i samo onda ako
su mu, pocevsi od odredenog indeksa svi ¢lanovi istog predznaka i ako se svakom G € R dade

pridruziti prirodni broj ny takav da za sve n > n, bude |a,| > G.



Ako je beskonacni niz (a,) odredeno divergentan, onda vrijedi jedno od slijedeceg:

Za niz (ap) kazemo da tezi prema -co ako za svaki m € R postoji np € N takav da je a, < m, za
svaki n > ng. Za takav niz koriste se oznake (a,) = +ililim,_, a, = +o.

Takav niz nije omeden odozgo.

Za niz (a,) kazemo da tezi prema +oo ako za svaki M € R postoji np € N takav da je a, > M, za
svaki n > ng. Za takav niz koriste se oznake (a,) - — ililim,_, a, = —c0.

Takav niz nije omeden odozdo.

2.4. Periodi¢ki nizovi

Niz a3, ay, ..., &, a1, az, ..., &, ..., an, ... KOd Kojeg je an=aws, gdje je t € I, s € N, nazivamo
Cisto periodi¢kim nizom kojemu je aj, ay, ..., & period, a k duljina perioda.

Niz ai, @y, ..., @m, b1, by, ..., by, b1, by, ..., by, ...,kod kojeg je za n>m, ap=am+t+sk, gdje je t € I,

s € N, nazivamo mjeSovito periodickim nizom. Slog aj, ay, ..., @m zovemo predperiodom dok
slog b, by, ..., by zovemo periodom tog niza. Broj m je duljina predperioda, a broj k broj duljina

perioda.

2.5. Rekurzije

Kako je zadatak ovog rada predstavljanje osnovnih matematickih nizova, Cije uredenosti i
pravilnosti omoguc¢uju 1 olakSavaju operacije nad njima, prije predstavljanja samih nizova
potrebno je predstaviti jednu od metoda kojom je moguce opisati te nizove - metodu rekurzije.

Rekurzija je u matematici i racunarstvu metoda definiranja funkcijau kojima se definirajuca

funkcija primjenjuje unutar definicije.

Rekurziju je moguce definirati na dva nacina:

1) Neka je (an) potpuno uredeni niz. Njegovi ¢lanovi mogu se odredivati jedan za drugim ako su
ispunjena ova dva uvjeta:

1. poznat je prvi ¢lan niza, as;

2. postoji relacija koja povezuje op¢i ¢lan niza a, s prethodnim ¢lanovima.

Relacija se naziva rekurzivna relacija, a za ¢lanove kazemo da ih odredujemo rekurzivno.



2) Neka je definiran niz brojeva (a,). Tada rekurzivnom relacijom (rekurzivnom formulom ili
rekurzijom) zovemo svaku relaciju, pomocu koje se n-ti ¢lan niza a, izrazava pomocu nekoliko

prethodnih ¢lanova a, k < n.

Za nizove odredene rekurzijom a,,_; = Aa, + Ba,_1, pri ¢emu su elementi a; i a; arbitrarni, a
A i B konstante, postoji jednostavan nacin pomocu kojeg se njihovi ¢lanovi daju izraziti kao
funkcije pripadnih im indeksa. Taj se postupak sastoji u slijede¢em: zamjenjujuéi svaki ax S XK
(gdje je x za sada neodreden), jednadzba rekurzije prelazi u x™*! = Ax™ + Bx™"1. Kako se traze
samo ona rjesenja te jednadzbe koja nisu jednaka nuli, jednadzbu je moguce podijeliti s X"
Dobiva se jednadzba x? — Ax — B = 0. Neka su X; i X, njena rjesenja.

Postavlja se a,, = C;x}' + C,x7 1 ako je x; # x,, 0dnosno a, = C;x™ + C,x3 ! ako je x; = x,.
Pri tome C;, C, poprimaju vrijednosti ovisno o poéetnim uvjetima, tj. odabranim vrijednostima

zaajiap.



3. OSNOVNI NI1ZzOVI BROJEVA

Poznavaju¢i definicije i postavke dane u proslom poglavlju, moguce je predstaviti neke od

osnovnih matemati¢kih nizova.

3.1. Niz prirodnih brojeva

Niz prirodnih brojeva nastao je brojenjem. Niz prirodnih brojeva je neograni¢en. Rezultat
brojenja ne zavisi od redoslijeda kojim se predmetima pridruzuju brojevi. Imenovani brojevi
izrazavaju koliko je jedinica u pojedinim skupovima ili mnozinama i kakve su one. Neimenovani
broj samo kaze koliko ih ima, a ne i kakve su. Broj 1, kao element u skupu, naziva se jedinicom.

Svaki prirodni broj izrazava od koliko je jedinica sastavljen.

Niz prirodnih brojeva nuzno je predstavljen jer se koristi za indeksiranje ostalih nizova. Ako u
funkciji cjelobrojnog argumenta y=f(n) argument n poprima samo vrijednosti niza prirodnih
brojeva, onda se dobije niz ili slijed vrijednosti funkcije: f(1), f(2), ..., f(n). Tada je svaki ¢lan
toga niza funkcija svog rednog broja, tzv. indeksa. Zbog toga se u daljnjem tekstu podrazumijeva

da je svaki broj n, koji oznacava redni broj nekog ¢lana niza, iz skupa prirodnih brojeva.

3.2. Niz prostih brojeva

Za prirodni broj a kazemo da je djeljiv sa prirodnim brojem b onda i samo onda ako postoji
prirodni broj c takav da je a=b-c. Broj koji je djeljiv nekim brojem zove se viSekratnik tog broja,
a taj broj s kojim je djeljiv se zove mjera ili faktor prvog broja. Svaki produkt kao visekratnik je
slozen broj 1 kao takav djeljiv sa svakim svojim faktorom (mjerom). Ako je jedan broj mjera
nekog drugog broja, onda je on mjera i1 viSekratnika tog drugog broja. Ako su pribrojnici jedne
sume djeljivi nekim brojem, onda je i suma djeljiva tim brojem, ili ako je neki broj mjera dvaju

ili viSe brojeva, onda je on mjera i sume (razlike) tih brojeva.

S obzirom na djeljivost postoje dvije vrste prirodnih brojeva vecih od 1: jedni su djeljivi sa
samim sobom, to su prosti ili prim brojevi, dok su drugi osim sa 1 i samim sobom djeljivi jo§ i s

drugim brojevima, to su sloZeni brojevi.



Kako prostih brojeva po Euklidovom teoremu ima beskona¢no mnogo, a za njihovo odredivanje

ne postoji matematic¢ka formula, otkrivanje prostih brojeva je kroz povijest matemati¢arima

oduvijek predstavljalo izazov. Iako metode za otkrivanje prostih brojeva postoje veé

tisu¢lje¢ima, od kojih je najpoznatija metoda Eratostenovog sita (3. st. pr. Kr.), one su izuzetno

spore, te je posljednji prosti broj ru¢no odreden, 2'#’-1, odreden 1876. godine, nakon 19 godina

ispitivanja. Za dokazivanje iduceg veéeg prostog broja bilo je potrebno ¢ekati pojavu racunala i

1951. godinu, kada je otkriven novi veliki prosti broj. Slika 3.1. prikazuje sve proste brojeve

otkrivene uz pomoc¢ rac¢unala, te ujedno prikazuje broj znamenki tih brojeva.

107 -
1065 /
10°
1045

1000f

100

1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010

Slika 3.1. Poznati prosti brojevi otkriveni uz pomo¢ ra¢unala [9]

Iz prikazanog grafa moze se zakljuciti koliko je pojava racunarstva utjecala na matematiku, te

teoriju brojeva, ¢iji jedan dio se razmatra ovim radom.
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3.3. Aritmeticki niz

Aritmeti¢ki niz ili aritmeti¢ka progresija je niz brojeva sa stalnom razlikom izmedu bilo kojeg
¢lana i njegovog prethodnika. Ta se razlika obiljezava sa d i zove se razlika ili diferencija
aritmetickog niza, a racuna se prema formuli danoj izrazom (3-1). AKo je d pozitivan, niz raste, a

ako je d negativan, niz pada.
d=a,—ap1 (3-1)
Dakle, prema definiciji niz a;, a;+d, a;+2d, a;+3d, ..., a;+(n-1)d je aritmeticki niz.

Op¢i ¢lan aritmetickog niza je ¢lan koji se nalazi na n-tom rednom mjestu u nizu, a njegova se

vrijednost racuna formulom danom izrazom (3-2).
a,=a;+(n—-1)d (3-2)

Za sumu prvih n ¢lanova aritmeti¢kog niza formule su dane izrazima (3-3) i (3-4), pri ¢emu se
izraz (3-4) moze koristiti ukoliko je poznat ¢lan a.

Sp = g(al + an) (3-3)

S, = g(Zal +(n—1d) (3-4)

U ove dvije formule za a, i S, dolazi pet veli¢ina: aj, a,, n, d, Sy, pa se uvijek dvije mogu

izraCunati ako su poznate ostale tri.

Ukoliko izmedu dva zadana broja a i b Zelimo naciniti niz od r brojeva, koji zajedno sa a i b ¢ine
aritmeticki niz, govorimo o interpolaciji aritmetickog niza, u kome je a prvi ¢lan, a b posljednji.
Ako je d diferencija traZzenog niza, onda se za izracun diferencije pri interpolaciji aritmetickog

niza koristi formula dana izrazom (3-5).

b—a (3-5)
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Aritmeticki niz je dobio taj naziv zbog svojstva da je svaki €lan aritmeticka sredina izmedu dva
susjedna ¢lana ili izmedu ¢lanova jednako udaljenih od njega. Aritmeti¢ka sredina vise brojeva

je suma tih brojeva podijeljena s brojem pribrojnika.

Ukoliko se definicija aritmeticke sredine primjeni na tri uzastopna Clana aritmetiCkog niza
dolazimo do formule dane izrazom (3-6), koja se koristi za racunanje drugog od tri uzastopna

¢lana niza, ukoliko su prvi i tre¢i ¢lan poznati.

_Ap T apyo (3-6)
an+1 = T

ZapiSemo li izraz (3-6) u obliku izraza (3-7), dobivamo rekurzivnu relaciju uz pomo¢ koje se

svaki ¢lan aritmeti¢kog niza moze pronaci uz pomo¢ dva prethodna ¢lana.

Apiz = 2041 — Ap (3-7)

U ovom slucaju je potrebno znati samo prva dva ¢lana aritmetiCkog niza, a; i ap, kako bi

aritmeti¢ki niz bio odreden.

3.4. Geometrijski niz

Geometrijski niz ili geometrijska progresija je niz brojeva sa stalnim kvocijentom izmedu bilo
kojeg ¢lana i njegovog prethodnika. Taj kvocijent se oznacuje sa g i zove se kvocijent

geometrijskog niza, a racuna se po formuli danoj izrazom (3-8).

an (3-8)

an—1

q:

Dakle, prema definiciji niz a1, a:q, a19%, a1d’, ..., a:q™*, je geometrijski niz.

Op¢i ¢lan geometrijskog niza je ¢lan koji se nalazi na n-tom rednom mjestu u nizu, a njegova se

vrijednost racuna formulom danom izrazom (3-9).

an = a;q" " (3-9)
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Za sumu prvih n ¢lanova geometrijskog niza formule su dane izrazima (3-10) i (3-11), pri cemu

se izraz (3-11) moze koristiti ukoliko je poznat ¢lan a.

" -1 (3-10)
STl = a1 q — 1
s =mi” % (3-12)
q-—1

Ako je |g| <I tada je moguce odrediti sumu beskona¢no mnogo ¢lanova niza koristenjem formule

dane izrazom (3-12).

@ (3-12)

U ove dvije formule za a, i S, dolazi pet veli¢ina: aj, a,, n, d, Sy, pa se uvijek dvije mogu

izraCunati ako su poznate ostale tri.

Ukoliko izmedu dva zadana broja a i b Zelimo naciniti niz od r brojeva, koji zajedno sa a i b ¢ine
geometrijski niz, govorimo o interpolaciji geometrijskog niza, u kome je a prvi ¢lan, a b
posljednji. Ako je g kvocijent trazenog niza, onda se za izracun kvocijenta pri interpolaciji

geometrijskog niza koristi formula dana izrazom (3-13).

_ r+1|h (3'13)
1= a

Geometrijski niz je dobio taj naziv zbog svojstva Sto je apsolutna vrjednost bilo kojeg ¢lana
geometrijska sredina izmedu apsolutnih vrijednosti susjednih ¢lanova ili izmedu apsolutnih
vrijednosti ¢lanova koji su jednako udaljeni od njega. Geometrijska sredina viSe pozitivnih

brojeva je korijen produkta tih brojeva, pri ¢emu je stupanj korijena jednak broju faktora.
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Promatranjem opceg zapisa geometrijskog niza (a3, a;=aiq, as=a;q’, ..., an=a,q"") moze se
zakljuciti kako se i geometrijski niz moze rekurzivno predstaviti relacijom danom izrazom (3-
14).

Ani1 = qan (3-14)

3.5. Fibonaccijev niz

Fibonaccijev niz je niz brojeva koji po€inje brojevima 0 i 1, a svaki sljede¢i broj u nizu dobije se

zbrajanjem prethodna dva, §to se opcenito moze prikazati izrazom (3-15).

f)=fn-1)+f(n-2) (3-15)

Fibonnacijev niz je u ovome radu ubrojan medu osnovne matematicke nizove radi svojeg
specifi¢nog svojstva, koje je jednako vazno u matematici, kao i raCunarstvu - rekurzije. Tako je
Fibonnacijev niz uzet kao osnovni i najjednostavniji primjer rekurzivno zadanog niza. tj. niza ¢iji

je n-ti ¢lan moguce odrediti poznavanjem nekoliko prethodnih ¢lanova.
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4. OSNOVNI NI1ZOVI U PROGRAMSKOM JEZIKU C++

Programski jezik C++ je objektno orijentirani programski jezik opée namjene, koji spada medu
jezike vise programske razine. Razvijan je 1980-ih od strane Bjarena Stroustrupa kao prosirenje
programskom jeziku C, s najve¢om razlikom u odnosu na C u tome S$to je u C++ uveden rad s

klasama.

Programski kodovi koji se nalaze u ovome poglavlju su klju¢ni dijelovi koda za opisivanje

odredenih nizova, dok se potpuni kodovi nalaze u prilogu.

4.1. Niz prirodnih brojeva

Kao §to je ve¢ spomenuto, niz prirodnih brojeva se u ra¢unarstvu, kao i u matematici, koristi za
indeksiranje nizova s kojima se radi. Ono $to razlikuje programski opisane nizove od
matematickih je prvi indeks, tj. indeks prvog ¢lana niza, Koji u programskom jeziku C++ ima
vrijednost 0. Tako su indeksi svih ¢lanova niza opisanog jezikom C++ za jedan manji od indeksa
¢lanova niza koji su matematic¢ki opisani, odnosno, ukoliko neki niz ima n ¢lanova, indeksi tih

¢lanova u programskom jeziku C++ ¢e redom imati slijedece vrijednosti: 0, 1, 2, ..., n-2, n-1.

Kako bi ta neujednacenost u ovome radu bila izbjegnuta, s ¢lanovima svih nizova koji su

obradeni u ovome poglavlju, a ¢iji indeksi su jednaki nuli, nece se raditi.

4.2. Niz prostih brojeva

Kao $to je spomenuto u prethodnom poglavlju, ne postoji matematicka formula koja bi mogla
odrediti ¢lanove niza prostih brojeva, stoga je za njihovo otkrivanje potrebno korisiti neku od
metoda koja ispituje jesu li pojedini ¢lanovi niza prirodnih brojeva prosti. Kako je zadatak ovog
zavr$nog rada predstaviti osnovne nizove, te nije potrebno da broj ¢lanova nizova prelazi 100, za

ispitivanje je li odredeni broj prost, koristen je osnovni algoritam, prikazan slikom 4.1.

p = true;
for (1 = 2; 1 « § && p==true;i++)
if (%1 == @) p = false;

"y ]

if (p == true) cout << j << "\n";

Slika 4.1. Ispitivanje prostog broja
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Za ispitivanje i ispis niza prostih brojeva do broja n koristen je algoritam prikazan slikom 4.2.

"oy

cout €< 2 << "\n";
for (j = 3; § <= n; j++)

1
p = true;
for (i = 2; 1 ¢ j && p==true;iH+)
if (j%i == @) p = false;
if (p == true) cout << j << "\n";
b

Slika 4.2. Racunanje i ispisivanje n ¢lanova niza prostih brojeva

4.3. Aritmeticki niz

Kako je do ¢lana a, aritmetickog niza, kao i do svih ¢lanova niza koji mu prethode moguée doci
na dva nacina, oba nacina su prikazana programskim kodovima. Prvi nacin, koji je vezan uz
izraz (3-2), za odredivanje Clana a, aritmetickog niza, te izraz (3-4), za odredivanje sume
aritmeti¢kog niza, prikazan je slikom 4.3. Racunanje pojedina¢nih ¢lanova niza, kao i njihov
ispis vrsi se uz pomo¢ petlje, koja se izvrSava n puta, $to je ujedno i broj izracunatih ¢lanova
niza.

cout << a[l1] << "\n";
for (1 = 23 1 <= nj 1++)

{
a[i] = a[1] + (1 - 1}*d;
cout << af[i] << “\n";
1
s=(n/ 2)*(a[1] + (n - 1}*d};
cout << 53

Slika 4.3. Racunanje i ispisivanje n ¢lanova aritmetickog niza

Drugi nacin vezan je uz izraz (3-7), za rekurzivno odredivanje ¢lana a, aritmeti¢kog niza, te je

prikazan slikom 4.4.

cout << a[l] << "\n";
cout << a[2] << "\n";
for (1 = 3; 1 <= n; i++)
1
a[i] = 2*a[i-1] -a[i-2];

"

cout << a[i] << "\n";

Slika 4.4. Racunanje i ispisivanje n ¢lanova aritmetickog niza

rekurzivnom formulom
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4.4, Geometrijski niz

Kao 1 kod aritmetickog, 1 kod geometrijskog niza je do ¢lana a, moguce do¢i na dva nacina, te su

oba prikazana odgovaraju¢im programskim kodovima. Prvi dio koda odgovara izrazu (3-9), za

odredivanje ¢lana a, geometrijskog niza, te izrazu (3-10), za odredivanje sume geometrijskog

niza. Spomenuti kod je prikazan slikom 4.5. Ra¢unanje pojedina¢nih ¢lanova niza, kao i njihov

ispis vrsi se uz pomo¢ petlje, koja se izvrSava n puta, Sto je ujedno 1 broj izracunatih ¢lanova

niza.

wy e

cout << a[l] << "n";

for (1 = 2; 1 <= n; i++)

1
a[i] = a[1]%pow(q,(i-1));
cout << af[i] << "\n";

¥

s = a[1]*((pow(q,n)-1)/(q-1));

cout << 53

Slika 4.5. Racunanje i ispisivanje n ¢lanova geometrijskog niza

Drugi dio koda odgovara izrazu (3-14), izrazu za rekurzivno odredivanje ¢lana a,, te je prikazan

slikom 4.6.

cout << a[l] << "\n";
for (i = 2; 1 <= n; iH)
1

a[i] = g*a[i-1];

"y 1]

cout << a[i] << "\n";

Slika 4.6. Racunanje i ispisivanje n ¢lanova geometrijskog niza

rekurzivnom formulom
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4.5. Fibonaccijev niz

Zbog nacina na koji je zadan, Fibonaccijev niz programski je moguce opisati na vise nacina, iako
je kljucni dio, rekurzivna formula koja ga opisuje nuzno uvijek ista. Prateéi izraz (3-15),

algoritam koji racuna i ispisuje ¢lanove Fibonaccijevog niza prikazan je slikom 4.7.

cout << a[l] << "\n";
cout << a[2] << "\n";
for (1 = 3; 1 <= n; i++)
1

a[i] = a[i-2]+a[i-1];
cout << a[i] << "\n";

Slika 4.7. Racunanje i ispisivanje n ¢lanova

Fibonaccijevog niza

4.6. Ispitivanje nizova

Kao konacan zadatak rada koji objedinjuje obradene nizove, napisan je program u kojeg se unose
¢lanovi nekog niza, te se potom, prema uvjetima i svojstvima nizova ispituje ¢ine li dani ¢lanovi
koji od definiranih nizova (aritmeti¢ki, geometrijski ili niz zadan prema Fibonaccijevom

pravilu).

Kako je za promatranje aritmeticke, ali i geometrijske sredine brojeva potrebno imati najmanje
tri broja, program podrazumijeva da je svaki ispitivani niz, koji ima jedan ili dva ¢lana, i
aritmeticki i geometrijski niz. Jednako tako je i za ispitivanje niza zadanog prema
Fibonaccijevom pravilu potrebno znati najmanje tri ¢lana da bi se moglo utvrditi radi 1i se o
takvome nizu, te se takoder podrazumijeva kako je svaki ispitivani niz, koji ima jedan ili dva

¢lana, niz prema Fibonaccijevom pravilu.

Slikom 4.8. dana je funkcija PrepoznajAritmetickiNiz, koja ispituje jesu li uneseni Clanovi
¢lanovi koji zadovoljavaju svojstva i uvjete aritmetickog niza. Funkcija PrepoznajAritmetickiNiz
je funkcija logickog tipa koja vraca vrijednost istina ili laz ovisno o rezultatu provjere niza.
Funkcija uzima razlike drugog i prvog ¢lana, pretposljednjeg i posljednjeg ¢lana niza, te ispituje
njihov odnos. Ukoliko su razlike jednake, radi se o aritmetickom nizu, te funkcija vraca

vrijednost istina. U protivnom se vraca vrijednost laz.
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Kako bi niz, za kojeg je jednom dokazano kako nije aritmeticki, nosio tu oznaku, koristena je
varijabla logickog tipa, naziva isAritmetic, koja vise ne moze poprimiti vrijednost istina nakon

Sto se njena vrijednost prvi puta promijeni u laz.

bool PrepoznajfAritmetickiNiz(double * nizP, int brojClanova)
1
if (brojClanova < 3)
return true;
else
1
double Templ, Temp2;
Templ = nizP[1] - nizP[@];
Temp2 = nizP[brojClanova - 1] - nizP[brojClanova - 2];
if (Templ == Temp2)
return true;
else
1
isArtimetic = false:
return false;
¥
¥

Slika 4.8. Funkcija za ispitivanje aritmeti¢kog niza

Slikom 4.9. dana je funkcija PrepoznajGeometrijskiNiz koja ispituje jesu li uneseni ¢lanovi
¢lanovi  koji  zadovoljavaju  svojstva i uvjete geometrijskog niza.  Funkcija
PrepoznajGeometrijskiNiz je funkcija logickog tipa koja vraca vrijednost istina ili az ovisno o
rezultatu provjere niza. Funkcija uzima kvocijente drugog i prvog ¢lana, pretposljednjeg 1
posljednjeg ¢lana niza, te ispituje njihov odnos. Ukoliko su kvocijenti jednaki, radi se o

geometrijskom nizu, te funkcija vraca vrijednost istina. U protivnom se vraca vrijednost /az.

Kako bi dijeljenje s nulom bilo izbjegnuto, iako je mogu¢ geometrijski niz ¢iji su svi ¢lanovi
jednaki nuli, dio funkcije provjerava koji ¢lanovi niza su jednaki nuli, te ovisno o rezultatu vraca

vrijednosti istina ili laz.

Kako bi niz, za kojeg je jednom dokazano kako nije geometrijski, nosio tu oznaku, koriStena je
varijabla logickog tipa, naziva isGeometric, koja viSe ne moze poprimiti vrijednost istina nakon

Sto se njena vrijednost prvi puta promijeni u /az.
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bool PrepoznajGeometrijskiNiz(double * nizP, int brojClancva)
1
if (brojClanova < 3)
return true;
else
1
double Templ, Temp2;
if {!(nizP[®] == @ || nizP[brojClanova - 2] ==8 })
1
Templ = nizP[1] / nizP[®@] ;
Temp2 = nizP[brojClancva -1] / nizP[brojClanova -2];
h
else
1
if (nizP[®] != nizP[brojClanocva - 1])
1
isGeometric = false;
return false;
h
else
return true;
¥
if (Templ == Temp2)
return true;
else
1
izGeometric = false;
return false;
¥
h

Slika 4.9. Funkcija za ispitivanje geometrijskog niza

Slikom 4.10. dana je funkcija FibboNizTest koja ispituje jesu li uneseni ¢lanovi ¢lanovi koji
zadovoljavaju svojstva i uvjete niza prema Fibonaccijevom pravilu. Funkcija FibboNizTest je
funkcija logi¢kog tipa koja vraéa vrijednost istina ili laz ovisno o rezultatu provjere niza.
Funkcija usporeduje razliku posljednjeg i pretposljednjeg ¢lana, s ¢lanom ispred pretposljednjeg
¢lana. Ukoliko su razlika i ¢lan ispred pretposljednjeg ¢lana jednaki, radi se o nizu prema

Fibonaccijevom pravilu, te funkcija vraca vrijednost istina. U protivnom se vraca vrijednost laz.

U glavnom dijelu programa nalazi se petlja koja Salje svaki novi uneseni ¢lan niza svim
funkcijama na ispitivanje, a koja prestaje s radom kada niz ne odgovara niti jednome od onih za

koje se ispituje, ili kada odgovara samo jednom takvom nizu.



bool FibboMizTest(double * nizP, int brojClanova)

1
if (brojClanova < 3)
return true;
else
if (nizP[brojClanova-1]-nizP[brojClanova-2]==nizP[brojClanova -3])
return true;
glze
{
isFibbo = false;
return false;
h
¥
h

Slika 4.10. Funkcija za ispitivanje niza prema Fibonaccijevom pravilu

20
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5. ZAKLJUCAK

Ovim zavr$nim radom potpuno su predstavljeni su neki od osnovnih matematic¢kih nizova, ¢iji su
matematicki opisi praceni i programskim algoritmima. Navedene su i usvojene sve definicije
potrebne za opisivanje, definiranje i postavljanje nizova brojeva, kao Sto i je ucinjeno na

primjeru pet razlicitih nizova.

Neki od nizova koje se moze ubrojiti u osnovne nizove, poput niza koji daje bazu prirodnog
logaritma, broj e, ili Cauchyjevog niza, nisu analizirani, jer su njihovo ponasanje i njihova
svojstva sli¢na analiziranim nizovima, te se njihovom analizom ne bi znatno prosirila stecena

Znanja o nizovima.

Kako je cilj zavrSnog rada u potpunosti ostvaren, tj. na temelju danih definicija, relacija i opisa
mogucée je razumjeti i opisati gore navedene nizove, ovaj rad moze posluziti kao dobar i
kompletan uvod u podrucje matematike koje se bavi nizovima, kao i njihovu implementaciju u

nekom od programskih jezika.
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SAZETAK

OSNOVNI MATEMATICKI NIZOVI U PROGRAMSKOM JEZIKU C++

U ovome radu definiranje niz realnih brojeva, na¢ini zadavanja takvog niza, kao i pojmovi vazni
za njegovo razumijevanje, poput gomiliSta, okoline, limesa i konvergencije. Definirana su
svojstva nizova, svojstvo monotonosti i omedenosti. Predstavljen je opceniti opis periodickih
nizova, kao i definicija rekurzije, nuzna za razumijevanje jednog od mogucih na¢ina zadavanja
nizova. Formulama i opisima predstavljeni su neki od osnovnih matematickih nizova: niz
prirodnih brojeva, niz prostih brojeva, aritmeticki niz, geometrijski niz i Fibonaccijev niz.
Njihove pravilnosti su zanimljive za promatranje i ispitivanje u nekom od programskih jezika.
Programski jezik C++ odabran je kao jezik u kojem ¢e se napisati 1 izvrSiti algoritmi napisani uz
pomo¢ formula koje opisuju ponasanje pojedinih nizova. Kao konacan rezultat i zadatak rada,
vidljiva je veza izmedu svih spomenutih i koriStenih matematickih relacija i opisa nizova, s

njihovom programskom primjenom.

Kljuéne rijeci:

niz brojeva, rekurzija, prirodan broj, prost broj, aritmeticki niz, geometrijski niz, Fibonaccijev
niz, C++
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ABSTRACT

BASIC MATHEMATICAL SEQUENCES IN C++ PROGRAMMING LANGUAGE

This paper defines sequence of real numbers, ways in which such sequence can be specified, and
notions that are necessary for its understanding, such as limits and convergence. Basic properties
like monotonicity and bound have been defined, as well. General description of periodic
sequences is presented, as well as defition of recursion, which is necessary to understand, as it is
one of possible methods to set a sequence. Formulas and descriptions have been used to present
some of the basic mathematical sequences: sequence of natural numbers, sequence of prime
numbers, arithmetic progression, geometric progression and Fibonacci sequence. Their
regularities are interesting to observe and perform in some of the programming languages. C++
Programming language has been selected for a language in which the algorithms have been
written and executed. As a final result and task of this paper, connection between all of the
mentioned and used mathematical relations and description, with their software application, can

be seen.

Keywords:
sequence, recursion, natural number, prime number, arithmetic progression, geometric

progression, Fibonacci sequence
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PRILOZI

Prilog P.4.

Potpuni kodovi svih obradenih matematickih nizova, napisani u programskom jeziku C++
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