Diskretne kaoticne mape

Malinovié, Adrijan

Undergraduate thesis / Zavrsni rad
2023

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: Josip Juraj
Strossmayer University of Osijek, Faculty of Electrical Engineering, Computer Science and
Information Technology Osijek / SveuciliSte Josipa Jurja Strossmayera u Osijeku, Fakultet
elektrotehnike, racunarstva i informacijskih tehnologija Osijek

Permanent link / Trajna poveznica: https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:200:293380

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2025-04-01

Repository / Repozitorij:

Faculty of Electrical Engineering, Computer Science
and Information Technology Osijek

aodar

DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORLII

zir.nsk.hr


https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:200:293380
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repozitorij.etfos.hr
https://repozitorij.etfos.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/etfos:4302
https://repozitorij.unios.hr/islandora/object/etfos:4302
https://dabar.srce.hr/islandora/object/etfos:4302

SVEUCILISTE JOSIPA JURJA STROSSMAYERA U OSIJEKU
FAKULTET ELEKTROTEHNIKE, RACUNARSTVA I
INFORMACIJSKIH TEHNOLOGIJA OSIJEK

SveuciliSni preddiplomski studij raCunarstva

DISKRETNE KAOTICNE MAPE

ZavrsSnirad

Adrijan Malinovi¢

Osijek, 2023.



FERIT

FAKULTET ELEKTROTEHNIKE, RACUNARSTVA
[ INFORMACIJSKIH TEHNOLQOCGCIJA OSIJEK

Obrazac Z1P - Obrazac za ocjenu zavrSnog rada na preddiplomskom sveuciliSnom studiju

Osijek, 20.09.2023.

Odboru za zavrsne i diplomske ispite

Prijedlog ocjene zavrSnog radana

preddiplomskom sveuciliSnom studiju

Ime i prezime Pristupnika:

Adrijan Malinovi¢

Studij, smjer:

Programsko inzenjerstvo

Mat. br. Pristupnika, godina upisa:

R4535, 27.07.2020.

OIB Pristupnika:

67296426450

Mentor:

prof.dr. sc. Davor Vinko

Sumentor:

Sumentor iz tvrtke:

Naslov zavr$nog rada:

Diskretne kaoticne mape

Znanstvena grana rada:

Telekomunikacijei informatika (zn. polje elektrotehnika)

Zadatak zavrsnog rad:

Zadatak zavrSnog rada je napraviti pregled postojecih diskretnih
kaoti€nih mapa i usporediti njihova svojstva. Za vise detalja javiti se
mentoru: davor.vinko@ferit.hr

Prijedlog ocjene zavrSnog rada:

Izvrstan (5)

Kratko obrazlozenje ocjene prema
Kriterijima za ocjenjivanje zavrsnihi
diplomskih radova:

Primjena znanja ste€enih na fakultetu: 3 bod/boda. Postignuti rezultatiu
odnosu na sloZzenostzadatka: 2 bod/boda. Jasnoc¢a pismenog
izrazavanja: 2 bod/boda. Razina samostalnosti: 3razina

Datum prijedloga ocjene od strane
mentora:

20.09.2023.

Datum potvrde ocjene od strane
Odbora:

Potvrda mentora o predaji konacne verzije rada:

24.09.2023.

Mentor elektroniéki potpisao predaju konacne verzije.

Datum:



mailto:davor.vinko@ferit.hr

FERIT

FAKLILTET ELEKTROTEHMNIKE, RACUNARSTVA
| INFORMACIISKIH TEHMOLOC11A OSIIEK

1ZJAVA O ORIGINALNOSTI RADA

Osijek, 25.09.2023.

Ime i prezime studenta: Adrijan Malinovi¢

Studij: Programsko inZzenjerstvo

Mat. br. studenta, godina upisa: R4535, 27.07.2020.

Turnitin podudaranje [%]: 5

Ovom izjavom izjavljuijemda je rad pod nazivom : Diskretne kaoti¢ne mape

izraden pod vodstvom mentora prof.dr. sc. Davor Vinko

i sumentora,

moj vlastiti rad i prema mom najboliem znanju ne sadrzi prethodno objavljene ili neobjavljene pisane materijale
drugih osoba, osim onih koji su izri€ito priznati navodenjem literature i drugih izvora inform acija.

Izjavljujem da je intelektualni sadrzaj navedenog rada proizvod mog vlastitog rada, osim u onom dijelu za koj i mi
je bila potrebna pomoé mentora, sumentora i drugih osoba, a $to je izri€ito navedeno u radu.

Potpis studenta:




SADRZAJ

R U AV @ | PP RTTRR 1
1.1. Zadatak ZavrSnog rada ..............cccooiiiiiiiiiiiiiii e 1

2. TEORIISKAPOZADINA ..ttt ettt be e 2
2.1, UVOA U TROFTJU KBOSA ...ttt ettt 2
Nt O =0 NV Tty T IRV 1 T=To LT TP 3
2.1.2. TEMEIINA SAZNANJA ...evuireeiieierieerree et eb bbb bbb 4

2.2. Uvod u dinamicke sustave i diskretne kaoti€ne mape..................ccccoeiiiiiiiiiie, 6
221, O diNamiCKIM SUSEAVIIIA ....v.euiverierieeeerreesieersr s seseiessesesese st ese s bt es e s b et b et nen e 6
2.2.2. O diskretnim KaotiCNim MAPAMA ......c.cvrereerirriririiieieieteieieieieiese e esese e ebs bbbt se e et ne e st nenes 7

3. IMPLEMENTACIJA I VIZUALIZACIJAU PYTHON-U......ccocoiiiiiiiiiee 9
3.1, LOGIStICKA MAPA.......cciiiiiiiiiiiiii ettt 9
3.2. HENOMOVA IMAPA ......evviiiiiiiiii ittt e e sttt e e e e e e e et bbb et e e e e e e s e bbb e b et e aeee e 23

4. PRIMJENE DISKRETNIH KAOTICNIH MAPA 1 ZASTO SU VAZNE ................. 42
4.1. Generiranje pseudo sluéajnih brojeva....................cccooiiii s 42
O 1o (0o - | - VS PURPRR S PPUPRRRR 42
4.3. Modeliranje dinamiCKih sustava .................cccooiiiiiiii s 43

5. ZAKLIUCAK ..ottt 44
LITERATUR A ettt b et b e et e e st et e e e e sne e e nbeenneas 45
SAZETAK ...ttt 47
KLJUCNE RITECT ......cooooiitiiiiiciie ettt 47
AB ST R A C T et 48
KEYWORDS ...ttt et b ettt e s ae e b e et e e et e e et e e naeeanbeenneas 48
ZIVOTOPIS ..ottt 49

PRILOZI ...t b et b et b e et n e nne s 50



1.UVvOD

Ovaj rad bavit ¢e se prouavanjem diskretnih kaoti¢nih mapa, koje predstavljaju posebnu klasu
dinamickih sustava s kaoticnim ponaSanjem. Kaos je fenomen koji se javlja u mnogim prirodnim
1 matematickim sustavima, karakteriziran visokom osjetljivoS¢u na pocetne uvjete 1 nepredvidivim

dugoro¢nim ponasanjem. Diskretne kaoticne mape pruzaju jednostavan matematicki model za

proucavanje ovog sloZzenog fenomena.

U okviru teorijske pozadine, pruzit ¢e se uvod u teoriju kaosa kako bi se steklo temeljno
razumijevanje ovog fenomena. Razmotrit ¢e se osnovni koncepti kao Sto su osjetljivost na pocetne

uvjete, determinizam i nepredvidivost.

Nadalje, istrazit ¢e se dinamicki sustavi 1 diskretne kaoti¢ne mape. Objasnit ¢e se njihova struktura
1 osnovne karakteristike. Uz to, istaknut ¢e se primjeri diskretnih kaoti¢nih mapa koje se cesto
koriste u istrazivanju kaosa, uklju¢ujuéi logisticku mapu i Hénonovu mapu, gdje svaka mapa ima

specificne osobine koje ¢e se prouciti i analizirati.

Za bolje razumijevanje i vizualiziranje ponaSanja diskretnih kaoticnih mapa, implementacija ¢e
biti u programskom jeziku Python. Rad ¢e se usredotoCiti na jednodimenzionalne 1
dvodimenzionalne mape, pruzajuéi primjere kodova i dijagrama, koriste¢i biblioteke numpy i

matplotlib.

Takoder, proucit ¢e se donekle primjena diskretnih kaoti¢nih mapa te ¢e njihova vaznost biti
istaknuta u razli¢itim podrucjima. Objasnit ¢e se zasto se diskretne kaotiéne mape mogu koristiti
za generiranje pseudo sluc¢ajnih brojeva koji su od velikog znacaja u razli¢itim podrucjima, poput
raunalnih simulacija i sigurnosnih protokola. Razmotriti ¢e se gdje se diskretne kaoticne mape
mogu primijeniti u kriptografiji, pruzajuci visoku razinu sigurnosti u algoritmima Sifriranja. Osim
toga, spomenut ¢e se i gdje se ove mape koriste u modeliranju dinamickih sustava, omogucavajuci

razumijevanje ianalizu kompleksnih procesa u prirodi, ekonomiji, biologiji i drugim podrucjima.

1.1. ZadatakzavrSnog rada

Zadatak zavrSnog rada je napraviti pregled postojecih diskretnih kaoticnih mapa i1 usporediti

njihova svojstva.



2. TEORIJSKAPOZADINA

Poglavlje 2 pruza teorijsku pozadinu koja je kljuna za razumijevanje diskretnih kaoticnih mapa,
s fokusom na teoriju kaosa 1 opcenito na koncept kaoti¢nih mapa. Ovaj dio sluzi kao uvod u

poglavlje, pruzajuci pregled tema koje ¢e biti obuhvaéene u potpoglavljima 2.1 12.2.

U potpoglavlju 2.1, istraziti ¢e se teorija kaosa koja pomaze u razumijevanju temeljnih
karakteristika kaoti¢nih sustava. Ovdje se nece ulaziti previse u matematicke detalje, ve¢ ¢e fokus
biti na klju¢nim konceptima i idejama. Razmotrit ¢e se povijest kaosa kao znanstvene discipline i
istaknuti znacajke poput osjetljivosti na pocetne uvjete i nepredvidivosti dugorocnog ponasanja.
Takoder, spomenut ¢e se famozni “efekt leptira” koji ilustrira kako male promjene u pocetnim

uvjetima mogu imati znacajan utjecaj na konacni rezultat.

U potpoglavlju 2.2, rasprava ¢e se prosiriti na op¢enito shvac¢anje kaoti¢nih mapa. Osim diskretnih
kaoti¢nih mapa koje su fokus ovog rada, postoje i razni drugi dinamicki sustavi te postoje i
neprekidne kaoticne mape koje se opisuju diferencijalnim jednadZbama. Njih se ne¢e spominjati
u ovom radu, no on ¢e se kratko dotaknuti dinami€kih sustava jer ¢e nam razumijevanje njihovih
karakteristika pomo¢i u kritickom promiSljanju o diskretnim kaoticnim mapama koje ¢e se

proucavati detaljnije.

Kroz ova potpoglavlja, cilj je stvoriti temeljno razumijevanje teorije kaosa i dinamickih sustava
koje ¢e biti od suStinske vaznosti za daljnje istrazivanje diskretnih kaoti¢nih mapa. Ova teorijska
pozadina omogucit ¢e da se prepoznaju glavna obiljezja, obrasci i fenomeni koji se javljaju u
kaoti¢nim sustavima te ih primijeniti na konkretne primjere diskretnih kaoti¢énih mapa koje ¢e se

istraziti kasnije u radu.

2.1. Uvod u teoriju kaosa

U sljede¢im odjeljcima, rad ¢e se usredotoditi na temeljne koncepte teorije kaosa koji su relevantni
za temu diskretnih kaoti¢nih mapa. Poznavanje povijesti i temeljnih saznanja o teoriji kaosa bit ¢e
od pomo¢i za dublje istrazivanje diskretnih kaoti¢énih mapa i njihovu primjenu u razliitim

podrucjima.



2.1.1. Povijesna vrijednost

Teorija kaosa, kao posebna disciplina u znanosti, ima relativno kratku povijest, no njen utjecaj i
znacaj su iznimni. Razvoj teorije kaosa zapoceo je u drugoj polovici 20. stolje¢a, kada su
znanstvenici poceli proucavati sloZzene sustave 1 njihovo nepredvidivo ponasanje. Ova nova grana
znanosti nastala je kao rezultat istrazivanja u razliitim podrucjima, ukljucuju¢i matematiku,

fiziku, biologiju, ekonomiju 1 raCunalne znanosti.

Iako su pojedini koncepti koji se vezu uz teoriju kaosa postojali 1 prije njenog formalnog nastanka,
klju¢ni koraci prema otkrivanju i priznanju kaoti¢nih fenomena dogodili su se u drugoj polovici
20. stoljeca. Jedan od jako vaznih trenutaka u povijesti teorije kaosa, prema [1, Birth of chaos
theory, Poincaré and phase space], je rad francuskog matematicara Henrija Poincaréa s kraja 19.
1 pocetka 20. stolje¢a. Poincaré je bio pionir u proucavanju dinamickih sustava, posebno u
kontekstu problema trojnih tijela u astronomiji. Njegovo istrazivanje je pokazalo da ¢ak i manje
razlike u pocetnim uvjetima mogu dovesti do potpuno razli¢itih rezultata. Ovaj koncept je kasnije
postao poznat kao “osjetljivost na pocetne uvjete” i predstavlja temeljnu karakteristiku kaoti¢nih

sustava.

Ipak, tek u 1960-ima teorija kaosa kao takva pocinje dobivati prepoznavanje. Edward Lorenz je
bio meteorolog koji je istrazivao atmosferske modele pomoc¢u ra¢unalnih simulacija. U jednom od
svojih eksperimenata, prema [1, Rebirth of chaos theory, Lorenz and the butterfly effect], Lorenz
je primijetio da je vrlo mala promjena u pocetnim uvjetima, poput zaokruzivanja brojeva na Sest
decimala, imala dramati¢an utjecaj na ishode dugorocne prognoze vremena. Tako je doSao do
zakljucka daleptir koji zamahne krilima negdje u Brazilu moze izazvati lan¢anu reakciju dogadaja
koja dovodido stvaranja tornada negdje drugdje na svijetu. Ovaj fenomen je popularno nazvan

“efekt leptira”, a Lorenz je postao pionir u proucavanju deterministicke nepredvidivosti.

U idué¢im desetljec¢ima, prema [1, The golden age of chaos theory], teorija kaosa nastavila je rasti
1 razvijati se. Brojni znanstvenici iz razli¢itih podrucja, kao $to su Mitchell Feigenbaum, David
Ruelle, Otto Rossler, Benoit Mandelbrot 1 mnogi drugi, pridonijeli su razumijevanju 1 primjeni

teorije kaosa.



Vaznost teorije kaosa proteze se i izvan znanstvene zajednice. Ona je pruzila dublje razumijevanje
slozenosti svijeta oko nas 1 pomogla da shvatimo da su neki fenomeni intrinzi¢no nepredvidivi,
unato¢ njihovoj deterministickoj prirodi. Prema [2, 3], ova spoznaja ima Siroku primjenu u raznim
podrucjima kao $to su biologija i medicina, ekonomija, meteorologija, raCunalne znanosti i mnoge
druge. Teorija kaosa je postala neizostavni alat za proucavanje slozenih sustava i razumijevanje

njihovih dinamickih obrazaca.

2.1.2. Temeljna saznanja

Dakle, teorija kaosa je grana znanosti koja proucava slozene dinamicke sustave koji pokazuju
osjetljivost na pocetne uvjete 1 deterministicku nepredvidivost. Ova disciplina temelji se na
nekoliko kljuénih koncepta i principa koji su kljuéni za analizu kaoti¢nih fenomena. U ovom

odjeljku istrazit ¢e se ta temeljna saznanja o teoriji kaosa.

Konkretnije, istraziti ¢e se neki od pojmova koji se Cesto koriste kada se prica o kaoticnim

sustavima te o teoriji kaosa u matemati¢kom smislu , a to su:

e osjetljivost na pocetne uvjete
e determinizam

o fraktali

e nestabilnost i bifurkacije

e atraktori

Jedan od osnovnih koncepta teorije kaosa je osjetljivost na pocetneuvjete. To zna¢i damali pomaci
u pocetnim uvjetima mogu dovesti do znacajnih promjena u kona¢nom rezultatu sustava. Ovaj
koncept je najbolje ilustriran ve¢ spomenutim izrazom ‘“‘efekt leptira”, koji sugerira da jedan
jednostavan dogadaj moZe imati dalekosezne posljedice. Osjetljivost na pocetne uvjete objaSnjava
zasto je predvidanje dugorocnih rezultata u kaoti¢nim sustavima iznimno teSko, ¢ak i ako su

poznate pocetne vrijednosti.



Unato€¢ svojoj nepredvidljivosti, kaoti¢ni sustavi su deterministicki. To znac¢i da se njihovo
ponasanje u potpunosti odreduje matematickim jednadzbama i pocetnim uvjetima. Ali ipak, zbog
osjetljivosti na pocetne uvjete, male razlike u ulaznim vrijednostima mogu rezultirati potpuno
razli¢itim izlaznim vrijednostima. Ovaparadoksalna kombinacija determinizma inepredvidljivosti

¢ini kaos fascinantnim podrucjem za istrazivanje.

Fraktali su geometrijski oblici koji se ponavljaju na svim skalama razli¢itih reda veli¢ina, odnosno
koliko kod mala ili velika bila “reprezentacija” tih oblika 1 struktura (bilo to prikaz iz nekog
dijagrama ili primjer iz stvarnog svijeta), oni nikada nece biti jednostavne strukture poput nekih
drugih geometrijskih oblika kao recimo ravna linija (koja je jednake slozenosti i njezin prikaz
izgledat ¢e “glatko” bez obzira na kojoj brojéanoj skali njezinih parametara ju promatramo). Ovo
nije tako kod fraktala, ¢ija ¢e struktura uvijek ostati komplicirana koliko god priblizimo njihov
prikaz. Oni su Cesto povezani s kaosom i mogu se koristiti za vizualizaciju i analizu kaoti¢nih
sustava, a takoder mogu biti od vaznosti u razumijevanju diskretnih kaoti¢nih mapa jer one Cesto

proizvode fraktalne obrasce.

Kaoti¢ni sustavi Cesto prolaze kroz faze nestabilnosti i bifurkacija. Bifurkacije su promjene u
ponaSanju sustava koje se dogadaju kada se mijenja neki parametar u matematickom modelu. One
mogu rezultirati nastankom novih dinamickih oblika, poput periodi¢nih ili kaoti¢nih oscilacija, Sto
je temeljno za proucavanje diskretnih kaoti¢nih mapa jer one Cesto proizvode slozene oblike

ponasanja.

Atraktor je pojam koji u kontekstu kaoti¢nih sustava predstavlja putanju ili putanje kojima se
sustav ima tendenciju kretati tijekom vremena. Atrakcija prema odredenom atraktoru rezultat je
kompleksnih interakcija izmedu komponenti sustava. Diskretne kaoticne mape mogu imati
razli¢ite atraktore, ukljuCujuéi stabilne fiksne tocke, periodi¢ne putanje ili ¢ak atraktore Koji

pokazuju sloZenije oblike kao $to su fraktali.

Ovu su samo neki od pojmova teorije kaosa koji su od znacaja za razumijevanje diskretnih
kaoticnih mapa. Osjetljivost na pocetne uvjete objasSnjava zaSto diskretne kaoticne mape mogu
generirati nepredvidive rezultate ¢ak i s jednostavnim ulaznim vrijednostima. Determinizam
omogucuje spoznaju da su ove mape definirane matemati¢kim pravilima. Fraktali pruzaju
vizualnu reprezentaciju njihovih sloZenih oblika. Nestabilnostii bifurkacije omoguéuju dapratimo
kako se mape mijenjaju s promjenama parametara, a atraktori su klju¢ni za razumijevanje putanja
kojima se mape mogu kretati.



2.2. Uvod u dinamicke sustave i diskretne kaoticne mape

Daljnji dio rada usredotocit ¢e se na dinamicke sustave 1 diskretne kaoticne mape. Dinamicki
sustavi su matematicki modeli koji opisuju promjene stanja tijekom vremena i imaju Siroku
primjenu u mnogim disciplinama. Diskretne kaoticne mape su poseban tip dinamickih sustava koji
se koriste za modeliranje i analizu dinamickih procesa u diskretnim vremenskim koracima. One
nam pruzaju alate za razumijevanje sloZenih i nepredvidivih fenomena koji se javljaju u razli¢itim

podrucjima.

Spomenut ¢emo njihove karakteristike i re¢i nesto o njihovom ponasanju, jer je razumijevanje tih

koncepta bitno za prakti¢an dio naSeg istrazivanja.

2.2.1. O dinamic¢kim sustavima

Dinamicki sustavi su matematicki modeli koji opisuju promjene stanja tijekom vremena. Klju¢ni
su za razumijevanje prirodnih i drugih procesa koji se odvijaju u svijetu oko nas, a mogu se
primijeniti na razliCite discipline, ukljucujuéi fiziku, biologiju, ekonomiju, sociologiju i mnoge

druge.

Prema [4, 5], teorija o dinamickim sustavima ukljucuje proucavanje njihove strukture, svojstava i
evolucije. Vazni elementi u njihovoj analizi su stanja, putanje i zakoni koji odreduju njihovu
promjenu. Stanja sustava predstavljaju vrijednosti varijabli koje opisuju sustav u odredenom
trenutku, dok putanje predstavljaju evoluciju tih stanja tijekom vremena. Analiza dinamickih
sustava ukljucuje proucavanje njihovih obiljezja kao §to su stabilnost, periodi¢nost, oscilacije 1
kaos. Sto se tie stabilnosti, ona se odnosina svojstvo sustava da se vrati u odredeno stanje nakon
malih promjena. Periodi¢nost se javlja kada sustav prolazi kroz ponavljaju¢e cikluse stanja, a
oscilacije se manifestiraju kao ponavljajuc¢i izmjeni¢ni procesi izmedu razli¢itih stanja sustava.
Kaoticni sustavi predstavljaju poseban tip dinamickih sustava koji pokazuju osjetljivost na pocetne
uvjete i iznimnu slozenost u svojoj evoluciji, a kako je ve¢ i receno, karakteristicno za njih je
njihova ekstremna osjetljivost na male promjene u pocetnim uvjetima, §to naravno rezultira
nepredvidivim ponasanjem. Ova svojstva cCesto rezultiraju nelinearnim 1 kompleksnim

dinamikama koje su teSke za analizu klasi¢nim matemati¢kim metodama.



Slijede¢i odjeljci 1 potpoglavlja fokusirat ¢e se iskljucivo na diskretne kaoti¢ne mape, koje

predstavljaju posebne vrste diskretnih dinamickih sustava s izrazenom kaoti¢nom dinamikom.

2.2.2. O diskretnim kaoticnim mapama

Prema [6, 7], diskretne kaoti¢ne mape predstavljaju poseban tip kaoti¢nih sistema koji se koriste
za modeliranje 1 analizu dinamickih procesa. Ove mape pruzaju jednostavan matematicki okvir za
proucavanje kaoti¢ne evolucije sustava u diskretnom vremenskom koraku te se nadovezuju na
koncepte dinamickih sustava, pruzaju¢i mogucénost spoznaje slozenih i nepredvidivih dinamickih

procesa.

Diskretne kaoticne mape nisu niSta drugo nego iterativne matematicke funkcije. One se
primjenjuju na pocetnu vrijednost ili sjeme (eng. initial value, seed) i rezultat se koristi kao ulaz
za sljedecu iteraciju. Ovaj proces ponavljanja stvara nizove vrijednosti koje predstavljaju evoluciju
sustava kroz vremenske korake. Iterativne funkcije mogu biti jednostavne matematicke formule
ili kompleksnije kombinacije razli¢itih operacija. Postoji mnogo razli¢itih diskretnih kaoti¢nih

mapa, a ovaj rad ¢e se s nekima od najpoznatijih baviti u sljedecem poglavlju.

Mogu biti jednodimenzionalne, dvodimenzionalne ili imati jo§ viSe dimenzija. Svaka dimenzija
predstavlja jedan parametar Cije se stanje prati kroz evoluciju sustava. Osim ovih “evolucijskih”
parametara Cesto postoje 1 neki dodatni parametri koji mogu mijenjati oblik i ponaSanje sustava te

nam omoguciti proucavanje razlicitih aspekata kaoti¢ne dinamike.

Putanja (eng. orbit) u ovom kontekstu predstavlja seriju tocaka koja se generira iterativnim
procesom. Putanje igraju veoma vaznu ulogu u proucavanju obiljezja diskretnih kaoti¢nih mapa
jer njihovo ponaSanje moze biti izuzetno komplicirano. Moguée su razli¢ite vrste putanja,
ukljucujuéi periodicne cikluse, kvazi-periodi¢ne putanje i kaoti¢ne atraktore. Periodi¢ne putanje
su putanje koje se ponavljaju u odredenim vremenskim intervalima. One se mogu manifestirati
kao stabilni ciklusi s to¢no definiranim periodom, §to znaci da se vrijednosti na putanji ponavljaju
u pravilnim intervalima. Kvazi-periodi¢ne putanje su putanje koje pokazuju neku vrstu redovitosti,
ali ne sasvim toc¢no periodicko ponasanje. To mogu biti bliske vrijednosti koje se ponavljaju s
manjim odstupanjima. Kaoti¢ni atraktori su sloZzene putanje koje se karakteriziraju osjetljivos¢u
na poéetne uvjete. Sto nosi sa sobom ¢&injenicu da iako se moZe podeti s vrlo bliskim pocetnim

uvjetima, putanje ¢e s vremenom divergirati jedna od druge i pratiti sasvim razli¢ite vrijednosti.



Kaoti¢ni atraktori obi¢no imaju fraktalnu strukturu, tj. ista slozena struktura se ponavlja na

razliitim razinama skaliranja.



Putanje se mogu proucavati i istrazivati koriste¢i razliite metode vizualizacije. Jedan od
najjednostavnijih nacina je graficki prikazivanje putanja u faznom prostoru, gdje se vrijednosti na
putanji prikazuju kao tocke u viSedimenzionalnom prostoru. Osim toga, mogu se koristiti i druge

metode, poput bifurkacijskih dijagrama, Lyapunovih eksponenata i drugih tehnika za analizu.

3. IMPLEMENTACIJAIVIZUALIZACIJAU PYTHON-U

Sljedece poglavlje bavit ¢e se implementacijom 1 vizualizacijjom diskretnih kaoti¢nih mapa.
Odnosno, pokazati ¢e se kako se kroz skripte napisane u programskom jeziku Python moZze
simulirati evoluciju kaoticnih mapa 1 pratiti njihovo stanje tijekom vremena te e se takoder
pokazati kako se to stanje moze prikazati pomocu dijagrama. Za ove potrebe koristiti ¢e se

biblioteke NumPy i Matplotlib.

3.1. LogisticCka mapa

Logisticka mapa jedna je od najpoznatijih diskretnih kaoti¢nih mapa, ali je isto tako i1 jedna od
najjednostavnijih za implementirati. Moze se opisati jednostavnom matemati¢kom funkcijom koja

glasi ovako:
Xn41 = rxn(l - xn)

Parametri x,, i x,,,, predstavljaju odredeni korak u evoluciji funkcije, odnosno trenutni i sljedeci
korak (pocinjemo od x, vrijednost n predstavlja broj iteracije), a dodatniparametar r se dodjeljuje

na pocetku te o njemu 1 o vrijednosti x, ovisi kakva ¢e biti evolucija, tj. to su pocetni uvjeti.

To se u Python-u moze napraviti vrlo lako, definicijom funkcije koja kao ulaz uzima trenutnu

vrijednost x,, i parametra r te kao povratnu vrijednost vrati izracunati x,,, ;.

def logistic_map_iteration(r: float, current_value: float) -> float:

next_value = r * current_value * (1 - current_value)
return next_value

Slika 3.1. Implementacija izracuna jednog koraka iteracije



Medutim, potrebno je vise od samo jednog koraka iteracije za smislenu vizualizaciju, jer se
postavlja pitanje Sto se s ovim procesom dogodi kada ga iteriramo odredeni broj puta. Moze se

sada uzeti napravljena funkcija te nju koristiti dabi izracunali cijeli niz uzastopnih koraka iteracije.

Nova funkcija ¢e kao argument takoder primiti parametar r, kao i parametre seed i iterations, koji
oznaCavaju pocetnu vrijednost x, 1 broj iteracija do kojih ¢e se racunati evoluciju. Idejaje daova
nova funkcija koristi proslu funkciju kako bi izraunala i vratila niz (predstavljen NumPy objektom
ndarray, eng. N-dimensional array, u ovom slucaju je to jednodimenzionalni niz) koji predstavlja
trenutne vrijednosti x,, u svakom koraku. Kako bi se to u¢inilo mora se prvo inicijalizirati prazan
niz NumPy metodom empty, kojoj ¢e se kao argument poslati oblik n-dimenzionalnog polja kojeg
se zeli inicijalizirati te tip podataka koji ¢e biti sadrZan u polju. Zatim ¢e se u taj prazan niz staviti
pocetna vrijednost x, metodom append, koja nadoda predani element predanom nizu te novi niz
vrati kao rezultat. Sada se moZe obi¢nim prolazom kroz petlju slijedno pozivati funkciju sa slike
3.1. 1 time iterirati logistiCku mapu, a svaku izraCunatu trenutnu vrijednost tijekom svakog koraka

nadodati na izlazni niz. Na kraju se samo vrati rezultat.

def logistic_map_array(r: float, seed: float, iterations: int) -> np.ndarray:

empty_array = np.empty( =(0,), =float)
output_array = np.append(empty_array, seed)
for n in range(iterations):
output_array = np.append(
output_array,
logistic_map_iteration(r, output_array[n])
)
return output_array

Slika 3.2. Implementacija izracuna evolucije mape nakon odredenog broja iteracija
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Sada ¢e se izabrati neke pocetne vrijednosti te vizualizirati vraceni niz za te parametre, za to ¢e se
koristiti pyplot modul biblioteke Matplotlib pod poznatim aliasom plt. Za pocetak ¢e se nasumic¢no
odabratir i pocetnu vrijednost koriste¢i metodu uniform modula random koji je sadrzan u NumPy
biblioteci. Tu je vazno napomenuti da ako se za r izabere vrijednost u intervalu od 0 do 4, tada ¢e
vrijednost x,, uvijek ostati ograni¢ena na interval od 0 do 1. [z toga razloga ¢e se proucavati samo
ti slucajevi u kojima je r u intervalu od 0 do 4, jer u suprotnom vrijednosti za skoro sve pocetne
x, divergiraju i ispadaju iz intervala u kojemu ih je lako vizualno predociti. Ovdje e se za r uzeti
nasumic¢no vrijednost iz intervala od 3.6 do 4 jer, kao S§to ¢e se uskoro vidjeti, za dobar dio
vrijednosti u tom intervalu logisticka mapa odaje naznake kaoti¢nog ponasanja. Sto se ti¢e podetne
vrijednosti, iz prethodnih razloga ona ¢e biti iz intervala od 0 do 1, a za broj iteracija Ce se staviti
vrijednost 100. Pozivanjem funkcije logistic_map_array s predanim parametrima dobiva se

evoluciju koja ¢e se predociti dijagramom.

Sam linijski dijagram ce se prikazati i urediti koristec¢i pyplot modul. Prvo ¢e se metodiplot predati
generirana evolucija, koja ¢e iscrtati dobivene vrijednosti kao tocke gdje x os predstavlja korake
iteracije a y os broj¢anu vrijednost u svakom koraku (ova metoda stvara dijagram, no on se
prikazuje tek kada se pokrene metodom show). Metode xlim i ylim sluze kako bi se ogranicile x i
y osi dijagrami na to¢no odredene intervale, a pomocu title, xlabel i ylabel se ureduje tekst koji ¢e
i¢1 na zaglavlje 1 osi prikazanog dijagrama (u ovom slucaju dodatne informacije o samom
dijagramu).

random_r = np.random.uniform(3.6, 4)
random_seed = np.random.uniform(0, 1)
iterations = 100

evolution = logistic_map_array(r=random_r, =random_seed, =iterations)

.plot(evolution)

.X1im(0, iterations)

.ylim(o, 1)

.title( {random_r} {random_seed}\n")
.Xlabel(

.ylabel(

.show()

Slika 3.3. Skripta koja iscrtava linijski dijagram logisticke mape za odredene uvjete
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Parametar r = 3.6819407555259347, Pocetna vrijednost = 0.285501652532552
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Slika 3.4. Iscrtani dijagram

Sada ¢e se vidjeti Sto se dogodikada se iscrtaju dvije evolucije sa veoma malom razlikom u
pocetnom parametru x,. Pro§la skripta ¢e se preurediti na nain da se sada generiraju dvije pocetne
vrijednosti, umjesto jedne. Druga ¢e se dobiti tako da se na prvu nadodaju veoma mali pomak
(reda 1071°). Zatim ¢e se svaka zasebno iscrtati na graf metodom plot te prikladnim oznakama.
Takoder ¢e se metodom legend prikazati navedene oznake u donjem lijevom kutu te ¢e se prikazati

1 pocetna vrijednost druge evolucije u zaglavlju.

random_r = np.random.uniform(3.6, 4)
random_seed_1 = np.random.uniform(@, 1)
random_seed_2 = random_seed_1 + 0.000000000000001
iterations = 100

evolution_1 = logistic_map_array(r=random_r, =random_seed_1, =iterations)
evolution_2 = logistic_map_array(r=random_r, =random_seed_2, =iterations)

plt.plot(evolution_1,
plt.plot(evolution_2,

.legend(loc=

.xlim(e, iterations)

.ytim(e, 1)

title( {random_r}\n {random_seed_1} {random_seed_2}\n")
.xlabel(

.ylabel(

.show()
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Slika 3.5. Preuredena skripta

Sa slike 3.6 jasno se vidi da unatoC razlici na tek petnaestoj decimali pocetnih vrijednosti, vec
nakon sedamdesetak iteracija te dvije evolucije jasno divergiraju jedna od druge. Generalno vrijedi
dasa Sto manjom razlikom u pocetnim uvjetima toliko duZze treba sekvencama da divergiraju jedna
od druge, no koliko god razlika bila mala, ako proporcionalno dovoljno koraka prode, s viremenom
¢e sekvence bitni potpuno razli¢ite i neusporedive. Naravno, tocan broj koraka nakon kojeg
odudaraju ovisi i 0 parametru r i o pocetnim uvjetima x,, no donekle to¢na procjena se moze

ostvariti i sa informacijom o veli¢ini razmaka u pocetnim uvjetima.

Parametar r = 3.884316757535067
Poc. vrijednost 1 = 0.4057194467827765, PoC. vrijednost 2 = 0.4057194467827775
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Slika 3.6. Divergiranje dviju evolucija sa bliskim pocetnim uvjetom x

Sada ¢e se vidjeti kakve putanje nastaju za razliCite vrijednosti parametra r. Napraviti ¢e se dvije
nove funkcije za ovu potrebu, jedna ¢e generirati i vratiti spektar pocetnih parametara, a druga ¢e

generirane parametre vizualno predociti.
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Funkciji za stvaranje nasumi¢nih parametara predat ¢e se kao argumenti granice parametra r (U
obliku niza) izmedu kojih ¢emo nasumicno birati vrijednost te broj uzoraka za svaki interval r-a.
Funkcija ¢e kao rezultat vratiti uredeni par (u Python-u zvan tuple, eng. N-tuple, N-torka) dva
dvodimenzionalna niza, jedan predstavlja spektar r-ova, a drugi spektar vrijednosti x,.
Inicijalizirat ¢e se vrijednosti oba 2D niza pomoc¢u metode zeros, koja vraca N-dimenzionalno
polje navedenog oblika i tipa podataka (vidi sliku 3.7.) te ga popuni nulama. Oba niza ¢e imati isti
oblik, redova ¢e imati koliko je intervala izmedu granica r-a, a stupaca onoliko koliko je veli¢ina
uzorka. Razlog zasto se metodi shape predalo jos i tre¢u dimenziju (vrijednost dva) lezi u tome da
na ovaj na¢in mozemo skratiti potreban kod, buducida zeros vraca u ovom slucaju 3D niz, a ovdje
se on sprema u dvije vrijednosti, Python ¢e ga na automatski otpakirati u te dvije vrijednosti u
obliku kakav je potreban (svaka vrijednost ¢e u sebe spremiti odsjecak 3D niza, odnosno 2D niz u
ovom slucaju). Zatim ¢e se na temelju oblika polja spektra parametara dohvatiti broj redaka i
stupaca, te po njima iterirati pomoc¢u dvije petlje. Vrijednosti parametara r izabrat ¢e se nasumi¢no
(razlog zasto je lezi u tome da u ovom konkretnom primjeru tocne vrijednosti r-a nisu sasvim
bitne, buducida se ovdje samo Zeli demonstrirati kako logisticka mapa ima raznovrsno ponasanje
ovisno o poc¢etnom parametru) tako da svaki red u spektru sadrzi vrijednosti analogne odabranim
intervalima, odnosno prvi red za prvi interval, drugi red za drugi interval itd. Parametre x,, izabrat
¢e se nasumicno bez obzira na njihovu poziciju u matrici. Prije nego se vrate rezultati, sortirati ¢e
se r-ove uzlazno po redovima slijeva na desno, radi lakSe vizualizacije. Metoda argsort sa dolje
navedenim argumentima vrac¢a indekse kako bi se sortirale vrijednosti na navedeni nacin, a

pomocu metode take_along_axis i izracunatih indeksa se izvr§i samo sortiranje.

def logistic_map_parameters(r_boundaries: np.ndarray, sample_size: int) -> tuple[np.ndarray, np.ndarray]:
r_parameters, initial_parameters = np.zeros(
=(2, len(r_boundaries) - 1, sample_size),
=float

)
row_number, column_number = r_parameters.shape
for i in range(row_number):
for j in range(column_number):
r_parameters[i, j] = np.random.uniform(

r_boundaries[i], r_boundaries[i + 1]
)
initial_parameters[i, j] = np.random.uniform(
0.8, 1.9
)
sorted_indices = np.argsort(r_parameters, =1)
r_parameters = np.take_along_axis(
r_parameters, sorted_indices, =il
)

return r_parameters, initial_parameters

Slika 3.7. Funkcija koja nam vraca spektar pocetnih parametara za zadanu velicinu
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Povratne vrijednosti funkcije logistic_map_parameters ¢e sluziti kao argumenti funkcije sa slike
3.8., a navest Ce se i broj iteracija. Funkcijom logistic_map_visualisation ¢e se spektri pocetnih
vrijednosti iscrtati u cijeli niz pod dijagrama, za Sto ¢e se najprije koristiti metodu subplots. Ona
¢e za predane dimenzije inicijalizirati sveukupnu sliku dijagrama (fig, eng. figure) te omoguditi
pristup pojedinom pod dijagramu pomoc¢u varijable ax (eng. axes) u koju se sprema
dvodimenzionalno polje objekata Axes, gdje svaki objekt predstavlja jedan pod dijagram.
Iteriranjem kroz sve Axes objekte za odredene indekse retka i stupca, slijedno se raGunaju putanje
logisticke mape (koriste¢i pri tome rezultate prethodne definirane funkcije, analogno za sve
indekse retka i stupca) te se iscrtavaju jedan po jedandijagram. Dodatno, osim same putanje, iscrtat
¢e se metodom axhline na svakom dijagramu dvije vodoravne linije koje predstavljaju vrijednosti
minimuma i maksimuma (lako se raCunaju za cijeli niz pomo¢u NumPy metoda min i max)
evolucije, a oznacit ¢e se i crvenim toCkama koordinate pocetne i krajnje vrijednosti. Metode za
crtanje i oznacavanje dijagrama Koriste se analogno na objektima Axes i pyplot, jedine su iznimke
drugacija imena metodaset_xlim, set_ylim iset_title te pozivanje metoda tight_layout (ova metoda
“stegne” pod dijagrame radi viSe prostora) i show, koje se i dalje pozivaju na samom pyplot
objektu.

ion(r_parameters: np.ndarray, initial_parameters: np.ndarray, iterations: int
= r_parameters.shape[8], r_parameters.shape[1]
=row_number, =column_number, =False)

=r_parameters[i, jl,
=initial_parameters[i, jl,
=iterations
)
ax[i, j].axnl

ax[i, jl.axhl
np.min(c

culated_array, .
initial_parameters[i, jl, =
terations, calculated_array[-1],

k_params( i )
( =14)

{initial_parameters[i, j]: {calculated_array[-1]:
=16
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Slika 3.8. Implementacija funkcije za opSirniju vizualizaciju logisticke mape

Jo§ samo preostaje testirati prethodno napisani kod, zbog potreba demonstracije za granice
intervala nasumi¢no generiranih vrijednosti parametra r uzet ¢e se niz brojeva od 0 do 4, a za
veli¢inu uzorka uzet ¢e se vrijednost 4. Iscrtani dijagram sa tim argumentima sastojat ¢e se od 16
poddijagrama, strukturiranih  u 4 retka i 4 stupca. Pozivanjem prvo funkcije
logistic_map_parameters sa navedenim argumentima, zatim nakon toga funkcije

logistic_map_visualisation sa vrac¢enim rezultatima proSlog poziva kao argumentima, dobiva se
iscrtani dijagram sa slike 3.10.

r_boundaries = np.array(
[0.0, 1.8, 2.0, 3.8, 4.0]
)

sample_size = 4

r_parameters, initial_parameters = logistic_map_parameters( =r_boundaries, =sample_size)
logistic_map_visualisation( =r_parameters, =initial_parameters, =50)

Slika 3.9. Skripta koja koristi dvije novo definirane funkcije

Naslici 3.10. se vidi da logisti¢ka mapa ima raznovrsno ponasanje ovisno o pocetnim uvjetima.

Osim kaoticnosti (ne periodicne orbite) vide se naznake fiksnih tocaka konvergencije te
periodi¢nih oscilacija.
— x,teziu0 zasve ru intervalu [0, 1] neovisno o x,,

1 1ew .. .r—1 . .
— X, se brzo priblizava vrijednosti rT za sve r u intervalu [1, 2] neovisno o x,,

—  x, setakoder priblizava vrijednosti TT_I zasve r uintervalu [2, 3] s time dasu za vrijednosti

blize r = 3 karakteristi¢ne oscilacije prije nego se dode do tocke konvergencije
— Zaruintervalu [3, 4] se logisticka mapa ponasa ili kaoti¢no ili periodicno sa dvije ili vise

vrijednosti
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Slika 3.10. Dijagram iscrtan prethodnom skriptom

[z prethodnog dijagrama ne mozZe se dobiti uvid u dublje razumijevanje logisticke mape za
vrijednosti r=[3, 4] , za tu potrebu Ce se koristiti bifurkacijski dijagram. Bifurkacijski dijagram u
ovom sluc¢aju nece biti niSta drugo nego obi¢ni dijagram rasprsenja ¢ija x os predstavlja neprekidni
spektar mogucih vrijednosti parametra r, a y os predstavlja sve vrijednosti koje logisticka mapa s
parametrom r “pogodi” za vrijeme svoje evolucije (za neki predefinirani broj iteracija i pocetnu

vrijednost x,). Pomocu njega se moze vizualno predociti kako se logisticka mapa ponasa za cijeli

neprekidni spektar parametra r, odnosno na njemu se to¢no moze vidjeti za koje r-ove se dogadaju

konvergencije te za koje se dogadaju periodicne i ne periodicne oscilacije.
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Sada ¢e se definirati funkcija koja ¢e sluziti za iscrtavanje bifurkacijskog dijagrama. Ona ¢e kao
parametre primiti minimalnu i maksimalnu vrijednost parametra r, te broj segmenata koliko ¢e se
razli¢itih vrijednosti r-a uzeti u obzir (vrijednost je neprekidna pa je nemoguce uzeti u obzir potpun
spektar). Takoder ¢e se kao argument predati broj iteracija do kojeg ¢e se racunati. Pocetni uvjet
X, ¢e se unutar funkcije postaviti na 0.5, budu¢i da se dobije skoro identi¢an dijagram za bilo koju
vrijednost x,. Metodom linspace ¢e se dobiti diskretni spektar r-ova izmedu najmanje i najvece
vrijednosti, do odredene predane preciznosti (predstavlja broj elemenata u 1D polju). Nadalje ¢e
se izraCunati maksimalni broj tocaka koje ¢e dijagram sadrzavati, taj broj je potreban kako bi se
zauzela statiCki memorija za niz koji ¢e pohranjivati te tocke. Ako se ovo ne napravi na ovaj nacin
ve¢ se pokusa inicijalizirati polje nedefinirane veli¢ine i onda se na njega nadodavaju vrijednosti
koriste¢i neke od metoda append ili vstack, naici ¢e se na probleme §to se ti¢e vremena izvodenja
programskog koda. Naime, te metode vracaju kopiju cijelog polja umjesto da mu samo promjene
stanje, a buduci da ¢e se ove metode morati pozivati veliki broj puta tijekom izvodenja programa,
jako puno vremena ¢e programu oduzeti stvaranje svih ovih silnih objekata. Varijabla rx_points
¢e sadrzavati sve toCke dijagrama rasprSenja u obliku 2D polja koji ¢e imati dva stupca (prvi za T,
drugi za pripadni x,, koji se pojavio negdje u putanji) i redaka onoliko koliko ima toc¢aka u grafu,
a taj broj se dobije tako da se pomnoZi broj elemenata u r spektru sa brojem koji je za jedan veci
od broja iteracija (dodaje se jedan jer brojimo i x,). Definirat ¢e se i varijabla rx_index kojom ¢e
se pratiti trenutnu poziciju (redak) u polju svih to¢aka. Budu¢i da ¢e tu koristiti slicing tehnika
NumPYy polja kako bi se postavljale vrijednosti, taj indeks je za ovu potrebu nuzan. Nakon toga ¢e
se u petlji koja prolazi kroz sve r vrijednosti izraunati evoluciju za pojedini r te spremiti sve
dobivene tocke (r, X) u polje koje Ce se iscrtati metodom scatter, ¢iji ¢e prvi argument biti svaki
redak prvog stupca (sve r vrijednosti), a drugi argument svaki redak drugog stupca (sve x,,
vrijednosti). Na kraju ¢e se samo dodati reSetkasti prikaz (metoda grid) te oznaciti i podesiti

dijagram prije prikaza.
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def logistic_map_bifurcation(
r_min: float = 0.0,
r_max: float = 4.0,
r_precision: int = 1000,
iterations: int = 1000,

) -> None
r_values = np.linspace(r_min, r_max, r_precision)

max_points = r_precision * (iterations + 1)

rXx_points = np.empty( =(max_points, 2),

seed = 0.5

rx_index = 0

for r in r_values:
evolution = logistic_map_array(r=r, =seed, =iterations)
num_points = iterations + 1
rx_points[rx_index:rx_index + num_points, 0] r
rx_points[rx_index:rx_index + num_points, 1] evolution
rx_index += num_points
.figure( =(14, 7))
.scatter(rx_points[:, 0], rx_points[:, 1], s=0.001,
.grid(True, = E =0.75)
.xticks( =12)
.yticks( =12)
XlimCe_min, r_max)
.ylim(e.0, 1.0)
.title(
.xLlabel(
.ylabel(
.show()

Slika 3.11. Funkcija koja iscrtava bifurkacijski dijagram logisticke mape

Sada ¢e se nekoliko puta pokrenuti novo definiranu funkciju sa nekoliko razli€itih skupina
parametara te prouciti dobiveni izlaz. Kod bifurkacijskih dijagrama (slike 3.12. - 3.17.), puno je
lakse prepoznati kako r utjece na putanju logisticke mape. Najgus¢e obojani dijelovi dijagrama
predstavljaju privlacne (atraktore) regije logisticke mape kojima vrijednosti x,, teze kroz odredenu
evoluciju. Razli¢it broj krivulja koje se pojavljuju sto se vise pomice udesno po x osi se mogu

interpretirati kao broj oscilacija koje se ponavljaju za evolucije mape s pripadnim r-om.

e Zaruintervalu [0, 3], x,, tezi u fiksnu tocku

e Zaruintervalu [3, #3.45], x,, tezi u periodi¢nu putanju veli¢ine 2

e Zaruintervalu [~3.45, =#3.55], x,, tezi u periodi¢nu putanju veli¢ine 4

e Kakose r povecava iznad =3.55, x,, teziredom u periodi¢ne putanje veli¢ina 8, 16, 32 itd.
(udvostrucenje perioda), gdje se duzina intervala za svaki broj oscilacija drasticno smanjuje
(ako prou¢imo omjere veli¢ina uzastopnih intervala, priblizavaju se Feigenbaumovoj

konstanti ¢ = 4.66920)
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e 0Odr = 3.56995 pocinje kaos, odnosno ne periodi¢ne putanje za veéinu pocetnih uvjeta,
iako ovdje mozemo pronaci i beskonacno intervala u kojemu se opet vide periodi¢na
ponasanja, takozvane “otoke stabilnosti” (uspravne “bijele linije”) koji postoje za svaku
mogucu veli¢inu perioda (za bilo koji cijeli broj n, moze se pronaci r za koji evolucija

logisticke mape tezi periodi¢nim oscilacijama s periodom n)

Bifurkacijski dijagram logisticke mape
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Slika 3.12. Bifurkacijski dijagram logisticke mape sa osnovnim zadanim argumentima nase

funkcije za iscrtavanje
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Slika 3.13. Bifurkacijski dijagram od r=2.4

Bifurkacijski dijagram logisticke mape

_ 10
] 3 ML
- & S (SR
g A% i i sl &
© g I ING
‘gO.S 1 o &'fé‘: ¥ \i
o it ) | 1 K
N s 5 RS A
o Pl \
c i, ’
g 0.6 o y ) i
o {1
5 N // \ \& i ¥
5 G
a 0.4 - i1 ,\
p ’
— LN
g i
X
202
o
c
T
9,
=
> 0.0 T T T T T
34 35 3.6 3.7 3.8 39 4.0

Vrijednosti parametra r

Slika 3.14. Bifurkacijski dijagram od r=3.4

Stomanji interval granica parametra r se poéne promatrati, primijetit ée se sli¢ne strukture “masnih
obojanih podruc¢ja”, odnosno atraktora, koliko god u dubinu se islo, $to pokazuje fraktalnu
strukturu logisticke mape (slike 3.15.1 3.16.). Vazno je napomenuti da je ono sto se vidi samo dio
strukture koja je sakrivena u bifurkacijskom dijagramu, ovisno o preciznosti i iteracije do koje se

gleda. MoZe se mijenjanjem tih argumenata dobiti uvid u odredene dijelove dijagrama, no ipak,

nikad se nec¢e mo¢i predociti bas sve informacije, neovisno koje pocetne argumente izaberemo.
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Bifurkacijski dijagram logisticke mape
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Slika 3.15. Bifurkacijski dijagram od r=3.9, povecéan broj iteracija i preciznost

Bifurkacijski dijagram logisticke mape
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Slika 3.16. Bifurkacijski dijagram od r=3.99, drasticno smanjen broj iteracija te drasticno

povecana preciznost
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Mogucde je promatrati i negativne vrijednosti za I, u kojem slucaju se dobije dijagram sa slike 3.17.
Vidi se da se dobije zrcalna slika strukture koja nastaje za pozitivne vrijednosti, iako su same
vrijednosti x,, drugacijeg reda veli¢ine (vrijednosti ispadaju iz intervala [0, 1] ). Za vrijednosti r-a

vece od 4 ili manje od —2, x,, ¢e divergirati.

Bifurkacijski dijagram logisticke mape
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Slika 3.17. Bifurkacijski dijagram od r=-2
3.2. Hénonova mapa

Hénonova mapa je najpoznatija dvodimenzionalna diskretna kaoti¢na mapa te se ¢esto pojavljuje
u polju proucavanja dinamickih sustava. Moze se definirati jednako lako kao i logisticku mapu,
no ipak je nesto kompleksnija. Ona za razliku od logisticke mape ima dva pocetna parametra (x,,
¥,) ¢ije evoluciju (x,,, y,) se prate tijekom vremena, a ima i dva dodatna parametra (a, b) koji

omogucuju podeSavanje ponasanja mape. Funkcije svakog koraka iteracije imaju sljede¢i oblik:
Xn+1 = 1- axrzl + Vn
Yn+1 = bxn

Ve¢ tu se vidi veéa kompleksnost naspram logisticke mape, jer u pitanje nije samo veci broj
parametara. Dodatni znacaj doprinosi to $to $to X i y ovise jedan o drugome (da nije tako ove dvije
funkcije nema smisla promatrati kao “jednu mapu”, buduci da izmedu njih ne bi bilo nikakve
korelacije). Hénonovu mapu moze se u Python-u implementirati na slican nacin kao 1 logisticku,

s nekim izmjenama naravno. Nastojat ¢e se pratiti slicna struktura radi lakse ¢itljivosti.
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Sa slike 3.18. se vidi da ¢e funkcija koraka iteracije uzimati parametre a, b, x,, i y,, te koriste¢i

navedene formule racunati i vracati uredeni par sljedec¢ih koraka u nizu iteracije (X,,1, Vp+1)-

def henon_map_iteration(a: float, b: float, current_x: float, current_y: float) -> tuple[float

next_x = 1 - a* (current_x %% 2) + current_y
next_y = b % current_x

return next_x, next_y

Slika 3.18. Funkcija koraka iteracije Hénonove mape

Sada ¢e se definirati funkcija izraCuna evolucije Hénonove mape, koriste¢i funkciju koraka
iteracije. Ova funkcija kao argumente prima sve potrebne pocetne uvjete kao i broj iteracija do
kojeg se zeli raCunati, a vraca uredeni par dva NumPy niza putanja x i y, odnosno njihovu
zajednicku evoluciju. Prazna polja koja ¢e sadrzavati putanje inicijalizirati ¢e se staticki, tako $to
im se predaju to¢ne potrebne duljine za dimenzije oblika. To se moglo napraviti i pomoc¢u metode
append kao i kod logisticke mape, no budu¢i da se ovdje radi s dvostruko vise vrijednosti koje
treba izracunati, bolje je to odmah napraviti optimalno kako se ne bi doslo do vecih problema sa
sporim izvodenjem koda kada se bude crtao bifurkacijski dijagram. Ostatak koda je analogan
onome S§to se radilo kod logisticke mape, jedine su razlike to Sto se ovdje radi sa dva polja za
pripadne x,, i y,, vrijednosti te se dodavanje novih vrijednosti u nizove radi s obzirom na to¢ne

indekse.
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def henon_map_array(
a: float, b: float,
seed_x: float, seed_y: float,
iterations: int
) -> tuple[np.ndarray, np.ndarray]:
output_array_x = np.empty( =(iterations + 1,),
output_array_y = np.empty( =(iterations + 1,),

output_array_x[0] seed_x

output_array_y[0] seed_y

for n in range(iterations):
next_x, next_y = henon_map_iteration(
a, b,
output_array_x[n], output_array_y[n]
)
output_array_x[n + 1] next_x
output_array_y[n + 1] next_y

return output_array_x, output_array_y

Slika 3.19. Funkcija za izracun evolucije Hénonove mape

Sada ¢e se ove funkcije testirati te pomocu njih dobiti podatke koji se mogu vizualizirati. Crtat ¢e
se takoder linijske dijagrame, no ovaj put za dvije skupine vrijednosti X i y, moze ih se za pocetak
iscrtati na istom pod dijagramu kako bi se lak$e usporedili. Dodatno, buduc¢ida su sada tu dvaniza,
moze se vidjeti Sto se dogodikada se iscrta njihov dijagram rasprSenja. Ovakav nacin vizualizacije
moze pruziti viSe konteksta o odnosu X iy tere¢i nesto o kakvim putanjama se oni zajedno kre¢u
kao tocka u dvodimenzionalnom prostoru. U ovom primjeru, za vrijednosti dodatnih parametara a
i b, uzet ¢e se klasi¢ne vrijednosti 1.4 1 0.3, za ove vrijednosti Hénonova ima kaoti¢na svojstva za
dobar dio pocetnih uvjeta. Za pocetne vrijednosti x,, i ¥, za sada ¢e se uzeti vrijednost 0. Koristec¢i
prosle funkcije za izracun podataka za crtanje te koriste¢i Axes objekte metode subplots, na prvom
pod dijagramu crtaju se dva linijska dijagrama za pripadne evolucije x i y, a na drugom njihov
dijagram rasprSenja. Uz sve ve¢ videne potrebne oznake i podeSavanja, takoder ¢e se na dijagramu
rasprSenja iscrtati stupac za oznacavanje spektra boja. Ovo, u konacnici, nije potrebno za 0vaj
dijagram, no korisno je ako se hoce vizualno predoditi koja tocka (X, y) je dosla iz kojeg dijela

evolucije, buducidatu nema “linjja” izmedu susjednih toc¢aka koje bi govorile tu informaciju kao
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kod linijskog dijagrama. To se moze lako posti¢i dodatnim argumentima C i cmap metode scatter,

gdje ¢ oznacava polje od 0 do broja iteracija (ovo mapira obojani stupac na te vrijednosti), a cmap

oznacava stil boja koji ¢e se koristiti. Pozivanjem metode colorbar na objektu koji predstavlja

dijagram rasprSenja dodaje se stupac sa bojama te ga se vrac¢a kao objekt kako bi mu se mogla

postaviti oznaka.

a, b, seed_x, seed_y, iterations = 1.4, 0.3, 0.0, 0.0, 200
evolution_x, evolution_y = henon_map_array(a, h, seed_x, seed_y, iterations)

(ax1, ax2) = plt.subplots(2, 1,
.plot(evolution_x, =
.plot(evolution_y, =
.tick_params(

.tick_params(

.set_title(

.set_xlabel(

.set_ylabhel(

.set_x1im(0, iterations)
.legend(Lloc= )

scatter_plot = ax2.scatter(
evolution_x, evolution_y,
=np.arange(iterations + 1),
='.', s=10
)

ax2.tick_params( =14)
ax2.tick_params( =14)

ax2.set_xlabel( '
ax2.set_ylabel( -
char = plt.colorbar(
char.set_label( '
plt.tight_layout()

plt.show()

=(10, 9))

{seed_x} {seed_y}",
=14)

=14)

=14)
=14)
=scatter_plot)

=14)

Slika 3.20. Opisana skripta

Sa slike 3.21. se prema gornjem pod dijagramu vidi kaotino ponasanje Hénonove mape za

navedene parametre. Takoder, po oblicima linijskih dijagrama vidi se kako su x iy evolucije u

ovom primjeru povezane, ista struktura se ponavlja za obje pojedinacne putanje, no vidi se da se

za y vrijednosti struktura dogada na umanjenom intervalu, odnosno prosirenom za X vrijednosti.

Na donjem pod dijagramu se vidi kakvu strukturu u dvodimenzionalnom prostoru stvaraju tocke

(X, y), to je fraktalna struktura poznata kao Hénonov atraktor za vrijednosti mape a=1.4i1b=10.3.
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a=1.4, b=0.3, Poletni X = 0.0, PoletniY = 0.0
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Slika 3.21. Izlaz prethodne skripte

U nastavku e se vizualizirati kako Hénonov atraktor izgleda kada ga se preciznije prikaze pomocu
veéeg broja iteracija, no sada ¢e se prvo pokazati kako se klasitna Hénonova mapa ponasa s
obzirom na pocetne uvjete x, i ¥, . U tu svrhu preuredit ¢e se najprije prethodnaskripta prema slici
3.22., prikazat ¢e se posebno dvije putanje X, a posebno dvije putanje y vrijednosti na odvojene
pod dijagrame. Na pocetne uvjete ( x,, ¥, ) novo stvorenih putanjax iy dodat ¢e se mala vrijednost

reda 101> te ¢e se prikazati sve potrebne oznake.
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a, b, seed_1_x, seed_1_.y, 1iterations = 1.4, 0.3, 6.0, 0.0, 200
offset = 0.000000000000001
seed_2_x, seed_2_y = seed_1_x + offset, seed_1_y + offset
evolution_1_x, evolution_1_y = henon_map_array(a, b, seed_1_x, seed_l_y, iterations)
evolution_2_x, evolution_2_y = henon_map_array(a, b, seed_2_x, seed_2_y, iterations)
fig, (ax1, ax2) = plt.subplots(2, 1, =(10, 9))
.plot(evolution_1_x, = )
.plot(evolution_2_x, = )
.tick_params( =0
.tick_params(axis='y',
.set_title( {a} (b} {seed_1_x} {seed_2_x}",
.set_xlabel(
.set_ylabel(
.set_x1im(@, iterations)
.legend(loc= )
.plot(evolution_1_y,
.plot(evolution_2_y,
.tick_params(zxis=
.tick_params(zxis=
.set_title( {a} (b} {seed_1_y} {seed_2_y}",
.set_xlabel(
.set_ylabel(
.set_x1im(@, iterations)

.legend(loc=
.tight_layout()
.show()

Slika 3.22. Preuredena skripta

Slika 3.23. prikazuje izlaz preuredene skripte. Kao je ve¢ spomenuto, za pocetne vrijednosti
dodatnih parametara a =1.4 i b= 0.3 mapa ima kaoti¢ne, odnosno ne periodi¢ne oscilacije, a to je
i vidljivo sa same slike. Nakon otprilike 75 iteracija poceti pomak od 10~ postane toliko
znacajan da putanje u potpunosti divergiraju jedna od druge te imaju sasvim razli¢itu evoluciju.
Takoder se ponovno vidi da X i y evolucije imaju istu strukturu putanje na drugacijim skalama, u
ovom dijagramu je to jo$ i jasnije nego u prethodnom buduéi da je y-0s drugog pod dijagrama

skalirana da vrijednosti ispune cijeli pristupni prostor.
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a=1.4, b=0.3, PoCetnalX = 0.0, PoCetna 2 X = 1le-15
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Slika 3.23. Izlaz prethodne skripte

U kaoti¢nost Hénonove mape za navedene uvjete se moze dodatno uvjeriti isprobavaju¢i kao
pocetne parametre neke druge nasumicno izabrane vrijednosti, kao $to se vidi na primjeru sa slike
3.24. Nakon slicnog broja koraka iteracije, takoder se jasno vidi divergencija izracunatih putanja.
Vazno je napomenuti da je kod Hénonove mape, za razliku od logisticke, puno utjecajniji izbor
parametara x, i y, (primjerice, za klasi¢énu mapu sa x, = 0 i y,= 0.3 vrijednosti divergiraju u
beskonacnost), $to znaci da iako se zna daje mapa kaoti¢na za klasi¢ne vrijednosti a i b svejedno

se mora paziti na izbor ostalih po¢etnih parametara ovisno o tome na kakvo ponasanje se cilja.
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a=14, b=0.3, PoCethal X = 0.657257, Pocetna 2 X = 0.657257000000001
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Slika 3.24. Izlaz prethodne skripte sa promijenjenima pocetnim uvjetima xq 1y,

Saslika 3.25 se vidi damapa moze stvarati kaoti¢ne putanje i sa drugim poc¢etnim parametrima a
i b, moglo bi se rec¢i da je nekakvo generalno pravilo da su “sigurne” vrijednosti (vrijednosti za
koje evolucije ne divergiraju u beskonacnost, a takve evolucije nema smisla prikazivati
dijagramom) za eksperimentiranje a = [1.0, 1.4] i b =[0.0, 0.3], no ovo naravno ovisi o to¢nim
vrijednostima x, iy,. Moze se divergencija dogoditiiza te vrijednostii to nerijetko, no pazljivijim
izborom ostalih pocetnih parametara se to moZze izbjeci, ako je to cilj. Sa slike 3.26. se takoder vidi
da se mogu naci vrijednosti a i b za koje mapa ima periodi¢na oscilacijska ponasanja, kao §to je
bio 1 slucaj kod logisticke mape. Sve u svemu, ve¢i uvid u ponasanje Hénonove mape na osnovu

pocetnih uvijeta ste¢i ¢e se kada se budu crtali njezini bifurkacijski dijagrami.
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a=1.1725257, b = 0.2572547, Pocetna 1 X = 0.7, Pocdetna 2 X = 0.700000000000001
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Slika 3.25. Izlaz prethodne skripte sa svim pocetnim parametrima promijenjenima
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Slika 3.26. Izlaz za samo jedan par putanja kada promijenimo a = 1.0
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Sto se ti¢e Hénonovog atraktora, sada ¢e se pokazati §to se dogodikada ga se iscrta sa puno veéim
brojem iteracija. U tu svrhu ¢e se ponovno iskoristiti dio koda skripte sa slika 3.20., onaj dio koji
je potreban samo za dijagram rasprSenja. Pokazat ¢e se kakva struktura nastaje kada ga se iscrta sa
preciznoséu od 2,500,000 iteracija, odnosno kakvim putanjama tezi kretanje tocaka (x,,, ¥,)) u 2D

prostoru.

a= 1.4, b=0.3, Pocdetni X = 0.0, Podetni Y = 0.0 166
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Slika 3.27. Hénonov atraktor za klasicne vrijednosti mape

Nakon mnogo iteracija, putanje Hénonove mape u 2D prostoru nalikuju na skupine cudnih
krivulja. Naizgled se ¢ini da je to samo nekolicina krivulja, no ako se poveca dobivena slika vidi
se da su putanje kojima se krecu vrijednosti zapravo fraktalne strukture. Bez obzira koliko god se
povecao dobiveni prikaz, uvijek ¢e se vidjeti kako se naizgled jedna krivulja uvec¢anjem prosili u
dvije ili viSe njih, $to se jasno vidi sa slika 3.28 - 3.30. Naravno, u ovom slu¢aju, nakon nekoliko
uvecanja ve¢ se gubi struktura tih krivulja (slika 3.30), no to je zato Sto je potrebno jako puno vise

iteracija 1 raCunalne moc¢i da bi se prikazala detaljnija struktura. Kada bi se u teoriji moglo

izraCunati “beskonacno iteracija”, moglo bi se uvecati sliku koliko god se zeli bez gubitka detalja.
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a=1.4, b=0.3, PocCetni X = 0.0, Pocetni Y = 0.0
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Slika 3.28. Uvecanje prethodnog prikaza
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Slika 3.29. Dodatno uveéanje prethodnog prikaza
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a=1.4, b= 0.3, Podetni X = 0.0, Pocetni Y = 0.0 166
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Slika 3.30. Uvecanje prikaza do granica preciznosti

Slicne atraktorske strukture dobiju se i za druge vrijednosti pocetnih parametara gdje mapa ima
kaoticno ponasanje. U slucaju da se mapa ponasa periodicki, onda nema previSe smisla crtati
dijagram rasprSenja jer ¢e se vidjeti svega par tocaka (tocke izmedu kojih putanja oscilira). Izuzev
su slucaji kada se Zele vizualizirati periodicka ponasSanja sa jako velikim periodom, no takve
vrijednosti ¢e se tesko pronaci “ru¢no”, odnosno pogadanjem parametara. Na slici 3.31. se vidi

primjer slicnog fraktalnog atraktora za proizvoljno izabrane pocetne vrijednosti za koje Hénonova

mapa ima ne periodi¢ko ponasanje.
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a=1.17, b = 0.25, Pocetni X = 0.7, Pocetni Y = 0.7 1e6
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Slika 3.31. Atraktor za navedene pocetne vrijednosti

Kao i kod logisti¢ke mape, tesko je na osnovu par evolucija za odredene parametre zakljuciti nesto
0 opc¢enitom ponaSanju mape za sve moguce kombinacije pocetnih uvjeta. Iz toga razloga ¢e se
sada pokazati kako implementirati i iscrtati bifurkacijski dijagram Hénonove mape. Tu je vazno
napomenuti da ¢e se morati uzeti nesSto drugaciji pristup nego kod logisticke mape, buduéi da ova
mapa ima dva dodatna parametra a i b. Zbog toga se nec¢e moéi samo jednostavno prikazati jedan
dijagram za sve moguce spektre dodatnih parametara nego ¢e se morati izabrati jedan od njih ¢iji
¢e se cijeli spektar prikazati, a drugi od njih koji ¢e se fiksirati na zadanu vrijednost. Alternativno,
moglo se crtati trodimenzionalni bifurkacijski dijagram i taj problem rijesiti na taj nacin, no zbog
jasnoce interpretacije dijagrama Ccitatelju rada (koji ne moze upravljati sa prikazom u stvarnom
vremenu 1 tako iz njega izvuéi potrebne informacije) izabrat ¢e se prethodno opisana metoda

vizualizacija.

Funkcija za ovu namjenu kao argumente ¢e, osim potrebnih pocetnih uvjeta i broja iteracija, primiti
i parametre prema kojima ¢e se znati koju vrijednost se fiksira (a ili b) te same vrijednosti tih
parametara (jedan u obliku broja, drugi u obliku spektra vrijednosti) i preciznost do koje ¢e se
racunati promjenjivi parametar. Argument cutoff sluzi kako bi se izabralo koliko zadnjih

izraCunatih vrijednosti ¢e se prikazati, ovo je pogodno jer se time lak§e moze dobiti uvid u
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dugoro¢no ponasanje mape, no ako se za argument stavi 0 i dalje se moze prikazati sve vrijednosti
ako to bude potrebno. Parametri y_limit_1 iy _limit_1q zapravo nisu potrebni, no korisno ih je
navesti zbog veée kontrole u pravljenju dijagrama. Prvo $to ¢e funkcija napraviti je inicijalizirati
vektor spektra promjenjivog parametra te izraCunati i zauzeti memoriju za polja koja c¢e
predstavljati putanje x,, i y,,. To se radina sli¢an nacin kao i kod logisticke mape samo ¢e se ovdje
uzeti u obzir cutoff pri racunanju broja tocakakoje se dodajuu svakom koraku te ¢e se sve postupke
raditi za dva polja umjesto jednog. U petlji ¢e se, na osnovu je li fiksiran a ili b, dogoditi dase u
svakom koraku izracunaju potrebne vrijednosti iteracije Hénonove mape te ih se pravilno spremi
u polja koja ¢e drzati podatke za iscrtavanje bifurkacijskog dijagrama. Nakon §to su izra¢unati X i
y putanje, stvorit ¢e se dva pod dijagrama jedan ispod drugoga. Na prvom ¢e se iscrtati
bifurkacijski dijagram X vrijednosti u ovisnosti 0 promjenjivom parametru, a na drugom y

vrijednosti u ovisnosti 0 promjenjivom parametru.
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tion(

fixed_parameter_value: non_fixed_parameter_range:

non_fixed_parameter_precision: BB, iterations: = 1888, cutoff:
seed_y: = 8, y_limit_1: g, y_limit_2: =8
non_fixed_parameter_wvalues = np.linspace(
non_fixed_parameter_range[8], non_fixed_parameter_range[1], non_fixed_parameter_precision)
num_points = {cutoff, iterations + 1) if cutoff > @ else iterations + 1
max_points = non_fixed_parameter_precision * num_points
bifurcation_data_x = np.empty( ={max_points, 2)
bifurcation_data_y = np.empty( ={max_points, 2)
®_index, y_index = @
non_fixed_value in non_fixed_parameter_wvalues:
f fix_a:
a, b fixed_parameter_value, non_fixed_wvalue, non_fixed_value

a8, b, a_or_b = non_fixed_valuve, fixed_parameter_value, non_fixed_value
x_valves, y_values = henon_map_array(a, b, seed_x, seed_y, iterations)
bifurcation_data_x[x_index:x_index + num_points, 8] = a_or_b
bifurcation_data_y[y_index:y_index + num_points, @8] a_or_h
bifurcation_data_x[x_index:x_index + num_points, 1] = x_values[-num_points:]
bifurcation_data_y[y_index:y_index + num_points, 1] = y_values[-num_points:]
®_index, y_index = x_index + num_points, y_index + num_points
fig, (ax1l, ax2) = plt.subplots{2, 1 =(8, 8))
axl.scatter(bifurcation_data_x[:, 8], bifurcation_data_x[:, 1], s=1
ax?.scatter{bifurcation_data_y[:, @], bifurcation_data_y[:, 1], ==1
axl.tick_params(
axl.tick_params(
ax?.tick_params(
ax?.tick_params(
axl.set_ylabel( =14)
ax?.set_ylabel( =14}
lower_bound, upper_bound = non_fixed_parameter_range
axl.set_xLlim{Llower_bound, upper_bound})
ax2.set_xLlim{Llower_bound, upper_bound})
f y_limit 1 != 8:
axl.set_ylim{-y_limit_1, y_Tlimit_1)
f y_limit 2 != 8:
ax?.set_ylim(-y_limit_2, y_limit_2)
f fixn_a:
axl.set_title(
fived_parameter_value Lower_bound upper_bound
=164}
cset_title(
fived_parameter_value Lower_bound upper_bound
=164}
set_xlabel(
set_xlabel(

cset_title(
Lower_bound upper_bound fived_parameter_value
=164}
cset_title(
Lower_bound upper_bound fixed_parameter_value
=164}
axl.set_xlabel(
axl.set_xlabel(
plt.tight_layout()
plt.show()

Slika 3.32. Funkcija za iscrtavanje bifurkacijskog dijagrama Henonove mape




Na slici 3.34 se vidi primjer izlaza koji se dobije pozivanjem prethodne funkcije sa parametrima
sa slike 3.33. Ovo su najpoznatije vrijednosti za koje se tipi¢no crta bifurkacijski dijagram
Hénonove mape, a vidi se da je on slican, ali i neSto kompliciraniji od onoga Sto se vidjelo kod
logisticke mape. Mogu se opet prepoznati strukture kao Sto su tendencije fiksnim tockama
konvergencije kao i udvostruavanje perioda sve do “eksplozije” ukaos i ne periodi¢ne oscilacije.

Ova struktura je takoder fraktalna struktura, a vidi se i ono §to je ve¢ reCeno za isto ponaSanje
putanja x i y na drugacijim skalama.

henon_map_bifurcation(
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Slika 3.34 Dobiveni bifurkacijski dijagram
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Sa slike 3.35 se vidi da je dijagram slican gornjem dijagramu, ali za veéi interval promatranja
dodatnog parametra a, vidi se do koje granice je mapa stabilna te kada vrijednosti odlaze u
beskonacnost. Na slici 3.36 je a fiksiran na 1.4, a b promjenjiv te je dobiven drugaciji dijagram,
isto tako, za ove konkretne vrijednosti se vidi da se ipak nekada x i y vrijednosti ponasaju drugacije.
Bifurkacijski dijagram y vrijednosti ovdje izgleda nalik na dijagram pripadnih x vrijednosti, no
vidise daje on deformiran i izoblicen, a ovisno o pocetnim uvjetima mogu se i drugacija ponaSanja

uoditi (primjerice, za neke uvjete moze se ostvariti dasu X 1y dijagrami “zrcalni”).
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Slika 3.35 Dobiveni bifurkacijski dijagram za Siri spektar a vrijednosti
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a=1.4, b=[-1.0, 0.35], Pocetni X=0.0, Pocetni Y=0.0
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Slika 3.36 Dobiveni bifurkacijski dijagram za navedene parametre

a=1.0, b=[-1.0, 0.6], Pocetni X=0.0, Pocdetni Y=0.0
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Slika 3.37 Jos jedan primjer izoblicenog dijagrama

Sve u svemu, vidise kako ova mapa znatno varira s ponasanjem s obzirom na pocetne uvjete, ¢ak
i toliko da nije dovoljan jedan bifurkacijski dijagram, ve¢ je oc¢ito da ih ona ima mnogo za razliite
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parametre te ih nije ni moguce sve prouciti u cijelosti. No ipak, kroz par primjera mogao se steci
uvid u kompleksno ponaSanje Hénonove te povucéi paralelu s logistickom mapom, koja je znatno
jednostavnija za opisati. Dodatan svjedok tome je i slika 3.38., na kojoj je prikazan dijagram za
¢ije vrijednosti spektra jednog parametra mapa uop¢e nema kaoticna svojstva kada je drugi

parametar fiksiran na zadanu konstantu.

a=0.9, b=[-1.25, 1.0], Pocetni X=0.0, Pocetni Y=0.0

1.5 -
] —
> i 2
) 0.5
w |
o
[ [ ]
g 0.0 '
= _os "~
—1.01 o
—-1.25 —-1.00 -0.75 —-0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
Spektar parametra b
a=0.9, b=[-1.25, 1.0], Poc¢etni X=0.0, Pocetni Y=0.0
1.0 e

e

Vrijednosti Y
o
o

—0.5 - -
! .
i T

—1.0 1 !

—1.25 —-100 -075 —-0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
Spektar parametra b

Slika 3.38. Primjer dijagrama bez kaoticnih oscilacija
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4. PRIMJENE DISKRETNIH KAOTICNIH MAPA I ZASTO SU VAZNE

Zavr$no poglavlje rada kratko ¢e se baviti prouc¢avanjem primjene diskretnih kaoti¢nih mapa kao
1 njihovim uporabama u podruc¢jima inzZenjeringa, prema [10]. Objasnit ¢e se zaSto se ove mape
koriste u generiranju pseudo slucajnih brojeva, istrazit ¢e se vaznost njihovog koriStenja u
kriptografiji te ¢e se dotaknuti i njihove primjene u modeliranju dinamickih sustava, gdje mogu

pruziti vrijedne uvide u kompleksno ponasanje stvarnih sustava.

4.1. Generiranje pseudo sluc¢ajnih brojeva

Diskretne kaoticne mape igraju fascinantnu ulogu u generiranju pseudo-slucajnih brojeva te se u
tu svrhu 1 intenzivno koriste, nude¢i jedinstven i deterministicki pristup slu€ajnosti. One su
prigodne za generiranje pseudo-slucajnih brojeva ba$ zato §to su racunalno ucinkovite i
deterministicke. Korisnici mogu jednostavno reproducirati isti niz brojeva odredivanjem istih
pocetnih uvjeta 1 parametara, Sto moze biti prednost za aplikacije koje zahtijevaju ponovljivost.
Medutim, zbog njihove osjetljivosti na pocetne uvjete, oni su takoder osjetljivi na izbor parametara

1 mogu zahtijevati pazljivo podeSavanje kako bi se postigla zeljena svojstva slucajnosti.

Kada se koriste na odgovarajuéi nacin, klju¢na prednost koriStenja diskretnih kaoti¢nih mapa u
ovom kontekstu je njihova sposobnost da proizvedu nizove koji pokazuju statisticka svojstva
slicna pravim nasumi¢nim brojevima, dok su opet potpuno deterministicki 1 ponovljivi uz iste
pocetne uvjete i parametre. To ih ¢ini vrijednim alatima za generiranje pseudo-slucajnih brojeva u

Sirokom rasponu primjena koje pronalaze u raznim domenama gdje je potrebna sluc¢ajnost.

4.2. Kriptografija

U podrucju kriptografije, diskretne kaoticne mape igraju klju¢nu ulogu u poboljSanju sigurnosti
digitalnih komunikacija i1 zaStite podataka. Kaoti¢ne mape nude izvrstan izvor nepredvidivih
vrijednosti, Sto ih ¢ini idealnim za generiranje kriptografskih kljuceva i osiguravanje sigurnih
procesa Sifriranja 1 deSifriranja. Ugradena osjetljivost na pocetne uvjete u kaotiénim mapama jamci

da cak i manje promjene u pocetnoj vrijednosti rezultiraju potpuno drugacijim nizovima
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vrijednosti, §to napadacima na kriptosustave ¢ini iznimno izazovnim predvidanje ili probijanje

klju¢a obrnutim inZenjeringom.

Kriptografski sustavi koji se temelje na kaosu, primjerice poput raznih generatora kaoti¢nog toka
kljuceva temeljenih na logistickoj mapi, implementirani su kako bi osigurali prijenos informacija,
cuvajuci osjetljive podatkeu raznim aplikacijama u rasponu primjena od sigurne razmjene poruka
do online financijskih transakcija. Deterministicka priroda kaoti¢énih mapa u kombinaciji s

njihovim pseudo slucajnim izlazom pruza snazan temelj za moderne kriptografske protokole,

pridonoseci stalno razvijaju¢em polju kiberneticke sigurnosti.

4 3. Modeliranje dinamickih sustava

Diskretne kaoticne mape takoder su se pojavile kao alati u podrucju modeliranja 1 simulacija
dinamickih sustava, omogucéujuéi znanstvenicima i inZenjerima proucavanje slozenih pojava u
stvarnom svijetu. One se ¢esto koriste za uvodenje kontrolirane slu¢ajnosti u numericke simulacije,
povecavajuéi na taj nacin realisti¢nost modela. Primjerice, u vremenskoj prognozi, kaoti¢ni nizovi
mogu se Kkoristiti za simulaciju turbulentne i nepredvidive prirode atmosferskih uvjeta,
omogucéujuci time meteorolozima tocnija predvidanja. U populacijskoj dinamici, ve¢ spomenuti
kaoti¢ni pseudo slucajni brojevi pomazu modelirati stohasti¢nost koja je svojstvena stopama
nataliteta, Sirenju bolesti i drugim varijablama, pomazuéi istraziva¢ima u razumijevanju dinamike

ekosustava.

Osim toga, diskretne kaoticne karte koriste se za inicijalizaciju kaoti¢nih sustava u fizici i
inzenjerstvu, kao Sto su kaoti¢ni oscilatori ili kaoti¢ni krugovi, omogucujudi istrazivanje kaoti¢nog
ponasanja i njegove primjene u poljima kao Sto su obrada signala i sigurna komunikacija. Njihova
deterministicka, ali kaoti¢na priroda omogucuje preciznu ravnotezu izmedu realizma i kontrole u
simulaciji sloZenih sustava, Sto ih ¢ini neprocjenjivim za istrazivace koji traze uvid u dinamicke

procese.
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5. ZAKLJUCAK

Ovaj rad bavio se diskretnim kaoti€énim mapama, koje su posebni tipovi dinami¢kih sustava sa
kaoticnim ponaSanjem. Reklo se neSto o povijesti 1 o osnovnim konceptima matematicke teorije
kaosa te napravljen osvrt na dinamicke sustave u opcCenitijem smislu, a i Spomenule su se neke
generalne Cinjenice 1 svojstva diskretnih kaoti¢nih mapa kako bi se priblizila tema citatelju te mu
se pruzio validan kontekst u ostvarivanju lakSeg razumijevanja konkretne implementacije i
vizualizacije u programskom jeziku Python. Kao konkretnim primjerima, rad se bavio logisticCkom
1 Hénonovom mapom, koje su dvije najpoznatije diskretne kaoti¢ne mape u podrucju dinamickih
sustava 1 inZenjeringa, s ciljem da se nauceno znanje u vizualizaciji 1 implementaciji ovih mapa
moze koristiti u daljnje znanstvene 1 istrazivacke svrhe, ili pak sluziti kao paralela pri daljnjem
proucavanju drugih kaoti¢nih sustava i funkcija. U konacnici se rad kratko osvruo na raznovrsnu
primjenu diskretnih kaoti¢nih mapa u drugim inzenjerskim podru¢jima i strukama, ne bi li
potaknuo C¢itatelja na daljnju intrigu 1 zanimanje za ove veoma fascinantne i1 korisne matematicke
funkcije. Kroz ovaj rad se pokazalo da su diskretne kaoti¢ne mape izuzetno mocan i jednostavan

alat te da mogu biti korisne u Sirokom spektru potreba.
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SAZETAK

Rad "Diskretne kaoticne mape" sluzi kao uvod u proucavanje diskretnih kaoticnih mapa i
relevantne pozadine nuzne za njihovo razumijevanje. Cilj rada je bio istraziti teoriju kaosa te
dinamicke sustave kao i prouciti primjene tih mapa u razli¢itim podrucjima poput generiranja
pseudo slucajnih brojeva, kriptografije 1 modeliranja dinamickih sustava. Teorijska pozadina
obuhvaca uvod u teoriju kaosa, s osnovnim konceptima kao $to su osjetljivost na pocetne uvjete,
determinizam 1 nepredvidljivost. Prikazana je povijesna vaznost teorije kaosa, pri cemu su Henri
Poincaré¢ i Edward Lorenz pioniri u tom podruc¢ju. Rad takoder spominje druge klju¢ne koncepte
poput determinizma, fraktala, nestabilnosti, bifurkacija, atraktora i putanja, a istrazena je i tema

implementacije i vizualizacije diskretnih kaoti¢énih mapa u programskom jeziku Python.
KLJUCNERIJECI

Teorija kaosa, dinamicki sustavi, kaoticne mape, diskretne kaoticne mape, determinizam,
atraktori, fraktali, oscilacije, putanje, periodicnost, kaos, osjetljivost na pocetne uvjete, linijski
dijagram, dijagram rasprsenja, bifurkacijski dijagram, logisticka mapa, Hénonova mapa, Python,

NumPy, Matplotlib, pseudo slucajni brojevi, kriptografija, modeliranje dinamickih sustava
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ABSTRACT

The paper "Discrete Chaotic Maps™ serves as an introduction to the study of discrete chaotic maps
and the relevant background necessary fortheir understanding. The aim of the paper was to explore
chaos theory and dynamical systems, as well as to examine the applications of these maps in
various areas such as generating pseudo random numbers, cryptography, and the modeling of
dynamical systems. The theoretical background includes an introduction to chaos theory, covering
fundamental concepts such as sensitivity to initial conditions, determinism, and unpredictability.
The historical significance of chaos theory is presented, with Henri Poincaré and Edward Lorenz
being pioneers in the field. The paper also mentions other key concepts such as determinism,
fractals, instabilities, bifurcations, attractors and orbits, and then also explores the topic of

implementing and visualizing discrete chaotic maps in the Python programming language.

KEYWORDS

Chaos theory, dynamical systems, chaotic maps, discrete chaotic maps, determinism, attractors,
fractals, oscillations, orbits, periodicity, chaos, sensitivity to initial conditions, line plot, scatter
plot, bifurcation diagram, logistic map, Hénon map, Python, NumPy, Matplotlib, pseudo random

numbers, cryptography, modeling of dynamical systems.
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PRILOZI

Video materijali:

e Dynamical Systems and Chaos
e Chaos: The Science of the Butterfly Effect

e This equation will change how you see the world (the logistic map)

https://www.youtube.com/playlist?list=PLFOb3ThojznQwpDECIMZmHssMsuPnOxZT

https://www.youtube.com/watch?v=fDek6cY ijxI|

https://www.youtube.com/watch?v=ovJcsL7vyrk
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