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1. Uvod

Cebisevljevi polinomi prve vrste, Cebisevljevi polinomi druge vrste, Laguer-
rovi polinomi, Hermiteovi polinomi i Legendreovi polinomi pripadaju skupu
ortogonalnih polinoma.

Za dva polinoma reci ¢emo da su ortogonalna ako je njihov skalarni produkt
jednak nuli. Ortogonalni polinomi prvi put se pojavljuju krajem devetnaes-
tog stoljeca kada je P. L. Chebyshev proucavao verizne razlomke.

Zbog niza dobrih svojstava, imaju veliku primjenu u raznim granama nu-
mericke matematike, npr. kod Gaussovih kvadraturnih formula koriste se
ortogonalni polinomi.

Upravo ovih pet tipova ortogonalnih polinoma, navedenih na pocetku, na-
zivamo klasi¢ni ortogonalni polinomi. Nastali su rjesavanjem diferencijalih
jednadzbi drugog reda. Definirat ¢emo svaki od njih, navesti osnovna svoj-

stva i nabrojati prvih nekoliko polinoma svake vrste.



2. Definicija i svojstva ortogonalnih polinoma

Definicija 1. Za dva polinoma u i v reci ¢emo da su ortogonalni na seg-
mentu [a,b] ako je njihov skalarni produkt, u odnosu na tezinsku funkciju w,

w(x) >0 na la,b], jednak nuli tj.

b
(u,v) = / w(x)u(z)v(x)de =0. (1)
a
Na slican nacin kazemo da je niz polinoma
U, U, U2, - - -,

gdje je ug polinom stupnja k, k € Ny, ortogonalan na segmentu [a, b] ako je

b
(i 1) = / w ()t () tn () dat = 0 @)

za svako m # n, m,n € Ny, gdje je w pripadna tezinska funkcija.

U nastavku ¢emo od zadanog niza polinoma
Ug, Uty - .-, Un,

n € Ny, konstruirati ortogonalni niz polinoma, ali prvo ¢emo objasniti kako
se ra¢una norma polinoma.
Neka je dan otvoren interval (a,b) i na njemu tezinska funkcija w. Normu

polinoma v ra¢unamo na sljedeé¢i nacin:

b
]| = \/ / w (@) v (2)? d. 3)

Neka je
Ug, U1, U2, - . .

niz polinoma na otvorenom intervalu (a, b) takav da su svi polinomi medusobno

linearno nezavisni i integrabilni. Nadalje, neka je

b
do = ||ugl| = / ug (2)* da
_ uo(x)
p(@) ==



tako da je ||po|| = 1. Neka je

b
arp = (u1,po) = / uy () po () de,

Py(z) = uy (z) — a1,0po (),

b
d = 1Pl = [ Pi(o)? s,
Pi(x
P (2) = 1d(1 ).
Tada je
b b
/ Py (x) po (z)dx = / (w1 (x) — a1,0po (2)) po (z) dz = 0,
b b b
P (z 1
/ p1(x)po (z) dx = / 1 ( )po(x)d:c = / Py (z)po (z)dz =0,
a o P21l 1Pu] Ja
[lprl| = 1.
Opcenito, neka su polinomi pg, p3, ... uzastopno definirani na sljede¢i nac¢in

b
amk:(un,pw:/ up (z) pg () dz, k€ {0,1,...,n—1}

n—1
P, (l’) = Unp (l‘) - Z Qn, kPk ('r) )
k=0

b
b= 1Pl =/ [ Pa @)
P, (x
(0 = P2

Metodom matematicke indukcije nije tesko pokazati da je svaki polinom p,,
ortogonalan na polinome pg, p1,...,pPn—1 te da je svaki polinom normalizi-
ran'. U ovom radu neé¢emo dokazivati tu tvrdnju.

Polinome koji su ortogonalni i normalizirani nazivamo ortonormiranim po-
linomima.

Opisani postupak za konstrukciju ortogonalnog niza polinoma iz danog niza
polinoma poznat je pod nazivom Gram-Schmidtov postupak ortogonaliza-

cije.

!Norma polinoma jednaka je jedan.



Primjer 1. Primjenom Gram-Schmidtovog postupka ortogonalizacije, kons-

truirajte ortonormirani skup polinoma za skup polinoma {1,z,2?} na inter-

valu (—2,2).
Neka je
2
do= il =/ [ 12z =2,
—2
1
po (x) = )
2 2
looll =/ [ p2ae =/ [
—2 —2
Nadalje,
21
a0 = (¥, po) = / zodx =0,
L2
Py (z) =2 —ayopo (r) =2 —0-po (
4
d1:|\az|]—ﬂ a:de—ﬂ \[
P () = 4\/ - e
tako da je

2
/_2p1 () po (z)dx =0,

2
l[p1]| = \//2 (p1 (2))? dx = 1.

Jos nam preostaje izracunati pa. Neka je

2
azo0 = <$27p0> = / $2de,' = 27

-2

agy = (2°,p1) = / Q\fxdm =0,
) 9 4

— , X
4 2 4 1
da=lle* =3l =/ [ (o2 3)ao= 0
3 ,2 3 3v5

p2 () = —5




tako da je

2
/2])2 (z) po (x) dx =0,

2
/ p2 (z) p1 (x) dz =0,

—2
2
pall = /2(p2(a:))2dx:1.

Dobili smo novi ortonormirani skup

[ 52-9)

Sljededi teorem govori nam o jedinstvenosti ortonomiranog niza na proizvolj-

nom segmentu [a, b].

Teorem 1. Za svaki proizvoljno izabrani segment [a,b] i teZinsku funkciju
w, w(z) > 0 na [a,b], postoji samo jedan, s tocnoiéu do na predznak, orto-

normirant niz polinoma

Po,P1,P2,P3, - - -

U dokazu ovog teorema, koji ne¢emo dokazivati, koristi se Gram-Schmidtov

postupak ortogonalizacije, a zainteresirani ga mogu pogledati u [3].

U sljede¢im teoremima iskazana su samo neka svojstva ortogonalnih poli-

noma, a detaljnije o svojstvima moze se pogledati u [1], [3], [6] i [8].

Teorem 2. Neka je {p,,n € Ny}, familija ortogonalnih polinoma na seg-
mentu [a,b], te neka je w, w(x) > 0, pripadna tezinska funkcija. Ako je f

polinom stupnja m, tada vrijedi

Dokaz:
Neka je f proizvoljan polinom stupnja m, za neki m € Nyp. Bududéi da je
skup

{1,2,2%, ..., 2™} (5)



baza vektorskog prostora P2, tada f mozemo zapisati u obliku sljedeée

linearne kombinacije

Sada ¢emo, koriste¢i Gram-Schmidtov postupak ortogonalizacije i metodu
matematicke indukcije, dokazati da se skup monoma (5) moze prikazati
pomocu ortogonalnih polinoma.

Za ortogonalni polinom nultog stupnja nuzno je da je konstanta razli¢ita od

nule, tj.
po (z) = app, aop # 0,
§to znaci da se prvi monom 1 moze zapisati kao

1=—po(z).

Za polinome stupnja jedan, iz Gram-Schmitovog postupka ortogonalizacije

sustava polinoma {1, z} dobivamo

p1 () = a1z +aropo (z), a1 #0,
tj. vrijedi

T = 1 [p1 (x) — a1,0po0 ()] .
a1

Nastavljajuéi ovaj postupak u Gram-Schmidtovom procesu na

{1, z, 2%, 23, ... ,xm} dobivamo

Pm (SU) = am,mxm + Gmm—1Pm—1 (l‘) + -4 am,0Po (33) ; OGmm 7é 0,

gdje su po, p1, P2, - - ., Pm—1 dobiveni Gram-Schmidtovim postupkom ortogo-
nalizacije iz {1, x, 2. .. ,mmfl}, odakle slijedi
m 1
r = [pm (IL‘) — OGmm—1Pm—1 (l‘) — T Qm,0P0 ($)]
Am,m

Buduéi da se f moze prikazati kao linearna kombinacija skupa monoma (5), a

pokazali smo da (5) mozemo prikazati kao linearnu kombinaciju ortogonalnih

2Skup svih polinoma stupnja manjeg ili jednakog m.



polinoma, odatle slijedi da i f mozemo prikazati kao linearnu kombinaciju

ortogonalnih polinoma, tj.
m
f(z) = Zczpz(m)
i=0

Jo§ nam preostaje odrediti koeficijente ¢;. Ako skalarno pomnozimo polinom

f sa polinomom p,,, dobivamo

<f7pm> = Z Ci<pi’pm> = cm<pm7pm>

m
=0

zbog ortogonalnosti polinoma p; i p,, za i # m. Odatle odmah slijedi da je

_ {fipm)
= 2
<pmapm>
jer je HpmH2 = <pm7pm> > 0.
Preostale koeficijente ¢;, i € {0,1,...,n — 1}, dobijemo na analogan nacin
ako polinom f pomnozimo sa ortogonalnim polinomom p;. ]

Prethodni teorem daje nam jedno vrlo bitno svojstvo ortogonalnih poli-
noma, a to je da svaki polinom stupnja m mozemo zapisati kao linearnu

kombinaciju ortogonalnih polinoma

{p07p17 cee 7pm}7

za m € Ng.

Ako bismo razvoj polinoma f stupnja m napisali tako da suma ide do +oo
onda bi svi dodatni koeficijenti ¢;, za ¢ > m, bili jednaki nula, tj. ¢; = 0 za

svaki ¢ > m. To nam govori sljedeéi korolar.
Korolar 1. Neka je f polinom stupnja manjeg ili jednakog m — 1. Tada je

tj. pm je okomit na f. Dakle ortogonalni polinom stupnja m, pm, je okomit

na sve polinome stupnja strogo manjeg od m.

10



Dokaz:
Prema prethodnom teoremu polinom f mozemo zapisati kao linearnu kom-

binaciju ortogonalnih polinoma stupnja manjeg ili jednakog m — 1, tj.

m—1
= Z cipi ()
1=0

Mnozenjem prethodne jednakosti s w (z) pp, (z), zatim integriranjem dobi-

vamo
m—1
fapm Zcz pzypm —0
=0
jer opéenito vrijedi (py, pm) = 0, za sve n # m. O

Teorem 3. Neka je {pn,n € No}, familija ortogonalnih polinoma na seg-
mentu [a,b] s tezinskom funkcijom w, w (z) > 0 na [a,b]. Tada svaki polinom

Pn ima tocéno n razlicitih, jednostrukih realnih nultoéaka na intervalu (a,b).

Dokaz teorema moze se pogledati u [6].

Ortogonalni polinomi mogu se prikazati pomoéu rekurzivne relacije, funkcija
izvodnica?, Rodrigueosve formule i kao rjesenja diferencijalnih jednadzbi.
Prvo ¢éemo navesti opéenite oblike za sve navedeno, a kasnije ¢emo tocno
napisati kako glase rekurzivne relacije, funkcije izvodnice, Rodriguesove for-

mule te diferencijalne jednadzbe za svaku vrstu ortogonalnih polinoma.

2.1. Troclana rekurzija i Christoffel-Darbouxova formula

Neka je zadana familija ortogonalnih polinoma {p,,n € Ny}, na segmentu

[a,b] i neka su prva dva koeficijenta polinoma p,, jednaki
Pn (2) = Apx™ + Bpa" 1 4o A, #0.
Polinom p,, mozemo zapisati na sljede¢i nacin

pn (2) = An (& — 2p1) (T — Tn2) (T — Tn3) - (T — Tnp)

3Z7a svaki niz (c,) kompleksnih brojeva mozemo definirati funkciju
(oo}
fR)=coteciz+c2® +-- = chzn

n=0

koju nazivamo funckija izvodnica niza (cy).

11



gdje su x4, 7 =1,2,...,n, n € N, nultocke ortogonalnih polinoma p,.

Definiramo sljedeé¢e konstante

An+1
Ay,

Qp = , b = <pn7pn> > 0, (7)

pri éemu je a, € Ri b, € RT.

Vrijedi sljededi teorem poznat pod nazivom Troclana rekurzija.

Teorem 4. (Troclana rekurzija)
Neka je {pn,n € No}, familija ortogonalnih polinoma na segmentu [a,b] s
tezinskom funkcijom w, w(z) > 0 na [a,b]. Tada za n > 1 vrijedi sljedeca
relacija

Pr+1 () = (anx + Bn) pn (¥) — Ynpn—1 (7)), (8)
gdje su By, 1 vn definirani kao

By, - AnJrl Anfl bn

- BnJrl
Dokaz:
Promotrimo polinom
L(z) = ppi1(z) — anapn(z)
An+1

= (Apy12™™ + Bppga" + ) — z(Apx™ + Bpz" 4 0)

An1B
= (Bn+1 - n:lln) x4
n

Ap

Stupanj polinoma L je manji ili jednak n. Prema Teoremu 2., polinom L
mozemo zapisati kao linearnu kombinaciju ortogonalnih polinoma stupnja

manjeg ili jednakog n. Dakle,

L(CU) = )\npn(x) + )\n—lpn—l(x) +-- )\OPO(CE)

pri ¢emu su A;, ¢ = 0,1,...,n, konstante.
Opet prema Teoremu 2., konstante A; mozemo izra¢unati
(L,pi) 1

Ai = = —((Pn+1,Pi) — n{TPn,Pi))-
i i) bi(< +1,Di) ( ))

Vrijede sljedeée dvije stvari:

e (pny1,pi) =0zasvei<n,

12



b
(Tpn, i) = / w(x)pn(z)zp;(x)de = 0,
za it <n—2.

Prema tome mozemo zakljuéiti da je stupanj polinoma zp;(z) manji ili jed-
nak n—1. Uzev§i u obzir ta dva rezultata, dobivamo A; =0za 0 <i < n—2.
Odatle slijedi da je

L(-T) = )\npn(x) + )\nflpnfl($)
anrl(-T) = (Olnl' + )\n)pn($) + )\nflpnfl(x)-

Preostaje nam jo$ odrediti koliki su koeficijenti A,_1 i A,. Ako iz prve
od predhodne dvije jednakosti usporedimo vodeéi koeficijent polinoma L s
vodec¢im koeficijentom polinoma s desne strane onda dobivamo izraz kojem

je jednaka konstanta . O

Teorem 5. (Christoffel-Darbouzova formula)
Neka je {pn,n € Ny}, familija ortogonalnih polinoma na segmentu |a,b] s

tezinskom funkcijom w, w(z) > 0 na [a,b]. Tada vrijedi sljedeca formula

i Pk (xl))fk (y) _ Pn+1 (-r)pn(y) — Pn (x)pn—Fl(ZJ) (10)
k=0

anbn(z —y)
gdje su oy, i by, definirane jednako kao u Troclanoj rekurziji (7).

Formula (10) se naziva Christoffel-Darbouxova formula. Prvi ju je izveo
Christoffel samo za Legendreove polinome. Poopéenje za ortogonalne poli-
nome sa proizvoljnom tezinskom funkcijom dao je Darboux.

Dokaz ovog teorema je vrlo jednostavan. Temelji se na manipulaciji Troclane
rekurzije pa ¢emo ga izostaviti, a zainteresirani ga mogu pogledat u [3].

Detaljnije o Christoffel-Darbouxovoj formuli moze se pogledati u [8].

2.2. Jos neki nacini definiranja ortogonalnih polinoma

Funkcije izvodnice

Neka je {pn,n € Ny}, familija ortogonalnih polinoma na segmentu [a,b] s

13



tezinskom funkcijom w, w(z) > 0.

Opéi oblik funkcija izvodnica za ortogonalne polinome je
o0
gla,t) = api(x)t,
i=0

gdje je (a;) niz realnih brojeva.

Diferencijalna jednadzba
Neka je {pn,n € Ny}, familija ortogonalnih polinoma na segmentu [a, b]
s tezinskom funkcijom w, w(z) > 0. Karakteriti¢tno za sve ortogonalne

polinome je to $to zadovoljavaju diferecijalnu jednadzbu

g2(2)y" + g1(x)y’ + go(x)y = 0, (11)

gdje su gg, g1 i go polinomi razli¢iti za svaku vrstu ortogonalnih polinoma.
Kasnije ¢emo navesti koliko iznose gg, g1 i g2 za svaku vrstu ortogonalnih

polinoma, tj. re¢i ¢emo kako glasi njihova diferencijalna jednadzba.

Rodriguesova formula
Neka je {pn,n € Ny}, familija ortogonalnih polinoma na segmentu [a,b] s
tezinskom funkcijom w, w(x) > 0. Tada vrijedi sljedeéa formula

Lo
epw(x) dz

pu() = {w(@)[g(=)]"}, (12)

gdje su broj e, i polinom g razlic¢iti za svaku vrstu ortogonalnih polinoma.
Formula (12) se naziva Rodriguesiva formula za ortogonalne polinome. Na-
ziv je dobila po matematicaru, Olindeu Rodriguesu, koji ju je prvi dokazao.
Kada budemo obradivali vrste polinoma, za svaku vrstu navest ¢emo kako

glasi njegova Rodriguesova formula.

14



3. Cebisevljevi polinomi prve vrste

Cebisevljevi polinomi prve vrste posebna su vrsta ortogonalnih polinoma.
Najcesce se oznacavaju s 1Tp,, n € Ny.
Cebisevljev polinom prve vrste n-tog stupnja, T},, jedno je rjesenje Cebisevljeve

diferencijalne jednadzbe
(1 —2)y" — zy +n’y =0. (13)
Cebisevljevi polinomi prve vrste definirani su uz identitet
T, (cos ) = cos (nh) . (14)
Uvodedi supstituciju « = cosf dobivamo
T, (x) = cos (narccos(z)), (15)

xz € [—1,1], sto daje eksplicitnu formulu za rac¢unanje Cebisevljevih poli-
noma prve vrste.
Izvod formule (14) dosta je dugacak i slozen pa ju neéemo izvoditi u ovom

radu. Zainteresirani izvod mogu vidjeti u [1].

Prvih sedam Cebisevljevih polinoma prve vrste su

To (z) =1,

T (z) = =z,

Ty (z) = 222 — 1,

T3 (z) = 423 — 3z,

Ty (z) = 8zt — 822 + 1,

Ts (z) = 162° — 202° + 5z,

Ts (x) = 322% — 482 + 1822 — 1.
Cebisevljevi polinomi prve vrste mogu se prikazati pomoéu funkcija izvod-
nica

2
n(tn) = 15

= To(x) +2)  Tu(x)t"
n=1

15



(t ) 1—at
r) = ——600-—4——
g2t 1— 2at + 12

o0
= Th(x)t",
n=0
gdje su |z| <11t <1.

Rodriguesova formula za Cebisevljeve polinome prve vrste glasi

—1)"/my/(1 — 22) d" n—1

3.1. Ortogonalnost Cebisevljevih polinoma prve vrste

Cebigevljevi polinomi prve vrste su ortogonalni na segmentu [—1,1] s obzi-
rom na tezinsku funkciju

1
wie) = s,
t.
0, m # n,
/1 —Tm(x)Tn(x)dm— T, m=n#0
-1 \/1—1’2 27 07
m, m=n=0.

Za dokaz ove tvrdnje potrebno je izrac¢unati

I:/O cos (mt) cos (nt) dt, (16)

gdje su m,n € Z.

Prvo ¢emo upotrijebiti trigonometrijsku formulu za transformaciju umnoska
u zbroj?* i tada dobivamo

1 ™ ™
122[/ cos((m+n)t)dt—|—/ cos ((m —n)t)dt| . (17)
0 0
Ako pretpostavimo da je m # n tada je
5 | sin(m + mym) im0+ 1 sin((m — n)m) 0
5 | g Sin(m + n)m) — ———sin ——sin((m —n)m) — ———sin0| .

coszcosy = 3 [cos (z + y) + cos (z — y)]

16



Kako su m,n € Z, tada su m +n i m — n takoder cijeli brojevi. Osim toga,
znamo da je sin k7 = 0, za svaki k € Z, pa je konac¢no rjesenje integrala (16)
nula za m # n.

Pretpostavimo da je m = n = 0. Tada je izraz (16)

vy s
I:/ cos0cos0 dt:/ dt = .
0 0

Promotrimo jos treéi slucaj kada je m = n # 0. Tada je (17) jednak

s 1 s
I= / cos (mt) cos (mt) dt = / cos (2mt) dt = T
0 2 Jo 2
Ako uvedemo supstituciju ¢ = arccos z tada je integral (16) postaje

/1 Ty (2) T, () "
-1 vV 1-— 1‘2 ’

¢ime smo dokazali ortogonalnost Cebisevljevih polinoma prve vrste.

Prema Teoremu 3. Cebisevljevi polinomi prve vrste imaju n razli¢itih real-

2k—17
xk:cos< - 2),k:1,...,n (18)

nih nultocki

koje leze na intervalu (—1,1). Detaljnije o tome moze se pogledati u [3] i
[5]-

3.2. Rekurzivna relacija

Buduéi da vrijedi

cos(n+1)a+cos(n—1)a = cos(na+ a) + cos (na — «)
= cOS N CcoS v — sin na sin o + €cos na cos «
+ sinn sin o

= 2 cosna cos o
i ako uvedemo supstituciju a = arccos x, tada dobijamo
cos ((n 4 1) arccos z) + cos ((n — 1) arccos z) = 2 cos (n arccos x) cos (arccos x) .

17



Prethodni izraz daje nam rekurzivnu relaciju Cebisevljevih polinoma prva
vrste koji glasi
Tt () = 22T, () + Tp—q (z) = 0, (19)

uz pocetne uvjete Ty (z) =11 T} (z) = =.

3.3. Cebisevljev problem

1854. godine Cebisevljev je postavio sljedeéi problem:

Odredite realne koeficijente ay, a9, ..., a, tako da izraz

1

max ‘3:" +ax" + -t ap_1x+an (20)

—1<x<1

bude minimalan.

Do rjesenja ovog problema dosao je 1857. godine. RjeSenje je glasilo da je

jedini polinom

1

"+ a " -+ ap_1T +ap

sa realnim koeficijentima za koji je izraz (20) minimalan upravo 27" 1T},
gdje je T, n-ti Cebisevljev polinom prve vrste.

Dokaz ovog rjesenja moze se pronadéi u [1].
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Slika 1: Prvih pet Cebisevljevih polinoma prve vrste

Jos detalja vezanih za Cebisevljeve polinome prve vrste moze se pronaéi u
[1], 3], [7], [8] 1 [9].
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4. Cebisevljevi polinomi druge vrste

Rjesenje diferencijalne jednadzbe
(1—a22)y" =32y +n(n+2)y=0 (21)
je upravo n-ti Cebisevljev polinom druge vrste, Uy, za kojeg vrijedi

sin ((n 4 1) arccos(x))
sin (arccos(x))

Un(x) = ) (22)

z € (—1,1) i n € Np.
Cebisevljevi polinomi druge vrste ortogonalni su na segmentu [—1,1] s tezinskom

funkcijom

w(x)=+v1— a2,
tj

1 0, m # n,
/ Up () Up (2) V1 — 22dx = 7 (23)
-1 5, m=n#0.

Dokaz ortogonalnosti analogan je onom za Cebigevljeve polinome prve vrste,

samo se ovdje krece od integrala

I:/ sin (mt) sin (nt) dt,
0

stoga ga ne¢emo napraviti u ovom radu.

Prvih sedam CebiSevljevih polinoma druge vrste su

Up(z) =1,

Ui (x) = 2z,

Us (2) = 42® — 1,
81:3—41:,

Funkcija izvodnica za Cebisevljeve polinome druge vrste je
1
1 —2xt + t2

= i Uy (x)t",
n=0

g(t,l‘) =

20



za |x| <11 [t| < 1, a Rodriguesova formula glasi

DA DE A e
Un(@) = ot (n 4+ 1)1 (1 — xz)% dxn [(1 ) } '

4.1. Rekurzivna relacija
Kre¢emo od identiteta
sin (n+ 1) a+sin(n — 1) & = 2sinna cos a.
Zatim uvodimo supstituciju
(r = arccos
i dobivamo rekurzivnu relaciju za Cebisevljeve polinome druge vrste
Unt1 () — 22U, () + Up—1 () =0

uz pocetne uvjete Uy (z) =11 Up (z) = 2.

4 ///l
/M

Slika 2: Prvih pet Cebisevljevih polinoma druge vrste
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CebiSevljevi polinomi prve i druge vrste povezani su sljede¢im relacijama

To(x) = Up(x) — 2Up—1(x),
To(x) = 2Up—1(x) — Up—2(x),

T(x) = 5 (Un(a) ~ Un(a),

1

Un-1(2) = ——— [T (@) = T ()]

Jos detalja o Cebisevljevim polinomima druge vrste moze se pronaéi u [1],
3, 7], [8] i [9].
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5. Laguerrovi polinomi

Sljedeéi na redu su Laguerrovi polinomi. Najcesée se oznacavaju s Ly,

n € Np. Laguerrovi polinomi mogu se definirati kao

Lo (z) = i (_kll)k (Z) ", (25)

k=0

Za njih vrijedi formula

s 4

L, =
() =e dx™

(z"e ™), (26)

¢iji se dokaz moze pronadi u [1].

Prvih sedam Laguerrovih polinoma su

Ll (l‘) = —$+1,

Lg(x):}(m2—4m+2),

2
L3 (z) = é (—2® + 927 — 182 + 6),
Ly(z) = i (z' — 162° + 722° — 962 + 24) |
Ls (z) = %20 (=2 + 252" — 2002* 4 6002 — 600z — 120) ,
Lg (z) = % (2% — 362° + 4502* — 24002” + 54002 — 4320z + 720) .

5.1. Ortogonalnost Laguerrovih polinoma

Laguerrovi polinomi ortogonalni su na intervalu [0, 00) s tezinskom funkci-
jom

w(x)=e".
Promotrimo integral

+0oo
I- /0 ¢~ Ly (z) Ly (z) da. (27)

Pretpostavimo da je m < n tada izraz (27) mozemo zapisati koriste¢i for-
mulu (26) kao

+o0o dm I
I= /0 L () — (2"e™") da. (28)

dx™
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U ra¢unanju ovog integrala koristit éemo metodu parcijalne integracije’.
Neka je

+o00 dm dr
I= /0 L, (x) g (z"e ) dz = |u= Ly, (z) dv= g (z"e ) dx
Tada je
dn—l o T—+00 +o00 dLm (:L’) dn—l N
I= [Lm (x) T (z"e )L_o _/0 dr dpn (") dx
Izraz
dn—l

L (z) dgn—1 (xne_m) =

=(-1)"e "Ly (v) {— (™) + ( ) ) (™) — - (=) (xn)(n—l)}

tezi ka nuli kada * — +00. Kada je = 0 prethodni izraz takoder je jednak

nuli pa je

+o00 dLm (x) dnfl
I=- e da.
/0 de  dxn1 (#"e) da

Primjenimo li m — 1 puta parcijalnu integraciju na posljednji izraz dobivamo

da je

+oo dm™ L (1’) qr—m
I = (-1 m m e~ dor. 29

Ako je m < n tada na posljednji izraz ponovo treba primjeniti metodu

parcijalne integracije. Tada se dobiva

d"L,, (m) qrn—m-1 T—=+00

I'= (_1)m |: m n—m— ae" +
dx dx 1 ( ) 2—0

+oo dm+1L (.T) dn—m—l
m+1 m n —x
<_1) /0 dxm+1 dgn—m—1 (.ZL‘ € )dl‘

Izraz u zagradi u predhodnom integralu jednak je nuli za x+ =01z — +oc.

Osim toga i drugi dio tog izraza jednak je nuli jer je

dm—HLm (l‘)

prn 0.

5fu-dv::u-v——fv~du
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U sluc¢aju da je m = n tada izraz (28) iznosi

+0o0 nr,
I= (—1)"/ x”e_’”ddnn(x)d:n
0 X

T—r+00

=|-nle™® (2" +nz" T +n(n—1)z" 7+ + n!]

Ovime smo pokazali ortogonalnost Laguerrovih polinoma na intervalu [0, 4+00)

uz tezinsku funkciju w (x) = e™%, tj. pokazali smo da vrijedi

+oo 0, ,
/0 € YLy () Ly, (x) de = { m#n

(n))?, m=n.

5.2. Rekurzivna relacija Laguerrovih polinoma

Laguerrovi polinomi zadovoljavaju sljede¢u rekurzivnu relaciju
(n4+1)Lpt1 (2) = (—x+2n—1) Ly, (2) + nlp—1 () =0 (30)

uz pocetne uvjete Lo () =11 Ly = —z + 1, ¢iji se dokaz moze vidjeti u [3].
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Slika 3: Prvih pet Laguerrovih polinoma

Izmedu ostalog, n-ti Laguerrov polinom, L,, rjeSenje je diferencijalne jed-
nadzbe

zy" + (1 —2)y +ny=0. (31)

Laguerrove polinome mozemo zapisati pomocu sljedeée funkcije izvodnice

e 1-t
1—-1¢

g(:L‘,t) =

1 1 3
:1+(—x+1)t+<2x2—2x+1)t2+<—x3+2x2—3x+1>t3+---

6
oo
= Z L, (z)t",
n=0

a Rodriguesova formula glasi

T qn .
L,(x) = %dﬂTn (z"e™ ") .

Jos detaljnije o svojstvima Laguerrovih polinoma moze se pogledati u [1],
[3], 8] 1 [9].
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6. Hermiteovi polinomi

Hermiteovi polinomi takoder pripadaju skupu ortogonalnih polinoma. NajceSce
se oznacavaju s Hy, n € Ng. Hermiteovi polinomi su ortogonalni na intervalu
(—00, +00) obzirom na tezinsku funkciju

w(z)=e"
Za njih vrijedi

+o0 0
/ e Hy, (x) Hy (z) dx = ’ m#mn,
2"nl\/T, m =n.

— 0o
Dokaz ove ortogonalnosti vrlo je slican onom za Laguerrove polinome tako
da ga ne¢emo dokazivati u ovom radu, a zainteresirani ga mogu prouciti u
3].

Hermiteovi polinomi zadovoljavaju rekurzivnu relaciju
Hy 1 (x) —22H, (x) + 2nH,—1 () =0 (32)

uz pocetne uvjete Hy (z) =11 Hy (z) = 2.

Prvih sedam Hermiteovih polinoma su

Hy(z) =1,

H, (z) = 2z,

H, (z) = 42* — 2,

Hj (z) = 82% — 12z,

Hy(z) = 1621 — 4822 + 12,

Hs (z) = 322° — 1602° 4 120z,

Hg (z) = 642 — 4802 + 72022 — 120.

N-ti Hermiteov polinom, H,,, rjeSenje je diferencijalne jednadzbe
y" — 2zy’ + 2ny = 0. (33)

Hermiteovi polinomi se takoder mogu prikazati pomoc¢u funkcije izvodnice

na sljede¢i nacin

. 2wt—t2 _ Hn(l')t
g(l‘, t) =e€ - Z n‘
n=0
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Rodrigeuseova formula za Hermiteove polinome glasi

Hyw) = — 2 & ],

(—1)re—+? dzn
Bez poteskoée mogu se provjeriti relacije,
_1
Hyn(x) = (—=1)"2%"L,, 2 (2%)
1
Hopy1(z) = (=1)"2°" L3 (%),

koja povezuje Hermiteove i Laguerreove polinome.

=

Slika 4: Prvih pet Hermiteovih polinoma

Detaljnije o Hermiteovim polinomima moze se pogledati u [1], [3], [8] i [9].
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7. Legendreovi polinomi

Posljednja vrsta ortogonalnih polinoma, u ovom diplomskom radu, su Le-
gendreovi polinomi. Obi¢no se oznacavaju s P,, n € Ny. Dobili su naziv
Legendrovi polinomi jer je n-ti Legendreov polinom, P, rjeSenje Legendre-

ove diferencijalne jednadzbe
(1—x2) y' =22y +n(n+1)y=0. (34)

Legendreovi polinomi ortogonalni su na segmentu [—1, 1] obzirom na tezinsku

funkciju
w(z) =1,
tj.
! 0, ;
/ P, (z) P, (z)dx = ) m# n
-1 InFl’ m=n.

Dokaz ortogonalnosti dosta je dugacak pa ga neé¢emo izvoditi u ovom radu,a
moze se pogledati u [3].

Oni zadovoljavaju sljedeé¢u rekurzivnu relaciju

(n+1) Py (x) —(2n+ 1) 2P, () + nP,—1 () =0, (35)

uz pocetne uvjete Py (z) =11 P (z) = =.

Prvih sedam Legendreovih polinoma su

Py(x) =1,

P (z) =z,

Py (z) = % (3;32 - 1) ,

P;(z) = % (5563 —3xz),

Py (z) = % (352% — 302% + 3),

P (v) = % (632° — 702° + 15z)

P (z) = % (2312° — 3152 + 1052* — 5) .
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Kao svi dosad navedeni ortogonalni polinomi tako se i Legendreovi polinomi

mogu zapisati pomoc¢u funkcije izvodnice

-1
2

g(t,z) = (1 — 2zt + %)
= Z P (x)t",
n=0

te i za njih vrijedi sljede¢a Rodriguesova formula

1 Jd* n
Po(@) = g g (2 = 1)

25
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Slika 5: Prvih pet Legendreovih polinoma

Vise o Legendreovim polinomima moze se vidjeti u [1], [3], [8] i [9].
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8. Primjene ortogonalnih polinoma

8.1. Gaussove kvadraturne formule

Neka je dana neprekidna funkcija f : [a,b] — R, te neka je F' njena primi-
tivna funkcija. Tada Riemanov integral na segmentu [a, b] mozemo izra¢unati

primjenom Newton-Leibnizove formule

b
1(f) = / f(x)dz = F(b) - F(a).

Kod integriranja se moze dogoditi da primitivnu funkciju F' nije moguée do-
biti elementarnim metodama ili da je podintegralna funkcija poznata samo
u kona¢no mnogo tocaka.

Dakle, jedino Sto nam preostaje je priblizno racunanje takvih integrala.
Osnovna ideja je izracunavanje integrala I(f) koristenjem vrijednosti funk-
cije f na nekom kona¢nom skupu tocaka.

Opca formula je
b n
1(f) = / w(a)f(w)de =3 N () + B (36)
a j=1

pri cemu su \; tezinski koeficijenti, x; ¢vorovi integracije i E' pripadni osta-

tak. Formule oblika (36) nazivaju se kvadraturne formule.

U ovom radu proucavat ¢emo Gaussove kvadraturne formule. One se koriste
kako bi se postigao maksimalan stupanj egzaknosti formule.

Reéi éemo da je kvadraturna formula stupnja egzaknosti m ako je ostatak
FE = 0 za sve polinome stupnja manjeg ili jednakog m.

Osnovna ideja je da za ¢vorove uzmemo nultocke ortogonalnih polinoma, a

tezinske koeficijente \; racunamo kao

b
A = / w(@)l, (x)de, (37)

pri éemu je [; Lagrangeov interpolacijski polinom®. Dokaz ove formule moze
se pogledati u [5].
Pokazat ¢emo da postoji jednostavniji nac¢in ra¢unanja tezinskih koeficije-

nata, \j, pomocu ortogonalnih polinoma.

61‘ _ n T—T;
v =1, g -y
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Neka je {pn,n € Ny}, familija ortogonalnih polinoma na segmentu [a, b]
s tezinskom funkcijom w, w(x) > 0, te neka su oy, i b, definirani kao u
Troc¢lanoj rekurziji (7).

Ako u Christoffel-Darbouxovom identitetu (10) uvedemo supstituciju y = x;

gdje je x; nultocka ortogonalnog polinoma p,, tada dobivamo

. (38)

n—1
pr(@)pe(z;) — pn(®)pnta(z;))
kz_o by,  apbp(z — )

Zatim prethodnu jednakost pomnozimo s w(x)po(x). Zbog ortogonalnosti

dobivamo ,
bo anbn a T — T,
Iz definicije Lagrangeovog interpolacijskog polinoma dobivamo
Pn(®
oy = 2l (40)

(x —x)pp,(25)

Koristeéi (37), (40) i ¢injenicu da je pp konstanta, (39) mozemo zapisati kao

1= _]M /bw(x) Pn(2) dx

anby

PPl (z) [P A
= - bent(8)P2) / w(@)l;(z)dx

_ Pt (@)ph ()
anby 7

Dakle,
- AnJrl bn

Anpn+1 (33]' )p;’L (33]) ’

za j =1,2,...,n, §to je puno lakse izracunati nego koristeéi izraz (37).

A= (41)

Ostatak E se racuna kao

bn

E=Toam)

e ), (42)

gdje je n € (a,b).
Detaljnije o formuli (42) moze se pogledati u [5].

Gauss-Cebisevljeva kvadraturna formula je oblika

1 1 n
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gdje su z; nultocke polinoma T;,, tezinski koeficijenti

A = — ”
! 17 () Tota (z5)
i ostatak
E = (2n)
22n(2n) e ),
zan e (—1,1).

Gauss-Laguerrova kvadraturna formula je

/0 e “f(z dac—z}\f:cj

gdje su x; nultocke polinoma L,,, tezinski koeficijenti

N
T Ly () Ly ()
i ostatak
_ (n)? o)
= mf 2 (),
za n € (0, 00).

Gauss-Hermiteova kvadraturna formula je
+o00 ) n
/ e f(x)dx = Z Nif(zj)+ E
Lo =

gdje su z; nultocke polinoma H,,, tezinski koeficijenti

2 tinl /1
Hy (zj)Hpy1(z5)

A= —

i ostatak

_onlym (2n)

za 1 € (—00, +00).

Gauss-Legendreova kvadraturna formula je
1 n
/1 f@)dz = Njf(x;) + E
_ =
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gdje su x; nultocke polinoma P,, teZinski koeficijenti

92
N = o D P (1) P(ay)

1 ostatak

920+ ()4
2n + 1)[(2n)]]

E= 57 (),

zan € (—1,1).
Detaljnije o kvadraturnim formulama moze se pogledati u [5].

Jos o primjenama ortogonalnih polinoma moze se pogledati u [4], [5], [6]
i[8].
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9. Zakljucak

U radu smo naveli neka osnovna svojstva ortogonalnih polinoma. Pokazali
smo da od zadanog skupa polinoma, pomo¢u Gram-Schmidtovog postupka
ortogonalizacije, mozemo dobiti ortonormirani skup polinoma. Dokazali smo
da se svaki polinom moze zapisati kao linearna kombinacija ortogonalnih po-
linoma.

Obradili smo pet vrsta klasiénih ortogonalnih polinoma: Cebisevljevi poli-
nomi prve i druge vrste, Laguerrovi polinomi, Hermiteovi polinomi i Legen-
dreovi polinomi. Navedeni polinomi mogu se zapisati pomoc¢u rekurzivne
relacije, funckija izvodnica, Rodriguesove formule i kao rjesenja diferencijal-
nih jednadzbi.

Osim toga, obradili smo primjenu ortogonalnih polinoma na Gaussove kva-

draturne formule.
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10. Sazetak

Ortogonalni polinomi su posebna vrsta polinoma koji su otrkiveni prilikom
rjeSavanja odredenih diferecijalnih jednadzbi. Cilj ovog diplomskog rada je
dati pregled klasi¢nih ortogonalnih polinoma kao §to su: Cebisevljevi poli-
nomi prve i druge vrste, Laguerrovi polinomi, Hermiteovi polinomi i Legen-
dreovi polinomi.

Osim definicija, za sve ortogonalne polinome navedene su pripadne funkcije
izvodnice i rekurzivne relacije.

Zavrsni dio rada posvecen je primjenama ortogonalnih polinoma kod pri-
bliznog rac¢unanja odredenih integrala, odnosno kod Gaussovih kvadratur-
nih formula koje imaju veliku primjenu u numeri¢koj matematici.
Kljuéne rijeéi. Ortogonalni polinomi, Cebisevljevi polinomi prve vrste,
Cebisevljevi polinomi druge vrste, Laguerrovi polinomi, Hermiteovi poli-

nomi, Legendreovi polinomi, Gaussove kvadraturne formule.
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11. Summary

Orthogonal polynomials are special type of polynomials which are discovered
by solving determinate differencial equations. As a main point of this mas-
ters thesis is to represent classical orthogonal polynomials like: Chebyshev
Polynomials of the First Kind, Chebyshev Polynomials of the Second Kind,
Laguerre Polynomials, Hermite Polynomials and Legendre Polynomials.
For this orthogonal polynomials are listed related generating functions and
recurrence relations, apart from definitions.

Concluding part of this masters thesis is to dedicate application of ortho-
gonal polynomials at approximation calculating definite integral, apropos
Gaussian quadrature formulas which have big application in numerical mat-
hematics.

Key words. Orthogonal polynomials, Chebyshev Polynomials of the First
Kind, Chebyshev Polynomials of the Second Kind, Hermite Polynomials,
Laguerre Polynomials, Legendre Polynomials, Gaussian quadrature formu-

las.
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