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Sazetak. Tema ovog rada je preslikavanje ploha u R?. U prvom dijelu rada
upoznat ¢emo se s osnovnim pojmovima potrebnim za daljnu razradu teme
kao Sto su ploha, parametrizacija i reparametrizacija plohe, tangencijalni vek-
tor i metrika na plohi. Nadalje ¢emo spomeniti prvu i drugu fundamentalnu
formu te fundamentalne veli¢ine prvog i drugog reda. To ¢e nam sve biti
potrebno za definiranje raznih zakrivljenosti ukljucujuc¢i Gaussovu i srednju
zakrivljenost. Naposljetku ¢emo razraditi temu ovog rada te pojasniti tri
vrste preslikavanja ploha: izometrijsko, konformno te ekviarealno. Navedeni
pojmovi su popraceni primjerima u kojima je jos dodatno pojasnjeno njihovo
znacenje.

Kljucne rijeci: ploha, metrika, izometrijsko preslikavanje, konformno preslikavanje, ekvi-
arealno preslikavanje

Mapping of surfaces in R?

Abstract: The theme of this work is mapping of surfaces in R?®. In the
first part of the work we will be introduced with some basic terms which
are important for the actual theme such as surface, parametrization, repara-
metrization, tangent vector and metrics on a surface. Furthermore, we will
mention first and second fundamental forms, as well as coefficients of the
first and second kind. This will all be needed for defining various curvatures
such as Gaussian and mean curvature. At the end of this work three types
of mapping of surfaces will be explained.

Keywords: surface, metrics, isometric mapping, conformal mapping, equiareal mapping
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Uvod

S plohama smo se ve¢inom prvi put susreli na nastavi likovne kulture. Tada smo ih opisali
kao oblik koji ima samo sirinu i duzinu dok im je tre¢a dimenzija nenaglasena. Takoder smo
ucili da su plohe i sam papir ili platno na kojima smo komponirali dvodimenzionalnu sliku
postujuc¢i dvodimenzionalnost plohe ili pak stvarali iluziju prostora koristeéi razne metode
poput tonske modelacije i geometrijske perspektive. Medutim, kroz daljnje skolovanje smo
tu definiciju prosirili. Jedan od onih koji je za to zasluzan je francuski matematicar, fizicar i
politicar Gaspard Monge. On je osniva¢ deskriptivne i diferencijalne geometrije te je zapoceo
opcu teoriju plohe. Takoder, vrlo bitan je i njemacki matematicar i astronom Carl Friedrich
Gauss koji je stavio naglasak pri proucavanju plohe na ona njezina svojstva koja ne ovise
o prostoru u koji je smjestena. U ovom radu, bavit ¢emo se preslikavanjem ploha u R*. U
prvom poglavlju rada navest ¢emo osnovne definicije i izraze za rac¢unanje odredenih velic¢ina
vezanih za plohu kao Sto su metrika, regularna ploha, parametrizacija (karte) plohe, te
prva fundamentalna forma plohe, odnosno njene koeficijente E.F.G u karti plohe. Nadalje,
definirat ¢emo Gaussovu i srednju zakrivljenost, odnosno njihove formule preko E, F, G, L,
M, N. U drugom poglavlju ¢emo se posvetiti temi ovog rada, a to je preslikavanje ploha.
Analizirat ¢emo tri klase preslikavanja: izometricko, konformno i ekviarealno preslikavanje.
Na kraju, racunat ¢emo udaljenost i povrsinu razlic¢itih ploha kao primjenu teorije sto smo
prethodno naucili.



1. Ploha i metrika na plohi

U ovom poglavlju definirat ¢emo osnovne pojmove koji ¢e nam biti potrebni za detaljnu
razradu teme. Realan euklidski prostor, koji ¢emo oznacavati s R® okruZenje je u kojem
¢emo proucavati plohe u ovom radu. Promatrat ¢emo ga kao skup koji se sastoji od svih
uredenih trojki realnih brojeva:

R? = {(z1, 22, x3) : T1, 22, 23 € R}

kojima predstavljamo tocke tog prostora.

1.1. Ploha

Sve definicije i teoremi u ovom poglavlju preuzeti su iz [4].

Definicija 1.1. Podskup Q) C R? je ploha ako za svakit € Q postoji otvorena okolina B C
R? i preslikavanje X : A — B NQ gdje je A C R? otvoren skup, a X glatki homeomorfizam
otvorenih skupova.

Za bolje razumijevanje sljedece definicije podsjetit ¢emo se pojma diferencijala.

Definicija 1.2. Diferencijal je linearan operator DX : R? — R?® u paru kanonskih baza
dan matricom:

Jdz Oz

% %

_iﬁj
ob

Diferencijal je injektivan ako i samo ako mu je jezgra trivijalna, odnosno, ako i samo ako je
njegova slika dvodimenzionalna. Slika od DX razapeta je stupcima Jacobijeve matrice, stoga
slijedi da je diferencijal injektivan ako i samo ako su vektori X, := g—f i Xy = %—if linearno
nezavisni sto je ekvivalentno uvjetu X, x X, # 0.

< S

Definicija 1.3. Ploha ) zadana parametrizacijom X regularna je ploha ako vrijedi da je
diferencijal prestikavanja injektivan.

Navedimo nekoliko primjera parametriziranih ploha.

Primjer 1.1. Ravnina je zadana parametrizacijom X : R? — R3?, X(a,b) = z1-a+x9-b+x3,
gdje su 1,79, 15 € R? te 11 1 15 nisu kolinearni.
Provjerimo sada, koriste¢i definiciju regularnosti plohe, je li ravnina regularna ploha.

Vrijedi g—f = i, a—if =29 = X, X X = 21 X 22 # 0 (jer 21 1 25 nisu kolinearni).

Uoc¢imo da je prema definiciji ravnina regularna ploha.

Primjer 1.2. Jediniéna sfera je skup tocaka S* = {(x, Y, Z) ER3: 2?2 +9y? + 22 = 1}.



Slika 1: Jedini¢na sfera

Sferu mozemo parametrizirati ”po dijelovima’:
X:A—>RSA={(a,b) eR?:a*+b* < 1}

Gornja polusfera: X(a,b) = (a,b, V1 — a2 — b2)

Donja polusfera: X(a,b) = (a,b, —/1 — a® — b?)

Lijeva polusfera: X(a,b) = (a, —v/1 — a® — b2,b)

Desna polusfera: X(a,b) = (a, V1 — a® — b2,b)

Prednja polusfera: X(a,b) = (v/1 — a2 — b2, a,b)

e Straznja polusfera: X(a,b) = (—v1 — a2 — b2, a,b)

Sferu smo pokrili s ukupno 6 karata. Regularnost provjeravamo pojedinacno za svaku kartu.
Provjerit ¢emo za gornju polusferu, a za ostale ide analogno. Vrijedi:

X, = (1,0, X, = (0,1,

\/1a2b)

Uoc¢imo da su X, i X, linearno nezavisni pa je ploha regularna.

\/1a2b)

Definicija 1.4. Neka su X : A - SNC iX: A - SnC dvije karte okoline tocke
teSNCNC, te B:=X"~ (SOCOC)CAZB X- (sncne) otvoreni skupovi u R?.

Kompozicija 6 = X~ 16X : B — V naziva se funkcijom prijelaza s karte X na X. Pisemo
X(a b) X(0(a, b)) X(a,b).

1.2. Tangencijalni vektor plohe i tangencijalna ravnina

Radi definiranja prve fundamentalne forme plohe bit ¢e nam korisno prvo se upoznati s
terminima tangencijalnog vektora plohe i tangencijalne ravnine.

Definicija 1.5. Neka je zadana regularna ploha S i tocka p na toj plohi S. Ako postoji
krivulja ¢ : I — S tako da je c(0) = p, te ¢(0) = v,, onda vektor v, € T,R? nazivamo tan-
gencijalnim vektorom plohe S u tocki p. T,S oznacava skup svih tangencijalnih vektora
i nazivamo ga tangencijalnom ravninom plohe S u tocki p.
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Propozicija 1.1. (Vidjeti [4, 5.6. Theorem]) Tangencijalna ravnina plohe S zadana je para-
metrizacijom X : A — R3, X(a, b) = X, (ag, by)a+Xs(ag, bo)b+X(ag, by), gdje je X(ag, by) = p.

Dokaz. Dokaz slijedi iz definicije tangencijalne ravnine. O

1.3. Metrika na plohi

U ovom poglavlju ¢emo spomenuti metriku koju éemo koristiti pri daljnjem pojasnjenju
geometrije ploha. Kada su matematicari poceli istrazivati plohe na kraju 18. stoljeca, to
su ¢inili u smislu jako malih udaljenosti i povrsina. Metricki prostor skup je na kojem je
definirana metrika (udaljenost) izmedu njegovih elemenata. Jo$ nismo objasnili temeljnu
ideju udaljenosti i kako je mjerimo na plohama. Udaljenost s izmedu dvije tocke x =
(21,22, ..., x) 1y = (y1,Y2,...,Yn) U Euklidskom prostoru R™ mozemo izra¢unati pomocu
sljedeceg izraza:

sz, ) = (21— 91)* + ... + (20 — 3)*. (1)

Medutim, na taj nac¢in ne racunamo udaljenosti na plohama zato sto su plohe zakrivljene.
Da bi udaljenost medu tockama na plohi to¢no odredili, prvo moramo precizirati pojam
infinitezimala. Infinitezimalna verzija od (1) za n=2 dana je s

ds® = dx® + dy?, (2)

gdje dz 1 dy mozemo zamisliti kao jako male veli¢ine u z i y smjeru. Formulu (2) koristimo
za prostor R2, dok za plohe ili preciznije za dio plohe, moramo koristiti prosirenu verziju
formule (2) koja glasi ovako:

ds*® = Edz® + 2Fdxdv + Gdy®. (3)

Ovo je standardna notacija za metriku na plohi. Nesto vise o velicinama E.F.G i prvoj
fundamentalnoj formi ¢emo re¢i u nastavku.

1.4. Prva fundamentalna forma plohe

Definicija 1.6. Simetrican bilinearan funkcional I, : T,S x T,S — R koji se definira s
I, (vy, w,) = v, - w, nazivamo prva fundamentalna forma plohe S u tocki p. PridruZenu
kvadratnu formu I, : T,S — R, I,(v,) = v,-v, isto tako nazivamo prva fundamentalna forma.

Ako zapiSemo prvu fundamentalnu formu plohe pomoéu karte X : A — X(A) C S,
tada postoji krivulja ¢ : I — S tako da je ¢(0) = p,d(0) = vp, v, € T,S. Neka je p =
X(ag, bg)i krivulju ¢ mozemo prikazati kao c(t) = X(a(t),b(t)). Buduéi da vrijedi v, =
d(0) = Xa(ag, bo)u'(0) + Xp(ag, bp)v'(0), dobit ¢emo

Ip(vp) = Up - Up = (Xa(ag, bo)a’'(0) + Xy (ag, bo)V'(0))* = )
X2(ag, by)(a’(0))" + 2X,(ag, bg)Xp(ag.bo)a’(0)¥'(0) + X2(ag, by)(v'(0))

Nadalje, definirati ¢emo funkcije E, F, G : A — R na sljedeéi nacin:

E(a,b) = X2(a,b),
F(av b) = Xa(av b)Xb(aa b)7
G(a,b) = XZ(a,b)
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i nazvati ih fundamentalnim veli¢inama prvog reda (koeficijentima prve fundamentalne
norme). Pokazimo da nam prva fundamentalna forma moze posluziti za racunanje duljine
luka krivulje na plohi. Ozna¢imo s ¢ : I — S krivulju na plohi ¢(I) C X(A). Duljina luka
krivulje ¢ je onda dana s

s(t)= [, ¢l dt,

sto bi mogli zapisati i na sljedeci nacin:

s(t) = [, V/T,(e)dt.

Ukoliko je ¢(t) = X(a(t), b(t)), tada je

s(t) = JL (@ (1) + 2P () (1) + G (1)) Pdt.
Deriviramo li gornji izraz po varijabli ¢ te ga podjelimo s dt i kvadriramo dobit ¢emo
(%) = B(a'(t))” +2Fa ()l (1) + G (1))’,
sto se ponekad pise i kao
ds? = Eda® + 2Fdadb + Gdb?,

odnosno dobili smo izraz (3). Primjetimo kako na desnoj strani izraza (3) nema varijable ¢
osim $to varijable a i b ovise o . U tom slucaju mozemo reéi da je ds infinitezimalna duljina
luka jer daje funkciju duljine luka kada se integrira po nekoj plohi. Geometrijski ds mozemo
interpretirati kao udaljenost od tocke X(a, b) do tocke X(a + da, b+ db) izmjerenu duz neke
plohe. Zaista, ukoliko je

c(t +dt) = ct) + é(t)dt = c(t) + Xqa/(t)dt + Xpb' (¢)dt

onda je

| c(t + dt)e(t) ||=| Xaa'(t) + Xpb' () || dt = V' Ea? + 2Fa'b + Gb2dt = ds.

Na kolegiju Funkcije vise varijabli smo rekli kako je diferencijal funkcije f : R? — R definiran
S

df = % da + 3 ab.

Opcenitije, ukoliko je X : A — M regularna i injektivna karta dijela plohe te f : M — R
diferencijabilna funkcija, onda je

df = 2K gg 4 LK) gy

Diferencijali funkcija X(a,b) — a i X(a,b) — b su oznaceni s da i db te onda za
dX = X,da + X,db vrijedi

dXdX = (X, da + X,db)(X,da + X,db)
=|| X, ||? da® + 2X Xpdadb+ || X, ||* db?
=FEda® + 2Fdadb + Gdb?
=ds?.

Metrika se moze mijenjati s obzirom na koordinate. Osim duljine luka krivulje na plohi,
pomocu prve fundamentalne forme takoder mozemo racunati i kut izmedu krivulja na plohi
u tocki njihovog presjeka c(ty) = ¢(ty) kako je prikazano ovdje:
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g ) Ed'd + F(a'V + a¥) + GVY (4)
|| (t) |||| C(E) H \/E(a’)2 s 2Fa’b/(t) ns G(b,)2\/E(&,)2 L OFET 4 G(E/)2’

gdje je c(t) = X(a(t),v(t)),e(t) = X(a(t),b(f)). Posebno, ukoliko imamo parametarske u-
krivulje i v-krivulje, kut izmedu njih racunamo po sljedeé¢oj formuli:
4 _ _F
COS ¢ = JBG

Naposljetku, mozemo izracunati i povrsinu dijela plohe:
P = [,VEG — Fdadb.

Primjer 1.3. Izracunaymo prou fundamentalnu formu za sferu radijusa r parametriziraniy s
X(a,b) = (rcosbcosa,rcosbsina,rsinb), gdje je a € [0,27] iv € [-F, 5]
Za parcijalne derivacije, odnosno koeficijente prve fundamentalne forme dobivamo:

Xa(a,b) = (=rcosbsina,rcosbeosa,0), Xy(a,b) = (—rsinbcosa, —rsinbsin a, r cos b)
E(a,b) = r?cosb?, F(a,b) =0, G(a,b) =

Uvrstimo li sve sto smo izracunali u 1zraz za prou fundamentalnu formu dobit éemo:
I(a,b) = r* cosb*a’® + rb™.

Lema 1.1. (Vidjeti [1, Lemma 12.4.]) Neka suX: A — M teY : B — M dijelovi regularne
plohe M, gdje je X(A) NY(B) neprazan skup. Nadalje, neka je X' oY = (a,b) : ANB —
AN B promjena koordinata tako da je

Y(a,b) = X(a(a,b),b(a,b)).

Pretpostavimo da M ima metriku te oznacimo metriku na X i Y s ds% = Exda® +2Fydadb+
Gxdb? i dsY Eyda® + 2Fydadb + Gydb?. Vrijeds:

By = B2 4o 828h 1 g 35"

X 3a da
da da da Ob da Ob b 0b
Py = Exaa Ov L FX(aa ob L3 da 811) Ly GX

é?a@b’
Gy = Bx(5)" + 2P 55 + Gx(5).

Dokaz. Dokaz ¢emo provesti racunom za Ey:
By = YoY, = (5%, + 8%G)(5X, + 88X;)
(K%, + 22 BV 4 (5K,
=(2)' By + 222 Fy + (£) G
Analogno se dokaze i za Fy i Gy. O



1.5. Izometrija izmedu ploha

Definicija 1.7. Neka je F : M — N preslikavanje ploha. Tangencijalna karta F, od
F svakom tangencijalnom vektoru v plohe M pridruZuje tangencijalni vektor F.(v) plohe
N tako da ako je v tangencijalni vektor krivulje o na plohi M wu tocki p, tada je F,(v)
tangencijalni vektor krivulje F(a) na plohi N u tocki F(p).

Definicija 1.8. Neka su My, My regularne plohe u R". Kartu ¢ : My — My nazivamo
lokalna izometrija ukoliko njena tangencijalna karta zadovoljava

I 6u(vp) 1=l v |l (5)

za sve tangencijalne vektore v, na M.
Lema 1.2. (Vidjeti [1, Lemma 12.6.]) Lokalna izometrija je lokalni difeomorfizam.

Svaka izometrija u R™ koja kartira regularnu plohu M; na regularnu plohu M, ocito
je ogranicena izmedu ploha M; i M,. Neka su v, i w, tangencijalni vektori na M;. Ako
pretpostavimo da (5) vrijedi, buduéi da je ¢, linearna vrijedi:

¢*¢* = %(H qb*(”p £5 wp) ”2 - H ¢*(Up) ||2 - ” qb*(wp) ||2)

=21 0+ wp) 1P =l wp 1P = [l wy 1)

:Up b U}p.

Prema tome, (5) je ekvivalentno s

G+ (Vp) Pu (wp) = vy - Wy (6)

Pokazat ¢emo da je plosno kartiranje izometricno ako i samo ako sacuva Riemannovu me-
triku.

Lema 1.3. (Vidjeti [1, Lemma 12.7.]) Neka je  : A — R? regularna injektivna karta
dijela plohe, a y : A — R™ karta proizvoljnog dijela plohe. Nadalje, neka su s ds’ =
ELda?+2F dadb+ G ,db? i dsz = EydaQ—i—2}’7ydaalb—l—Gydb2 oznacene iducirane Riemannove
metrike na © ¢ y. Tada za kartu definiranu kao

p=yox ' :z(A) = y(A)

kazemo da je lokalna izometrija ako i samo ako je ds% = dsz,

1.6. Operator oblika plohe

Neka je zadana regularna ploha S i karta X : A — R3? koja pokriva dio plohe X(A) N S.
Imamo tangencijalnu ravninu plohe 7,5 u tockama p € X(A)N S koja je razapeta vektorima

X, 1 X,. Dakle, jedinstveni vektor normale tangencijalne ravnine jednak je n = |\§a§§2|l'

Definicija 1.9. Preslikavanje n : A — S?, gdje je S reqularna ploha pokrivena kartom X,
a S? jedinicna sfera sa sredistem u ishodistu, definirano s n(a,b) = % nazivamo
Gaussovim preslikavanjem.



Uzmimo u obzir da su sve normale jedini¢ni vektori u svim smjerovima pa ”lete” po toj
sferi.
Nakon sto smo se upoznali s prethodnim pojmovima, mozemo definirati operator plohe ili
Weingartenovo preslikavanje koje je dobilo ime po njemackom matematicaru Juliusu Wein-
gartenu. On je smatrao teoriju ploha najvaznijim dijelom diferencijalne geometrije.

Definicija 1.10. Operator oblika plohe S u tocki p je preslikavanje S, : T,S — T,R3
definirano s Sp(vp) = — Dy, n(p).

Obratimo pozornost da je operator oblika S, plohe S u tocki p linearan operator te za
svaki p € S vrijedi S,(v,) € T,S. Takoder vrijedi S,(v)w = vS,(w) za svaki v,w € T,S, tj.
operator oblika plohe je i simetrican operator.

Definicija 1.11. Gaussova zakrivljenost plohe S u tocki p je funkcija K : S — R
definirana kao K(p) = detsS,.

Srednja zakrivljenost plohe S u tocki p je funkcija H : S — R definirana kao H(p) =
itrs,.

ke

Buduc¢i da je S, simetrican operator, postoji baza od 7,5 u kojoj je matricni prikaz tog
operatora dijagonalna matrica. Oznacimo li tu bazu s {ey, e2}, dobit ¢emo Sy(e1) = k1(p)es
1 Sp(€2) = k2<p)627

= {kl(()p) kz?p)] '

Glavne zakrivljenosti plohe S su svojstvene vrijednosti matrice operatora S, a glavni vektori
(ili smjerovi) su svojstvene vrijednosti e; i e5. Dakle, sada je Gaussova zakrivljenost dana s
K(p) = k1(p)k2(p), a srednja zakrivljenost s H(p) = 3(ki(p) + ka2(p)).

2. Preslikavanje ploha
Neka su zadane plohe M i M.

Sf:M— M oznaéimo preslikavanje koje tocki P(a,b) plohe M pridruzuje tocku P(a,b)
na plohi M, pri ¢emu je

a = a(a,b) (7)
b =B(a.b) (8)
uz uvjet:
a(a,b)
d(a,b) 7£ 0.

Pretpostavimo da su funkcije @ i b jednoznaéne, neprekidne, diferencijabilne i bijektivne, to
jest svakom paru (a,b) odgovara jedan par (a,b) i obrnuto, svaki par (a,b) je slika jednog
para (a,b).

Prva fundamentalna forma za plohu M je dana s:



ds®* = Eda® 4+ 2Fdadb + Gdb®, (9)

a plohu M s:

ds* = Eda® + 2Fdadb + Gdb*, (10)
gdje su E, F, G, E, F, G fundamentalne veli¢ine prvog reda te imaju iste parametre a i b.

Promatrat ¢emo tri vrste preslikavanja:
1. izometrijsko preslikavanje,
2. konformno preslikavanje,

3. ekvivalentno (ekviarealno) preslikavanje.

2.1. Izometrijsko preslikavanje

[zometrijsko preslikavanje nam je poznato kao preslikavanje koje ¢uva udaljenosti medu
tockama pa time i duljine lukova krivulja na plohama. Da bi preslikavanje bilo izometrijsko
moraju biti ispunjeni sljedeéi uvjeti.

Ako je za plohu M prva fundamentalna formna zadana s ds? = Eda® + 2Fdadb + Gdb?, a za
plohu M s ds* = Edadb + 2Fdadb+ Gdb?, onda je pri izometrijskom preslikavanju sacuvana
duljina svakog elementa luka. Preslikavanje je izometrijsko ukoliko za sve a i b te za sve da
i db, odnosno za sve tocke vrijedi

ds® = ds=.
Uocimo da ¢e to vrijediti samo ako je
E=F,
F=F,
G =G.

Plohe M i M su izometriéne ukoliko postoji preslikavanje izmedu njih koje je izometrijsko.
Uzmemo li tocku P s plohe M is f: M — M zadamo preslikavanje plohe te neka jos imamo
% Sto je smjer na M u tocki P. U tom slucaju definiramo omjer
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= g Eda? + 2Fdadb + Gdb?’ (11)

ds \/ Eda? + 2Fdab + Gdb’
gdje su E,F,G racunati u tocki P, dok su E,F, G u tocki P. Smjer % je smjer koji dobijemo

preslikavanjem fl—‘g i nazivamo ga linearnim mjerilom preslikavanja f u tocki 7" u smjeru
da

db*
Specijalno, ako je f izometrijsko preslikavanje, onda je m = 1.



Ako imamo izometrijsko preslikavanje s plohe M u plohu M, pri ¢emu su plohe parame-
trizirane istim parametrima, onda znamo da su fundamentalne velicine prvog reda jednake
te se jednu plohu moze saviti ili poloziti na drugu. Razvojne plohe su plohe koje mozemo
preslikati, to jest razviti u ravninu. Iz definicije izometrijskog preslikavanja i izraza za Ga-
ussovu zakrivljenost koja iznosi K = %\C@—__—JFWTQ, slijedi da dvije plohe koje se mogu saviti ili
poloziti jedna na drugu imaju jednaku Gaussovu zakrivljenost. Isto vrijedi i za specijalan
slucaj savijanja, odnosno za razvijanje plohe u ravninu.

Primjer 2.1. Owvoj grupi ploha pripadaju svi stosci i valjci te plohe ¢ije su izvodnice tangente
neke prostorne krivulje.

Slika 2: Elipticki stozac zadan s % I % —-£=0

Primjer 2.2. Obzirom da Gaussova zakrivijenost sfere iznosi K = %, sto je razlicito od
nula, a Gaussova zakrivljenost ravnine je 0, slijedi da se sfera ne moZe razviti u ravninu.

Ovaj uvjet je dovoljan samo u slu¢aju da su Gaussove zakrivljenosti promatranih ploha
konstantne. Ne mora nuzno znaciti da ako su Gaussove zakrivljenosti dvije plohe jednake,
da se mogu razviti jedna na drugu.

2.2. Konformno preslikavanje

Definicija 2.1. Za preslikavangje ploha f : M — M kazemo da je lokalno konformno ako za
diferencijalno preshikavanje F, : T,M — T,M vrijedi F.g = pg za glatku funkciju p : M —
Ry, odnosno p : M — R_, gdje su g, odnosno g inducirana metrika na plohi M, odnosno
M.

Preslikavanje je konformno ako je bijektivno lokalno konformno. Mora vrijediti da
ukoliko se na plohi M dvije krivulje sijeku pod kutom «, dok se na plohi M slike tih krivulja
sijeku pod kutom &

= (12)

Pogledajmo krivulje a; = a;(b) i az = aa(b) plohe M na kojima ¢emo iskoristiti definiciju
za kut izmedu dvije krivulje na plohi (4) i gore navedeni uvjet (12) te dobiti sljedece:
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Eda1 da2 +F(da1 +da2)db+édb2
/Eda1®+2Fday db+Gdb®\/Eda3+2Fdazdb+Gdb?
Em?2daidaz+Fm?(day+das)db+Gm?db?

\/ Edai2+2Fm2daidb+Gm2db2\/ Edas?+2Fm?2dasdb+Gm2db?
=Cos Q.

cosa =

Sliénost infinitezimalnih figura ploha M i M lezi upravo u uvjetu (12). Za konformno
preslikavanje iz uvjeta konformnosti proizlazi:

L (13)

ds*

Ako parametarske krivulje na plohama M i M tvore ortogonalnu mrezu, tada je F =
F =0 pa je kut « izmedu bilo koje krivulje 5 i a-krivulje dan s:

_ Fa
oS = e mrce
Koristedi
G db
taoqy = || —— 14
go = (14)

i pretpostavku F = F = 0 definira se deformacija kutova:

tga
g 1
— (15)

Kod konformnog preslikavanja vrijedi g—i = 1, odnosno deformacija kutova je 1 sto znaci da
ono 'cuva’ kutove pa ima vaznu primjenu u kartografiji.

2.3. Ekviarealno preslikavanje

Definicija 2.2. Ako povrsinu na plohama M i M ra¢unamo kao
dM = EG — F?dadb
dM =\ EG — F dadb,

onda je preslikavanje F : M — M ekviarealno (ekvivalentno) ukoliko vrijedi

odnosno:

EG - F*=EG - F~. (17)
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Ako deﬁniramo_povréinsko mjerilo preslikavanja okoline O oko tocke T na plohi M
u okolinu O tocke T kao

M
P = lim — 1
b M’ (18)
odnosno: _
dM
P=__ 19
o (19)

dobijemo da je povrsinsko mjerilo

—— =2
EG—-F
P=VEe—F (20)

Iz (17) dobijemo da je za ekviarealna preslikavanja P = 1. Opcenitije, preslikavanje je

ekviarealno ako je:
P =00 = koast. >0} (21)
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