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Sazetak

Kroz ovaj rad upoznajemo se s temom kvadratnih formi pri ¢emu naglasak stavljamo na rad
s kvadratnim formama dviju varijabli. Na samom pocetku definirane su kvadratne forme,
te je pokazana njihova uska veza sa simetri¢cnim operatorima. Osim toga, pomoc¢u prilozene
definicije i kriterija za ispitivanje definitnosti istih, saznajemo kako odrediti je li kvadratna
forma definitna, indefinitna, semidefinitna, pozitivno definitna, pozitivno semidefinitna, ne-
gativno definitna ili pak negativno semidefinitna. Ukratko su, na slican nacin opisane i
kvadratne forme triju varijabli. U radu je analizirana veza kvadratnih formi dviju, odnosno
triju varijabli, s krivuljama, odnosno plohama drugog reda. Sva navedena teorija ilustrirana
je odgovaraju¢im primjerima.

Kljuéne rijeci: kvadratna forma, krivulje drugog reda, plohe drugog reda

Quadratic forms
Abstract:

Throughout this final work we are getting to know the theory of quadratic forms, although
the emphasis is put on quadratic forms with two variables. In the beginning, we define them
and show their close connection with symmetrical operators. Besides that, with the help
of given definition and criteria for testing their definiteness, we are able to find whether
quadratic form is definite, indefinite, semi-definite, positive definite, positive semi-definite,
negative definite or negative semi-definite. Similarly to that, we are shortly defining and
analysing quadratic forms with three variables. Further on, we are dealing with quadratic
forms with two and three variables, and analysing their connection with second order curves
and surfaces. In addition, we present examples throughout, related to particular section.

Keywords: quadratic form, second order curves, second order surfaces
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Uvod

Tema ovog rada su funkcije specijalnog oblika, koje nazivamo kvadratne forme, te proucavanje
njihovih veza s krivuljama, odnosno plohama druge vrste.

Kvadratne forme odavno su predmet interesa matematicara. O tome nam svjedoce brojni
teoremi i djela poput primjerice Fermatovog teorema o zbroju dva kvadrata koji je povezan s
problemom Pitagorinih trojki. Osim toga, spominje se i u Brahmasphutasiddhanti iz davne
628. godine u kojoj Brahmagupta njihovu primjenu razmatra u obliku Pellovih jednadzbi,
te u Gaussovom djelu ”Disquisitiones Arithmeticae” iz 1801. godine u kojoj se nadovezuje
na Lagrangeovu teoriju iz 1773. godine i dodatno razjasnjava pojam kvadratnih formi.
Visestruko su korisne sto je i vidljivo iz primjena u raznim granama matematike poput te-
orije brojeva, diferencijalne geometrije pa i linearne algebre u sto ¢emo se uvjeriti u daljnjim
razmatranjima.

Radi boljeg razumijevanja rada, u prvom poglavlju navedeni su osnovni pojmovi i teoremi
linearne algebre usko vezani uz temu dok u drugom poglavlju prelazimo na definiranje kva-
dratnih formi i njihovu analizu. U radu je istaknuta veza kvadratnih formi sa simetri¢nim
operatorima, te je predstavljena njihova klasifikacija. U drugom i tre¢em potpoglavlju na-
vedene su definicije krivulja, odnosno ploha druge vrste, te su navedene njihove veze s kva-
dratnim formama sto je i potkrijepljeno s nekoliko primjera.



1. Osnovni pojmovi

Najprije definirajmo i razjasnimo pojmove koji ¢e upotpuniti daljnje definicije i teoreme
vezane uz temu. Prilozene definicije, teoremi kao i njihovi dokazi preuzeti su iz [1], [2], [4] i

[5].

Definicija 1.1. Za prirodne brojeve m i n, preslikavanje A : {1,2,...m} x {1,2,...n} — F
naziva se matrica tipa (m, n) s koeficijentima iz polja F. Djelovanje svake takve funkcije A
pisemo tablicno, uw m redaka 1 n stupaca, pisuci u i-ti redak v j-ti stupac funkcijsku vrijednost
A(i, j). Tada kazemo da je A matrica s m redaka i n stupaca.

Napomena 1.1. Funkcijska vrijednost A(i, j) cesto se oznacava s a;;. Prema tome matricu
s m redaka 1 n stupaca piSemo u obliku

@11 Q2 ... Q15

21 Q22 ... Q2j
A=

Qi1 A2 ... G4y

Skup svih matrica s m redaka i n stupaca s koeficijentima iz polja F oznacavamo s My, (F).
Kada je m = n skup oznacavamo s M, (F), a njegove elemente zovemo kvadratnim matri-
cama reda n.

Napomena 1.2. Determinantu matrice n-tog reda definiramo induktivno pomocéu determi-

ail

3 . . 12 .
nante matrice (n—1)-og reda, pa prema tome, determinantu matrice A:{ } TacCUNAMO

21 Q22
a1 G122 13
pomocu izraza A = ay1a99 — ai2as1, dok determinantu matrice A=|as; ags asz| racunamo
azy a3z ass
Qg2 (23 G211 Q23 Ag1 Q22
gz A3 asy as1  Aasg
1 Laplaceov razvoj determinante, pri cemu za matricu A treceg reda imamo razvoje:

pomocu izraza A = ayy — a9 + a3 . Osim toga mozemo koristiti

3
e po i-tom stupcu: detA = Z(—l)k“ ay; detAg;,
k=1

3
e po i-tom retku: detA = Z(—I)Hi a; detA;p.
k=1

Definicija 1.2. Za operator A: Xo — Xy kaZemo da je linearan operator akoVx,y € Xo,
Va, B € R vrijedi A(ax + By) = aAz + fAy.

Definicija 1.3. KaZemo da je kompleksni broj A € C svojstvena (karakteristiéna)
vrigednost linearnog operatora A: Xg — Xg ako postoji vektor x # 0, takav da je Ax = Az,
pri éemu vektor x nazivamo svojstveni (karakteristiéni) vektor koji pripada svojstvenoj
vrijednosti \.

Definicija 1.4. Karakteristiéni (svojstveni) polinom linearnog operatora A definiramo
kao funkciju k : F — F zadana s k() = det(A] — A), pri cemu je A matrica pridruZena
operatoru A.



Definicija 1.5. KazZemo da je linearan operator A: Xy — Xy stmetrican ako Vz,y € Xo
vrijedi Ax -y = x - Ay.

Teorem 1.1. Ako je A : R? — R? simetricni linearni operator na vektorskom prostoru,
onda postoje brojevi A\, Ay € R i ortonormirana baza (€, e,) vektorskog prostora R?, tako da

bude Ae| = A€}, Ae), = Agél, .
Dokaz. Vidi [4] str. 20. O

Analogan teorem vrijedi i u slucaju simetricnog linearnog operatora definiranog na prostoru
R3.



2. Kwvadratne forme

Sve definicije i teoremi navedeni u ovom poglavlju preuzeti su iz [3], [4] i [5].

2.1. Kvadratne forme dviju varijabli

Definicija 2.1. Kvadratnu funkciju ¢ : R x R — R oblika
q(x1,13) = a111% + 2a15T1 Ty + A2T2%, a1y, 12, Az € R

nazivamo kvadratna forma dviju varijabli. Matricu A oblika

A= [a“ “12} (1)

a2 Q22
nazivamo matrica kvadratne forme.

Pokazat ¢emo usku povezanost kvadratnih formi i simetri¢nih operatora.

Neka je linearnom operatoru A: R?* — R? pridruZena matrica (1).

Kako je matrica A simetri¢na, mozemo zakljuéiti da je A simetrican operator, tj. vrijedi
Az-y = - Ay. Uzmimo desnu ortonormiranu bazu (ey, e5) u prostoru R?. Tada za prethodno
definiran linearni operator A vrijedi

Aei = are; + ages,  Aey = ajgeq + axes. (2)

Svaki x € R? moZemo zapisati i u obliku = z1e; + xaes, T1, T2 € R te vrijedi

Az = z1Aeq + 19 Aes
= z1(an1e1 + a12€2) + Ta(a12€1 + agses)

= (1011 + T2a12)€1 + (T1a12 + T2a22)en
iz Cega slijedi
Az -z = 551(5E1a11 + 3326112) + $2($1a12 + $2a22)

2 2
= anx1” + 2a127172 + a22%2

= Q($1,$2)-

Prema tome, kvadratna forma q(xy, z3), moze se prikazati kao skalarni produkt Az - z.

Kako je A simetrican operator, prema teoremu 1.1. postoji desna ortonormirana baza (e}, €5)
i A1,A2 € R takvi da vrijedi
Ael = Ael, A'es = M€,

tj. unovoj bazi (€}, €,), linearnom operatoru A pripada dijagonalna matrica D = diag(A1, Az).
Pri tome je baza (€], €,) dobivena iz baze (e, e2) rotacijom za kut p u pozitivhom smjeru,
pri cemu je

cosp =€ -e;.
Ako je T = z1e1 + T9ey = T)€] + zhe) proizvoljan vektor iz R? veza izmedu starih i novih
koordinata izrazena je kao

Ty =mx1cosp+ Tasinp, xh = —x1sinp+ T3 cos p.

4



Kako je

Az -z = (2] Ae] + x5 Aes) (€] + z5€e))
= (z1 €] + THhaer) (2 €) + 7))

= M (27)? + Ag(25)?
tada za svaki z1, x5 € R vrijedi
a1171% + 20197175 + a99T9> = A1 (T1 cos p + Ty sin p)? 4+ Ay(—zy sinp + w5 cosp)®. (3)

Nadalje, koristenjem definicije jednakosti polinoma, odnosno usporedivanjem koeficijenata
polinoma na lijevoj strani i koeficijenata dobivenih kvadriranjem na desnoj strani, dobivamo
sljedece jednakosti

A
=~
Nut?

aj; = A cos> P+ Ao sin? p

W
ot
Nagt?

Q99 = Ay sin? p+ Ag cos? p

D
&

19 = (/\1 — )\2) SinCOSp (
iz kojih ra¢unamo

detA = aj1a90-a19°
= (A% 4 A%) sin? peos? p 4+ A a(sin? p + cos? p) — (A1 — Xg)?sin® pcos? p
= (AT + A3 — (A — X2)?) sin® pcos® p 4+ A Aa(sin’ p + cos” p)
= M \o(2sin? pcos? p + sin® p + cos? p)
= M Xo(sin? p + cos? p)?
= A1 Ag.

Zbrajanjem jednadzbi (4) i (5) dolazimo do izraza
trA = a1 + Q99 = )\1 -+ )\2,
pri ¢emu trA predstavlja zbroj dijagonalnih elemenata matrice A i naziva se trag matrice.

Koristeé¢i Vieteove formule dobivamo kako je svojstveni polinom linearnog operatora A sa
svojstvenim vrijednostima A; i Ay moguce zapisati kao

P()‘) = ()\ - )\1)()‘ - )\2)
=X — (A1 + A)A+ A\
= A2 — )\ -trA + detA.

Kako su svojstvene vrijednosti A\; i Ay nultocke polinoma P(\) za njih vrijedi

) (trA —VtrA2 — 4 detA>
1 —

2

) (trA +/trA2 — 4 detA)
9 = )
2




Uoc¢imo da je trA? —4 < detA = (a1 — ag)? +4 a2, pa za a;p # 0 iz (4) i (5) slijedi
(A — A2) cos2p = ay; — ag,

sto s jednadzbom
(A — Ag) sin2p = 2aq9

dovodi do

a11 — Q22

ctg(2p) = 2,

iz ¢ega racunamo kut p za koji treba rotirati bazu (ey, es), dok iz (7) i (8) odredimo Ay, Ao
takve da vrijedi (3).

Primjer 2.1. Neka je (O;eq,e3) pravokutni koordinatni sustav u ravnini 1 A = ﬁ ;] ma-

trica kvadratne forme.
Odgovarajué¢a kvadratna forma je
q(z1, T2) = an@1® + 20197172 + ae@s” = 331” + 2x179 + 312°.
3 1 3 1
1 3 1 3

Sto je svojstveni polinom simetri¢nog linearnog operatora A kojem u bazi (e, e2) pripada
matrica A. Prema tome su svojstvene vrijednosti operatora A

643632
- 7z "

IztrA:tr{ }:6idetA:

‘ = 8 slijedi P(A) = A2 — trA\ + detA = A2 — 6) + 8,

)\12

odnosno A\; =4, Ay = 2. Odgovarajuce svojstvene vektore dobivamo iz jednadzbe
P(A)e = (A= MI)(A— XD)e, (9)

v1 = Ae; — ey = ajier + ajpes — Aoeg = 3e1 + €2 — 2e; = €1 + e,
ve = Ae; — Aier = arier + anes — Aieg = 3e; +ex —4deg = —e; + €.

Kako bismo imali desno orijentiran koordinatni sustav (O; ey, e5), pomnozit ¢emo jednadzbu
(9) s -1 pa umjesto vektora vy imamo (—vg). Zbog toga je nova ortonormirana baza u

kojoj linearnom operatoru A pripada dijagonalna matrica D = diag(4,2) = B (2)} zadana

vektorima
/ (] €1 + €2 y —U2 €1 — €2
€ = €9 =

Sl vz el V2

, 1
COBp=e€1-€ = —=

V2

slijedi kako kut rotacije u pozitivhom smjeru stare baze prema novoj iznosi p =

Obzirom da je
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Prema tome kvadratna forma glasi q(y1,y2) = 4y12 + 2y»? pri éemu je x = yi€] + yach prikaz
vektora y u novoj bazi.

Ispitivanje definitnosti kvadratne forme
Kvadratne forme klasificiraju se prema tome primaju li samo pozitivne, odnosno negativne

vrijednosti ili primaju li i pozitivne i negativne vrijednosti. Tako dolazimo i do pojma defi-
nitnosti kvadratne forme.

Definicija 2.2. Kvadratna forma q(x,xs) je:

~

. semidefinitna ako prima samo pozitivne, odnosno samo negativne vrijednosti,
2. pozitivno semidefinitna ako prima samo pozitivne vrijednosti,

3. pozitivno definitna ako je pozitivno semidefinitna i q(xy,z2) =0
ako i samo ako je x1 = x5 =0,

4. megativno semidefinitna ako prima samo negativne vrijednosti,

5. negativno definitna ako je negativno semidefinitna i q(z1,x2) =0
ako i samo ako je x1 = x5 =0,

6. indefinitna ako prima i pozitivne i negativne vrijednosti,
7. definitna ako je pozitivno ili negativno definitna.

Sljededi teorem daje kriterij pomoéu kojeg mozemo odrediti koje je definitnosti kvadratna
forma sto je upotrijebljeno prilikom rjesavanja primjera 2.2. i 2.3.

Teorem 2.1. Kriterij za ispitivanje definitnosti kvadratne forme

Kvadratna forma q(xy, z2) kojoj pripada matrica (1) je
1. pozitivno definitna ako v samo ako je a;; > 0 i detA > 0,

2. pozitivno semidefinitna ako v samo ako je a;; > 0, ase >0 ¢
detA > 0,

3. negativno definitna ako i samo ako je a;; <0 @ detA > 0,

4. megativno semidefinitna ako i samo ako je a;; <0, asn <01
detA > 0,

5. indefinitna ako 1 samo ako je detA < 0.

Dokaz.

1. Ako je kvadratna forma q pozitivno definitna, onda prema izrazu

q(y1, ¥2) = My + Aoys

mora vrijediti da su Ay > 01 Ay > 0. Zbog toga je detA > 0 iz cega slijedi da
je aj1as9 > a%Q > 0, tj. ajjaze > 0, Sto znaci da su aq; i agy razliciti od nule i istog
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predznaka. Bududi da je trA = aj1+ase = A\+X2 > 0 taj predznak mora biti pozitivan.

Obratno, ako su a;; > 0 i detA > 0, zbog detA > 0 vrijedi ajjag; > a2y > 0, tj.
a11a99 > 0, Sto upucuje na to da su a;q, asy istog predznaka, a kako je po pretpostavci
ay; > 0, tada mora biti i ase > 0. Zatim, kako je detA = A\ Ay > 0, Ay i Ay su istog
predznaka i razliciti su od nule pa zbog A\ + Ao = trA = aj; + ase > 0 taj predznak
mora biti pozitivan.

Ostale slucajeve pokazujemo analogno.

Primjer 2.2. Ispitajmo definitnost kvadratne forme:
q(z1, T2) = 221 + 23130 + 425>

Kako je q(x1,73) = ay171? + 2a157175 + agxs? moZemo iscitati da su a;; = 2, a;p = 11
azy =4, pa je
2 1

1 4

2 i
A:[l 4}1detA—‘

‘ 7
Kako vrijedi a;; > 01 detA > 0 zakljucujemo da je kvadratna forma pozitivno definitna.
Primjer 2.3. Ispitajmo definitnost kvadratne forme:

q(z1, T3) = 4z,% — 43175 + 722

Kako je q(z1,%2) = a1171% + 26127173 + agT5> moZemo iséitati da su a;; = 4, a;p = —2'i
az =1, pa je
4 =21 4 =2
A= |:_2 1}1detA— ‘_2 1 = 0.

Dakle, jer su ay; > 0 i detA = 0, kvadratna forma je pozitivno semidefinitna.

2.2. Kvadratne forme triju varijabli

U sljedecoj definiciji i daljnjem postupku, uoc¢imo analogiju kvadratnih formi dviju i triju
varijabli.

Definicija 2.3. Kvadratnu funkciju q: R® — R, oblika
(1, T2, 3) = an1@1” + az®s® + as®3” + 20152172 + 20137173 + 2a93T273,

gdje su aj1,ai2, az € R nazivamo kvadratna forma triju varijabls.
Matricu
a1 G2 13
A= |aia axn ax (10)

@13 Aag23 G33

nazivamo matrica kvadratne forme.



Pokazimo da za kvadratnu formu g postoje A1, Ay, A3 € R i linearne forme Li, Lo, L3 takve
da za svaki x1, zo, x3 € R vrijedi

q(z1, T2, x3) = MLy (21, 29, 553)]2 + X[ Lo(21, 2, 353)]2 + A3[L3(z1, 2, 953)]2-

Uzmimo desnu ortonormiranu bazu (ey, €s, e3) u prostoru R3 i pomoéu matrice (10) defini-
rajmo linearni operator A : R?* — R? takav da vrijedi

Ae; = aye; + agies + ag;es.

Tako definirani operator A je simetrican i za svaki vektor x = xje; + xoes + w3e3 vrijedi
q(z1, z9,x3) = Az - . Analogno kao u slu¢aju kvadratnih formi dviju varijabli zaklu¢ujemo
da za prethodno definirani simetri¢ni operator A postoji desna ortonormirana baza (e, €5, €5)
i A1, Ao, A3 € R takvi da vrijedi

Ael = e,  Aey = e, Aey = Aes.
Baza (€], €}, €4) dobivena je rotacijom baze (ey, es, e3) za kut p takav da vrijedi cos p = €}e;.

Ukoliko promatramo rotaciju oko x5 osi, veza izmedu koordinata (x1, 9, z3) u bazi (eq, s, €3)
i (=], wh, wh) u bazi {e], ), €s) dama je 5

Xy = x1c08p+ Tasinp

xhy = —xysin p + 5 cos p

Fn = B

Obzirom da je
Az - x = (2] Ae] + zhAey + xh Aey) (2 €] + xhey + zyel)
= (21 A€} + woAel + mhey) (2 €] + Toeh + 3€3)
= A(21)” + Aa(2h)” + As(25)”
vrijedi
Q<$1a T2, .1'3) = /\1(1/1)2 T )\2('7;/2)2 W )\3(‘%‘2’))2

Klasifikacija kvadratnih formi triju varijabli analogna je onoj kod kvadratnih formi dviju
varijabli:

Definicija 2.4. Kvadratna forma q(z, s, x3) je:

~

. semidefinitna ako prima samo pozitivne odnosno samo negativne vrijednost,
2. pozitivno semidefinitna ako prima samo pozitivne vrijednosti,

3. pozitivno definitna ako je pozitivno semidefinitna @ ako je
q(z1,z2,23) = 0 onda i samo onda ako 1 = x9 = x3 =0,

4. megativno semidefinitna ako prima samo negativne vrijednosti,

5. megativno definitna ako je negativno semidefinitna i ako je
q(z1,z2,23) = 0 onda i samo onda ako 1 = x9 = x3 =0,

9



6. indefinitna ako prima i pozitivne i negativne vrijednosti,
7. definitna ako je pozitivno ili negativno definitna.

Teorem 2.2. Kriteriy za ispitivanje definitnosti kvadratne forme
Kvadratna forma q(x1, x2, x3) s matricom (10) je

1. pozitivno definitna ako v samo ako je a;; > 0 i detA > 0,
pozitivno semidefinitna ako i samo ako je ayy > 0, agsge >0, azz > 0 i detA > 0,

negativno definitna ako i samo ako je a;; <0 i detA > 0,

negativno semidefinitna ako © samo ako je a;; <0, ag <0, as3 <0 ¢ detA > 0,
5. indefinitna ako 1 samo ako je detA < 0.

Dokaz. Analogan dokazu teorema 2.1. O

2.3. Veza s krivuljama drugog reda

Skupove tocaka ravnine, poput kruznice, elipse, hiperbole i parabole, povezanih nizom za-
jednickih svojstava jednim imenom nazivamo krivulje drugog reda. Jedno od svojstava
je da se svaka takva krivulja moze prikazati kao skup nultocaka polinoma drugog stupnja.
Osim toga, cesto se krivulja drugog reda definira i kao krivulja u ravnini koju proizvoljni
pravac sijeCe u najvise dvije tocke. Za svaku od njih moguce je odabrati pravokutni koor-
dinatni sustav (O;eq, e2) u ravnini M pri ¢emu su koordinate tocaka koje pripadaju krivulji
opisane sljede¢im jednadzbama:

2? + y* = r? kruznica radijusa r sa sredistem u O,

. 2

— i e 1 elipsa s poluosima a,b > 0 i sredistem u O,

a

22 g

ik i 1 hiperbola s poluosima a,b > 0 i sredistem u O,
a

y? = 2px parabola s parametrom p i tjemenom u O.
Definicija 2.5. Funkcija p: R x R — R oblika
P21, T2) = a1 23 + 201921 T + 9925 + 1Ty + ATy + ag,

gdje su ajy, aya, G9, a1,a9,a9 € R @ barem jedan od koeficijenata ayq,aqs,ass nije jednak
nuli naziva se polinom drugog stupnja dviju varijabli. Skup svih nultocaka polinoma
drugog stupnja dviju varijabli naziva se krivulja drugog reda.

Uzmimo sada desni pravokutni koordinatni sustav (O; ey, e5) u ravnini M. Identificiramo

li tocku P u ravnini M s njezinim radijvektorom x = OP = x1e; + 3¢5 1 uredenim parom
njezinih koordinata (x, z5), tada je polinom

P(Z1;Fa) = auﬁ + 2a197179 + a22$g + a171 + ass + ag (11)

moguce interpretirati kao preslikavanje s ravnine M u skup realnih brojeva koje tocki P =
(x1,x9) pridruzuje broj p(zy,x2). Ako je p(z1,x2) = 0 kazemo da je P(z,x2) nultocka
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polinoma (11).
Neka je S C M skup svih nultocaka polinoma P. Tada jednadzba kojom su odredeni elementi
skupa S u (O; ey, e5) glasi

GQQ.I'IQ —+ 2@12$11’2 + a22m22 + a1 + agTo + ag = 0. (12)

Krivulju danu jednadzbom tog oblika mozemo odrediti pomocu predznaka determinante
matrice o ¢emu preciznije govori sljede¢i teorem. Taj postupak opisan je u primjeru 2.4. u
kojem, sluzeé¢i se navedenim teoremom, iz dane jednadzbe saznajemo kako je trazena krivulja
parabola.

Teorem 2.3. Neka je S C M skup definiran jednadzbom (12) i neka je A # O matrica
pripadne kvadratne forme. Tada vrijedi

1. ako je detA > 0, onda je S elipsa, jednoclan ili prazan skup,
2. ako je detA < 0, onda je S hiperbola ili unija dvaju pravaca koji se sijeku,

3. ako je detA = 0, onda je S parabola, unija dvaju paralelnih pravaca, jedan pravac ili
prazan skup.

Dokaz. Vidi [4] str. 33. O

Primjer 2.4. Odredimo koja je krivulja zadana jednadzbom 9x2 + 24x1x9 + 1623 + 5071 —
100z2 + 25 = 0.

[z zadane jednadzbe moguce je iscitati koeficijente:

a1 = 9, 19 = 12, 99 = 16, a; = 50, a9 = —100, ag = 25,

9 12
A= {12 16} ‘
Obzirom da je detA = 9-16 — 12 - 12 = 0, skup zadan polaznom jednadzbom je prema
teoremu 2.3. parabola, unija dvaju paralelnih pravaca, jedan pravac ili prazan skup.

pa je matrica A oblika

Kako bi odredili S moramo naéi svojstvene vektore vy i v od A.

1z
9—- A 12

12 16— X\
dobivamo A\; = 01 Ay = 25.

Za A1 = 0 imamo:
. 9 12 Ty| 9$1+121’2 . 0
(A=Ml)z = {12 16} ' LJ - {12901 + 16:}52} - [0] ’

pa je xy = —5 %1 odnosno

ka(N) :‘ ‘: (9 —N)(16 — \) — 144 = X2 — 25X = A(\ — 25)

11



T . B 9 5., v _A[ 1] _1T4
Tadajevl—{_3/4}PaJGHU1H— 1+1_6_11€1_HU1H_3{—3/4}_5[—3}

Za Ay = 25 imamo:

e — el = { 12 —9] L@] - { 122, — 922 } - [0] ’

pa je r9 = —x1, odnosno

r = T o i} . 1 z

- ) - 4/31’1 - 4/3 !
a je ||ve| = —=—iey=——== = - .

g B 5 9 32 Jul 5 4/3 5 |4
[ 3 4} vrijedi
bi| gr [@ 14 3] [ 50 | 17500 100
by| az| 5|3 4 —100| 5 |—250| |-50]|’

pa su by = 100 i by = —50.
Imamo

Tada je vy = {
1
Kako je S = R

AMY; + Aays + biys + bayo +ag = 0
25y + 100y; — 50ys +25 =0/ : 25
Y2 + Ay, — 2 +1=10

dyr + (v — 1)* = 0.

Uvedemo li supstituciju

T =1,
y=y2—1
dobijamo izraz y* = —4x iz éega je vidljivo da se radi o paraboli.

2.4. Veza s plohama drugog reda

Sliéno definiciji krivulje drugog reda, definiramo plohe drugog reda:

Definicija 2.6. Funkciju p: R — R oblika

2 2 2
p(T1, T2, 3) = a1177 + a9 + a3375 + 2012717 + 20137173
+2a932223 + @121 + a2z + a3x3 + ag

pri cemu su a;j, a;, ap € R, 1,5 = 1,2,3 nazivamo polinom drugog reda triju varijabli.

Pri tome, barem jedan od brojeva a;; nije jednak nuli 1 skup svih nultocaka tog polinoma
naziva se ploha drugog reda.
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U nastavku navodimo implicitne jednadzbe pojedinih ploha drugog reda.
2 2

—1 y_2 +0-2z=1, a,b> 0 elipticki valjak,
a b
22 P
e 0-z=1, a,b> 0 hiperbolicki valjak,
a b
y? = 2px 40 - z, p # 0 parabolicki valjak,
2 B 2
% an, 32_2 4+ z_2 = 1, a,b,c> 0 elipseid;
2 2 2
:13_2 + gy _Z _ 1, a,b,c > 0 jednokrilni hiperboloid,
a b2 2
22 2 22 . )
=emEn el e = 1, a,b,c > 0 dvokrilni hiperboloid,
a b2 2
2 2 2
% + Z_Q — % =0, a,b,c > 0 elipticki stozac,
2 2
% an. 3;_2 = 2cz, a,b,c # 0 elipticki paraboloid,
22 P

primi i 2pz, a,b,p # 0 hiperboli¢ki paraboloid.
a

Oznacimo s (O;eq, g, e3) pravokutni koordinatni sustav u prostoru E i identificirajmo
tocku P € E uredenom trojkom (z1, 5, 23) € R? njezinih koordinata u (O;ey, ez, €3). Za
tocku P = (x1, o, x3) kazemo da je nultocka polinoma p ako je p(z1, x5, x3) = 0. Skup

S = {(z1,22,23) € E : p(x1,%s,23) = 0} (13)

svih nultocaka polinoma p je podskup u F, a primjeri tog skupa su upravo plohe drugog reda
¢ije se osi podudaraju s koordinatnim osima. Umjesto (13) mozemo pisati p(x1, 9, 23) =0 i
tada takvu jednadzbu nazivamo jednadzba skupa S. U (O; ey, €9, e3) se skup svih nultoc¢aka
polinoma p identificira sa skupom svih rjesenja jednadzbe, pa polinom p poprima oblik

p(x1, g, x3) = anﬂﬁ + GQﬂ% + a33:1;§ + 2a1971%2 + 20137173 (14)
+2a9372x3 + a1T1 + ax2 + azxrs + ap
gdje su a;;, a;, ap € R, 1,5 = 1,2, 3 te tada jednadzba skupa S glasi

3

3
Z Qs + Z arxr +ag =0

ik=1 ik=1

pri cemu Vrijedi a19 = Q91, Q13 = A31, A32 = G923.

Za kvadratnu formu kazemo da je kanonska ukoliko ne sadrzi mjesovite clanove. Pri-
mjenom ranije pokazane veze izmedu simetricnog operatora i kvadratne forme, promatranu
kvadratnu formu mozemo zapisati u kanonskom obliku i odrediti koja ploha je zadana po-
laznim polinomom. Definirajmo stoga simetri¢an linearan operator A: X, — X na sljedeéi
nacin:

Ae; = aje; + age; + ages
Aey = arzeq + agses + asses

Aes = ayze; + azses + asses.
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Kako operatoru .A u bazi (e, es, e3) pripada matrica A i ako su dodatno a = aje;+ases+aszes
i x = x1eq + x9ey + x3€3, onda polinom (14) mozemo zapisati u obliku

p(z1, %0, 23) = Az - T + a - x + a. (15)
Sada u novom sustavu (O; €}, €}, €4) izraz (14), odnosno (15) prelazi u oblik
15 Boy O3
Myt + Aoys + Asys + bryr + baya + bsys +ag = 0 (16)
gdje su a = bie)| + byel, + azel 1 x = y€; + yo€), + yzeh razvoji vektora a i x po novoj bazi.
1 2 3 1, Heky 3 J J

Moze se pokazati i (vidi [3], teorem 6) da skup S svih nultoc¢aka polinoma drugog stupnja triju
varijabli geometrijski mozemo predociti kao degeneriranu plohu drugog reda (prazan
skup, skup koji sadrzi samo jednu tocku, pravac, ravnina, unija dviju razlicitih ravnina),
odnosno kao plohu drugog reda (elipticki valjak, hiperbolicki valjak, parabolicki valjak,
elipsoid, jednokrilni hiperboloid, dvokrilni hiperboloid, elipticki stozac, elipticki paraboloid,
hiperbolicki paraboloid).

14



Literatura

[1] D. BAKIC, Linearna algebra, Skolska knjiga, Zagreb, 2008.
[2] D.BUTKOVIC, Predavanja iz linearne algebre, Osijek, 2008.
[3] S. KUREPA, Uvod u linearnu algebru, Skolska knjiga, Zagreb, 1985.

[4] R.SciTovski, D. JANKOV MASIREVIC, Linearni operatori u ravnini,
https://www.mathos.unios.hr/geometrija/Materijali/Geo_2.pdf

[5] R.Scirovski, I. KuzMANOVIC, Z. TOMLJANOVIC, Linearni operatori u ravnini,
https://www.mathos.unios.hr/geometrija/Materijali/Geo_3.pdf

[6] https://en.wikipedia.org/wiki/Quadratic_form#History

[7] https://www.mathos.unios.hr/matefos/Files/predavanja/p12n.pdf

15



