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1 Uvod

Markovljevi lanci su klasa slucajnih procesa koja ima Siroku primjenu. Koriste se u auto-
mobilskoj industriji (kontrola brzine), u biologiji (Sirenje populacije), ¢ekanje u redovima (u
trgovinama, telefonskim linijama), financijama (tecaj valuta) i sl. Naziv su dobili prema
ruskom matematicaru Andreju Andrejevicu Markovu koji je poznat po svom radu u grani
slucajnih procesa. U radu ¢emo se upoznati s osnovama slucajnih procesa, definicijom i kons-
trukcijom Markovljevog lanca u neprekidnom vremenu. Definirat ¢emo skokove i vremena
¢ekanja Markovljevog lanca, odrediti njihovu distribuciju i vidjeti neka njihova svojstva. Vi-
djet ¢emo kako racunati vjerojatnosti prelaska stanja, brzine prelaska, grani¢no ponasanje

lanca te razne primjere i primjene Markovljevih lanaca.

2 Markovljevi lanci u neprekidnom vremenu

Za pocetak uvedimo pojam slucajnog procesa:

Definicija 1. Sluc¢agni proces je familija slucajnih varijabli X = (X, t € T) na istom

vjerojatnosnom prostoru (S0, F, P), gdje je skup indeksa T C R.

Drugim rije¢ima, slu¢ajni proces je funkcija dviju varijabli, X : Q x T'— S definirana s
X(w,t) = X3(w).

Skup S se naziva skup stanja, a T je skup indeksa kojim se uobi¢ajeno modelira
vrijeme. Skupovi S i T" mogu biti diskretni ili neprebrojivi. Kada je skup stanja diskretan,
slucajni proces nazivamo lanac, a kada je neprebrojiv nazivamo ga proces s neprekidnim
skupom stanja. Ukoliko je T' diskretan kazemo da je slucajni proces niz, a ukoliko je T
neprebrojiv kazemo da je X proces u neprekidnom vremenu. Za fiksne w € Q t € T, X;(w)
se naziva jednom realizacijom sluc¢ajnog procesa u trenutku ¢. Osim toga, ako uzmemo fiksan
w € ) funkcija t — X;(w) naziva se trajektorija slucajnog procesa.

Nas ¢e zanimati vjerojatnosna svojstva slucajnih procesa u neprekidnom vremenu, medu-
tim za razliku od slucajnih procesa u diskretnom vremenu neka od vjerojatnosnih svojstava
ne vrijede za neprebrojivu uniju dogadaja. Taj problem ¢emo rijesiti tako da se ograni¢imo

na klasu zdesna neprekidnih slu¢ajnih procesa.

Definicija 2. Kazemo da je sluc¢ajni proces (X;, t > 0) neprekidan s desna ako za svaki
w € N i1t >0 postoji € > 0 takav da je

Xs(w) = X¢(w),Vs € [t,t+¢].

Prema [2, poglavlje 6.6], svaki zdesna neprekidan proces je u potpunosti definiran pomocéu

svojih kona¢nodimenzionalnih distribucija koje su dane s:
P(th = in,th71 = in—la e 7Xt0 = ZO)

zanZO, Z'n,in_l,...,ioESitn,tn_l,...,toeTtakVe da360§t1§t2§<tn

Sada mozemo uvesti pojam Markovljevog lanca u neprekidnom vremenu:



Definicija 3. Za slucajni proces X = (X;, t > 0) na vjerojatnosnom prostoru (2, F, P)
s prebrojivim skupom stanja S, kaZemo da je Markovljev lanac u neprekidnom vre-
menu, ako za svaki n € N, sva vremena t1,19,..t,,0 < t; <ty < .... < t, @ sva stanja

il,ig, ...,in_g,i,j = b 'U’f'Z]edZ
P(Xi, = j| Xt,_, =14, ..., Xy, =101) = P(X3, = j|X¢,_, =1). (1)

Vjerojatnosno svojstvo (1) se naziva Markovljevo svojstvo. Ono osigurava da su
uvjetno na poznavanje sadasnjosti, proslost i neposredna budu¢nost medusobno nezavisne.
Markovljev lanac je zdesna neprekidan proces, a slikoviti prikaz ¢emo vidjeti kada uvedemo

pojmove vremena skokova i vremena ¢ekanja lanca u poglavlju 2.2.

2.1 Eksponencijalna distribucija i svojstvo zaboravljanja

Obzirom da je eksponencijalna distribucija vrlo vazna u teoriji Markovljevih lanaca, prije
nego Sto uvedemo prethodno spomenute pojmove, proc¢i ¢emo definiciju eksponencijalne

slucajne varijable, svojstvo zaboravljanja te iskazati i dokazati njihovu vezu.

Definicija 4. Slucajna varijabla X : Q — [0,00) ima eksponencijalnu distribuciju s

parametrom A\, 0 < XA < oo ako je funkcija distribucije dana s

0, t<0

Fx(t) = P(X <) = {1_€_M o

i pisemo X ~ E(N).

Funkcija gustoce ove slucajne varijable dana je izrazom:

fX(t):{O, t<0

hew ¥ & >0,

a njeno ocekivanje je E[X] = 1.

Za sluc¢ajnu varijablu X kazemo da ima svojstvo zaboravljanja ako vrijedi:
P(X >s+tX >s)=P(X >t), Vs, t > 0.
Sljede¢im teoremom ¢emo iskazati vezu eksponencijalne distribucije i svojstva zaborav-
ljanja:
Teorem 2.1 ([2]). Neka je X slucajna varijabla, X : Q — (0,00). Sluc¢ajna varijabla X ima

eksponencijalnu distribuciju ako 1 samo ako ima svojstvo zaboravljanja.

Dokaz ovog teorema moze se pronaéi u [2, str. 70]. U nastavku navodimo teorem ¢iji
se dokaz moze pronadi u [2, str. 71|, a bit ¢e nam koristan u nastavku rada kada uvedemo
pojam regularnosti u poglavlju 2.3.

Teorem 2.2 ([2]). Neka je (E,, n € N) niz nezavisnih slucajnih varijabli, gdje je E, ~
E(A\n), A\ > 0. Vrijede sljedece turdnje:

a) P> E, <o) =1 akoje) = + < oo,

n=1 )\,

b) P(3 2, Bn=00) =1 ako je Yoo, &+ = oo.



2.2 Lanac skokova i vremena cekanja
Ponasanje Markovljevog lanca mozemo opisati jednostavnim primjerom:

Primjer 1. Neka je X = (X,,t > 0) Markovljev lanac i neka je skup stanja S = {1,2,3}.
Nadalje, neka proces kreée u stanju 1, tj. Xo = 1. Obzirom da se radi o procesu u ne-
prekidnom vremenu, on moze promijeniti stanje u bilo kojem vremenskom trenutku. Nakon
sluc¢ajno, pozitivno dugo vremena lanac prelazi u stanje 3. Nakon toga, ponovno slucajno,
pozitivno dugo vremena ostaje u stanju 3 @ prelazi u stanje 1. Na slican nacin nastavlja se

ponasanje procesa kao na slici:

|
S
W,
30 *—o
Wy

29 —o

W1 : W3
10 o] o ] —0

i I3 Jy t

Slika 1: Primjer jedne trajektorije Markovljevog lanca u neprekidnom vremenu [2]

Kao sto vidimo sa slike, trajektorija Markovljevog lanaca u neprekidnom vremenu je
po dijelovima konstantna i zdesna neprekidna funkcija. Na slici se mogu uociti trenuci
kada lanac mijenja stanja. Ta vremena, u oznaci Jy, Ji, ... se nazivaju vremena skokova
(jumping times) slu¢ajnog procesa (X;,t > 0). Vremena skokova su dana sljede¢im izrazom:

Jo=0
Jn+1 = mf{t > J, X, 7& XJn}
uz konvenciju da je inf () = co. Vremena izmedu dva skoka su sluc¢ajne varijable koje nazivamo

vremena cekanja ili vremena zadrzavanja (waiting time, holding time), u oznaci Wy, Wa, ....

Vremena cekanja dana su izrazom:

0, inace.

{Jn —Joq, zaJyq <00



Ukoliko je J,41 = oo za neki n € N, onda se uvodi oznaka X, = X, i to je njegova
posljednja vrijednost (tzv. groblje) . Mozemo uociti da za n € N vrijedi:

S,
i=1

Vrijeme prve eksplozije se oznacava ( i definira kao

£ = nh_)IEOJn = sngn = ;Wn
Hoce 1i do¢i do eksplozije u nekoj trajektoriji ovisi o vremenima skokova. Trajektorija moze
imati konacno mnogo skokova u konacnom intervalu, pa ne dolazi do eksplozije. Takoder
se moze zadrzati beskonacno dugo u jednoj vrijednosti. Medutim, kada trajektorija ima
beskonacno mnogo skokova u kona¢nom intervalu (prikazano na slici ispod), dolazi do eks-
plozije. Nakon eksplozije lanac krece ispocetka. Lance mozemo promatrati samo do vremena

prve eksplozije, pa ozna¢avamo X; = 0o za t > ( te takve lance nazivamo minimalnim.

Slika 2: Prikaz eksplozije Markovljevog lanca [2]



Obzirom da smo definirali vremena skokova, mozemo Markovljevom lancu u neprekidnom

vremenu (X;, t > 0) pridruziti lanac u diskretnom vremenu Y = (Y;,, n € Ny) takav da je
Yu= Xz .

Ovaj pridruzeni lanac Y naziva se lanac skokova, a koristan je jer prati stanja kroz koja
prolazi proces X. Sada distribucijska svojstva pocetnog lanca (X;, t > 0) mozemo iskazivati
pomocu lanca skokova kao primjerice [2]:

P =4 =3 _ PV, =ik, €3 < Juq)
n=0

te
P(X; =i zanekit € [0,00)) = P(Y,, =i za neki n € Ny).

2.3 Prijelazne vjerojatnosti i generatorska matrica

Markovljeve lance u neprekidnom vremenu najjednostavnije ¢emo opisati pomocu dijagrama
te generatorske matrice (Q-matrice). Za pocetak ¢emo uvesti pojam prijelaznih vjerojat-
nosti Markovljevog lanca kao vjerojatnosti oblika:

P(s,t) == P(Xy = j|X;=1), i,j €S, s <t.

Ona predstavlja vjerojatnost da ¢e proces koji se u trenutku s nalazi u stanju ¢, naci u stanju
j u trenutku ¢t. Ukoliko prethodna vjerojatnost ovisi samo o razlici vremenskih trenutaka,
odnosno ukoliko je Pj;(s,t) = P;;(0,t — s) kazemo da je proces homogen. Kada je proces
homogen mozemo prethodnu vjerojatnost pisati i kao funkciju jedne varijable (obzirom da
ovisi samo o duljini intervala) pa je P;;(s,t) = P;;(t — s). Osim toga uvest ¢emo i oznaku
k= (Kki, 1 €5) gdje je k; = P(Xo = 1). Distribucija k se naziva po¢etnom distribucijom
Markovljevog lanca.

Nadalje uvodimo familiju P(t) = (P;;(t), i,7 € S), t > 0 za koju vrijedi sljedece:

Teorem 2.3 ([5]). (P(t), t > 0) je stohasticka polugrupa, odnosno P(t) zadovoljava sljedeca

svojstva:

0, za i # J,

b) Pij(t) > 043 s Pij(t) =1, odnosno P(t) je stohasticka matrica,

o
a) P(0) = I, gdje je T = (Iy,i,j € 5), Iijzéijz{ S

c) P(t) zadovoljava Chapman-Kolmogorovljeve jednadzbe, tj. vrijedi

P(s+t) = P(t)P(s),Vs,t > 0.

Dokaz. Dokaz ovog teorema ¢emo raditi po komponentama matrice P(t).



1 -y
a) Izrazimo vjerojatnost oblika P;;(0) = P(Xy = j|Xo = i) = §; = {0, za 27&]
, o B g

Dakle P(0) = I.

b) Prema definiciji vjerojatnosti uvijek vrijedi P;;(¢) > 0. Pokazimo jos ). _¢ P;;(t) = 1:

jES

Y Pi(t)=) P(Xi=j|Xo=14)=P(|J X =jlXo=1i) = P(X, € §|Xo =) = L.

JjES jES jes

c¢) Preostaje nam jos dokazati da vrijedi P(s+t) = P(t)P(s),Vs,t > 0 pa po komponen-
tama vrijedi:

Pyt + s) = Pi(Xp4s = J)

=) Pi(Xps =5, X =k)
keS

= " Pi(Xere =5 | X = K)Py(X; = k)
keS

=N " P(Xipo =3 | Xe =k, Xo = ) P(X, = k)
kes

= P(Xeys =3 | Xe = k)Pi(X: = k)
kesS

=" Pi(t)Pyi(s) = (P()P(s))i;.

keS

0

Svaki Markovljev lanac je u potpunosti opisan familijom P(t) = (F;;(¢), i,5 € S), t >0

i pocetnom distribucijom k, a to ¢emo dokazati sljede¢im teoremom.

Teorem 2.4 ([5]). Neka je X = (Xi, t > 0) Markovljev lanac u neprekidnom vremenu i
neka je k = (k;, © € S) pocetna distribucija lanca te P(t) = (P;(t),i,5 € S) prijelazne

vjerojatnosti lanca. Tada su sve konacnodimenzionalne distribucije lanca X dane izrazom:

P<th - in7 th,1 - in—la e 7 t1 — Zl Z sz 111 tl 1119 (t —t ) s f)inﬁlin (tn - tn—l)
=
(2)

2a 0 <ty <ty <---<t,1izasveiy,iy,..., i, €S. Vrigedi v obrat turdnje: ako je X slucajni
proces cije konacnodimenzionalne distribucije zadovoljavaju (2) onda je X Markovljev lanac

s pocéetnom distribucijom k i prijelaznim vjerojatnostima P(t).



Dokaz. Koristeci definiciju uvjetne vjerojatnosti i Markovljevog svojstva racunamo:

P(th = Z'n,th71 — in—la Wi 8 ,Xt — Zl) =

1.

= P(Xy, = in, Xt,_, =tin-1,...,Xp, =11, X0 = 1)

=3 P(E, =n¥s, o= 0005 X0 = BB, 3 =ln 15000y K0 =1

= P(Xy, = inlXs,_, = in1)P(X,_, = in1,..., X0 =1)

= P in(tn — tac)) P(Xp,, = in1| Xt = in2) P(Xy,_, = in_a..., Xy, =11, X =1)

== Puplta—t1) ... Pouyin(tn — tno1) P(Xe, = 01| X = ) P(Xo = 4)

ies
= KiPiy (t1) Poig (b2 — t1) ... Piy_yi (b — o).
ies
Osim toga, dokazujemo obrat tvrdnje. Zelimo pokazati da lanac zadovoljava Markovljevo

svojstvo:

P{Xs, =i Xy =To0 K= h)
P(X; ,=tn1...Xs, =1%1)

_ Dies KiPuy (M) Piyiy (b2 — 1) - Pip_yi (B — tn1)

B > i Wi B (b ) s s —F1) oo By s o Ul — s 5)

P(th — in|thﬁ1 = in—l e th = Zl) —

= P(th = in|th,1 = in—l)-

0l

Pored prijelaznih vjerojatnosti procesa X, proces skokova kao pridruzeni lanac u diskret-
nom vremenu ima matricu jednokoracnih prijelaznih vjerojatnosti, u oznaci Il = (75,4, €
S) gdje su vremenski trenutci iz Ny. Lanac skokova je Markovljev lanac u diskretnom vre-
menu (za vise informacija o matrici jednokorac¢nih prijelaznih vjerojatnosti pogledati [3]).
U nastavku iskazujemo i dokazujemo distribuciju prvog skoka Markovljevog lanca u nepre-

kidnom vremenu jer ¢e nam upravo ona posluziti za definiranje nove funkcije q.

Teorem 2.5 ([3]). Uvjetno na {X, = i} distribucija prvog skoka Markovljevog lanca u

neprekidnom vremenu dana je sljedecim izrazom:
Pi(Jy > t) = P00,

Dokaz. Neka je X = (X3, t > 0) Markovljev lanac koji ima zdesna neprekidne trajektorije
te neka je Xy =1, i € S. Zelimo izracunati:

P(h>t)=P(X.=Xp, 0<s<t)=P(X,=1i, 0<s<t).

Uvedimo za n € N skup:



Ako raspisemo skupove vrijedi:

iz cega slijedi da je:

(] Bn={X: =X, 0<s<t}={] >t}
neN
Sada ¢emo koristenjem Teorema 2 izracunati:

m

- (pi.<(l J;nl)t _Qz_i)>2” _ <P(2in>)2 _ (1_ 2"(1 _2?1.(2%)))2"'

Pretpostavimo da postoji sljedeci limes:
P,i(h) — P;(0 . L—Pyulh

h—o0 h h—o00 h

P(B,) = P(X 4 = Xo,..., Xs = Xo|Xo =) = P(X 1, =i,..., Xy = | Xo = i)

¥

Mozemo izracunati:

lin 2”(1 _ H-<i)) N et 1)

n—00 on

T n

. n —
lim (1—— ) =€ %,
n—o00 n

kada x,, — = dobivamo sljededi izraz:

Koristenjem jednakosti da je

27(1 — Py(E)\™ /
Pi(Ji > 1) = P( () Ba) = lim P(B,) = lim (1— e b ”) _ (PO
neN

Obzirom da je Wi = J;, znamo da ¢e i W; imati eksponencijalnu distribuciju, a analogno

mozemo dobiti i za ostala vremena ¢ekanja (uvjetno na proslost) sto ¢emo naknadno pokazati

u Teoremu 2.6 u poglavlju 2.4.

Napomena 1 ([5]). Kako vremena c¢ekanja (W,,n € N) i vrijeme prvog skoka (J;) imaju

eksponencijalnu distribuciju, prema Teoremu 2.1 oni imaju svojstvo zaboravljanja. S druge

strane, mogli smo preko Markovljevog svojstva pokazati da vremena zadovoljavaju svojstvo

zaboravljanja, pa samim time imaju eksponencijalnu distribuciju:

Blh »t+8d>t) =B(Xs =1, 0 <<t 48X =40< k< 1)
Xk:Z,tSkSt—i-Sp(k:Z,OSkSt)
Xp=0t<k<t+s|Xi=1i)=P(Xx=1,0< k <5s)



Na osnovu distribucije prvog skoka definiramo funkciju ¢ : S — (0,00) s ¢(i) = ¢;

—P/.(0). Sljede¢e uvodimo pojam generatorske matrice koja je u potpunosti definirana ma-
tricom prijelaznih vjerojatnosti II i funkcijom g¢:

Definicija 5. Neka je X = (X;, t > 0) Markovljev lanac u neprekidnom vremenu. Matrica
Q = (gij, 1,5 € S) koja je definirana izrazom

- —q(i), zaj=1i
o {q(im zaj#i
naziva se generatorska ili Q-matrica Markovljevog lanca X .
Za svaku @Q-matricu vrijede sljedeca svojstva [2]:
a) 0 < —gi < 00, Vi,
b) g > 0, Vi # j,
¢) Djes i =0, Vi,
d) gz = Zj;ﬁi qij < OQ.

U nastavku ¢emo napraviti primjer dijagrama Markovljevog lanca u neprekidnom vremenu
i pripadne Q)-matrice.

Primjer 2. Neka je Markovljev lanac dan sa sljedecim dijagramom:

Slika 3: Dijagram generatorske matrice Markovljevog lanca u neprekidnom vremenu [2]

Pripadnu QQ-matricu popunjavamo tako da se za q;; prepisuju pripadne vrijednosti na

strelicama, a za q; koristimo da je q; = — Z#i ¢ij- Dakle, QQ-matrica je dana s:

3 1 0 2
g =1 1 B

Q=19 3 _5 9
1 & 1 =



Obratno, poznavajuéi Q-matricu mozemo definirati I = (m;;, 7,5 € S) tako da je:

Yl0, zaj#iiqg=0

0, zagq #0
T3 =
1, zag =0

Intuitivnije, matricu prijelaznih vjerojatnosti mozemo dobiti iz @Q-matrice skalirajuci sve
nedijagonalne elemente s ¢;, a dijagonalne elemente postavimo na nulu kao u sljedeéem

primjeru.

Primjer 3. Koristimo QQ-matricu iz prethodnog primjera:

-3 1 0 2
0 -1 1 0
@= 0 3 -5 2
1 2 1 -4
Pripadna matrica 11 dana je s:
1 p
0010
II =
019
i3 10

Na osnovu prethodno uvedenih pojmova mozemo definirati kada za ()-matricu kazemo

da je neeksplozivna (pa samim time i lanac nazivamo regularnim):

Definicija 6. Za matricu Q Markovljevog lanca X kaZemo da je eksplozivna ukoliko je:
P(( < 00) >0
za neki i € S. U suprotnom kaZemo da je Q neeksplozivna, a lanac X je regularan.

Napomena 2. Naime, definirali smo vrijeme eksplozije kao ¢ = lim, yoo J, = sup,, Jn =
> W, Kasnije u radu éemo definirati uwvjet eksplozije Markovljevog lanca koji se temelji
na koeficijentima q(i),i € S za koje cemo vidjeti kako su povezani s vremenima cekanja

Wp,n € N u sljedecem poglavlju. Stoga © Q-matricu nazivamo eksplozivnom.

Dakle, u ovom poglavlju definirali smo ()-matricu i njezine elemente. Osim §to su izrazeni
preko vjerojatnosti, elementi (-matrice imaju i intuitivno znacenje. Vrijednosti ¢;; mozemo
interpretirati kao stopu, odnosno brzinu prelaska iz stanja ¢ u stanje j, a ¢; mozemo interpre-
tirati kao stopu, odnosno brzinu napustanja stanja 7. Osim toga, lanac X prelazi iz stanja ¢
u stanje j s vjerojatnoscu m;;, brzinom g;, tj. vrijeme ¢ekanja do prelaska iz stanja ¢ u stanje

J je eksponencijalna slucajna varijabla s parametrom g;.
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2.4 Konstrukcija Markovljevog lanca u neprekidnom vremenu

U primjeni moramo konstruirati Markovljev lanac u neprekidnom vremenu pomoc¢u podataka
koji su nam poznati. Osnovni elementi za konstrukciju su: niz nezavisnih eksponencijalnih
slucéajnih varijabli £ = (E,,n € N) takvih da je E' ~ £(1), Markovljev lanac u diskretnom
vremenu Z = (Z,,n € Ny) (koji ¢ée predstavljati proces skokova Markovljevog lanca u
neprekidnom vremenu), nezavisan od E i funkcija ¢ : S — (0,00). Naime, lanac Z kao
lanac skokova prati stanja kroz koja prolazi Markovljev lanac u neprekidnom vremenu, a

eksponencijalne slucajne varijable prate koliko brzo se mijenjaju stanja. Definiramo sljedece

[5]:

Jo=0
it § =y Woan, = 1,2, ...
Xi:=2p, t € [Jn,Jn +1).

Ovako definiran regularan proces X = (X;, t > 0) je Markovljev lanac u neprekidnom

vremenu, a to ¢emo pokazati u nastavku. Naime, definirali smo da proces krece u trenutku

0, tj. Jo = 0. Takoder prema definiciji je W; = q(Ezlo) i zanima nas distribucija ove varijable
uvjetno na {Z, =i},i € S:

P(Wy > s,Zy=i) P >s,20=1)
P(Wy > s)=P(W, > s|Zy=1i) = Wi >s, 20 =1 _ T\Gzg '

P(Z():Z) P(Z():Z)
P(yh >s.Z0=1) P> s)P(Zy=1)
 P(Zy=1) B P(Zy =)

= P(% > s) = P(E; > sq(i)) = e74®s,

Dakle, mozemo uociti da se radi o eksponencijalnoj distribuciji s parametrom ¢(i). Nakon
toga, vrijeme sljedec¢eg skoka je J, = Jy + W, = Wy, a X; = Z; do prvog skoka, odnosno za
t € [Jo, J1). Sada je Wy = % pa racunamo distribuciju ove varijable uvjetno na {Z, = i}:

PWy>s, 2 =i) PG >s21=1)

P(WQ >S|Zl :Z) =

P(Z, =1) B P(Z, =)
P(% > 5, By = i P(% > 5P % =)
P(Z, =) B P(Z, =)

— P(% > 5) — P(E, > sq(i)) = e7192,

Ako nastavimo ovaj postupak mozemo uociti da smo konstruirali vremena skokova i
vremena ¢ekanja Markovljevog lanca u neprekidnom vremenu X, gdje je X; = Z,. Uoc¢imo
da se X; moze jos zapisati kao [5]:

Xe = Zoly, g
n=0

11



Medutim, mi jos ne mozemo tvrditi da je X Markovljev lanac, nego proces u neprekidnom
vremenu. Kako bi taj proces bio Markovljev lanac biti ¢e nam potrebna regularnost lanca,
a teorem koji to tvrdi slijedi na kraju poglavlja.

U poceku ovog izvoda izostavili smo bitnu pretpostavku kako bi ju komentirali u nastavku.
Naime, za ¢; treba vrijediti ¢; € (0,00). Medutim razmotrimo situacije kada je ¢; = 0,
odnosno ¢; = oo. U slucaju kada je ¢; = 0 slijedit ¢e da je W; = oo, sto znaci da je vrijeme
zadrzavanja u stanju beskonacno. U sluc¢aju kada je ¢; = oo slijedi da je W; = 0, $to znaci
da lanac odmah napusta to stanje i ono se naziva trenutnim stanjem. Konstrukciju ovog
poglavlja mozemo prosiriti na slucaj kada je ¢; = 0, ali ne dopusta trenutna stanja.
Naredni teorem ¢e nam dati svojstvo niza slu¢ajnih varijabli (W,,,n € N) na koje é¢emo se
osvrnuti u poglavlju 2.5.

Teorem 2.6 ([3]). Slucajne varijable (W,,,n € N) su uvjetno nezavisne i eksponencijalno

distribuirane uz dane realizacije sluc¢ajnih varijabli {Z,}.

Dokaz. U dokazu ¢emo koristiti ¢injenicu da su (E,,n € N) medusobno nezavisne, eksponen-
cijalno distribuirane slucajne varijable te da su one nezavisne od (Z,,,n € Ny). Za proizvoljne

n > 1,u, > 0 pogledajmo vjerojatnost:

P(Wn>un|ZOZZO~--Zn—1:Zn—1):P<m>un|ZO:ZO---Zn—1:Zn—1)

En, , ,
:P< ; >un’Z():lo...Zn_1:Zn_1>
q(in-1)

E. ;
= P( , = un> = ¢ 9(in-1)un
q(in_1)

Mozemo primijetiti da je za odredivanje distribucije od (W,, n € N) dovoljno poznavati

zadnje posjeceno stanje pa je prema tome:

Walizo-1=in_1} ~ E(q(in-1)).

Sada jos dokazimo nezavisnost. Za proizvoljne n,m > 1,n < m i u,v > 0 vrijedi:

P(Wn>U,Wm>U|Z0:Z'0...Zm_1:im_1)

E E
=P >, = S| By = B =i
(Q(Zn—l) Q(Zm—l) | 0 0 1 1)

E, Fi , ,
( - > u, - >U|Z0:Z()...Zm_1zlm_1)
q(in-1) q(tm-1)

( ; >U|Z0:Z()...Zn_1:Zn_1>P( . >’U|Z0:Z0...Zn_1:'Ln_1)
Q(Zn_l) Q(lm—l)

:P(Wn>U|Zozi0...Zn_1:in_l)P(Wm>U|Z0:i0...Zn_1:in_l).

Il
i

O

U prethodnom poglavlju uveli smo pojam neeksplozivne matrice i regularnog procesa.
Podsjetimo se da je proces regularan ukoliko vrijedi P;({ < oo) = 0, odnosno P;(¢ = oco) = 1.

Sljededi teorem Ce dati uvjet za regularnost procesa.
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Teorem 2.7 ([5]). Sluc¢ajni proces X je reqularan ako zadovoljava jedan od sljedeéih uvjeta:

a) Yoo gy = o0 Pr-gs., Vi€ 8,

b) supjesq(i) < oo.
Dokaz.

a) Obzirom da je ¢ = > > W, a u Teoremu 2.6 tvrdimo da su varijable medusobno

uvjetno nezavisne, imamo zadovoljene pretpostavke Teorema 2.2. Kako je

p q(én) = oo slijedi P;(( = o0) = 1;

b) Neka je ¢ := sup;cgq(i) < co. Vrijedi sljedece.

o0 1 oo
Z Q(Zn—l) = Z

=1 n=1

= 00,

ol

pa analogno kao prethodni implicira regularnost procesa X.
O

Kako sljedeci teorem zahtjeva koristenje nekoliko dodatnih lema, radi jednostavnosti rada

ne¢emo ga dokazivati, a za one koji zele znati vise mogu pogledati u [1].

Teorem 2.8 ([5]). Pretpostavimo da je proces X koji je konstruiran u ovom poglavlju regu-

laran slucajni proces. Tada je X Markovljev lanac u neprekidnom vremenu.

Dakle, uz pretpostavku da je proces s pocetka poglavlja regularan, konstruirali smo

Markovljev lanac u neprekidnom vremenu.

2.5 Jednadzba unaprijed i unatrag

U ovom poglavlju izvodimo Kolmogorovljevu jednadzbu unaprijed i unatrag koja ¢e nam
posluziti u ra¢unanju vjerojatnosti oblika P;;(t) = P(X; = j| X, = 7). Dobit ¢emo sustav
jednadzbi iz kojeg ¢emo brzo moéi znati sve vjerojatnosti ovog oblika i samim time lako
opisati zadani Markovljev lanac u neprekidnom vremenu. No prije toga dokazimo sljedeci

teorem.

Teorem 2.9 ([4]). Za sve i,j € S vrijedi:

a) limy, o %ﬂ(h) = Q(Z) ,

b) limh_>0 Pi]}l(h) = (¢ij, 2a 1 7é ]

Dokaz.

a) Znamo da je P}(0) =1 pa slijedi:

i

. 1—PFy(h) _ _
llzlg(l) h _h—>0 h i




b) Vjerojatnost P;;(h) predstavlja vjerojatnost da proces koji krece iz stanja i nakon h
vremena bude u stanju j. Pokazimo da vrijedi sljedeca tvrdnja:

Pij(h) = hq(i)mij 4 o(h),
a iz toga Ce slijediti i da je:

iy L) _ . ha())mi; + o(h)
h—0 h h—0 h

= gy = g 2.4 4

Naime, dogadaj {X}, = j | Xo = i} ¢e se realizirati ukoliko se u h vremena dogodio
samo jedan skok lanca toc¢no iz stanja ¢ u stanje j ili su se mogla dogoditi dva i vise
skokova gdje se lanac nalazi u stanju j nakon h vremena. Prema tome zelimo izracunati

sljedece vjerojatnosti:

P(X napravi jedan skok zakljucno s h | Xy = 17)

P(X napravi barem dva skoka zakljucno s h | Xy = 7).
Ako iskoristimo ¢injenicu da za Wy vrijedi sljedece:
P(W; > h) = ¢~ 9Ok

te iskoristimo razvoj eksponencijalne funkcije u Taylorov red dobivamo:

PZ-(Wl>h):1—q(i)h+@—---zl—q(i)h+0(h).

[z vjerojatnosti suprotnog dogadaja dobivamo:
P,(Wy < h) =q(i)h + o(h).

Zatim iskoristimo ¢injenicu da je uvjetno na X; = j, vrijeme Cekanja W; takoder

eksponencijalna slucajna varijabla s parametrom ¢(j). Kako vrijedi:
{W1+ Wy < h} C{W; < h, W, <h}
zbog monotonosti i nezavisnosti slu¢ajnih varijabli Wy i Wy dobivamo:
Pi(Wy + W, < hlX;, =j) < B(W1 < h, W, < h| X = j)
= BEi(W1 < h)Pj(Wa < h) = (q(i)h + o(h))(q(j)h + o(h))
= ¢()g(j)n* + (q(i) + q(j))ho(h) + o(h) = o(h).
Sada slijedi:

P(X napravi barem dva skoka zakljuéno s h | Xy = 1)
= Z P(X napravi barem dva skoka zakljuéno s h | Xog =i, X, = j)
J#
+P(Xy = j|Xo = 1)
= Z P(Wy + W, < h| X, = j)mi; = ZO(h)Wij = o(h).
i#j i#j
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Osim toga
P(X napravi nula skokova zakljuéno s h | Xo =1i) =1 — q(i)h + o(h)
pa je
P(X napravi jedan skok zakljucno s h | Xy = 1)
=1—(1—q(@)h+o(h)) —o(h) = q(i)h + o(h).
Kona¢no mozemo zakljuciti da vrijedi:
Bij(h) = hq(i)mi; + o(h),

a prema tome vrijedi tvrdnja teorema.

Sada mozemo iskazati i dokazati jednadzbu unatrag i unaprijed.

Teorem 2.10 (Kolmogorovljeva jednadzba unatrag, [4]). Neka je X regularan proces. Za

sva stanja i, € S 1 sva vremena t > 0 vrijedi:
=) g Py () — a(6) P (1),
ki
odnosno u matricnom obliku:
P'(t) = QP(t).
Dokaz. Koristenjem Chapman-Kolmogorovljeve jednakosti koji smo iskazali i dokazali u Te-
oremu 2.3 slijedi:

Byi(h+1) = szk ) Pij(t) szk )P (t) + Pi(R)Py(t) — Py (t)
k#1
= ZPuc(h)Pk]( ) — (1 = Pu(h))Py(t).
ki

Nakon toga cijelu jednadzbu podijelimo s h te racunamo limes:

lim Pij(t +h) - Pij(t) = lim (Z Pikh(h) Py (t) — u_—iwpij(t)>

h—0 h h—0 .
7

iz cega prema Teoremu 2.9 slijedi:
=Y " awPus(t) — q(§) Py (1).
ki
O

Teorem 2.11 (Kolmogorovljeva jednadzba unaprijed, [4]). Neka je X reqularan proces. Za

sva stanja i, € S 1 sva vremena t > 0 vrijedi:

t) = ZijPik(t) — q(5) P (?),
poy
odnosno u matricnom obliku:

Pt} = P{t)E.

Dokaz. Analogno kao za jednadzbu unatrag. 0
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2.6 Klasifikacija stanja Markovljevog lanca

Nastavljamo s analizom Markovljevih lanaca u neprekidnom vremenu te uvodimo pojmove
vezane za klasifikaciju stanja, vremena ¢ekanja do pogadanja skupova, vjerojatnost pogada-
nja skupa stanja i o¢ekivano vrijeme cekanja do pogadanja skupa stanja. Za sve definicije
pretpostavljamo da imamo Markovljev lanac u neprekidnom vremenu X = (X, ¢t > 0) sa
stanjima iz skupa S i pripadnim lancem skokova Y = (Y,,, n € Ny).

Definicija 7. Neka sui,j € S. Za stanje j kaZemo da je dostiZno iz stanja i ukoliko vrijedi
P(X; =j|Xo=1)>0, za nekit > 0.
Pisemo v — j.
Definicija 8. Kazemo da stanja i © j komuniciraju ako je i — j i j — i te oznacavamo
14> 7.
Obzirom da je relacija komuniciranja relacija ekvivalencije na skupu .S, ona definira klase
ekvivalencije. Klasa komuniciranja K; dana je izrazom K; ={j € S : i <> j}.

Sljede¢im teoremom povezujemo klasifikaciju stanja Markovljevog lanca u neprekidnom vre-
menu i pripadnog lanca skokova. Osim toga, dajemo kriterij dostiznosti stanja.

Teorem 2.12 ([2]). Neka sui,j € S. Sljedece turdnje su ekvivalentne:
a) i — j u Markovljevom lancu X;
b) i — j u lancu skokova Y;
¢) QiyQivig - - - G, _1j > 0 za neka medustanja iy, ... 0n_1;
d) B(t) >0 za svet > 0;
e) Pi(t) > 0 za mekit >0.

Dokaz. Pogledajmo prvo tvrdnje d) i e). Ocigledno je kako d) = e). Nadalje, prema defi-
niciji dostiznosti €) = a) . Lanac skokova prati stanja koja posjeéuje Markovljev lanac pa
ocigledno a) = b). Preostaje jos dokazati b) = ¢) i ¢) = d).

Neka vrijedi b), tj. ¢ — j u lancu skokova Y. Prema teoriji Markovljevih lanaca u diskret-
nom vremenu (detaljnije u [2, poglavlje 1.2] ) postoje medustanja i1,...4, ; takva da je
Tiiy Tivig - - - Tip_qj > 0. Zmamo da vrijedi qi = qrmw pa prema tome slijedi gii, Giiy - - - Qi 15 >
0. Dokazimo posljednju implikaciju. Neka vrijedi ¢). Koriste¢i Chapman-Kolmogorovljevu
jednakost dobivamo P;;(t) > Py, (L)... P;,_,;(£). Sada ako za proizvoljna stanja k, [ vrijedi
g > 0 onda za sve t > 0 slijedi:

Pu) > P(h <t Vi =l Wa>t)=(1- €_q(k)t)ﬁkl€_q(l)t 21,

Odavde slijedi da je P;;(t) > Py, (£)... P, _,;() > 0 za sve t > 0. O

t ! (L
n n—1]\n
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Zatim definiramo kada je Markovljev lanac ireducibilan, sto ée nam posluziti kao predu-

vjet u kasnijim teoremima:
Definicija 9. Markovljev lanac X je ireducibilan ako za svakii,j € S vrijedi i <> j.

Drugim rijec¢ima, lanac je ireducibilan kada sva stanja komuniciraju. Nadalje, uvodimo

vrijeme pogadanja skupa A C S za Markovljev lanac X, u oznaci D4 izrazom:

DA =ink{t >0: X, c A}.
Sa H4 oznacavamo vrijeme pogadanja skupa A u lancu skokova, a definiramo kao:

HA =min{n >0:Y, € A}.
Uoc¢imo da za prethodno definirane pojmove vrijedi:

{HA < 00} = {D* < o0}
te je njihov odnos dan sljede¢im izrazom:
DA = Jga.

Koriste¢i vremena pogadanja mozemo definirati sljede¢e pojmove:

Definicija 10. Za skup A C S kazZemo da je zatvoren podskup skupa stanja S ako je za
svaki i € A:
P(DSM — oo | Xg = i) = 1.

Definicija 11. Za stanje i € S kaZemo da je apsorbirajuée ako je {i} zatvoren podskup
skupa S.

Vjerojatnosti oblika P(D’ < co| X, = 1) gdje je j apsorbirajuée stanje nazivamo apsorp-
cijskim vjerojatnostima. Osim toga, zelimo racunati vjerojatnosti oblika:

hi .= P(D* < o0).

koje predstavljaju vjerojatnost da lanac koji kreée iz stanja ¢ pogodi skup A. U nastavku

slijedi teorem koji ¢e omoguéiti racunanje tih vjerojatnosti iz sustava jednadzbi za sve i € S.

Teorem 2.13 ([2]). Vektor vjerojatnosti pogadanja h* = (h : i € S) je nenegativno,

manimalno rjesenje sustava linearnih jednadzbi:

Bt =1, zat€ A
> jes qijhf =0, zaié A.

Takoder ¢e nas zanimati ocekivano vrijeme ¢ekanja do pogadanja skupa A pa definiramo:
A A
9; = E; [D ]a
a racunamo prema sljedecem teoremu.
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Teorem 2.14 ([2]). Neka je ¢; > 0 za svaki i ¢ A. Vektor ocekivanog vremena cekanja do
A

pogadanja g* = (¢ : i € S) je nenegativno, minimalno rjesenje sustava linearnih jednadzbi:

git=10, zat1€ A
—Zjesqijgf =1, zaié¢ A.

Dokaze prethodna dva teorema moze se pronadi u [2, poglavlje 3.3], a kako bi pojednos-

tavili razumijevanje, slijedi primjer.

Primjer 4. Naime, kako Q matrica sadrzi parametre eksponencijalnih distribucija trebamo
Ju iskoristitt kako bi dobili ocekivano vrijeme cekanja da lanac dode u neko stanje. Uzmimo

Q matricu iz primjera 2:

-3 1 0 2

0 -1 1 0
@= 0 3 -5 2

1 2 1 -4

Lzracunajmo ocekivano vrijeme cekanja da lanac dode iz stanja 4 do stanja 1. Dakle, nas

zanima g4 = E4[T1] te oznacimo g; = E;[T1]. Sada imamo sustav:

1 1 1
9421—1-592-1-193

1 3 2
9325‘1‘592‘1‘594
92 =1+gs3

pa rjesavanjem sustava jednadzbi dobivamo da je g4 =9, tj. 9 vremenskih jedinica.

Jos ¢emo definirati povratno i prolazno stanje, no prije toga ¢emo uvesti pojam vremena

prvog povratka u stanje i € S kao:
DY = inf{t > J;, : X, =i},

te ocekivano vrijeme do prvog povratka u stanje ¢ € S:

Definicija 12. Za stanje i € S kaZemo da je povratno ako vrijedi:
P,({t > 0: X; =i} je neomeden) =1,

a prolazno ukoliko vrijedi:
P,({t > 0: X; =i} je neomeden) = 0.

Ve¢ smo spomenuli kako se neka svojstva nasljeduju od lanca skokova, a sljede¢im teore-

mom ¢emo pokazati vezu prolaznosti i povratnosti u dva lanca:
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Teorem 2.15 ([2]). Neka je X = (X, t > 0) Markovljev lanac s generatorskom matricom
Q i@ pripadnim lancem skokova Y = (Y,, n € Ny). Vrijedi sljedece:

1. ako jei € S povratno stanje za lanac skokova'Y onda je i povratno stanje za lanac X;
2. ako jei € S prolazno stanje za lanac skokova Y onda je i prolazno stanje za lanac X;
3. svako stanje lanca je ili povratno ili prolazno;

4. povratnost v prolaznost su svojstva klase.

Sljede¢im teoremom ¢emo povezati povratnost i prolaznost stanja s generatorskom ma-

tricom i vremenima povratka u stanje.

Teorem 2.16 ([2]). Neka je X = (X, t > 0) Markovljev lanac s generatorskom matricom
Q. Vriyed: sljedece:

1. stanje i € S je povratno, ako je q(i) =0 ili Pl-(DZ(l) L o0 =1;
2. stanje i € S je prolazno, ako je q(i) > 0 i PZ-(DEI) <o) < 1.

Dokaz prethodna dva teorema moze se pronaé¢i u [2]. U nastavku dajemo novi uvjet

regularnosti procesa obzirom na povratnost stanja.

Teorem 2.17 ([2]). Neka je X = (Xy, t > 0) Markovljev lanac s pocetnom distribucijom k

© matricom Q). Lanac X je reqularan ukoliko je Xy =i te je v povratno stanje lanca skokova.

Dokaz. Slicno kao u poglavlju 2.4 uzmimo E, = q(Y,—1)W,, n € N gdje je W,, vrijeme
cekanja Markovljevog lanca. Sada su Ej, Fs,... nezavisne eksponencijalne varijable s pa-
rametrom 1, nezavisne od W,,. Obzirom da je ¢ povratno stanje lanca skokova, znamo da
se lanac vraca u stanje beskonaé¢no mnogo puta. Oznacimo te trenutke 77,75, .... Prema

Teoremu 2.2 vrijedi sljedece:

P()  En.ua=00) =1,
mp—1

a kako je:
> Bra=Y q@)Wr=q() > W, <q(i)C
m=1 m=1 m=1
slijedi da je X regularan. O

Osim sto se klasifikacija stanja nasljeduje iz lanca skokova, mozemo definirati i nove lance

koji ¢e takoder naslijediti povratnost odnosno prolaznost na sljedec¢i nacin.

Teorem 2.18 ([2]). Neka je X = (X, t > 0) Markovljev lanac u neprekidnom vremenu.
Definiramo lanac Z = (Z,, n > 0) takav da za h > 0, Z, = X,,. Vrijede sljedeée turdnje:
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a) Ako jei € S pouvratno stanje za lanac X onda je i povratno stanje za lanac Z.
b) Ako jei € S prolazno stanje za lanac X onda je i prolazno stanje za lanac Z.

Dokaz. Vidi [2, str. 116]. O
Na kraju ovog poglavlja definiramo pozitivno povratno stanje, a primjena slijedi u 2.7.

Definicija 13. Za stanje i € S kazemo da je pozitivno povratno ukoliko vrijedi ili q(i) =
0 it m; < oco. Za stanje koje je povratno, a mije pozitivno povratno kaZemo da je nul-

povratno.

2.7 Invarijantna distribucija i grani¢na distribucija

Kako bi pratili grani¢na ponaSanja lanca u neprekidnom vremenu (i redova ¢ekanja u pri-
mjeni) uvest ¢emo u ovom poglavlju definicije invarijantne mjere i grani¢ne distribucije te

iskazati njihovu vezu.

Definicija 14. Neka je X = (Xy,t > 0) Markovljev lanac te neka je Q njegova generatorska

matrica. Netrivijalna mjera n = (n;,1 € S) se naziva invarijantna mjera ukoliko vrijedi:

nQ = 0.

Invarijantna mjera koja je ujedno i vjerojatnosna distribucija naziva se invarijantnom

distribucigom.
Za mjeru n i generatorsku matricu () kazemo da su u detaljnoj ravnotezi ukoliko za
svaki 7, j € S vrijedi:
NiQij = M;ji-
Detaljnu ravnotezu mozemo koristiti za izracun stacionarne distribucije u nastavku rada, a

opravdanje za to nam daje sljedeci teorem:

Teorem 2.19 ([5]). Ako su mjera n i generatorska matrica Q u detaljnoj ravnotezi onda je

n tmvarijantna za Q.

Dokaz. Koristeci definiciju detaljne ravnoteze dobivamo:
WQ@)i= > mit= Y mithi; = 0.
jes jes
O

Invarijantnu distribuciju za X mozemo dobiti i preko lanca skokova o cemu govori sljedeci

teorem:

Teorem 2.20 ([5]). Neka je X Markovljev lanac u neprekidnom vremenu s generatorskom
matricom Q) 1Y njegov pripadni lanac s matricom prijelaza I1. Sljedece turdnje su ekviva-

lentne:
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1. mjera n je invarijantna za X;
2. mjera 0 je invarijantna za 'Y, tj. 011 = 60, gdje je 0; = n;q;.
Dokaz. Uo¢imo da za sve i, j € S vrijedi:
(i — 05i) = @
pa slijedi da je:

(11 — 6); = Zej(ﬂ-ji — 0ji) = an%’(Wﬁ —05) = an%'j = (nQ); = 0.
j€s jes jes

O

Uvjet postojanja invarijantne mjere i njenu jedinstvenost donosimo sljede¢im teoremom:

Teorem 2.21 ([5]). Neka je X = (X, t > 0) Markovljev lanac u neprekidnom vremenu
s generatorskom matricom @ te neka je lanac ireducibilan i povratan. Tada lanac X ima

mvarigantnu mjeru 1 koja je jedinstvena do na multiplikativnu konstantu.

Dokaz. Kako je X ireducibilan i povratan lanac, koriste¢i Teoreme 2.12 i 2.15 mozemo
zakljuciti kako ¢e Y biti ireducibilan i povratan lanac. Koristec¢i teoriju Markovljevih lanaca
u diskretnom vremenu znamo da Y ima invarijantnu distribuciju € koja je jedinstvena do na
multiplikativnu konstantu. Sada prema Teoremu 2.20 znamo da postoji invarijantna mjera

n za X, gdje je n; = % koja je jedinstvena do na multiplikativnu konstantu. O

Osim toga, postojanje stacionarne distribucije mozemo uvjetovati postojanjem pozitivno

povratnog stanja o ¢emu nam govori sljedeéi teorem.

Teorem 2.22 ([2]). Neka je X = (X;, t > 0) ireducibilan Markovljev lanac. Sljedeée turdnje

su ekvivalentne:

a) sva stanja su pozitivno povratna;
b) postoji pozitivno povratno stanje;

c) lanac je reqularan i ima stacionarnu distribuciju 1.

Ukoliko vrijede prethodna svojstva dodatno vrijedi m; = n_lq_ za svei € S.

141

Dokaz. Vidi [2, str. 118]. O

Tvrdnja pod ¢), osim §to osigurava postojanje stacionarne distribucije, daje formulu
kojom racunamo ocekivano vrijeme potrebno da se vratimo u neko stanje ¢. Cesto se koristi
u primjenama kako bi izracunali oc¢ekivano vrijeme potrebo da se sustav isprazni. Sljedeci

teorem daje opravdanje definiranja invarijantne mjere uvjetom n@ = 0.

Teorem 2.23 ([1]). Neka je X ireducibilan i povratan Markovljev lanac s generatorskom
matricom @ i stohastickom polugrupom P(t) = (F;;(t), t > 0) te neka je n mjera na skupu

stanja S. Sljedece tvrdnje su ekvivalentne:
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a) nQ = 0;
b) nP(t) = .
Dokaz. Neka vrijedi b), tj. nP(t) = n. Ako tu jednakost deriviramo po t dobivamo:

D= Z miPy(t) = Z m(Z Byt Jau; — 485 (t)>

i k#j

:ZniZPik(t)qk] ZZ% e (0)qrj = an@m
i k

gdje druga jednakost vrijedi zbog Kolmogorovljeve jednadzbe unaprijed. U obratu mozemo
koristiti prethodne jednakosti gdje dolazimo do nP'(t) = 0. Kako je derivacija jednaka 0,
slijedi da je nP(t) konstanta, za svaki ¢ > 0. Prema Teoremu 2.3 vrijedi P(0) = I pa je

nP(t) = 1. O
Osvrnimo se na granicno ponasanje Markovljevih lanaca.

Definicija 15. Neka je (X¢,t > 0) Markovljev lanac. Vjerojatnosna distribucijan = (n;, j €

S) se zove granicéna distribucija ako za sve i,j € S vrijedi:
Jim P (t) = 1;.
Dovoljan uvjet postojanja grani¢ne distribucije dan je sa sljedeéa dva zahtjeva [4]:
a) sva stanja komuniciraju, tj. proces je ireducibilan,
b) svako stanje Markovljevog lanca je pozitivno povratno.
Osim toga, pokazat ¢emo vezu granicne i invarijantne distribucije sljede¢im teoremom:

Teorem 2.24 ([1]). Neka je X ireducibilan, regularan proces s generatorskom matricom
Q @ pridruzenom polugrupom P(t) te neka je n invarijantna distribucija. Tada graniéna

distribucija postoji v jednaka je invarijantnoj distribucij.
Dokaz. Pogledati [1, str. 163]. O

Napomena 3. Dakle, prema prethodnom teoremu, ukoliko granicna distribucija postoji, ona

je jednaka invarijantnoj. Upravo iz tog razloga cemo granicnu distribuciju oznacavati s ).

U nastavku ¢emo izvesti sustav jednadzbi (izvor: [4]) koji nam omogucéava jednostavan

nacin racunanja granicne distribucije. Koristimo jednadzbu unaprijed:

= Zpik(t>qkj - QjPij(t)7

k#j

te na ovu jednadzbu primjenjujemo limes:

tliglo P = tlggj sz Qk] QJ lj Z NMkqk; — 4575
k#j k#j
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Kako je limy o Fj;(t) = 0 slijedi:

0="> mdr; — 4 (3)
=
iz cega je
qn; = anCijv Vjes.
Py

Pored toga, za grani¢nu distribuciju vrijedi
D m=1
J

Ovaj sustav jednadzbi se koristi za odredivanje grani¢ne distribucije, a jednadzbe (3) se
nazivaju jednadzbe ravnoteze. Ako imamo proces u kojem iz stanja ¢ mozemo prijeci

samo u stanja ¢ 4+ 1 odnosno ¢ — 1, jednadzbe ravnoteze se svode na detaljnu ravnotezu.

3 Primjeri Markovljevih lanaca u neprekidnom vre-
menu

3.1 Poissonov proces

3.1.1 Osnovni pojmovi i definicije

Jedan od najcesée koristenih modela u primjeni za tok diskretnih dogadaja u neprekidnom
vremenu je upravo Poissonov proces. Oznacavamo ga s (N, t > 0), gdje N; predstavlja broj
realizacija nekog dogadaja zaklju¢no s trenutkom t.

Definicija 16. Slucajni proces (Ny, t > 0) se naziva Poissonov proces ako vrijedi sljedece:
a) No=0 g.s.,
b) proces ima nezavisne priraste, odnosno
Ny, — Ny N, = Ny o003 Ny, = Ny,
su nezavisne slucajne varijable za sve 0 =ty <t; < --- < tp,

c) broj realizacija dogadaja u bilo kojem intervalu duljine t ima Poissonovu distribuciju s

parametrom Xt, A > 0, odnosno za k € Ny vrijedi:

At)F
P(Nyps — N, = k) = e_’\t%.

Odavde slijedi da je E[IV;] = At pa se A naziva intenzitet procesa. Uo¢imo da Poissonov

proces ima i stacionarne priraste prema c) iz definicije Poissonovog procesa, odnosno:

Ny— N, L Nyop — Noyn, Vs, > 0,5 <t, YA > 0.
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Osim toga, mozemo definirati i vrijeme medudolazaka Poissonovog procesa u oznaci
(T, n € N) gdje je T, slucajna varijabla koja modelira vrijeme izmedu (n — 1)-ve i n-

te realizacije dogadaja.

Teorem 3.1 ([4]). Vremena medudolazaka Poissonovog procesa (T, n € N) su nezavisne

jednako distribuirane eksponencijalne slucajne varijable s parametrom \.

Dokaz. Sljede¢a dva dogadaja su ekvivalentna:
i =t} = {8 =0},

odnosno, ako je vrijeme prve realizacije dogadaja vece od t, to znaci da je broj realizacija

do trenutka ¢ jednak 0. Prema tome vrijedi sljedece:
P(Ti > t) = P(N, = 0 =&,
Nadalje vrijedi:
{T5>t| Ty =5} ={Npps — No=0| T3 =5},
pa je

P(TQ>t|T1:S)ZP(NS+t—NS:0|T1:S):P(Ns+t—Ns:0|NS:1)
= P(N,;;s— N, =0) = P(N, =0) =,

Funkcija gustocée slucéajnog vektora (77, 75) dana je s:
fanm)(5,8) = fropm (ts) fri (5) = N2e™ 26+
pa je funkcija distribucije od T5:
fr(t) = /O N frm) (s, t)ds = Ae ™,
odakle slijedi da T3 ima eksponencijalnu distribuciju s parametrom A. Uo¢imo da vrijedi i:

f(T1,T2)(87t) = fT1(S) : sz(t)> Vs,t > 07

odnosno slu¢ajne varijable 77 i T su nezavisne. Analogno mozemo napraviti i za ostale T;,,
e 3. ]

Takoder nas zanima vrijeme ¢ekanja do n-te realizacije dogadaja pa uvodimo dolazna

vremena Poissonovog procesa (S,,n € N) kao:

k=1
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Teorem 3.2 ([4]). Dolazna vremena Poissonovog procesa (S,, n € N) imaju gama distribu-

ciju s parametrima n v \.
Dokaz. Za dolazna vremena i Poissonov proces vrijedi sljedece:
{Sn <t} ={N: =2 n}

odnosno ako je vrijeme cekanja do n-te realizacije manje od ¢, to znaci da se dogadaj realizirao

barem n puta do trenutka ¢. Prema tome je

Fs (B}= P(B.£t)= P(N;2n) = ip(Nt = k)= ie—m(li')k

zat>0,azat<0je Fg (t) =0. Stoga funkcija gustoce ima oblik:
fgn(t) = 0 zat S 0,

a za t > 0 slijedi:

o0

k=n
_ _ )\t B )\t)k‘l
_ Z e )\t Z Ae >\t - 1

_ _Z)‘ e (A)" )‘t i A O‘t)k i Le M ()t — e M (A)~!

— — R — M
Py’ (k—1)! (n—1)! (n—1)!
— —)\ttn—l )\n .
[(n)
Prema tome dolazna vremena imaju gama distribuciju s parametrima n i \. U

Teorem 3.3 ([1]). Neka su (X, t > 0) i (Yz, t > 0) Poissonovi procesi s parametrima A,
redom te neka su procesi nezavisni. Proces (X;+Y;,t > 0) je Poissonov proces s parametrom
A+ .

Dokaz. Dokazimo redom zahtjeve iz definicije Poissonovog procesa:
a) Ocito je X4 +Y; =0+0=0 gs.
b) Trebamo pokazati da su
By, + %, ~ [y 5, o )i My 5 B — e 3 555)

nezavisne sluc¢ajne varijable, a to ocigledno vrijedi jer su prirasti procesa X i procesa

Y nezavisni te su procesi nezavisni.
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¢) Trebamo dokazati da je Xy s + Yy s — X — Y, Poissonova slucajna varijabla.
[zracunajmo:

P(Xt—i-s_'_Y;—i—s_Xs_l/:s:k):P(Xt—i-s_Xs—i_Y;f—i-s_Ys:k)

k
=3 PXyo—Xo=1,Ye.—Yo=k—1)
=0

k
=3 P(Xyro— X, =0)P(Yse — Yo =k —1)
=0

At)? ) L A pkt R
_ Ze—/\t( i!) ot (ut) _ e—()x—i-u)t}:tk K
=0

(k —1i)! il (k— i)l k!

1=0

Ot Y o e ot k
_ ()t 1 =1 __ ,—(A+p)t”
TR (i)” =g A

gdje zadnju jednakost dobijemo iz binomne formule. Dakle, suma dva Poissonova pro-

cesa je Poissonov proces Ciji je parametar suma parametara definiranih procesa.

O

3.1.2 Poissonov proces u terminima Markovljevih lanaca u neprekidnom vre-
menu

Poissonov proces kao jedan od primjera Markovljevih lanaca u neprekidnom vremenu moze-

mo definirati u terminima vremena skokova i vremena cekanja.

Definicija 17. Poissonov proces (X, t > 0) s parametrom X je zdesna neprekidan proces s
vrijednostima iz Ny, gdje su vremena cekanja Wy, Wy, ... nezavisne eksponencijalne slucajne

varijable s parametrom X, a lanac skokova je dan izrazom Y, = n.

Njegov dijagram dan je sljede¢om slikom:

Slika 4: Dijagram za Poissonov proces [2]

a Q-matrica je dana s:

-2 A 0 0
0O =2 X 0
A
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Napomena 4 ([2]). Uoc¢imo da u Poissonovom procesu nikada nece doci do eksplozije jer

wrifedi P, ¢ J; = 00} = 1.

Konstruirajmo u nastavku Poissonov proces u analogiji s poglavljem 2.4. Neka je (E,,n €
N) niz nezavisnih jedini¢nih eksponencijalnih slucajnih varijabli. Obzirom da je u Poissono-

vom procesu ¢(i) = A, za svaki i postavimo W,, = % Vrijedi sljedece [5]:
E, ~Jib
PW,>t)=P 7>t = PlE,.> M)=e

odnosno sluc¢ajne varijable W,, imaju eksponencijalnu distribuciju s parametrom A. Osim
toga, Jo=01J,=W;+---+ W,, n > 1. Slucajni proces X sada mozemo zapisati kao:

Xi =Y Yaly1,0()
n=0

Iskoristimo ¢injenicu da je Y,, = n pa vrijedi:

Xt = Zn][Jn7Jn+l>(t)
n=0

odnosno mozemo pisati X; = n ako i samo ako t € [Jy,, Jy11).

Napomena 5 ([5]). Uocimo da za Poissonov proces vrijedi sljedece:
Nt = ZI[O,ﬂ(Jn)7t Z 07
n=1

gdje je Ny = n ako i samo ako je t € [J,, Joi1). Ovako zadani procesi se nazivaju brojeci
procesi (vise u [4, poglavije 5.3.1.]). Proces (Ny,t > 0) definiran prethodnim izrazom broji
koliko skokova J,, se dogodilo do trenutkat > 0, tj. kako je J, = > i | W;, proces broji koliko

se eksponencijalnih varijabli realiziralo na vremenskom intervalu [0, t].

Napomena 6. Za n € N mozZemo primujetiti kako su dolazna 1 medudolazna vremena T,
i Sy 1z definicije Poissonovog procesa redom W, i J, Markovljevog lanca u neprekidnom

vremenu.

3.2 Proces radanja i umiranja

U Poissonovom procesu vrijeme ¢ekanja bilo je eksponencijalno distribuirano s parametrom
A. Sada ¢emo napraviti generalizaciju gdje ¢e parametar A ovisiti o stanju u kojemu se proces
nalazi. Neka je X; broj jedinki u sustavu u trenutku ¢. Ako u sustavu imamo n jedinki proces
moze preéi samo u stanje n+ 1 ili n— 1. Takav proces (X;, t > 0) se naziva proces radanja
i umiranja. Uzmimo n jedinki u nekom sustavu (npr. red ¢ekanja u trgovini, broj ljudi u
populaciji). Nove jedinke ¢e dolaziti u sustav s eksponencijalnom stopom A,, a napustaju
sustav s eksponencijalnom stopom pu,. Dakle, ocekivano vrijeme cekanja do dolaska nove
jedinke u sustav je 1/)\,, a ocekivano vrijeme ¢ekanja do odlaska je 1/p,. Ovako definiran
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proces (X;, t > 0) je Markovljev lanac u neprekidnom vremenu sa skupom stanja S = Nj.
Neka su dani nizovi (B, n € Ny) i (D, n € Ny) nezavisnih eksponencijalnih sluc¢ajnih
varijabli takvih da je B, ~ E(\,) 1 D, ~ E(puy,). Parametri {\,, n € Ng} i {u,, n € Ny}
se redom nazivaju stopa "radanja”’ i stopa "umiranja”. Ukoliko je u, = 0 za svaki n € N,
odnosno ukoliko u sustavu nema umiranja, proces nazivamo proces radanja. Ako dodatno
jos stavimo da je A, = X za svaki n € N, dobivamo Poissonov proces. Proces radanja u
kojemu je A\, = n\ naziva se Yureov proces ili proces s linearnom brzinom radanja. Radi

pojednostavljenja pogledajmo kako izgledaju dijagrami ovih procesa:
PP S D S — Poissonov proces

OO OO O—————— Proces radanja

O——t-O——tO——atO——®—————  rocesradanjai
0 M1 22 M33 g4 umiranja

Slika 5: Dijagrami Poissonovog procesa, procesa radanja te procesa radanja i umiranja [2]

Definirajmo matricu jednokorac¢nih prijelaznih vjerojatnosti za proces radanja i umiranja.
Kako je proces definiran na Ny, ukoliko se nalazi u stanju 0, proces moze preé¢i samo u stanje
1 pa je:

To1r — 1.
Za sve prijelazne vjerojatnosti gdje je korak veéi od 1, odnosno, |n —m| > 1 vrijedi:

Ty, =200,

Preostaje nam jos odrediti vjerojatnosti 7,11 1 1, tj. vjerojatnost da ¢e u sustav doci
nova jedinka ili da jedinka napusti sustav. Ako pogledamo prvo vjerojatnost P(B, > D,),
tj. vjerojatnost da ¢e prije do¢i nova jedinka nego da jedinka napusti sustav dobivamo [5]:

P(B, > D,) / / [ M T / / Lusyyfou (@) . () didy

= A e_’\"”/ jine “Vdyde — ———
/0 0 )‘n + Mn

gdje druga jednakost vrijedi zbog nezavisnosti slucajnih varijabli B, i D,,. Iz vjerojatnosti
suprotnog dogadaja dobivamo P(B, < D,,) pa imamo sljedeée vjerojatnosti:

An P

Tinn =~ Thp-1 = v -
N S W
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Na osnovu toga lanac skokova dan je s matricom jednokorac¢nih prijelaznih vjerojatnosti:

0 1 0 0
M1 A1
A1+p1 0 A1+ 0
Il = ©2 0 A2
Ao+p2 A2+p2

Pored toga, mozemo izracunati ()-matricu procesa radanja i umiranja. Za to trebamo brzine
napustanja stanja n, tj. gledamo koliko je vremena potrebno da proces prijede ili u stanje
n + 1 ili u stanje n — 1. To ¢emo dobiti tako da izracunamo distribuciju minimuma od B, i

D,,. Obzirom da su ove varijable nezavisne vrijedi sljedece, [3]:

Plowind B, D} = ty= P({B, >t} n{D, >t} =P(B, >8P(D, >t)=

— e—)\nte—,unt _ 6—(/\n+yn)t.

Iz ovoga slijedi da je vrijeme cekanja prvog skoka eksponencijalna slucajna varijabla s para-
metrom A, + [y, tj. vrijedi:

P(min{B,, D,} <t) =1 — e Ontun)t, (4)

Prema tome je ¢ : S — (0, 00) dan s:

Aos zan =0
(J(”):{ ’

A+ ln, zamn €N,

a Q-matrica:

—Xo Ao 0 0
B M1 —A1— i A1 0
Q= 0 2 =X — 2 Ao

Distribucija vremena ¢ekanja (W,,,n € N) procesa radanja i umiranja gdje je (Y,,n € Ny)
lanac skokova dana su s:
PIW,, > k| ¥y = &) = g el

zan €N, i€ S\{0} it > 0. Specijalno, kada je Y;,_1 = 0 vrijedi:
PW, >t|Y,_; =0) = e

zan€eNit>0.
Ako je Yy = 7 u procesu radanja Ce vrijediti Y,, = ¢ +n. Prema tome ¢e distribucija vremena
¢ekanja u procesu radanja biti:

P(Wn >1 | Yn—l - Z +n — 1) = €_>‘i+n71t

zan€e€N, 1€ S5it>0.
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Napomena 7 ([3]). Ako bi uzeli proces radanja u kojemu je g;;11 = 1, onda imamo monoton
Markovljev lanac u kojemu nema slucajnosti, odnosno tranzicija 1z © uw i + 1 je sigurna.
Prema tome, ne postoji razlika izmedu vremena cekanja uvjetno na poznavanje posjecéenih
stanja 1 bezuvjetnih vremena cekanja. Prema Teoremu 2.6 vremena cekanja ovakvog procesa

su medusobno nezavisne eksponencijalne slucajne varijable.

Napomena 8 ([2]). U (4) smo pokazali da je minimum dvije nezavisne eksponencijalne
slucajne varijable ponovo eksponencijalna slucajna varijabla. Stovide, to vrijedi i za niz

(En,n € N) nezavisnih eksponencijalnih varijabli takvih da je E, ~ E(qy,):

P(min Ey, > t) = P(W,{E, > t}) = [[ P(En > ) = [[ e = e Enzan,
fi=1 =1

Obzirom da su vremena cekanja W, uvjetno na poznavanje posjecenih stanja lanca ekspo-
nencijalne slucajne varijable, prethodna jednakost vrijedi na nacin da je najkraée vrijeme

cekanja, od ukupno n skokova, eksponencijalna slucajna varijabla s parametrom koji je jed-

n
nak Y i G
U sljede¢em primjeru ¢emo povezati proces radanja i umiranja s Poissonovim procesom.

Primjer 5 ([2]). Neka su dani (B, n € N) i (D,, n € N) nizovi nezavisnih eksponencijalnih
sluc¢ajnih varijabli takvih da je B, ~ E(N\) i D, ~ E(u), tj. zadan je proces radanja i
umiranja. Neka je R = (R, t > 0) proces koji broji koliko se osoba rodilo do trenutka t, a
S = (S, t > 0) proces koji broji koliko je ljudi umrlo do trenutkat. R i S su tada Poissonovi
procesi s parametrima X @ p. Osim toga, ako s X; oznacimo ukupan broj osoba u sustavu i

pretpostavimo da je Xg =0, © € Ny, vrijedi sljedece:
Xt = Rt = St

zat > 0. Takoder mozZemo racunati da je od n promjena stanja lanca bilo ukupno k radanja:

PR, =k S=n—k) (SHo) )
B a t =R, 0t =N —K) g (n—k)!
P(Ry=k|Ri+ St =n)= P(Ret S:=n)  <o0amr

n!

- <Z> (Aiu>k<xiu>n_k

gdje predzadnja jednakost vrijedi po Teoremu 3.3. MoZemo uociti da se radi o binomnoj

distribuciji s parametrima n i ﬁ

Nadalje, za procese radanja i umiranja mozemo racunati ocekivano vrijeme ¢ekanja do

pogotka nekog stanja pomocu rekurzija pa imamo sljedece teoreme:

Teorem 3.4 ([4]). Neka je dan proces radanja i umiranja sa stopama radanja (A,, n € No)
i stopama umiranja (f,, n € Ny), g = 0, te neka je V; vrijeme potrebno da proces prijede

12 stanja © u stanje i + 1, 1 > 0. Tada je

1 i
EV] = X o 'I;\—E[Vz—ﬂ



Dokaz. Pretpostavimo da kre¢emo iz stanja ¢ = 0. Kako je V; eksponencijalna slucajna

varijabla s parametrom )y njeno ocekivanje je:

1
EW] = e

Uvedimo identifikator izrazom:

L,

ukoliko je tranzicija iz 2 u 7 + 1,
' 0, ukoliko je tranzicija iz 2 u ¢ — 1.

Uoc¢imo da vrijedi:
B 1
YT

EVi|I; =1]

jer je vrijeme do prve tranzicije (prvog skoka) eksponencijalna sluc¢ajna varijabla s parame-

trom \; 4+ p;. U slucaju da se prvo dogodio skok unazad vrijedi:

ElVi|I; =0] = + E[Vi] + E[V]],

A+l

gdje su preostala dva ¢lana ocekivana vremena potrebna da se lanac iz stanja ¢ — 1 vrati u ¢

te vrijeme potrebno da lanac iz stanja ¢ prijede u ¢ + 1. Kako je

Hi
Pldy = 0) =wg1=
( ) = M-t Xi + Wi
te
Ai
P(I;=1) =m41 =
( ) = i1 N+ 10
slijedi:

E[V;]=EWVi|ll; =0]- P(I; =0) + E[Vi|[; = 1] - P(l; =

Ai

1 Hi 1
= ElV,_ EV;
(5 + BVl + B

o +7 A BV + EV)

(i + )2 Ai ) N+

= + ElVia] + EV;
it o Bl + BV

Sredivanjem ovog izraza dobivamo:

. + .
Ait i A+ At

O

Ukoliko zelimo dobiti oc¢ekivano vrijeme ¢ekanja do prelaska iz stanja ¢ u stanje j, ¢ < j
u ovom sluéaju trebamo sumirati E[V;] + E[Vi41] + -+ + E[Vj_1].
¢emo izracunati ocekivano vrijeme ¢ekanja do prelaska iz stanja k£ u stanje 7, ali za proces s

konstantnim stopama umiranja i radanja.
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Teorem 3.5 ([4]). Neka je dan proces radanja i umiranja sa stopama radanja N, = X i
stopama umiranja 1, = | te neka je Vi; vrijeme potrebno da proces dode iz stanja i u stanje

j,1<j4,i,7 €8. Tada je

Dokaz. Prema Teoremu 3.4 vrijedi sljedece:

[zrac¢unajmo rekurzivno E[V;]:

BV =
EVi] = %(1 + %)
E[Va] = %(1 +5+ (§)2>

0 -H( 5 (2) 5 (8)) - 527

Sada mozemo izracunati E[Vj;]:

J=l ; Jj—1 11 k+1 i—k
QiR g - (&
EVul =3 BVl=3=, -2 5 =vU k- (5) o)
A

1=

I}
e
t ?T‘

Za razliku od Poissonovog procesa, u procesu radanja moze do¢i do eksplozije, a kriterij

za to dan je sljede¢im teoremom:

Teorem 3.6 ([2]). Neka je (X, t > 0) proces radanja, Xo = 0 te neka su stope radanja
(A, n € Ny). Vrijedi sljedece:

a) Akoyezno)\ < 00 onda je P({ < c0) =1.
b) Akoyezno)\ = 00 onda je P({ = o0) = 1.

Dokaz slijedi iz Teorema 2.2.
U sljede¢em primjeru izvest ¢emo grani¢nu distribuciju za proces radanja i umiranja, a osim

toga ¢emo dobiti dovoljan uvjet postojanja iste.
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Primjer 6 ([4]). Poznato nam je da u procesu radanja i umiranja imamo sljedece:

Qj:)\j—i-,uj, zaj>0,

qdo = )\07
ki = (Aj + 1) Trj,
Aj
ol = R g
/) )
14

ﬂ-','—l: .
P Nty

Sada koristeci jednadzbu ravnoteze dobivamo sustav:

XoTo = 1Mo
(A1 p1)mo = pamo + Aomo

()\n + ,U/n)nn = Un+1Mn+1 + >\n—177n—1-

Dodavajuci svakoj sljedecoj jednadzbi prethodnu dobivamo:

>\o770 = H1To
A1no = HaMo

)\nnn = Un+1Tn+1,

sto je ustvari detaljna ravnoteza te ako izrazimo sve preko ngy:

Ao
o = —To
H1
A1 A1 Ao
o = —To = "o
H2 M2
An—i Ap—1 w5 ATAG
T = h—1=————To-
HUn HUn - - 21
Koristeéi svojstvo da je Y n, =1 dobivamo:
A1 Ao
+ =1
Tlo T 7o nz T
12 Cega slijedi:
1
o = BT
1+ Z” 1 Mnl lelno
An—1 + v » A1 N
T =

P Ao |
fin u2u1(1 + Zn o w
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Iz ovih jednakosti mozZemo uociti kako postoji uvjet za postojanje granicnih vjerojatnosti.

Naime, suma mora biti konacna kako n, ne bi bila 0. Odnosno imamo sljedeci uvjet:

Z n 1- )\1)\0

— - 2t

a on Ce biti zadovoljen kada je N, < p, za svaki n jer u suprotnom je brzina radanja veca i

proces raste neograniceno pa granicna distribucija ne postoji.

3.3 Redovi cekanja

Redovi ¢ekanja ili teorija redova je dio teorije slucajnih procesa koji izuc¢ava primjenu te-
orije na primjerima redova u trgovinama, telefonskim linijama i slicno. Naime, imat ¢emo
sustav u kojemu se nalaze stranke (kupci) i posluzitelji. Vremena medudolazaka kupaca
su nezavisne i jednako distribuirane slucajne varijable. Vremena posluzivanja kupaca su
takoder nezavisne i jednako distribuirane varijable nezavisne od vremena medudolazaka.
Broj kupaca u sustavu u trenutku ¢ oznacavamo s X;, a cilj ¢e nam biti konstruirati taj
slucéajni proces (X, t > 0) i izracunati razna svojstva i numericke vrijednosti u konkretnim
modelima redova ¢ekanja. Kada su vremena medudolazaka kupaca i vremena posluzivanja
eksponencijalne slucajne varijable, slucajni proces X ¢e biti Markovljev lanac u neprekid-
nom vremenu. Redove oznacavamo a/b/n, gdje a predstavlja distribuciju meduvremena
dolazaka, b oznacava distribuciju vremena ¢ekanja u redu te n broj posluzitelja u sustavu,

n € N. Oznaka M za a i b govori da zadovoljavaju Markovljevo svojstvo.

3.3.1 M/M/1 redovi ¢ekanja

M/M/1 red ¢ekanja jedan je od primjera procesa radanja i umiranja gdje je A, = A 1, = pu.
U ovom su redu meduvremena dolazaka eksponencijalne slucajne varijable s parametrom A,
a vremena ¢ekanja do posluzivanja takoder eksponencijalne sluc¢ajne varijable s parametrom
(. S druge strane, proces mozemo definirati tako da je broj osoba koje dolaze u red Poissonov
proces s parametrom A, a broj posluzenih klijenata takoder Poissonov proces s parametrom
1. Pretpostavit ¢emo da je u trenutku ¢ > 0 u sustavu ¢ kupaca, odnosno X; =i, 7 > 1.
U skladu s oznakama iz poglavlja 3.2 oznac¢imo s D,, vrijeme Cekanja do prvog posluzivanja
kupca, a s B,, vrijeme ¢ekanja do dolaska novog kupca.

Pogledajmo prvo kako éemo opisati vrijeme ¢ekanja do prve promjene stanja lanca. Vrijeme
¢ekanja do prvog skoka, odnosno prve promjene stanja lanca je upravo min{B,, D,}, a
minimum eksponencijalnih slucajnih varijabli je opet eksponencijalna slucajna varijabla s
parametrom A + .

Zatim pogledajmo stope prelaska. Iz stanja ¢ mozemo prijeéi samo u stanje i + 1 (u slucaju
B, > D,) ili i — 1 (u slucaju B,, < D,,). Stope prelaska stanja su dane s:

Qii+1 = >\ { > 0

Qi1 = 1, ¢ > 0.
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Dijagram opisanog procesa i () matrica su dani su s:

Slika 6: Dijagram za redove ¢ekanja M/M/1 [2]

-2 A 0 0
W == A 0
0 1 “A—u A

Zatim pogledajmo jednokoracne prijelazne vjerojatnosti pripadnog lanca skokova:

A
H_zai>o
il

Tor = 1, M1 = m I g = e

Kako su stope prelaska g;; konstantne i ne ovise o stanju u kojemu se nalaze, za distribucije
vremena ¢ekanja (W, n € N) vrijedi:

P(W, >t|Y, 1 =1i) = P(W, >t)=e Ot
zan €N, i€ S\{0} it > 0. Specijalno, kada je Y;,_1 = 0 vrijedi:
PW,>t|Yy1=0=e™ neN, t>0.

Nadalje, znamo da je broj dolazaka Poissonov proces s parametrom A, pa mozemo reé¢i da
¢e u intervalu duljine ¢ ocekivani broj klijenata koji su dosli u red biti Af, a oc¢ekivani broj
posluzenih klijenata je ut. Prema tome, ocekivani broj klijenata koji ¢ekaju u redu u trenutku
tje At —put = (A —p)t, [4].

Takoder moramo razmotriti odnos izmedu A i u.

U slucaju kada je A > p, X; — 00, za t — oo jer kupci brze dolaze nego sto su posluzeni pa
je proces X prolazan, [2]. Obzirom da je prolazan ne postoji grani¢na distribucija 7, a to
mozemo vidjeti i u primjeru 6. Invarijantnu mjeru u ovom slucaju trazimo tako sto zelimo

pronaci mjeru 7 koja je u detaljnoj ravnotezi s () pa imamo sustav jednadzbi sljedeceg oblika:
Midi; = M;dji, Vi,J € S.

Prema Primjeru 6 za A\, = A i yu,, = p dobivamo invarijantnu mjeru:

= ()
) [ 0-

35



U slucaju kada je A < p postojat ¢e graniéna distribucija, a kako zadovoljavamo pretpostavke

Teorema 2.24 invarijantna distribucija je jednaka grani¢noj pa mozemo pisati:

(-3

a to je upravo pomaknuta geometrijska distribucija s parametrom 1 — 2

i Prema Teoremu
2.22 ocekivano vrijeme cekanja da se proces vrati u 0, odnosno da se sustav isprazni, dano

je s:

_ 4 B
qoTo )\(M—)\).

Ocekivano vrijeme boravka u stanju 0 je dano s [2]:

mo

1 1
Qo A
Osim toga, pomoc¢u prethodne dvije izracunate vrijednosti mozemo racunati ocekivano vri-

jeme tokom kojeg je posluzitelj neprekidno zauzet (vrijeme da se sustav vrati u 0 - vrijeme
koje je proveo u stanju 0), tj. ocekivano vrijeme da sustav nije prazan kao:

1 1
my— — = ——.
Qo H—A
Osim toga, uobicajeno je racunati asimptotski srednji broj kupaca pa obzirom da je n,

grani¢na vjerojatnost sustava koji sadrzi n klijenata slijedi da je [4]:
- - A\ A A
E[Xi]| =) nn, = n(—) (1——)2—,t—>oo,
=g =) V) mis

gdje zadnja jednakost vrijedi iz algebarskog izraza:

Syt
o (1—x)?

Asimptotski srednje vrijeme koje kupac provede u redu mozemo racunati preko Littleove
formule koja je dana s [1]:

ocekivani broj osoba u sustavu =

stopa dolaska kupaca x o¢ekivano vrijeme koje kupac provede u sustavu

pa je prema tome asimptotski srednje vrijeme koje kupac provede u redu dano s:

ElX:) 1

= t 1
) Y — 00

Vise o Littleovoj formuli moze se pronaéi u [1, poglavlje 3.2.2.].
Kako je A\, = A1 p, = p mozemo koristiti i rezultate Teorema 3.5, tj. ako s V; oznacimo
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vrijeme cekanja do prelaska iz stanja ¢ u stanje 7 + 1, a Vj; vrijeme cekanja do prelaska iz
stanja k u stanje j vrijedi:

)H—l

i —{5 =

yl':

E[Vi] =

i )
e )

Prema primjeru 5 mozemo gledati koliko je dolazaka kupaca bilo u ukupnom broju promjena

s sn- () (c25) ()

Primjer 7. Pretpostavimo da se nalazimo u trgovackom centru i promatramo red na blagajns.

= >,
|

stanja:

Blagajnik posluzuje kupce brzinom 1 kupac po minuti, a kupci dolaze svakih 1 minutu i 15
sekundi. Pretpostavimo da se red éekanja dolazaka 1 posluzivanja kupaca mozZe modelirati
procesom radanja 1 umiranja gdje je A = , a p = 1. Koristeci prethodni primjer izracunajmo
numericke karakteristike modela opisane u poglavlju. Mozemo odmah uociti da je A < p. Q

matrica je dana s:

4 4
T4
"5 B
= 9 4 :
¥ 0 1 -5 3
a jednokoracne prijelazne vjerojatnosti:
4
Tii+1 9’
5
Tii—1 = 9’
o1 = 1.

Distribucije vremena ¢ekanja (W,,,n € N) dane su kao:
P(W, >t|Y,_1=1) = P(W, >t)=e 5
zan €N, i€ S\{0} it > 0. Specijalno za Y,—1 = 0 vrijedi:
P(W, >t|Y,_1 =0) =e 5t

zan€e€ Nt >0.
Ocekivan broj osoba koje su dosle na blagajnu do trenutka t je %t, a ocekivan broj osoba koje

su posluzene je t. Ocekivano vrijeme da je blagajna prazna je:

I )

— = —, tj. 1 minuta i 15 sekunds,
qp 4
a ocekivano vrijeme potrebno da se blagajna isprazni:
25
W= 7 , tJ. 6 minuta @ 15 sekundi.
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Ocekivano vrijeme tokom kojeg je posluZitelj neprekidno zauzet je:

1
my — — =5, tJ. & nunuta.
4o

(-0

E,[X)] =4, t > o0

Granicna distribucija dana je s:

Asimptotski srednji broj kupaca je:

te asimptotski srednje vrijeme koje kupac provede u redu:

Ey[Xi]

N 5, t— o0
Jednadzbe za racunange V; i Vi; su dane s
s 5)t+1
By = =
5
1 5\ 1 — (8)ik
EWViil=—j—k—- |- — 4
-6 (0) 5

pa izracunajmo ocekivano vrijeme cekanja da proces dode iz stanja 0 u stanje 10:
EVp10) = 157.8306, tj. 2 sata i 37 minuta.

MozZemo izracunati vierojatnost da je od ukupno 20 promjena stanja u redu, 10 bilo dolazak

20\ /4N 10 1\ 10
pim s s =m = () (1) (2)" ~osss
5

3.3.2 M/M/s redovi ¢ekanja

kupca

Sliéno kao u prethodnom poglavlju imamo red klijenata i posluzitelja pri ¢emu je sada broj
posluzitelja veéi od 1. Pretpostavljamo da je vrijeme ¢ekanja do dolazaka klijenata ekspo-
nencijalna slucajna varijabla s parametrom ), a vremena cekanja do posluzivanja eksponen-
cijalne slucajne varijable s parametrom p. Vrijeme cekanja do oslobadanja prvog posluzitelja
je onda minimum (od broja zauzetih posluzitelja, a pretpostavimo da je ono i < s) eksponen-
cijalnih slu¢ajnih varijabli pa je to ponovno eksponencijalna slu¢ajna varijabla s parametrom
1. Maksimalna stopa posluzivanja je kada su svi posluzitelji zauzeti i iznosi su. Ponovno

imamo proces radanja i umiranja sa sljedeé¢im dijagramom:
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Slika 7: Dijagram za redove ¢ekanja M/M/s [2]

Elementi ()-matrice dani su izrazom:
Qi1 = A\, Vi >0

i el Li<s
Qii—1 = )
S, 29,43 8,

a (Q matrica:

B 3 0 0
b= A—u A 0
Q=1 0 24 —x—2u X

Osim toga prijelazne vjerojatnosti mozemo izraziti kao:
A an
— 1 Tj—1 = :
A+ip S i

o1 = 1, T+l = , Za 1> 0.

Ovdje stope prelaska ¢;; nisu konstantne te su distribucije vremena ¢eckanja (W,,,n € N)
dane s:

e~ Mt 79 1<i<s

Atsp)t
)

e ( za i > S.

P(Wn>t|Yn_1:i):{
zan € Nit > 0. Uslucaju kada je Y,,—1 = 0 vrijedi:
PW,>t|Y,_1=0)=e™

zan€eNit>D0.
Postojanje invarijantne distribucije ponovno ovisi o odnosu parametara.
U slucaju kada je A > su, brze klijenti dolaze nego sto bivaju posluzeni pa je proces prolazan,

[5]. U slucaju A < sy vrijedi:

=l WP Ot T "
. gy < 0
n; [ - - - Hofly 2, p(2p) - .. (sp)(sp)"—*

pa postoji grani¢na distribucija a prema Teoremu 2.24 grani¢na distribucija i invarijantna

su jednake. Invarijantnu distribuciju dobivamo iz detaljne ravnoteze:
Niqii+1 = MNi+19i4+1-
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U sluéaju A > sp invarijantna mjera lanca dana je s [5]

A .
n = z'!_p”?Oa za0 <1< s
l Z za t > S.

X
Stsi—s2 10>
Kada je A < su postoji granic¢na distribucija, jednaka je invarijantnoj te imamo izraz:

mo_ %(ﬁ)iy za 0<i<s
Ho =(2), zai>s,

slst=s \

gdje se 1y dobije iz jednadzbe Y = 7 = 1 kao:

S )\z 0 )\z —1
o = (Z il - Z s!s"—s,ui)

=0 i=s+1

Pogledajmo kako izgleda grani¢na distribucija u slucaju kada je s = oo, [2]. Obzirom da je:

[e’e} i —1
o = (Z .)\ ) — ek

granicna distribucija ima oblik:

sto je Poissonova distribucija s parametrom % Osim toga, mozemo primijeniti Teorem 3.4

gdje je:
1 - T4 2EV; 4], za0<i<s
E[‘/;]———F&E[V;_l]: A A i—1] =
AN %%—%"E[Vl_l], zai> 8

sto rjesavamo rekurzivno.

Primjer 8. Nalazimo se u trgovackom centru i promatramo red na blagajni, ali ovaj put s
3 blagajnika. Svaki blagagnik posluzuje 1 kupca uw minuti, a kupci dolaze svakih pola minute.

Sada je A\ =2, a p =1 pa imamo X\ < 3 te je stoga lanac povratan. Lancu pripada sljedeca

Q) matrica:
-2 2 0 0
1 -3 2 0
Q=10 2 -4 2
1 jednokoracne prijelazne vjerojatnosti:
2
Tii+l = 5 =
oy
i
Tii—1 = -
YT 24



Distribucija vremena cekanja (W,,n € N) je ovdje:

R 1<i<3
e za i
W, >E| Y, a=it)= ’ -
( [ Yo =) {e““, 2ot > &
zan €N 1t >0. Uslucaju kada je Y, 1 =0 vrijedi:

PW,>t|Y, 1=0)=¢2%

zan €Nt >0.

Mo je dobivena:

<DL PR .
w= (X3 2 5e=?) =3
0 1=4

i=

Invarijantna distribucija dana je s:

212 2a0<i<3
=9 ;
54.3+,32l, za 1 > 3.
Lzracunajmo nekoliko vremena V; za ovaj primjer:
1 1
EVel=—==
Vol =55 =3
1 1 3
EW] =5+ SEh] =4
1 2 5
EWV]==-+-FE[T]=-
[Vl 5 4 5 [T1] )
i 19
ElV3| = -+ -E[lZ] = —
[V3] 5 + 5 T3] 3
1 3 65
EVy ==+ -FETs] = —

odnosno E[Vy] mozZemo interpretirati tako da je ocekivano vrijeme éekanja da se red poveca

s 4 kupca na 5 kupaca priblizno jednaka 4 minute.

3.4 Linearni model rasta s imigracijom

Linearni model rasta s imigracijom (izvor: [4]) je joS jedan od primjera procesa radanja
i umiranja. Oznac¢imo s X; broj jedinki u sustavu u trenutku ¢. U ovom procesu svaka
jedinka se rada eksponencijalno brzo s brzinom A\, a za populaciju od n jedinki imamo brzinu
radanja n\ ukoliko je X; = n. Osim toga, postoji moguénost imigracije (dolaska novih jedinki
u sustav seobom), a imigracija ¢e biti eksponencijalna slu¢ajna varijabla s parametrom 6.
Prema tome je stopa radanja procesa A\, = n\ + . Svaka jedinka umire eksponencijalno
brzo sa stopom p pa je ukupna stopa umiranja u procesu od n jedinki ny. Dakle, u ovom

procesu su elementi ()-matrice dani s:

Qnn+1 = nA+0

Qnn—1 = M.
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Pogledajmo kako izgledaju distribucije vremena ¢ekanja (W,,n € N). Zan € N, i € S\{0}
it > 0 vrijedi:
P(Wn >t | YTL—I — Z) — 6_(0+i()‘+/1'))t7

a specijalno za Y,_1 =0 je:
PW,>t|Y,_1=0)=¢?%

zan€Nit>0.
Odredimo jednadzbu za ocekivani broj osoba u sustavu odnosno M (t) = E[X;]. Za h > 0,

moze se dogoditi jedno od sljedeceg:
e X;., = Xy + 1, odnosno populacija je dobila novu jedinku u h vremena;
e X;., = Xy — 1, odnosno populacija je izgubila jedinku u h vremena;
o X 5 = X4, tj. nema promjena.

Vjerojatnosti realizacija ovih dogadaja izveli smo u dokazu Teorema 2.9, odnosno dobili smo
da je
Pij(h) = hq(i)mi; + o(h) = hgi; + o(h).

U linearnom modelu rasta je j € {i + 1,4, — 1} pa dobivamo sljedece:
e Xiin = Xi + 1 s vjerojatnoséu (6 + A\Xy)h + o(h);
o X=X —1 s vjerojatnoséu uXih + o(h);

o X;.p = X; s vjerojatnoséu 1 — (uX; + 0 + AXy)h + o(h).

Izracunajmo:
ElXpn|Xe = i) = (i + D)P(Xpyn = i + 1| X, = i) + iP(Xpup, = 1| X, = i)
+ (1 = 1) P(Xeqpn =i — 1|X; =)
= (i+1)((0 + Xi)h +o(h)) +i(1 — (ui + 0 + Xi)h + o(h))
+ (i — 1) (pih + o(h))

=1+ [0+i\—iulh + o(h)

Prema tome je
E[Xt+h|Xt] - Xt -+ [9 —+ Xt)\ - Xt/,l,]h + O(h)

Sada koriste¢i Teorem o dvostrukom ocekivanju:
M(t + k) = E[Xi 4] = BIE[Xeoal X,

pa je
M(t+h)= M)+ (N—pu)M(t)h+ 0h + o(h).
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Ako jednadzbu podijelimo s A, a zatim A pustimo u 0 dobivamo:
M'(t)=(AN—p)M(t)+6

sto je linearna diferencijalna jednadzba. Uz pretpostavku Xy = i, odnosno M (0) = i rjeSenje

linearne diferencijalne jednadzbe je:

3.5 Model infekcije

Promotrimo kako se infekcija Siri u populaciji od N jedinki pri ¢emu osoba kada postane
zarazena, ostaje do kraja u tom stanju. Neka je kontakt dviju jedinki u populaciji dan
Poissonovim procesom s parametrom )\, a kada dode do kontakta ukljucuje dvije nasumicne
odabrane osobe odnosno imamo (];[ ) parova u cijeloj populaciji. Ukoliko u kontaktu budu
zarazena i nezarazena osoba, vjerojatnost da dode do infekcije nezarazene osobe je p. S X}
oznacavamo broj zarazenih osoba u trenutku ¢ i to je upravo Markovljev lanac u neprekidnom
vremenu. To mozemo lako zakljuciti jer zadovoljava Markovljevo svojstvo (broj osoba koji
¢e se zaraziti u neposrednoj buduénosti ovisi samo o sadasnjosti). Obzirom da u ovom
modelu osoba ostaje zarazena, imamo model radanja. Sada ¢emo probati izracunati koliko
je vremena potrebno da se cijela populacija zarazi ako pretpostavimo da je X; = n. Obzirom
da je broj zarazenih osoba n, broj nezarazenih osoba je N —n. Kada dode do kontakta postoji
nekoliko opcija:

e odabrali smo dvije nezarazene osobe s vjerojatnoséu %N &f;l,
e odabrali smo dvije zarazene osobe s vjerojatnoséu %]@;_11,
e odabrali smo jednu zaraZenu i jednu nezarazenu osobu s vjerojatnoséu 2+ %:’f

[zracunajmo prijelazne vjerojatnosti. X; ée se povecati u slucaju kada smo odabrali jednu
zarazenu osobu i jednu nezarazenu osobu s time da je vjerojatnost zaraze p pa je prema

tome:
nN—n

NN-1

U svim preostalim sluc¢ajevima broj zarazenih osoba ostaje isti (pri ¢emu se mogao dogoditi

7Tnn+1 = 2 p-

kontakt zarazene i nezarazene ali da nije doslo infekcije) pa je:

(N—n)(N—n—1)+n(n—1) nN-—n
o = N(N —1) Iy N1

(1—p).

Stopa radanja je onda jednaka umnosku stope kontakta A\ i vjerojatnosti da je doslo do

kontakta zarazene i nezarazene osobe te da ona postane zarazena:

n(N —n)

M =2NE o)

p,n=0,...N — 1.
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Prema tome je distribucija vremena skokova (vremena do sljedece zaraze) ovako zadanog
procesa dana s:
. —op N0y
P > 8| Yy =1) = S04
zan €N, i€ Sit>0. Kako je otekivano vrijeme ¢ekanja da lanac napusti stanje 7 jednako
1/)\;, ocekivano vrijeme ¢ekanja da lanac koji krecée iz stanja 1 dode u stanje N je:

=2

-1

=

-1

1 NN-1) 1
n(N —n)

: An 2pA

S
Il
o

n
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Sazetak

U ovom radu upoznajemo se s Markovljevim lancima u neprekidnom vremenu, pripadnim
vremenima skokova i vremenima c¢ekanja. Osim toga, radimo konstrukciju Markovljevog
lanca, definiramo pripadne prijelazne vjerojatnosti i generatorsku matricu. Zatim iskazujemo
jednadzbe unatrag i unaprijed. Na kraju drugog poglavlja radimo klasifikaciju stanja lanca,
definiramo invarijantnu i grani¢nu distribuciju te ih povezujemo teoremom. Nakon toga,
prezentiramo primjere Markovljevih lanaca u neprekidnom vremenu. Detaljnije se bavimo
procesom radanja i umiranja te Poissonovim procesom. Naposljetku ilustriramo teoriju na

nekoliko modela redova ¢ekanja, model infekcije te model rasta s imigracijom.
Kljuéne rijeci

Markovljev lanac u neprekidnom vremenu, vremena skokova, vremena cekanja, prijelazne
vjerojatnosti, generatorska matrica, jednadzba unaprijed i unatrag, invarijantna distribucija,

granicna distribucija, proces radanja i umiranja, Poissonov proces, redovi ¢ekanja
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Continuous-time Markov chains and waiting times

Abstract

In this paper we introduce continuous-time Markov chains, the corresponding jumping and
waiting times. Moreover, we construct the Markov chain, introduce transient probabilities
and the generator matrix. Next, we state the backward and forward equation. At the end of
section two, we go through the classification of states of the chain, define the invariant and
stationary distribution, and connect them by a theorem. Finally, we present some examples
of continuous-time Markov chains. We thoroughly go into birth and death process and
Poisson process. Lastly, we illustrate the theory in modeling queues, infection model and

immigration growth model.
Key words

continuous-time Markov chain, jumping times, waiting times, transition probabilities, gene-
rator matrix, forward and backward equation, stationary distribution, limiting distribution,

birth and death process, Poisson process, queues
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