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Uvod

U svakodnevnom zivotu susre¢emo se s raznim oblicima ¢ekanja u redu. Neki od primjera su
¢ekanje u redu u banci ili trgovini, ¢ekanje dolaska vlaka, da racunalo izvrsi zadatak, ¢ekanje
da predstavnik sluzbe za korisnike odgovori na poziv itd. Veéina redova cekanja radi na dobro
poznatoj metodi, koja podrazumijeva da prvi bude posluzen klijent koji prvi dode. Ta metoda
funkcionira dobro dok se u redu nalaze dva ili tri klijenta. Duzi redovi ¢ekanja sa sobom donose
guzvu, nervozu, nesuglasice te nezadovoljstvo klijenata koji ¢ekaju na uslugu. Zbog ubrzanog
nacina zivota, klijenti ¢esto napustaju red ¢ak i prije nego su posluzeni.

Teorija redova cekanja je grana matematike koja proucava kako se redovi formiraju, kako
funkcioniraju te ima li problema u njihovom funkcioniranju. Ispituje svaku sastavnicu cekanja u
redu, ukljucujuéi proces dolaska, proces usluge, broj posluzitelja, broj klijenata te broj mjesta u
sustavu. Kao grana operacijskih istrazivanja, teorija redova ¢ekanja moze pomod¢i u donosenju
poslovnih odluka o tome kako izgraditi ucinkovitije i isplativije sustave tijeka rada. Cilj teorije
redova cekanja je dizajniranje uravnotezenih sustava koji sluze korisnicima brzo i u¢inkovito, ali
ne kostaju previse da bi bili odrzivi. Ukljucuje analizu dolazaka u objekt i analizu procesa koji
se trenutno odvijaju za njihovo usluzivanje. Konacni rezultat je skup zakljucaka koji imaju za
cilj identificirati sve nedostatke u sustavu i predloziti kako se oni mogu poboljsati.

U ovom radu proucavat ¢emo klasu modela u kojima klijenti na slucajan nacin dolaze u
odredenu ustanovu gdje ¢e im biti pruzena potrebna usluga po koju su dosli. Po dolasku su
prisiljeni ¢ekati u redu dok ne budu posluzeni te nakon toga odlaze iz sustava. Za takve modele
odredivat ¢emo ocekivani broj klijenata u sustavu te ocekivano vrijeme koje klijent provede
cekajudéi u sustavu. Modelima takvog oblika bavi se teorija redova ¢ekanja.

U prvom poglavlju ovog rada navedeni su i objasnjeni osnovni pojmovi potrebni za razumije-
vanje rada. Takoder su navedeni parametri i formule vezani uz teoriju redova ¢ekanja. Opisane
su glavne komponente od kojih se sustavi ¢ekanja sastoje, ukljucujuéi proces dolaska, proces
usluge i disciplinu redova ¢ekanja.

U drugom poglavlju bavimo se sustavima cekanja koji za pretpostavku imaju da su dolasci
i vremena cekanja eksponencijalno distribuirani. Obraden je proces radanja i umiranja. Kao
posebna vrsta tog procesa, objasnjen je M/M/1 sustav ¢ekanja. Bit ¢e jasno da je to najjednos-
tavniji od svih sustava cekanja jer vremena dolaska kao i vremena usluge imaju eksponencijalnu
distribuciju te postoji samo jedan posluzitelj.

U tre¢em poglavlju objasnjen je koncept mreza redova ¢ekanja. Navedena je podjela te
je za svaku naveden primjer u obliku grafickog prikaza. Najvise smo se pozabavili otvorenim
sustavima jer je njihova primjena najcesca.

U céetvrtom poglavlju obraden je sustav M/G/1 ¢ija vremena izmedu uzastopnih dolazaka
imaju eksponencijalnu distribuciju, dok vrijeme usluge ima proizvoljnu distribuciju G. Takoder
¢emo izvesti formulu za izracunavanje ocekivanog vremena tijekom kojeg je posluzitelj zauzet.

U petom poglavlju opisan je sustav G/M/1, odnosno sustav ¢ija ¢e vremena izmedu uzas-
topnih dolazaka imati proizvoljnu distribuciju G, dok ¢e vrijeme usluge imati eksponencijalnu
distribuciju. Za ovaj model ¢emo izvesti formulu za izracunavanje oc¢ekivane duljine razdoblja
zauzetosti 1 mirovanja.

U zadnjem dijelu rada ¢emo dio teorije koji je najsusretljiviji u svakodnevnom zivotu primi-
jeniti na stvarne podatke uz pomo¢ R paketa ”queueing” te ”queuecomputer”.



1 Osnovni pojmovi

1.1 Osnovni elementi sustava posluzivanja

Sustav posluzivanja ¢ini red ¢ekanja zajedno s posluziteljem. Sastoji se od tri komponente, a
to su: proces dolaska, mehanizam usluge te disciplina reda ¢ekanja. Slika 1 prikazuje strukturu
sustava posluzivanja.

dolasci—>§ Q

klijent T posluzitelj
red

Cekanja
sustav

Slika 1: Struktura sustava posluzivanja

e Proces dolaska opisuje kako klijenti dolaze u sustav te distribuciju dolaska klijenata.

e Mehanizam usluge odreden je brojem posluzitelja, ima li svaki posluzitelj svoj red ili
postoji jedan red kojeg posluzuju prisutni posluzitelji te distribucijom klijentovog vremena
cekanja usluge.

e Disciplina reda c¢ekanja odnosi se na pravilo koje posluzitelj koristi za odabir sljedeceg
klijenta iz reda kada zavrsi s posluzivanjem trenutnog klijenta (npr. First In First Out,
Last In First Out, na temelju prioriteta, slucajni odabir...).

1.2 Proces dolaska

U ovom poglavlju, prvo ¢emo definirati osnovne pojmove potrebne za razumijevanje nastavka
rada. Definicije su preuzete iz [8] i [9].

Definicija 1.1. Slucajni proces { Xy, t € T} je familija sluéajnih varijabli na istom vjerojatnos-
nom prostoru (Q, F, P), pri ¢emu je t element parametarskog skupa ili skupa indeksta T C R.

Definicija 1.2. Proces obnavljanja je slucajni proces S = {S,,n > 0} definiran sa
pri éemu je {Y,,n > 1} niz nenegativnih nezavisnih, jednako distribuiranih sluéajnih varijabli.

Nadalje definirajmo brojeéi proces { Ny, t > 0} na nacin:
Ny = Z l[O,t](Sn) = Z ]l{SnSt}a t>0. (1.1)
n=0 n=0
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Ukoliko pretpostavimo da su vremena izmedu dolazaka nezavisna i jednako distribuirana
tada je broj dolazaka {N(t),t > 0} do trenutka ¢, proces obnavljanja. Dakle, proces dolaska
je proces obnavljanja u kojem su vremena izmedu dolazaka nenegativne, nezavisne i jednako
distribuirane slucajne varijable.

Proces dolaska klijenata moze se opisati na dva nacina ([7, str. 386]):

1. Karakteriziranjem broja dolazaka u jedinici vremena (stopa dolazaka),
2. Karakteriziranjem vremena izmedu uzastopnih dolazaka (vrijeme izmedu dolazaka).

Varijabla A\ oznacavat ¢e ocekivanu stopu dolazaka. U ovom slucaju, % oznacava ocekivano
vrijeme izmedu dolazaka. Funkcija distribucije vremena izmedu dolazaka klijenata oznacava se
s A(t) pri cemu je

A(t) = P{vrijeme izmedu dolazaka <t}

% _ 7tdA(t).

Ovdje pretpostavljamo da su medudolazna vremena nezavisna i jednake duljine sto znaci da
je samo A(t) znacajan. Ukoliko postoje razlic¢iti tipovi klijenata, Sto je cest slucaj, onda svaka
klasa moze imati vlastitu funkciju distribucije za opisivanje svog procesa dolaska. Nacin na koji
se obrazac dolazaka mijenja u vremenu moze biti vazan (npr. broj kupaca koji stignu u trgovinu
moze biti veéi kasno poslijepodne nego rano ujutro).

Za uzorak dolazaka koji se ne mijenja tijekom vremena kazemo da je proces dolaska homogen.

te

Ako je proces dolaska invarijantan na vremenske pomake naziva se stacionarnim procesom
dolaska (za vise vidi [§]).

Broj posluzitelja oznacen je s C. Ukoliko postoji vise od jednog posluzitelja, postoje dvije
mogucénosti:

1. Svaki posluzitelj ima svoj red. Npr. svaka blagajna u trgovini ima svoj red.

2. Ima manje redova nego posluzitelja. U vecini slucajeva, postoji jedan red za sve posluzitelje.
Npr. jedan red se obi¢no formira ispred vise saltera u banci.

1.3 Proces usluge

Vremena usluge potrebna za posluzivanje svakog klijenta su slucajne varijable, nezavisne i jed-
nako distribuirane te neovisne o vremenu dolaska i posluziteljima. Analogno kao u odjeljku 1.2
je broj posluzenih {M (t),t > 0} do trenutka ¢, proces obnavljanja.

Proces usluge se moze opisati stopom, odnosno brojem klijenata posluzenih po jedinici vre-
mena ili vremenom potrebnim za posluzivanje klijenta ([7, str. 387]). Parametar p oznacava
ocekivanu brzinu usluge pa stoga i oznacava ocekivano vrijeme usluge. Za oznacavanje funkcije

distribucije vremena usluge koristimo B(z) i definiramo ga kao

B(z) = P{vrijeme usluge < z}



Dakle,

% = O]Ode(x).

Nadalje, stopa usluge uvjetovana je ¢injenicom da sustav nije prazan. Ako je sustav prazan,
posluzitelj mora biti neaktivan. lako je uobic¢ajeno povezati distribuciju vremena usluge s
posluziteljem, vrijeme usluge je zapravo vrijeme koje je posveceno klijentu prilikom pruzanja
usluge. Usluga moze biti pojedinacna, sto ¢e opcenito biti sluc¢aj u radu, ili grupna kao npr. u
odjeljku 4.2 ([7, str. 387]).

1.4

Disciplina redova

Nacin na koji se klijenti biraju iz reda te posluzuju naziva se disciplina reda. Neke od najces¢ih
tipova discipline redova su( [1, str. 63]):

1.5

FIFO (First In, First Out) ili FCFS (First Come, First Served). Klijenti su posluzeni
redom kojim dolaze. Ovo je uobicajeni posupak u uredenom redu i stoga osnovna pret-
postavka u radu, osim ako nije drugacije naznaceno.

LIFO (Last In, First Out) ili LCFS (Last Come, First Served). Ova disciplina prednost
daje klijentu koji je posljednji dosao u red. Jedan od primjera su keksi u kutiji, odnosno
ukoliko su keksi u kutiji poslagani jedan na drugi, prilikom uzimanja keksa prvo ¢emo
uzeti onaj koji je posljednji slozen.

SIRO (Service in Random Order), odnosi se na nasumic¢an odabir koji, neovisno o vre-
menu dolaska u red, svakom klijentu daje istu vjerojatnost posluzivanja.

PS (Processor Sharing) podrazumijeva da klijenti dijele posluzitelja, npr. kada je pri-
sutno n klijenata, posluzitelj dodjeljuje % svoga kapaciteta svakom klijentu. Ekviva-
lentno, klijenti dobivaju uslugu po stopi % i napustaju sustav kada posluga dosegne vrijeme

posluzivanja. Uzmimo za primjer racunalo koje obavlja nekoliko zadataka istovremeno.

RR (Round Robin) slucaj je u kojem posluzitelj radi na klijentima jedan po jedan u
fiksnom vremenu, kvant J. Klijent koji nije dobio potpunu uslugu tijekom tog vremena
vraca se u red cekanja i prije nego moze ponovno dobiti uslugu , drugi klijenti imaju pravo
na svoje vrijeme (kvant) 6. Kako J postaje beskonaéno mali, PS se dobije kao granic¢ni
slucaj od RR.

PRIOR podrazumijeva prioritet posluzivanja koji prednost posluzivanja daje odredenim

klijentima. Najcesce je koristen u hitnoj pomoci za odredivanje redosljeda kojim ¢e pristigli
pacijenti primiti lije¢nicku pomoc.

Kendallov zapis

David George Kendall bio je engleski statisticar i matematicar koji je definirao zapis za teoriju
redova cekanja. Navedeni zapis koristi se pri karakterizaciji sustava redova ¢ekanja. Ima oblik

A/B/C/X/Y/Z pri éemu ([7, str. 396)):



e A oznacava distribuciju procesa dolaska,
e B oznacava distribuciju procesa usluge,
e C oznacava broj posluzitelja,

e X oznacava kapacitet sustava, odnosno maksimalni broj klijenata dozvoljen u sustavu
cekanja

e Y oznacava veli¢inu populacije klijenata, a
e 7/ oznacava disciplinu redova cekanja.
Neke od moguéih distribucija za A i B su :

e M - oznacava da je proces dolaska Poissonov s eksponencijalnim vremenima medudolaska,

E), - Erlangova distribucija reda k (k = 1,2,...) s parametrima k i € (pri ¢emu 6 poprima
vrijednosti A ili i) s funkcijom distribucije ([1, str. 81]):

k—1

Aty =1—e™)"

J=0

(kOt)I
7!

)

C - Koksijanska distribucija reda k ([7, str. 166]),
e G - opcenita distribucija odnosno nepoznata,
e D - deterministicka distribucija s fiksnim vremenima medudolaska i vremenima posluzivanja.

Za broj posluzitelja (C) ¢esto se uzima vrijednost 1. Slova koja odreduju kapacitet sustava, broj
korisnika i disciplinu mogu biti izostavljena sto bi znacilo da su zadane vrijednosti kapaciteta i
velicine populacije beskonacne te je zadana vrijednost za disciplinu rasporedivanja FCF'S.

Primjer 1.3.

a) M/M/1 oznacava sustav sa sljedeéim karakteristikama:
- eksponencijalnom distribucijom medudolazaka klijenata
- eksponencijalnim vremenom posluZivanja
- postoji jedan posluzitelj
- kapacitet sustava (broj mjesta) nije ogranicen
- u sustav moZe uci neogranicen broj klijenata
- redosljed posluzivanja je FCFS

b) M/G/5/10/100/FCFS oznacava sustav sa sljedeéim karakteristikama:



- eksponencijalnom distribucijom medudolazaka klijenata
- vremenom posluzivanja s opéenitom distribucijom
- postoji pet posluzitelja
- 10 mjesta u sustavu (5 kod posluZitelja i 5 u redu)
- u sustav moze uci 100 klijenata
- redosljed posluzivanja je FCFS
¢) G/G/1/0/0/FCFS oznacava sustav sa sljede¢im karakteristikama:
- opcenitom distribucijom medudolazaka klijenata
- vremenom posluZivanja s opéenitom distribucijom
- postoji jedan posluzitelj
- kapacitet sustava (broj mjesta) nije ogranicen
- u sustav moZe uci neogranicen broj klijenata

- redosljed posluzivanja je FCFS
Kao §to je veé navedeno, kada su posljednja tri parametra na primjer oo /oo/ FCFS, dovoljno
je pisati samo G/G/1.

1.6 Osnovni parametri i formule sustava posluzivanja

U ovom dijelu rada pretpostavit ¢emo da imamo sustav posluzivanja s jednim posluziteljem
u kojem kljenti dolaze jedan po jedan kao na Slici 2 ([1, str. 62]). Numerirajmo klijente
brojevima 0, 1, 2...te pretpostavimo da klijent 0 dolazi u trenutku 0. Nadalje, ukoliko T,
oznacava interval izmedu dolazaka klijenata n i n+ 1, 7,, su nezavisni i jednako distribuirani te
su 0, Ty, Ty + Ti. .. trenutci dolazaka. Nadalje, U,, ¢e predstavljati vrijeme posluzivanja n-tog
klijenta. Takoder su Uy, Uy,...nezavisni i jednako distribuirani te nezavisni od T,,.
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Klijenti u redu Posluzitel]

Slika 2: Red s jednim posluziteljem u kojem ¢ekaju tri klijenta i jedan koji se posluzuje

U vezi s danim sustavom posluzivanja, nastaju raznovrsni slu¢ajni procesi i funkcije. Osnovni
koje ¢emo proucavati su sljedeca tri ([1, str. 65]):

e ();: duljina reda u trenutku t (broj klijenata u sustavu u trenutku t)

e IW,: stvarno vrijeme cekanja n-tog klijenta, tj. vrijeme od dolaska klijenta u sustav do
pocetka posluzivanja

e V}: radno opterecenje sustava u trenutku ¢, tj. ukupno vijeme koje m posluzitelja mora
raditi dok sustav ne bude prazan.

Dakle, V; je zbroj preostalih vremena posluzivanja klijenata koji se trenutno posluzuju te kli-
jenata koji cekaju uslugu. U slucaju jednog posluzitelja (C' = 1), to je vrijeme potrebno
posluzitelju da ocisti sustav (tj. da sustav bude prazan), pod uvjetom da ne dolaze novi kli-
jenti, tj. vrijeme cekanja hipotetskog klijenta koji dolazi neposredno nakon trenutka ¢. Iz tog
razloga, V; ponekad oznacava virtualno vrijeme cekanja u trenutku ¢t za C' = 1.

Veza izmedu prethodnih veli¢ina prikazana je na Slikama 3, 4, i 5 (detaljnije vidi [1, str.
65]).

Linearne kombinacije prethodnih velicina mogu dati neku novu pa je tako npr. W, + U,
vrijeme boravka n-tog klijenta, odnosno ukupno vrijeme koje provodi u sustavu.

Takoder je vazno spomenuti vremena zauzetosti i neaktivnosti, koja se u GI/G/1 sustavima
mogu opisati vremenskim intervalima, gdje je @Q; > 0 (ili ekvivalentno V; > 0)i Q; = V; = 0.

Kod sustava ¢ekanja paznju je potrebno posvetiti i radnom opterec¢enju koje se stavlja na sam
sustav te neugodnostima koje budu uzrokovane izuzetno dugim vremenima cekanja. Tipican
primjer bio bi problem dizajna za gotovinski sustav u trgovini: pretpostavimo radi jednostav-
nosti da imamo C' identi¢nih posluzitelja i zelimo odabrati najbolju vrijednost od C. Ako je
C velik, o¢ekujemo da ée sustav biti u stanju mirovanja znatno vrijeme i time biti nedovoljno
iskoristen. Ako je, pak, C mali, onda ocekujemo da ¢e vrijeme ¢ekanja biti dugacko za klijente,
sto ¢e ih potaknuti da umjesto toga koriste neku drugu trgovinu u blizini u kojoj je manja guzva.

T



Slicna situacija su i telefonske centrale s ogranicenim brojem K linija, gdje redovi duljine > K
znacCe mogucénost gubitka poziva.
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Slika 3: Vremena posluzivanja i vremena izmedu dolazaka

Ug Uy b Uy U3

Slika 4: Odgovarajuci proces duljine reda ¢ekanja s jednim posluziteljem

Slika 5: Proces radnog optereéenja jednog posluzitelja (virtualno vrijeme ¢ekanja)



Velik broj zanimljivih i korisnih odnosa izmedu prethodnih velicina moze se dobiti is-
koristavanjem sljedece ideje. Zamislimo da su klijenti koji dolaze prisiljeni platiti novac sustavu,
prema nekom pravilu. Tada bismo imali sljedeéi osnovni identitet troskova (vidi [5, str. 495]):

ocekivana stopa po kojoj sustav zaraduje = A\, x ocekivani iznos koji placa klijent koji dolazi
(1.2)
pri ¢emu je A\, ocekivana stopa dolazaka klijenata. Nadalje, ukoliko N(t) oznacava broj klijenata
koji dodu do trenutka ¢, tada je
N(t
Ag = lim L
t—oo T
Nadalje, u ovome dijelu rada vazno je spomenuti Little-ovu formulu (vidi [5, str. 495.]) koja
glasi
L= W, (1.3)
pri cemu je L ocekivani broj klijenata u sustavu, a W ocekivano vrijeme koje klijent provede u
sustavu.
Prethodno slijedi bududi da je stopa po kojoj sustav zaraduje samo broj u sustavu, dok je
iznos koji klijent placa jednak njegovom vremenu provedenom u sustavu.

1.7 Vjerojatnosti stacionarnog stanja

U bilo kojem trenutku ¢, stanje reda u potpunosti se karakterizira brojem prisutnih klijenata.
Koristit ¢emo cijele brojeve 0,1,2,... za predstavljanje ovih stanja pri ¢emu n oznacava stanje
u kojem postoji n klijenata u sustavu, ukljuc¢ujuéi i onog koji se trenutno posluzuje. Propozicije
u ovom dijelu rada preuzete su iz [5].

Ako s X(t) ozna¢imo broj klijenata u sustavu u trenutku ¢ onda je {X(t),t > 0} proces
obnavljanja. Definirajmo P,,n > 0 kao

B, = lim P{X(#) =n}
t—o0

uz pretpostavku da prethodni limes postoji ([5, str. 496]). Dakle, P, je grani¢na ili dugorocna

vjerojatnost da ¢e u sustavu biti toéno n klijenata, tj. P,(t) oznacava vjerojatnost da je u

trentku ¢, u sustavu n klijenata. Ponekad se naziva vjerojatnost stacionarnog stanja za tocno

n klijenata u sustavu. Takoder se obi¢no ispostavi da je P, jednak proporciji vremena u kojem

sustav sadrzi toéno n klijenata. Npr., ako je Fy = 0.3, tada ¢e sustav dugorocno biti prazan

30% vremena. Slicno, P; = 0.2 implicira da ¢e 20% vremena to¢no jedan klijent biti u sustavu.
Druga dva skupa granic¢nih vjerojatnosti su {a,,n > 0} i {d,,n > 0}, pri ¢cemu je

a, = proporcija klijenata koji pri dolasku zateknu n drugih klijenata

d,, = proporcija klijenata nakon ¢ijeg odlaska ostane n drugih klijenata
Sljededi primjer (vidi [5, str. 497]) ilustrira da a,, d,, i P, ne moraju uvijek biti jednaki.

Primjer 1.4. Razmotrimo model cekanja u redu v kojem svi klijenti imaju vremena usluge
jednaka 1 i gdje su vremena izmedu uzastopnih klijenata uvijek veca od 1 (npr. wvremena
medudolazaka mogu biti uniformno distribuirana na (1,2)). Dakle, kako svaki dolazak pronalazi
prazan sustav i svaki odlazak ostavlja prazan sustav imamo ay = dy = 1. Medutim, Py # 1
buduci da sustav nije uvijek prazan.



Nadalje, nije bilo slucajno da je a, jednak d, u prethodnom primjeru. Da dolasci i odlasci
uvijek imaju isti broj klijenata uvijek je to¢no kao sto je prikazano u sljedecoj propoziciji.

Propozicija 1.5. U bilo kojem sustavu u kojem klijenti dolaze i odlaze jedan po jedan vrijeds

stopa po kojoj klijent zatekne n klijenata u sustavu =

stopa po kojoj odlazak ostavlja n klijenata u sustavu

a, = dy.

Dokaz vidi u [5, str. 498].
Dakle, u prosjeku dolasci uvijek zateknu isti broj klijenata koji odlasci ostave iza sebe.

Propozicija 1.6. Proporcija klijenata, ¢iji je ulazak u sustav modeliran Poissonovim procesom
te koji pri dolasku zateknu sustav uw stanju n jednaka je proporciji vremena tijekom kojeg je
sustav u stanju n, odnosno vrijeds

P, = a,.

Ishod dobiven u prethodnoj propoziciji zove se PASTA princip (Poisson Arrivals See Time
Averages) (pogledati [5, str. 497]).
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2 Proces radanja i umiranja: Sustav ¢ekanja M /M /1

Proces radanja i umiranja je Markovljev lanac u neprekidnom vremenu s vrlo posebnom struk-
turom. Ukoliko stanja Markovljevog lanca indeksiramo cijelim brojevima 0, 1, 2, ..., tada su
prijelazi dopusteni samo iz stanja ¢ > 0 u njegove najblize susjede, odnosno stanja ¢ — 1, 7 + 1.
Sto se tice stanja i = 0, na izlasku iz ovog stanja, Markovljev lanac mora uéi u stanje 1. Takvi
procesi se takoder nazivaju procesi bez preskakanja jer da bi se iz bilo kojeg stanja ¢ preslo u
bilo koje drugo stanje j, mora se posjetiti svako medustanje, odnosno ne postoji stanje izmedu
navedena dva koje se moze preskociti. Dijagram stanja procesa radanja i umiranja prikazan je
na Slici 6.

Slika 6: Dijagram stanja procesa radanja i umiranja

Kao sto ¢emo vidjeti u ovom poglavlju, procesi radanja i umiranja nastaju u raznim jednos-
tavnim sustavima cekanja s jednim posluziteljem, a posebna struktura ¢ini njihove stacionarne
distribucije relativno lakim za izracunavanje. Dolazak u sustav cekanja rezultira jos jednom
jedinicom u sustavu te se identificira kao rodenje dok odlazak uklanja jedinicu iz sustava sto se
naziva smréu. Dakle, rodenje se moze dogoditi kada je sustav prazan. Proces radanja i umiranja
moze se promatrati kao generalizacija M/M/1 sustava ¢ekanja. Toc¢nije receno, M/M/1 sustav
je posebna vrsta procesa radanja i umiranja. To je red s jednim posluziteljem i FCFS disiplinom
rasporeda, procesom dolaska koji je Poissonov i vremenom usluge koja ima eksponencijalnu dis-
tribuciju. Graficki je prikazan na Slici 7 gdje je A parametar procesa Poissonovog dolaska, a
i eksponencijalna stopa usluge. Oc¢ekivano vrijeme izmedu dolazaka (koje ima eksponencijalnu
distribuciju) je %, a oCekivano vrijeme usluge je %

A—>

Slika 7: Proces radanja i umiranja: generalizacija M/M/1 sustava

Razmotrimo sustav ¢ije stanje u bilo kojem trenutku predstavlja broj ljudi u sustavu u tom
trenutku. Pretpostavimo da kad god postoji n ljudi u sustavu, tada ([5, str. 368])
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a) klijenti ulaze u sustav eksponencijalnom brzinom A,
b) klijenti napustaju sustav eksponencijalnom brzinom

Drugim rije¢ima, kad god postoji n osoba u sustavu, tada vrijeme do sljede¢eg dolaska ima
eksponencijalnu distribuciju s ocekivanjem ﬁ te je neovisno o vremenu do sljede¢eg odlaska
koji ima eksponencijalnu distribuciju s oc¢ekivanjem !%n Takav sustav se naziva proces radanja
i umiranja.

Kako bismo analizirali M/M/1 sustav, pocet ¢emo s odredivanjem grani¢nih vjerojatnosti
P, zan € {0,1,...} (vidi [5, str. 500]). Da bismo to ucinili, razmislimo na sljede¢i nacin.
Pretpostavimo da imamo beskona¢an broj soba s brojevima 0,1,2,... i pretpostavimo da po-
jedinca uputimo da ude u sobu n kad god u sustavu ima n korisnika. Odnosno, on bi bio u
prostoriji 2 kad god su u sustavu dva korisnika, a ako bi dosao drugi, onda bi napustio sobu 2
i usao u sobu 3. Sli¢no, ako bi se obavila usluga, napustio bi sobu 2 i usao u sobu 1 (kao sto
bi sada bio samo jedan klijent u sustavu). Pretpostavimo sada da se dugorocno vidi da je nas
pojedinac usao u sobu 1 deset puta u sat vremena. Koliko je onda puta u sat vremena morao
napustiti sobu 17 Jasno, ovom istom brzinom od deset puta u sat vremena. To je iz razloga
sto ukupan broj puta koji ude u sobu 1 mora biti jednak (ili za jedan veéi) od ukupnog broja
puta kojih izade iz sobe 1. Ova vrsta argumenata tako daje op¢i princip koji ¢e nam omoguciti
da odredimo vjerojatnosti stanja. Naime, za svaki n > 0, stopa kojom proces ulazi u stanje n
jednaka je stopi kojom napusta stanje n. Odredimo sada ove stope.

Razmotrimo prvo stanje 0. Proces stanje 0 moze napustiti samo dolaskom jer oc¢ito ne moze
biti odlaska kada je sustav prazan. Buduéi da je stopa dolaska A i udio vremena u kojem je
proces u stanju 0 je F, slijedi da je brzina kojom proces izlazi iz stanja 0 jednaka AF,. Nadalje,
do stanja 0 moze se doé¢i samo iz stanja 1 putem odlaska. Tj., ukoliko u sustavu postoji jedan
klijent te on dovrsi uslugu, tada sustav postaje prazan. Buduéi da je stopa usluge p i udio
vremena koji sustav ima to¢no jednog klijenta je P, iz cega slijedi da je stopa po kojoj proces
ulazi u stanje 0 jednaka pP;. Dakle, pomoc¢u principa jednakosti stopa dobivamo nasu prvu
jednadzbu

Razmotrimo sada stanje 1. Proces moze napustiti ovo stanje bilo kojim dolaskom (koji se
dogada po stopi A) ili odlaskom (koji se dogada po stopi p). Dakle, kada je u stanju 1, proces
¢e napustiti ovo stanje po stopi A+ p. Bududi da je P, udio vremena u kojem se proces nalazi u
stanju 1, stopa po kojoj proces odlazi iz stanja 1 jednaka je (A+ p)P;. S druge strane, u stanje
1 moze se dodi ili iz stanja 0 putem dolaska ili iz stanja 2 putem odlaska. Drugim rijecima,
stopa po kojoj proces ulazi u stanje 1 jednaka je APy + pP%». Buduéi da je obrazlozenje za druga
stanja slicno, dobivamo sljedeéi skup jednadzbi:

Stanje ‘ stopa po kojoj proces napusta stanje=stopa po kojoj proces ulazi u stanje
0 )\P():/ipl
n,n>1 A+ p)P,=AP, 1 + pPuyq

Tablica 1: Sustav jednadzbi ravnoteze
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Sustav jednadzbi u Tablici 1 koji uravnotezuje brzinu kojom proces ulazi u svako stanje i
brzinu kojom napusta svako od stanja poznat je kao jednadzbe ravnoteze. Kako bismo rijesili
jednadzbe iz Tablice 1 prepisujemo ih i dobivamo:

A
Plz—PO
"

A A
Pn+1:_Pn+<Pn__Pn—1>a n > 1.
" "

Izrazavanjem u terminima F, imamo sljedece:

Py = PB;
3_3%
7!

A X e
PQ——P1+<P1——P0>:—P1:(—) R

v v v

A X 5y
g_—&+(g——a>:—g:({>%

v v v

X X "
P4——P3+(P3——P2>:—P3:(—) F

0 0 v

A A A Sy,
Pn+1:_Pn+<Pn__n—l):_Pn:(_) PO-
u 0 T u

Kako bismo odredili Fy koristimo ¢injenicu da suma P, -ova mora biti jednaka jedan t;j.

En-g -

n=0 n=0

T >

odnosno,

A\ A
P, = (_) (1__>, n>1
H H
Primijetimo da je za smislenost prethodnih jednadzbi potrebno da % bude manji od 1. U

suprotnom bi > (%) bila beskonac¢na te bi svi P, bili jednaki 0. Iz tog razloga, pretpostavit
n=0
¢emo da je 2 < 1. Pogledajmo $to bi bilo ako bismo pretpostavili suprotno, odnosno da je A > /.

Buduéi da kupci dolaze po Poissonovoj stopi A, slijedi da je ocekivani ukupan broj dolazaka do
vremena t jednak At. S druge strane, koliki je ocekivani broj klijenata posluzenih do vremena
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t? Ako je uvijek bilo prisutnih klijenata, onda bi broj posluzenih bio Poissonov proces koji ima
stopu p bududi da bi vrijeme izmedu uzastopnih usluga bile nezavisne eksponencijalne slucajne
varijable koje imaju ocekivanje % Dakle, ocekivani broj klijenata posluzenih u vremenu ¢ nije
veéi od ut. Stoga je ocekivani broj u sustavu, u trenutku ¢ barem

At — put = (A — p)t.

Nadalje, ako je A > u, tada prethodni broj ide u beskonac¢nost kako ¢ postaje velik. U slucaju
kada je ﬁ > 1, velicina reda se povecava bez ogranicenja i nema grani¢nih vjerojatnosti. Takoder,

uvjet ﬁ < 1 ekvivalentan je uvjetu da ocekivano vrijeme usluge bude manje od ocekivanog
vremena izmedu uzastopnih dolazaka. Dakle, to je opéi uvjet koji mora biti zadovoljen da bi
postojale granic¢ne vjerojatnosti u vecini sustava s jednim posluziteljem.

Primjer 2.1. Strojevi u tvornici kvare se eksponencijalnom brzinom od Sest po satu. Postoji
samo jedan serviser koji popravlja strojeve eksponencijalnom brzinom od osam na sat. Trosak
koji nastaje zbog izgubljene proizvodnje kada strojevi nisu u funkciji iznost 100 HRK po satu po
stroju. Kolika je ocekivana stopa troskova zbog neispravnih strojeva?

Ovaj problem moze se modelirati M/M/1 redom u kojemu je A = 6 te p = 8. Ocekivana
stopa troskova bit ¢e

100 HRK po satu po stroju x ocekivani broj pokvarenih strojeva

Ocekivani broj pokvarenih strojeva je L, §to se moze dobiti pomocu jednadzbe (3.2) iz [5]:

Dakle, oc¢ekivana stopa troskova jednaka je 300 HRK /sat.
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3 Mreze redova cekanja

Kod sustava ¢ekanja koji su do sada promatrani klijenti su dolazili u sustav, primili jednu uslugu
te odlazili iz sustava i vise se nisu vracali. Navedena situacija se ponekad naziva sustavom
”jednog ¢vora”.

Sustav ”vise ¢vorova” je onaj u kojem klijent zahtijeva uslugu kod vise od jednog posluzitelja.
Za laksu vizualizaciju uzmimo za primjer pacijente koji dolaze u dom zdravlja. Pacijenti stizu
u dom zdravlja te trebaju ispuniti odredenu dokumentaciju u svrhu pregleda, zatim idu kod
medicinske sestre na mjerenje tlaka i nakon toga ¢ekaju u redu da lijecnik zapocne pregled.
Nakon toga mozda ¢e biti potrebno napraviti dodatne pretrage (ultrazvuk, vadenje krvi itd.)
nakon ¢ega ¢e pacijent opet do¢i kod lije¢nika na razgovor. Dakle, pacijent dolazi u dom zdravlja,
prima nekoliko usluga na vise razlicitih mjesta te nakon toga odlazi kudi.

Mreze redova ¢ekanja klasificiramo kao:

e otvorene sustave,
e zatvorene sustave,
e mjesovite sustave.

Kada se radi o otvorenom sustavu, klijenti pristupaju redu ¢ekanja ispred jednog posluzitelja
te nakon $to dobiju uslugu pristupaju redu ispred drugog posluzitelja i tako sve dok ne dobiju
potpunu uslugu. Nakon toga odlaze iz sustava. Primjer ovakvog sustava nalazi se na Slici 8.

—IHQ—
0 '

Hy

— H)—

Ha

Slika 8: Otvoreni sustav
Kod zatvorenih sustava je broj klijenata u sustavu stalan. Nakon sto je klijent posluzen kod

jednog posluzitelja ne napusta sustav, nego ide kod sljedeceg posluzitelja, zatim kod sljedeceg
itd.. Primjer zatvorenog sustava nalazi se na Slici 9.
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Slika 9: Zatvoreni sustav

Mjesoviti sustavi u sebi sadrze i otvorene i zatvorene sustave. Primjer ovakvog sustava nalazi
se na Slici 10.

— i ;
@

Hy

— 1)—
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Slika 10: MjesSoviti sustav

3.1 Otvoreni sustavi

Razmotrimo sustav s dva posluzitelja u kojem korisnici dolaze po Poissonovoj stopi A kod
posluzitelja 1. Nakon $to im posluzitelj 1 pruzi uslugu, pridruzuju se redu ispred posluzitelja 2.
Pretpostavimo da na oba posluzitelja postoji beskonacan prostor za cekanje. Svaki posluzitelj
posluzuje jednog po jednog klijenta pri ¢emu posluzitelj ¢ ima eksponencijalno vrijeme sa sto-
pom p; za uslugu, ¢ = 1,2. Takav se sustav naziva tandem ili sekvencijalni sustav ([5]). Za
analizu ovakvih sustava potrebno je pratiti broj klijenata na posluzitelju 1 te broj klijenata na
posluzitelju 2. Iz tog razloga definiramo stanje uredenim parom (n,m) Sto bi znacilo da na
posluzitelju 1 ima n klijenata te na posluzitelju 2 m klijenata. Jednadzbe ravnoteze su ([5, str.
518]):

Stanje | stopa po kojoj proces napusta stanje=stopa po kojoj proces ulazi u stanje
0,0 APoo=p2F01
n,0;n >0 (A+ p1)Pro=paPni + AP,_1p
0,m;m >0 (A + p2) Pom=poPom41 + t1Prm—1
n,m;n,m >0 (A =+ p1 + p2) Pom=po Pyt + 1 Prjim—1 + APr_1m

Tablica 2: Sustav jednadzbi ravnoteze

Kako bismo izbjegli rjeSavanje ovog sustava, uvrstit ¢emo u sustav pretpostavljeno rjesenje,
a zatim provjeriti zadovoljava li ga ono. Moze se uociti kako je situacija kod prvog posluzitelja
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identi¢na kao i kod M/M/1 sustava. Premda je u M/M/1 sustavu i proces odlazaka modeliran
Poissonovim procesom s parametrom A | slijedi da je i kod drugog posluzitelja ista situacija
kao 1 u M/M/1 sustavu. Nadalje, vjerojatnost da je u redu kod prvog posluzitelja n klijenata

jednaka je
3 A %" A
P(n klijenata kod P1) = | — 1——.
241 H1

Sliéno, za drugog posluzitelja imamo
AN\ A
P(n klijenata kod P2) = <—) (1 - —> :
2 Ha

Nadalje, ukoliko su brojevi klijenata ispred posluzitelja 1 i 2 nezavisne sluc¢ajne varijable,

slijedi
() (=) G2) (50)
Pom= | — 1—— | — L—-—§.
Hi Hi Hz Ha

Za provjeru je li P,,, uistinu rjeSenje sustava jednadzbi ravnoteze (a time i jesu li brojevi
klijenata ispred prvog te drugog posluzitelja nezavisni), potrebno je vidjeti zadovoljavaju li
prethodno dobivene vrijednosti sustava jednadzbe ravnoteze (to je dovoljno jer je poznato da
su P, , jedinstveno rjesenje jednadzbi iz Tablice 2. Dakle, na primjer, ukoliko razmotrimo prvu
jednadzbu iz Tablice 2 trebamo pokazati da je

{(-2)(-2) - (-2 R)6-2)

Ako uzmemo prvu jednadzbu ravnoteze
APoo = palo

te u nju uvrstimo Fyo i F%; dobivamo
A A A A
(=) (=5) = (-0) () (-30)
51 M2 M1 H2 H2

)\,MQ = )\/,LQ

odnosno

Da P, ,, zadovoljava i preostale jednadzbe ravnoteze moze se vidjeti na slican nacin, ¢ime
smo pokazali da je P, ,, doista rjeSenje sustava jednadzbi ravnoteze. Nadalje, uocavamo da je
ocekivani broj klijenata u sustavu, odnosno L, dan izrazom

b A A\ A A A
L:E n—i—man:E n{— 1—— | +m|— 1—— | = + )
nm( )P (ul) ( ,u1) <H2> < Mz) pr—A  pa— A

n

Iz prethodnih jednakosti vidimo da ocekivano vrijeme koje klijent provede cekajuéi u sustavu

iznosi I i i
W=== + ,
A H1 — A Mo — A
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4 Sustav M/G/1

Za proizvoljan sustav ¢ekanja definirajmo rad u sustavu u bilo kojem trenutku ¢ kao zbroj
preostalih vremena posluzivanja svih klijenata u sustavu u trenutku ¢. Primjerice, ukoliko
pretpostavimo da u sustavu postoje cetiri klijenta: jedan u sluzbi koji je tamo bio tri od njegovih
pet potrebnih jedinica te ostala tri koji su tamo bili po pet jedinica svaki. U tom slucaju je rad
u to vrijeme jednak 3 4+ 5+ 5+ 5 = 18. Neka V oznacava ocekivani rad sustava (tj. ukupno
vrijeme posluzivanja) ([5, str. 528]). Prisjetimo se sada jednadzbe troskova koja kaze da je

ocekivana stopa po kojoj sustav zaraduje = A\, X ocekivani iznos koji klijent placa  (4.1)

te obratimo paznju na sljedece pravilo troskova: Svaki klijent placa po tarifi y/jedinica vremena
ako mu je preostalo vrijeme posluzivanja jednako y, neovisno o tome posluzuje li se trenutno
ili ¢eka u redu. Tako je stopa po kojoj sustav zaraduje samo rad u sustavu pa iz osnovnog
identiteta (4.1) slijedi
V' = A\ El[iznos koji je platio klijent].

Neka sada S 1 W() redom oznacavaju vrijeme usluge i vrijeme koje dani klijent provede cekajuci
u redu. Nadalje, zbog ¢injenice da klijent pla¢a konstanto stopom S po jedinici vremena kada
¢eka u redu te po stopi S — x nakon provedenog x vremena u usluzi, imamo ([5, str.528]):

S
Eliznos koji je platio klijent] = F {SWC‘} —|—/ (S — x)d:(:] :
0

Zbog toga imamo

A E[S?]
—5
Vazno je istaknuti da je jednadzba (4.2) temeljna jednadzba teorije redova cekanja te vrijedi
prakticki u svim sustavima cekanja. Pored toga, ukoliko vrijeme usluge klijenta ne ovisi o
¢ekanju u redu (sto je uglavnom sluéaj, ali ne nuzno uvijek!), onda jednadzba (4.2) dobiva oblik

A E[S?]
ol

Zbog cinjenice da se radi o sustavu s jednim posluziteljem moze se pretpostaviti da je

V = AE[SW}] + (4.2)

V = XNE[S]Wg + (4.3)
klijentovo ¢ekanje u redu= rad u sustavu prilikom njegovog dolaska,

odnosno
W¢ = rad u sustavu prilikom pristizanja klijenta.

Primjenom ocekivanja na obje strane jednakosti dobivamo:
Wq = ocekivani rad u sustavu prilikom pristizanja klijenta.

Premda je proces dolazaka Poissonov, slijedi ¢injenica da je ocekivani rad sustava prilikom
pristizanja klijenta jednak ocekivanom radu u sustavu, odnosno V pa vrijedi

Wo =V,

za primjer gdje ovisi pogledati [5, poglavlje 8.6.2]
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a iz toga te jednadzbe

AE|[S?
V = AE[S]Wq + 2[ ] (4.4)
slijedi takozvana Pollaczek-Knitchine jednakost (vise vidi u [7, str. 515])
AE[S?]
Wog=——"""—"— 4.5
? 7 2(1 = XE[9)) A5

pri cemu su E[S] i E[S?] prva dva momenta opée distribucije posluzivanja. Iz jednadzbe (4.5)
dobiju se veli¢ine L, Lg i W na sljede¢i nacin:

\2E[S?]
La=2o =50 3E8)y
AE[S?]
2(1 — AE[S])
B B M E[S?]
L= =039

Za valjanost ovih jednadzbi, uvjet AE[S] < 1 trebao bi biti ispunjen. Ukoliko je posluzitelj

zauzet u svim trenutcima, tada je stopa odlaska klijenata jednaka ﬁ, no ona mora biti veca

od stope dolaska A jer kada ne bi bila jednadzbe ne bi vrijedile.

W = Wo + E[S] = + E[S),

+ AE[S].

4.1 Razdoblja zauzetosti

U sustavima ¢ekanja, izmjenjuju se razdoblja mirovanja (kada je posluzitelj neaktivan jer nema
klijenata u sustavu) i razdoblja zauzetosti (kada je posluzitelj zauzet jer postoji barem jedan
klijent u sustavu). Oznacimo s I, duljinu n-tog perioda mirovanja i B, duljinu n-tog perioda

zauzetosti, pri ¢emu je n > 1. Dakle, u prvih ) (I; + B;) vremenskih jedinica posluzitelj ¢e
j=1
biti u stanju mirovanja na ) I; vremena. Oznac¢imo li sa F; proporciju vremena tijekom kojeg
j=1
posluzitelj miruje mozemo ga izraziti na sljedeéi nacin ([5, str. 530]):

Py = lim d
o n"°°11+"'+[n+81+"'+3n

Sada je lako vidjeti da su Iy, I5, ... nezavisni i jednako distribuirani kao i By, Bs, . ... Dakle,
dijeljenjem brojnika i nazivnika prethodnog razlomka s n, a zatim primjenom jakog zakona
velikih brojeva (vidi [5, str. 78]), dobivamo:

P — T (L + -+ L)/n ~E[

noo (I + -+ In)/n+ (Bi+---+ Bn)/n _ E[] + E[B] S

pri cemu [ i B predstavljaju slucajne varijable vremena mirovanja i zauzetosti. Sada [ pred-
stavlja trenutak u kojemu klijent odlazi i ostavlja prazan sustav do sljedec¢eg dolaska. Dakle,
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iz Poissonovih dolazaka slijedi da je I eksponencijalna sluc¢ajna varijabla s parametrom A pa je
stoga ocekivanje slucajne varijable I jednako

Elll=~. (4.7)

Da bismo izracunali Py primje¢ujemo iz jednadzbe (8.4) u [5] (dobivene iz temeljne jednadzbe
troska uz pretpostavku da klijent placa po stopi od jedan po jedinici vremena dok je u sustavu
usluge) da je

ocekivani broj zauzetih posluzitelja = AE[S].

Medutim, bududi da je lijeva strana prethodne jednakosti jednaka 1 — Fy, vrijedi da je

Py=1-)\E][S] (4.8)
te iz jednadzbi (4.6) i (4.7) slijedi
/A
odnosno E[s]

Nadalje nas zanima C' odnosno broj klijenata posluzenih u razdoblju zauzetosti. Ocekivanje
od C' moze se odrediti primjeé¢ivanjem da za svakih E[C] dolazaka postoji tocno jedan klijent
koji ¢e zateci prazan sustav, a to je prvi klijent u zauzetom razdoblju. Stoga,

1
E[C]

a buduéi da je ayg = Py = 1 — AE[S] zbog PASTA principa, vrijedi

ag =

|

= 0

4.2 Sustav M/G/1 s grupnim dolascima klijenata

U ovom odlomku pretpostavit ¢emo da se dolasci klijenata ne odvijaju pojedinacno nego u
skupini, odnosno da umjesto dolaska jednog klijenta imamo dolazak nasumicnog broja klijenata.
Kao i ranije, proces dolaska je Poissonov proces sa stopom A, dok vremena posluzivanja imaju
proizvoljnu distribuciju G. Takoder, postoji samo jedan posluzitelj. Neka «;, 7 > 1 predstavlja
vjerojatnost da se neka skupina sastoji od j klijenata te neka N predstavlja slucajnu varijablu
koja oznacava velicinu skupine. Odnosno, P{N = j} = «;. Bududi da je A, = AE(N), osnovna
formula za rad (jednadzba (4.3)) postaje ([5, str. 531])

E(S?)

V = AE[N] | B(S)Wq +—

(4.9)

Za dobivanje druge jednadzbe koja povezuje V' i Wy, razmatramo prosjecnog klijenta. Imamo
da je
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njegovo ¢ekanje u redu = rad u sustavu kada on stigne + njegovo vrijeme c¢ekanja zbog onih u
njegovoj skupini.

Uzimajuéi ocekivanja te koriste¢i PASTA princip slijedi
Wqg =V + Elvrijeme ¢ekanja zbog onih u njegovoj skupini] = V + E[Wjg]. (4.10)

Sada se E[Wp| moze izracunati uvjetovanjem na broj klijenata u skupini ([5, str. 532]), ali
moramo biti oprezni jer vjerojatnost da prosjecni klijent dolazi iz skupine veli¢ine j nije «;.
Buduéi da je a; proporcija skupina koje su velicine j, a ako nasumicno odaberemo klijenta,
vjerojatnije je da dolazi iz vede skupine nego manje (npr. ako pretpostavimo ay = ajgp = %,
onda je pola skupina veli¢ine 1, ali 100 od 101 klijenata ¢e doéi iz skupine veli¢ine 100).

Za odredivanje vjerojatnosti da je prosjecni klijent dosao iz skupine veli¢ine j, razmisljamo
na sljedeéi nacin ([5, str. 532]). Pretpostavimo da je M veliki broj. Tada ¢ée od prvih M
skupina otprilike Ma; biti velicine 7, 7 > 1 pa bi tako otprilike bilo jMa; klijenata koji su
stigli u skupini veli¢ine j. Drugim rije¢ima, proporcija dolazaka u prvih M skupina koje su
bile iz skupina velicine j je otprilike jMa;/ . jMa;. Prethodni omjer postaje tocan ukoliko
M — oo pa vidimo da je

joi 39y
> Jjoy  E[N]

J

proporcija klijenata iz skupine veli¢ine j =

Sada mozemo izracunati E[Wp], ocekivano ¢ekanje u redu zbog drugih u skupini:

E[Wg] = Z E[Wg|skupina velicine j] é[ojéif]

(4.11)

Nadalje, ako je j klijenata u njegovoj skupini, onda bi nas klijent morao ¢ekati da ¢ — 1 njih
budu posluzeni ako je on ¢-ti u redu medu svojim ¢lanovima skupine. Buduéi da je jednako
vjerojatno da on bude prvi, drugi, ...ili j-ti u redu vidimo da je
! 1 -1
E[Wpg|skupina je veli¢ine j] = Z(z —1)E(S)- = TE[S]
- J
=1

Supstitucijom prethodnog u jednadzbu (4.11) slijedi

E[S] . . E[S|(E[N?] — E[N])
E[Wp] = SE[N] ;(J —1)ja; = 2E[N] ;

a iz jednadzbi (4.9) i (4.10) dobivamo

E[S](E[N? — E[N])/2E[N] + )\E[N]E[S2]/2‘

Wo = 1 — AE[N]E[S]
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5 Sustav G/M/1

Sustav G/M/1 temelji se na pretpostavci da vremena izmedu uzastopnih dolazaka imaju pro-
izvoljnu distribuciju G. Vremena posluzivanja imaju eksponencijalnu distribuciju s parametrom
1 te postoji jedan posluzitelj. Dakle, proces dolaska vise nije Markovljev tj. ne vrijedi Markov-
ljevo svojstvo koje kaze da vjerojatnosno ponasanje procesa u buducénosti ovisi samo o stanju
u sadasnjosti, a ne o stanjima u proslosti. Stoga se u ovome dijelu ne¢emo se brinuti o tome
koliko je vremena osoba koju se posluzuje ve¢ potrosila u sluzbi nego ¢emo sustav promatrati
tek kada klijent stigne. Definirajmo stoga X,, n > 1 kao ([5, str 544])

X, = broj klijenata u sustavu koje n-ti klijent zatekne pri dolasku.

Proces {X,,n > 1} je Markovljev lanac [5]. Za izracunavanje prijelaznih vjerojatnosti Pj;
za navedeni Markovljev lanac, prvo treba primijetiti da je, sve dok postoje klijenti koje treba
posluziti, broj usluga u bilo kojem vremenskom intervalu duljine ¢ Poissonova slucajna varijabla
s ocekivanjem pt. To je tocno jer je vrijeme izmedu uzastopnih usluga eksponencijalno sto
implicira da broj usluga ¢ini Poissonov proces. Stoga,

o

t
’Ll-‘rlj /_ut/JJ dG ) j:O,l...,Z

0

sto slijedi budud¢i da ako klijent koji dode zatekne ¢ drugih klijenata u sustavu, onda ce sljededi
dolazak pronaci ¢ + 1 minus broj posluzenih, a vjerojatnost da ¢e j biti posluzen jednaka je
desnoj strani prethodnog (uvjetovanjem na vrijeme izmedu uzastopnih dolazaka) [5].

Formula za Vjerojatnost da se barem ¢ + 1 Poissonov dogadaj dogodi u slucajnom razdoblju
s distribucijom G, tj. Pj, malo je drugacija, a moze se dobiti iz [5, str. 544]:

Poy=1- Z})i,i-i-l—j-
=0
Granic¢ne vjerojatnosti 7, k =0, 1,... dobiju se kao jedinstveno rjesenje od ([5])

:Zﬂ-ipika k207
Zﬂ'k — 1

sto se u ovom slucaju svodi na

H—l k

T = Z m/ e ht z—i—l—k‘) e dG(t), k>, (5.1)

i=k—1
[eS)
E 7Tk:1.
0
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Jednadzbu my = > m; Py nismo ukljucili jer je jedna od jednadzbi uvijek suvisna. Da bismo
rijesili prethodno, pokusajmo s rjesenjem oblika 7, = ¢3*. Supstitucija u jednadzbu (5.1) dovodi
do

1+1 k

_cZ:ﬁ/)-wz+l_de@ (5.2)

1=k—1

:C/OO e Mt gE-1 i MdG(t) (5.3)

bl (i4+1—F)!
Medutim,
i Bﬂt il _ = (5Ht>j — oPut
o (1+1— ot 7!

k—
te se zbog toga jednadzba (5.3) svodi na

k _ pk-1 —ut ﬁ)dG
B =B /0 (®),

odnosno

/3:uéwe—MU—deu) (5.4)

Konstantu ¢ moguée je dobiti iz izraza > m, = 1, to implicira da je ¢Y_ ¥ =1ilic=1— f.
3 0

Buduéi da je 7, jedinstveno rjesenje jednadzbe (5.1) te ju m, = (1 — 3)8* zadovoljava, slijedi
= (1- B)B*, k=0,1,...

pri ¢emu je (3 rjeSenje jednadzbe (5.4). Moze se pokazati da ako je ocekivanje od G veée od
ocekivanja vremena rada %, tada postoji jedinstvena vrijednost od 3 koja zadovoljava jednadzbu
(5.4) i nalazi se u intervalu [0,1]. To¢na vrijednost parametra 3 obi¢no se moze dobiti samo
numerickim metodama ([5]). Premda je 7 grani¢na vjerojatnost da klijent svojim dolaskom
zatekne k drugih klijenata u sustavu, to je ustvari a; definiran kao u poglavlju 1.7. Medutim,

o, = (1 — B)BF, k> 0. (5.5)

W mozemo dobiti uvjetovanjem na broj klijenata u sustavu kada odredeni klijent stigne i to na
nacin ([5, str. 546]):

W = Z E[vrijeme u sustavu|klijent prilikom dolaska zatekne k drugih klijenata](1 — 3)3*
k

Zbog ¢injenice da klijent ulaskom u sustav zatice k drugih klijenata, on ¢e provesti u sustavu
vrijeme koje je potrebno da posluzitelj posluzi svih k£ + 1 klijenata. Zato slijedi:

k
W= -
k
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Zbog 3~ kakt = £ slijedi

k=0 -
B 1
p(1—p)
Takoder se, nakon izracuna W, mogu dobiti i ostale velicine:
1
Wo=W—== L,
o p(l—p5)
A
L=)\W = :
p(l = p)
AB
Log=\Wg=———,
¢ ¢ u(i-p)

pri ¢emu je A jednaka reciprocnoj vrijednosti od oc¢ekivanja vremena izmedu uzastopnih dola-
zaka, tj.

[e.o]

%: / zdGie).

0

Sliéno se moze pokazati [5, str. 546] i da je W* eksponencijalna sluc¢ajna varijabla s parametrom

W 0 , s vjerojatnoséu 1 — 3
@ eksponencijalna s parametrom p(1 — ) , s vjerojatnoséu

pri cemu su W* i W redom, koli¢ine vremena koje klijent provede u sustavu i redu (njihova
ocekivanja su W i Wy).

5.1 G/M/1 razdoblja zauzetosti i mirovanja

Pretpostavimo da se dolazak dogodio u trenutku kada je sustav bio prazan i tako pokrenuto
razdoblje zauzetosti. Neka N oznacava broj klijenata posluzenih u tom razdoblju zauzetosti.
Bududi da ¢e N-ti dolazak (nakon pokretaca razdoblja zauzetosti) takoder zateéi prazan sustav,
slijedi da je N broj prijelaza od stanja 0 do stanja 0 u Markovljevom lancu. Dakle, ﬁ je
proporcija prijelaza koji Markovljev lanac dovode u stanje 0, ili ekvivalentno, to je proporcija
klijenata koji pronalaze prazan sustav. Stoga je ([5, str. 548]),

E[N]= — =
a 1-0
[zmedu ostalog, buduéi da iduce razdoblje zauzetosti pocinje poslije N-tog medudolaska, sli-
jedi da je vrijeme ciklusa (tj. zbroj razdoblja zauzetosti i mirovanja) jednako vremenu do
N-tog medudolaska. Dakle, zbroj razdoblja zauzetosti i mirovanja moze se iskazati kao zbroj
N medudolaznih vremena. Stoga, ukoliko je T; ¢-to vrijeme dolaska nakon pocetka razdoblja
zauzetosti, onda je
E[zauzetost] + E[mirovanje]
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T

N
=F
i=1
= E[N]E[T)
1
=— 5.6
Yo >0
Za drugu relaciju izmedu E[zauzetost] i E[mirovanje] mozemo koristiti isti argument kao u
odjeljku 4.1 kako bismo zakljucili da je

E[zauzetost]

1—Fy=
* " Elzauzetost] + E[mirovanje]

i buduéi da je By =1 — %, kombinirajuéi ovo sa (5.6), dobivamo

1
E[Zauzetost] = m
. : p—A
E[mirovanje] = = B)
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6 Analiza redova cekanja

U ovom dijelu diplomskog rada koristit ¢emo R pakete ”queue” i ”queuecomputer”. Za potrebe
ove analize koristene su literature [3] i [6]. U odjeljku 6.3 koristit ¢emo paket ”queueing” dok
¢emo paket ”"queuecomputer” koristiti u odjeljcima 6.1 i 6.2. Paket ”queuecomputer” pomoci
¢e pri simulaciji reda ¢ekanja u pozivnom centru. Vrijeme dolaska za svakog klijenta je vrijeme
u koje je nazvao, a vrijeme usluge je vrijeme potrebno za rjesavanje problema od trenutka kada
dodu do dostupnog predstavnika korisnicke sluzbe. Pretpostavimo da kupci dolaze po homo-
genom Poissonovom procesu tijekom dana. Najprije ¢emo generirati vektor od 20 nasumicnih
brojeva koji imaju eksponencijalnu distribuciju. Oni ¢e predstavljati medudolaske. Dolasci
¢e biti kumulativna suma vremena medudolazaka. Nadalje generiramo vremena posluzivanja,
odnosno 20 brojeva koji imaju eksponencijalnu distribuciju. Od njih ¢emo uzeti 6 koji ¢e pred-
stavljati vrijeme provedeno u sustavu odnosno vrijeme izmedu poziva i prekida poziva.

6.1 M/M/1 sustav

Najprije pretpostavimo da u pozivhom centru radi samo 1 djelatnik. To je najjednostavniji
primjer jer ¢e u tom sluc¢aju svakom klijentu ista osoba odgovarati na pozive.

oznake | dolasci Vrl‘]fme . | odlasci | cekanje W RIEAR R posluzitelj
posluzivanja u sustavu

Ana 0.755 0.893 1.65 0 0.893 1
Katarina 1.94 0.421 2.36 0 0.421 1
Tvan 2.08 0.265 2.62 0.276 0.541 1
Andrea 2.22 0.698 3.32 0.401 1.10 1
Marko 2.66 3.80 7.12 0.663 4.46 1
Juliga 5.55 1.03 8.15 1.57 2.60 1

Tablica 3: Karakteristike reda s jednim posluziteljem

Iz Tablice 3 vidljivo je da je Ana nazvala prva. Posluzitelj je u tom trenutku bio slobodan
(jer je do tada sustav bio prazan) stoga je Ana odmah bila posluzena, odnosno nije morala
cekati. Katarina je nazvala tek nakon sto je Ana prekinula poziv (odnosno nakon $to je Ana
napustila sustav), stoga je Katarina, kao i Ana bila odmah posluzena. S druge strane, Ivan
je nazvao prije nego je Katarina zavrsila poziv, stoga je morao cekati dok Katarina ne napusti
sustav. Na isti nacin je sustav funkcionirao i s Andreom, Markom i Julijom. U nastavku ¢emo
na istom primjeru vidjeti sto se dogada u slucaju kada imamo 2 posluzitelja.

6.2 M/M/2 sustav

Ukoliko u pozivnom centru rade 2 djelatnika, tada ¢e klijent koji je iduéi na redu iéi kod prvog
slobodnog djelatnika.
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oznake | dolasci Vrl‘]fme . | odlasci | cekanje vrijeme provedeno posluzitelj
posluzivanja u sustavu

Ana 0.755 0.893 1.65 0.893 ]
Katarina 1.94 0.421 2.36 0 0.4210 2
Tvan 2.08 0.265 2.35 0 0.265 1
Andrea 2.22 0.698 3.05 1.125 0.823 1
Marko 2.66 3.80 6.46 0 3.80 2
Julija 5.55 1.03 6.59 0 1.03 1

Tablica 4: Karakteristike reda s dva posluzitelja

Iz Tablice 4 mozemo vidjeti da je Ana nazvala prva. Katarina je nazvala prije Ivana, no Ivan
je zavrsio poziv prije Katarine. To je moguce jer postoje dva posluzitelja. Ana i Katarina bile
su prvi klijenti za svaki posluzitelj, stoga njihovo vrijeme odlaska mozemo izracunati tako da
dodamo njihova vremena usluge na vrijeme dolaska. Ivan je morao ¢ekati slobodnog posluzitelja
buduéi da je stigao u trenutku kada su oba posluzitelja bila zauzeta. Dakle, morao je cekati
da Ana ili Katarina napuste sustav kako bi bio posluzen. Vrijeme odlaska prvog klijenta pri
posluzitelju 2 (Katarina) dodajemo njegovom vremenu usluge kako bismo izracunali vrijeme
odlaska. Dakle, prva dva klijenta nisu imala vrijeme ¢ekanja, dok je Ivan morao ¢ekati slobodnog
posluzitelja. Vrijeme ¢ekanja za svakog mozemo izracunati tako da od odlaska oduzmemo
dolazak i vrijeme posluzivanja.

Nadalje dobivamo

ukupan broj | propustene | prosjecno vrijeme | prosjecno vrijeme faktor prosjecna duljina prosjecan broj
klijenata musterije cekanja odgovora iskoristenja reda klijenata u sustavu
20 0 0.206 .59 0.743008248227883 0.187 1.66

Tablica 5: Obiljezja sustava

Iz Tablice 5 vidimo da je koeficijent iskoristenja jednak 0.743, odnosno da su kapaciteti
iskoristeni 74.3% promatranog vremena.
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Slika 11: Empirijske funkcije distribucija vremena dolazaka i odlazaka

Na Slici 11 prikazane su empirijske kumulativne funkcije distribucije za vremena dolaska i
odlaska. U svakom trenutku je jedna od funkcija jednaka broju klijenata koji su trenutno u
sustavu (oni koji su u redu i koji se posluzuju).

6.3 M/M/C sustav

U ovom dijelu ¢emo simulirati M/M/C sustav pomocu R paketa ”queue”. Sustav M/M/C s
ocekivanom stopom dolazaka A = 2 i o¢ekivanom stopom usluge p = 4 imat ¢e sljedeca obiljezja:

e p = 0.5, odnosno vjerojatnost da je posluzitelj zauzet jednaka je 0.5

e W = 0.25, prosjecno vrijeme cekanja u sustavu jednako je 0.25

Wgq = 0, prosjecno vrijeme cekanja u redu jednako je 0

L = 0.5, prosjecan broj klijenata u sustavu jednak je 0.5
e Lg = 0, prosjecan broj klijenata u redu jednak je 0

Na Slici 12 pogledat ¢emo sto se dogada ukoliko bismo za proizvoljan sustav M/M/C, s
parametrom p = 1.01 pretpostavili da broj posluzitelja (C) i ocekivana stopa dolazaka (\) rastu
jednakom brzinom.
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Slika 12: Funkcije distribucija ocekivanog vremena ¢ekanja u sustavu te oc¢ekivanog vremena
cekanja u redu

Sa Slike 12 vidljivo je da iako A i C rastu istom brzinom, kako se broj posluzitelja povecava,

vrijeme tezi nuli. To bi znacilo da se kapacitet sustava povecava brze od posla koji ¢e biti
potrebno obaviti.
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Sazetak

U svakodnevnom zivotu susre¢emo se s raznim oblicima ¢ekanja u redu. Teorija redova ¢ekanja je
grana matematike koja proucava kako se redovi formiraju, kako funkcioniraju te ima li problema
u njihovom funkcioniranju. Cilj teorije redova ¢ekanja je dizajniranje uravnotezenih sustava koji
sluze korisnicima brzo i ucinkovito, ali ne kostaju previse da bi bili odrzivi. Na pocetku rada
upoznali smo se s osnovnim pojmovima i oznakama potrebnim za razumijevanje rada. Bavili smo
se sustavima oblika M /M/1 koje je karakterizirala ¢injenica da vremena dolaska i vremena usluge
imaju eksponencijalnu distribuciju. Takoder smo se pozabavili i malo slozenijim sustavima,
odnosno sustavima M/G/1 i G/M/1. Teorijski dio smo, uz pomo¢ R paketa ”queueing” i
”queuecomputer”, primijenili na stvarne podatke.

Kljuéne rijeci: teorija redova cekanja, redovi, ocekivana stopa usluge, ocekivana stopa
dolaska, proces dolaska, proces usluge, Poissonov proces



Queueing theory

Summary

In everyday life we encounter various forms of queues. Queueing theory is a branch of mathe-
matics that studies how queues are formed, how they function, and are there problems in their
functioning. The goal of queueing theory is to design balanced systems that serve customers
quickly and efficiently, but do not cost too much to be sustainable. At the beginning of this
paper, we were introduced to the basic concepts and notations needed to understand the paper.
We dealt with M/ M/1 systems characterized by the fact that arrival times and service times
have an exponential distribution. We also dealt with slightly more complex systems, namely
M/ G/1 and G/M/1 systems. We applied the theoretical part, with the help of the R packages
"queueing” and " queuecomputer”, to the actual data.

Keywords: queueing theory, queues, mean arrival rate, mean service rate, arrival process,
service process, Poisson process
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