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1 Uvod

Testiranje usporedbe lokacija ili centralne tendencije, odnosno ’sredine’; dvaju nezavisnih uzo-
raka u svrhu znanstvenih istrazivanja sve je ¢es¢a pojava. Tako, na primjer, u biomedicinskom
istrazivanju, istrazivac je zainteresiran o efektu nekog tretmana u smislu mjere lokacijskog po-
maka. Zimmerman (1987., 1992.) i Gibbons i Chakraborti (1991.,1992.) postavljaju pitanje o
prigodnom testu za analiziranje lokacijskog pomaka. Radi podloznosti ovisnosti o distribuciji
uzoraka, postoje razni statisticki testovi koristeni u tu svrhu, a interpretiraju se kao dokaz o
jednakosti ili razlic¢itosti ocekivanja ili medijana.

Najcesée koristen pristup pri testiranju jednakosti ocekivanja podrazumijeva Studentov t-test
na dvama uzorcima. Kako je isti odreden pretpostavkama o normalnosti podataka i jednakoséu
varijanci populacija, koje su nerijetko narusene u primjeni, stvara se potreba za novim testo-
vima. Dizajniran za razlic¢ite varijance, uz ocuvanu pretpostavku o normalnosti, Welchov t-
test nastaje kao modifikacija t-testa. Uz naruSenost pretpostavke o normalnosti distribucija,
dimenzija uzorka bitan je ¢imbenik. Naime, ako su uzorci dovoljno veliki, koristec¢i asimptotske
rezultate, navedeni testovi i dalje su prihvatljivi. Welchov t-test suzbija problem nejednakosti
varijanci, ali ne i pretpostavku o normalnosti. Postavlja se pitanje koji test koristiti za male
uzorke koji nisu normalno distribuirani. Najces¢a neparametarska alternativa je MWW test
koji je egzaktan, a Ciji se rezultati interpretiraju kao test o jednakosti medijana jedino ako su
distribucije uzoraka jednake osim za moguci lokacijski pomak. Stoga je MWW test dobar izbor
za male uzorke, no osjetljiv je na pretpostavke o nejednakosti varijanci u kombinaciji s velikom
razlikom dimenzija uzoraka.

Za pocetak ¢emo definirati neke osnovne pojmove vezane za testiranje statistickih hipoteza.
Objasnit ¢emo testove za lokacijski parametar za jedan uzorak; parametarske testove o ocekivanju,
z test i Studentov t-test te neparametarske testove o medijanu, test predznaka i Wilcoxonov
test ranga i predznaka. Nakon toga ¢emo objasniti problematiku o testiranju lokacijskog para-
metra za dva uzorka. Jakosti predlozenih statistickih testova ovisit ¢e o razli¢itim ¢imbenicima
i pretpostavkama distribucije uzoraka, kao sto su veli¢ine uzoraka te njihova razlika, nejedna-
kost varijanci, asimetricnost distribucija te tezina u repovima distribucija. Obzirom na nave-
deni teorijski dio, simulacijama ¢emo pokusati odrediti prikladan test u ovisnosti o navedenim
¢imbenicima.



2 Testiranje statistickih hipoteza

Statisticko zakljuc¢ivanje o nekom obiljezju populacije provodimo na temelju prikupljenih poda-
taka dijela populacije. Pri tome, podatke kojima raspolazemo smatramo realizacijama slu¢ajnog
vektora X = (X7,...,X,,). Slucajni vektor X naziva se slucajni uzorak.

Definicija 2.1. Statisticki model P je familija dozvoljenih funkcija distribucije slucajnog
vektora za koji baza podataka ¢ine jednu realizaciju.

Definicija 2.2. Slucajni vektor X = (X,...,X,) je jednostavni slucajni uzorak iz distri-
bucije F' ako vrijedi:

1. Xi,...,Xp SU nezavisne,
2. X1,..., X, tmaju funkciju distribucije F.

Mnoge praktic¢ne situacije zahtijevaju donosenje odluke o istinitosti ili neistinosti odredene
slutnje. Slutnja koju zZelimo testirati formulira se u terminima distribucije slucajne varijable
te se naziva statisticka hipoteza, H. Obzirom da je statisticki model P familija dozvoljenih
funkcija distribucija prilikom zakljuc¢ivanja o zadanom problemu, svaka statisticka hipoteza H
podskup je statistickog modela P. Opcenito se problem testiranja statisticke hipoteze na temelju
realizacija (x4, ...,x,) slucajnog uzorka (Xi,...,X,) svodi na donosenje odluke o prihva¢anju
ili odbacivanju hipoteze.

Testiranje se provodi formuliranjem dviju hipoteza, Hy koju nazivamo nul — hipoteza te H;,
alternativna hipoteza. Nul-hipoteza i alternativna hipoteza dijele statisticki model P na dva
disjunktna podskupa

P =HoUH,.

Pravilo temeljeno na realizaciji slucajnog uzorka na temelju kojeg donosimo odluku o odbaci-
vanju ili neodbacivanju nul-hipoteze naziva se statisticki test. Statisticki test dijeli skup svih
moguéih realizacija na dva disjunktna skupa C, i C¢. C, je podrué¢je odbacivanja nul-hipoteze
Ho te se naziva kriticno podrucje. Odluke o odbacivanju ili neodbacivanju nul-hipoteze u
korist alternativne hipoteze donesene statistickim testom temeljene na uzorcima iz populacije
mogu biti ispravne ili pogresne.

Dvije su moguénosti pogresne odluke:

pogreska 1. tipa : odbaciti Hy ako je ona istinita

pogreska 11. tipa : ne odbaciti Hy ako je H; istinita.

Cilj je kreirati test koji ¢e imati Sto je moguce manje vjerojatnosti pogreske oba tipa, a one ovise
o distribuciji varijable na koju se odnose hipoteze. Stoga, za svaku distribuciju F' iz statistickog
modela P moramo razmatrati vjerojatnost pogreske. U tu svrhu definiramo funkciju jakosti
testa.

Definicija 2.3. Neka je X = (Xy,...,X,) slucajni uzorak statistickog modela P i C,. kriticno
podrucje statistickog testa. Funkcija jakosti testa je funkcijam : P — [0, 1] definirana izrazom

7(F) = Pr(X € Cy).
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Ako je F' € Hy, onda je w(F') vjerojatnost pogresnog odbacivanja Hy, tj. vjerojatnost pogreske
prvog tipa.

Ako je F € Hi, onda je m(F) vjerojatnost dobre odluke jer je H, odbacena u korist H;.
Vjerojatnost pogreske drugog tipa je Pr(X € C,°) =1— Pr(X € C,) =1 —n(F).
Vjerojatnosti pogreske prvog i drugog tipa ¢esto se oznacavaju s «(F) i B(F), pri ¢emu su « i
B preslikavanja za koje vrijedi

a:Hy—[0,1], a(F) =7(F),

B:Hi—1[0,1], B(F)=1—n(F).

Odabir kriticnog podrucja temelji se na izboru maksimalne vjerojatnosti pogreske prvog tipa
koja se zeli prihvatiti. Odabrana maksimalna vjerojatnost pogreske prvog tipa naziva se razina
znacajnosti testa i oznacava s a. Uglavnom se za razinu znacajnosti testa uzimaju brojevi 0.01,
0.05 ili 0.1. Najmanja razina znacajnosti uz koju bi H, bila odbacena naziva se p — vrijednost.
Kritiéno se podrucje obic¢no izrazava u terminima funkcije sluéajnog uzorka T' = t( X, ..., X,),
a funkcija T' = t(X) : R* — R naziva se test statistika.

Radi zakljucivanja o lokacijskom parametru distribucije, pri kreiranju statistickih testova fo-
kusirat ¢emo se na parametarski statisticki model P = {Fg 10 € @}, pri ¢emu je © prostor
parametara. Postupak kreiranja testa zapocinje prouc¢avanjem problema procjene za parametar.

Intuitivni pristup kreiranja statistickog testa podrazumijeva:

1. Pronadi test statistiku 7" = ¢(X) ¢ija se distribucija razlikuje u uvjetima Hy i H;. Znati
distribuciju test statistike za svaki parametar iz H,.

2. Podjjeliti skup svih moguéih realizacija test statistike na C, i Cf na nacin da je
P(t(X) € G) <, VO EH,

Realizacije iz odabranog kriticnog podrucja idu u prilog alternativnoj hipotezi, pri ¢emu
je a maksimalna vjerojatnost pogreske prve vrste.

Jedna od metoda procjene parametara je metoda maksimalne vjerodostojnosti, a ista se temelji
na procjeni maksimizacije funkcije vjerodostojnosti.

Definicija 2.4. Za danu realizaciju x = (1, . ..,x,) slucajnog uzorka (Xy,...,X,) iz gustoce
f(x;0) funkcija vjerodostojnosti je L(0;%x) = f(x;0), tj. gustoéa za fiksan x razmatrana kao
funkcija parametra.

Za jednostavni slucajni uzorak X = (X,...,X,,) iz gustoce f(x;8), funkcija vjerodostojnosti
je oblika

n

L(0;x) =[] f(=::0).

1=1



Definicija 2.5. Neka je X slucajni uzorak iz funkcije gustoce f(x;8), 8 € ©. Uz danu realizaciju
tog uzorka x, neka funkcija vjerodostojnosti L(0;X) postize svoj maksimum po 0 u s(x), tj.

1;125([,(0;)() = L{sx)sx), s(x) € ©.

Tada statistiku S = s(X) zovemo procjenitelj maksimalne vjerodostojnosti (eng. Mazimum Li-
kelihood Estimator).

Za procjenitelje maksimalne vjerodostojnosti kra¢e ¢emo pisati M L procjenitelji.

Primjer 2.6. Neka je X = (X4,...,X,,) jednostavni slucajni uzorak iz N'(u, o). Procijenimo
parametre j 1 o? metodom maksimalne vjerodostojnosti.
Funkcija vjerodostojnosti je oblika

L 0% = TT Flos o o?) = TT et
/L,O',X)—Hf(&?l,,u,O')—

1=1 %

Kako je funkcija prirodnog logaritma strogo monotono rastuca, maksimizacija funkcije vjerodos-
tojnosti odgovara maksimizaciji
In L(y, 0%;%).

Trazimo vrijednosti parametara ji i 0%, oznacimo th s pyp @ 03y, koji maksimiziraju

- 1 (wi—w)?
T B e, 07 % = ln( e 202 )
2 s

- e
= Z ( ——1In (27TO'2) — F(ml ,LL)Q)
=1
= —— In(2n0?) — 1 3 (z; — p)?
20% — ' '

Izjednacavanjem parcijalnih derivacija pripadne funkcije s nulom, dobivamo kandidate za eks-

treme:
O(n Ly, 0%x)) 1 < |
L) LS )= (o) =
i=1 i=1
n
1 _
My = E;% = Tp;
dInL(mo*x)  n | 1 & ;
Jo? 202 i 204 - (i = p)
n
Z(xl - M)Q = nUQa
=i



odnosno, uwvrstavanjem [y,
1
2 — \2
oML = E (z; — Tn)".
n =
=

Da su to zaista vrijednosti parametara za koje se postize maksimum logaritma funkcije vjero-
dostojnosti, potvrduje determinanta pripadne Hesseove matrice (vidi [9)).

Testovi kreirani intuitivnim pristupom baziraju se na razumnoj test statistici, no ne znaci da su
upravo takvi testovi najbolji u nekom smislu. Strategija u odabiru najboljeg testa je odabrati
onaj s najmanjom vjerojatnoséu pogreske druge vrste.

Definicija 2.7. Neka je X = (X1, ..., X,,) slucajni uzorak iz funkcije gustoée f(x;0). Test za
testiranje hipoteza

Ho: 60 =206,
H,:0=0,
s pripadnim kriticnim podrucjem CF je najjaci test nivoa znacajnosti o ako vrijedi:
1. B (XeC})=a
2. Pp(X €Cy) 2 Pp(X€Cy)

za svako drugo kriticno podrucje C, nivoa znacajnosti a. Takvo se kriticno podrucje CF naziva
najjace kriticno podrucje nivoa znacajnosti .

Teorem 2.8. Neyman-Pearsonova lema.[1]
Neka je X = (X, ..., X,) slucajni uzorak iz funkcije gustoce f(x;6). Oznac¢imo s

- J(x;60)
M) = f(x;61)

Cr=4x = Mx) < &},

pri cemu je k konstanta za koju vrijedi Pp,(X € CF) = . Tada je C} nagjace kriticno podrucje
nwoa znacajnostt o za testiranje hipoteza

7-[0:0:90
7-[1:(9:01.

Neyman-Pearsonov pristup kreiranju statistickog testa odnosi se na testiranje jednostavnih hi-
poteza, ! no moze se ponekad prosiriti i na slozene.

Test za testiranje slozenih hipoteza, koje nisu nuzno jednostrane, moze se kreirati metodom
generaliziranog kvocijenta vjerodostojnosti koji nastaje kao generalizacija Neyman-Pearsonove
metode, [1].

L Jednostavna hipoteza je ona koja jednoznaéno odreduje distribuciju, npr. H : @ = 5. U suprotnome, kazemo
da je hipoteza slozena, npr. H : 6 > 5.



Definicija 2.9. Neka je dan X = (X1,...,X,) sluc¢ajni uzorak iz modela { f(x; )
hipoteze
HO i 0 S @0
Hi:0 € ©, = 00,.

Generalizirani kvocijent vjerodostojnosti definiran je kao

A(x) = gé%ff(x; ) . J(x;0001)
B mag f(x; 0) - (5 0m1)°

0 €8} i

(1)

pri cemu je @y, ML procjenitelj na cijelom skupu dozvoljenih parametara ©, dok je @y, ML

procjenitelj za @ pod restrikcijom da je Hy istinita.

Test se kreira tako da male vrijednosti A\(x) idu u prilog alternativnoj hipotezi, odnosno

O, =4{x: Ax) £k},

pri ¢emu je k odreden odabranim nivoom znacajnosti a.



3 Statisticki testovi za lokacijski parametar za jedan uzo-
rak

Testovi za lokacijski parametar distribucije podrazumijevat ¢e testiranje hipoteza o oc¢ekivanju
p ili medijanu M kao mjeri ”sredine” distribucije. Testovima o ocekivanju zelimo testirati
hipotezu

HO:M:/’mv

pri ¢emu je p nepoznato ocekivanje, a py vrijednost s kojom uporedujemo p. Usredotocit ¢emo
se na dvostrane statisticke testove, ondosno testove ¢iji je oblik alternativne hipoteze

Hi: i # o

3.1 Z-test

Pretpostavke koje zelimo ocijeniti su dolazi li uzorak od n ispitanika iz populacije u kojoj je
ocekivanje jednako odredenoj vrijednosti.
Z test upotrebljava se iskljucivo u slucaju ako je populacijska varijanca poznata.

Neka je dan statisticki model jednostavnog slucajnog uzorka iz normalne distribucije s ocekivanjem
i varijancom o2, tj. X = (X1,...,X,) je jednostavni slu¢ajni uzorak iz N(u, 0?), pri ¢emu je
o? poznata. Vaznost pretpostavke o normalnosti smanjuje se poveéanjem veli¢ine uzorka.

Test za testiranje hipoteza

HQ LU= Mo (2)
Hi i # po, (3)

pri ¢emu je o poznato, kreirat ¢e se koristenjem generaliziranog kvocijenta vjerodostojnosti

(1),

_ fxpe,0?)  f(x;p0,07)
)\(X B nl}gﬂévf(xa K, 02) N f(X7 :uMLvoa). (4)

Funkcija gustoée u ovom modelu je oblika:

n - 5 " i
f(X;u,02)=H A ‘%:< ! )e—ﬁgziﬂ(h——u)i

e
e 27 2ro

a ML procjenitelj ocekivanja p, dobiven maksimizacijom funkcije vjerodostojnosti u (2.6), je
aritmeticka sredina uzorka:
HML = Tnp.

Uvrstavanjem u (4), generalizirani kvocijent vjerodostojnosti za realizaciju x dan je s:



1 ) 2 =2
A(x) = ¢~ (2naEn i ent)

Kriti¢no je podrucje oblika:
C, = {x LX) < k}

pri ¢emu je k odreden odabranim nivoom znacajnosti a.
Uvjet A(x) < k ekvivalentan je uvjetu In A\(x) < &y, tj.
n o 2
Lo iz} = —@(a;n — o) < Ky
odgovara
T — 2
(l‘" £ \/ﬁ) 2 k?)
o

odnosno,

> k.

‘ /7(En — o)

o

Konacno, kriticno je podrucje oblika:

. {X: ‘ﬁ(@—m

i)

a pripadna test-statistika, nastala uvjetom kriticnog podrucja uz istinitost nul-hipoteze,
;- ‘ V(@ = o)
o

ima standardnu normalnu distribciju, dok je k& (1 — §) kvantil pripadne distribucije.

Dakle, z-test o ocekivanju normalne distribucije, uz poznatu varijancu, za testiranje hipoteza
(2) i (3) koristi test-statistiku

7 — \/ﬁ(Xn — fio)

o

)

za koju je, u uvjetima istinitosti Ho, Z ~ N (0, 1). Pripadno kriti¢no podrucje nivoa znacajnosti
a je oblika Cp = {x : |Z| > z1_q}, pri emu je 2;_a (1 — §) kvantil standardne normalne
distribucije.



3.2 Studentov t-test

U slucaju da je varijanca uzorka nepoznata, za testiranje hipoteza o vrijednosti ocekivanja,
koristi se Studentov t-test.

Pretpostavimo ponovno model jednostavnog slu¢ajnog uzorka iz N(u,0?), ali uz nepoznatu
varijancu uzorka o2. Sada se koristi uzoracka varijanca kao procjenitelj iste.

T-test jedan je od mnogih statistickih testova ¢ija se test statistika bazira na Studentovoj ¢
distribuciji. Poput normalne distribucije, t-distribucija je takoder neprekidna ¢ija je funkcija
gustoce simetri¢na, u obliku zvona (”"zvonasta”). Razlika je u tome $to ¢ distribucija ima teze
repove i t-interval je Siri, u smislu procjene ocekivanja, nego kad se koriste kvantili standardne
normalne distribucije.

Neka je dan statisticki model jednostavnog slucajnog uzorka iz normalne distribucije s ocekivanjem
i varijancom o2. Test za testiranje hipoteza:

Ho LU= Mo (5)
Hi:p# po, (6)

pri ¢emu je o nepoznato, kreirat ¢e se koristenjem generaliziranog kvocijenta vjerodostojnosti

max f(X; pig, 0
A(X) _ O'2>0f( /’LO ) _ f(X’ /’L07a(2)ML> (7)
maz  f(x;p,0%)  f(X5 pmr, ohyp)
UER,02>0

Funkcija gustoc¢e u ovom modelu je oblika:

n

o’y =1] : e‘—(zéﬂP:( 1 >n€—2(+22?:1(xi—lu)27

- o2 2ro
=1

a ML procjenitelji za parametre, dobiveni maksimizacijom funkcije vjerodostojnosti u 2.6, su
sljededi:

UML = Ty

1 n
TomrL = n Z(% — ho)*.
i=1
Pri tome su gz i 03;; ML procjenitelji za u i 0 na cijelom skupu dozvoljenih vrijednosti
parametara, dok je 02,,, ML procjenitelj za 0% u uvjetima istinitosti nul-hipoteze, tj. za u = po.
Uvrstavanjem u (7), generalizirani kvocijent vjerodostojnosti za realizaciju x dan je s:

2
A(x) = 2ML
OoMmL

10



U skladu s Neyman-Pearsonovom lemom, kriti¢no je podrucje oblika:
Gy = {x s A(x) < k},

pri cemu je k odreden odabranim nivoom znacajnosti a.
Kako je

U(%ML _ Z?:l(xi - N0)2 _ Z?:l(xi — Tp + T — ,UO)2 14 (T, — :u0>2

U%/IL Zi:1(‘”i — Ty Zi:l (z; — Tn)? E?:l (25 — Zn)? ’

uvjet A(x) < k odgovara:

o2
OML
2 - 1 2 kl)
oML

odnosno,
\/E(fn - HO)
\/Z?:l (zi —@p)?

Iskoristivsi izraz za uzoracku funkciju varijance,

1
2 =2
S—R_lg(ml 7

7=

dani je uvjet
S

Kriti¢no je podrucje oblika:

i,

a pripadna test-statistika, nastala uvjetom kriticnog podrucja uz istinitost nul-hipoteze,

T ‘ﬁ@n—m

S

ima Studentovu distribuciju s n — 1 stupnjeva slobode, dok je k (1 — §) kvantil pripadne distri-
bucije.

Dakle, t-test o oc¢ekivanju normalne distribucije s nepoznatom varijancom za testiranje hipoteza
(5) 1 (6) koristi test-statistiku o

S ")
za koju je, u uvjetima istinitosti Ho, T ~ t(n—1). Pripadno kriti¢no podrucje nivoa znacajnosti
a je oblika €, = {x : [t(x)| > t(n—1);_2 } obzirom da velike apsolutne vrijednosti ove statistike
idu u prilog alternativnoj hipotezi.
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3.2.1 Veliki uzorci

Ukoliko populacija nema normalnu distribuciju, a uzorak je dovoljno velik, centralni granic¢ni
teorem dozvoljava koristenje z testa u svrhu testiranja hipoteza o oc¢ekivanju.

Teorem 3.1. (Levyjev centralni granic¢ni teorem, [8|.) Neka je (X,, n € N) niz nezavisnih jed-
nako distribuiranih slucajnih varijabl s ocekivanjem u i varijancom o? < co. Tada niz slucajnih
varijably

X —
( 'u\/ﬁ, n e D\J)
o
konvergira po distribuciji prema standardnoj normalnoj slucajnoj varijable, tj.

X, —
Evn 2 N(0,1), n— .
g

Dakle, prema centralnom grani¢cnom teoremu distribucija test statistike z testa,

\/ﬁ(yn — )

)
o

Z —

konvergira prema standardnoj normalnoj distribuciji. Uz koristenje teorema Slutsky 2, konzis-
tentnost procjenitelja S,, za parametar o, tj.

P
Sp = 0, n— o0,

odnosno
2k s
Sy ’
podrazumijeva
T:ﬁ(s M _ - B /n= “\/ﬁ.Si%ZNN(o,U,n—mo.
n n o n

Dakle, za velike uzorke moze se koristi i test statistika ¢-testa,

_ Vn(Xn — p)
T—S—n.

Kako testovi vrijede aproksimativno za velike uzorke, radi koristenja procjene za o, preporuceno
je ipak za velike uzorke koristiti ¢-test. Na taj se nacin osigurava dodatna korekcija za trazenu
razinu znacajnosti statistickog testa. Takoder, za velike n, distribucija t(n — 1) bliska je stan-
dardnoj normalnoj distribuciji sto ide u prilog koristenju ¢ testa [10]. Na sljedecoj se slici moze
vidjeti usporedba funkcija gusto¢e Studentove distribucije sa standardnom normalnom distri-
bucijom.

ZPogledati [1], str.248.
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02 03 04

00 01

Slika 1: Aproksimacija Studentove distribucije normalnom

Primjer 3.2. Usporedba z testa i t testa za normalno distribuirane uzorke.
Testiranje hipoteza

H()Z,LL:O
HIZM%O,

za generirane slucajne uzorke iz N'(0,1) razlicitih velicina koristenjem z testa i t testa u 1000
simulacija. Podaci iz normalne distribucije generirani su ugradenom funkcijom rnorm(). Za
svaki se test procjenjuje vjerojatnost pogreske prve vrste, odnosno udio pogresno odbacenih H,
u ukupno 1000 simulacija, pri cemu se boljim testom smatra test ¢ija je vjerojatnost pogreske
prve vrste manja, odnosno bliZa nominalnoj vrijednosti o = 0.05. Vjerojatnosti pogreske prve
vrste za svaki test, u ovisnosti o dimenziji uzorka, prikazane su u sljedecoj tablici.
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n | z-test | t-test
10 | 0,055 | 0,058
15 | 0,056 | 0,055
30 | 0,054 | 0,051
50 | 0,036 | 0,041
100 | 0,055 | 0,055
150 | 0,04 0,04
175 | 0,058 | 0,061
200 | 0,042 | 0,039

Tablica 1: Usporedba vjerojatnosti pogresaka 1. vrste koriste¢i z test i t test u ovisnosti o
razlicitoj dimenziji uzorka iz normalne distribucije

Iz tablice je vidljivo da su za normalne podatke pripadne vjerojatnosti poprilicno jednake @ da
nema nekih preferencija u odabiru testa, sto je it u skladu s navedenom teorijom da se Studentova
distribucija t(n — 1) dobro aproksimira standardnom normalnom za velike n (n > 30).

U prethodnom su primjeru simulacije provedene za normalne podatke, sto i je osnovna teorijska
pretpostavka koja mora biti zadovoljena da bi se koristili z i ¢ test. Iz tog su razloga vjerojatnosti
pogreske prve vrste za male uzorke takoder zadovoljavajuée, no problem se pojavljuje ukoliko
podaci nisu normalno distribuirani. Spomenuto je da, iako uzorak nije normalno distribuiran,
ako je velicina uzorka dovoljno velika, koristenje ¢ testa pokazat ¢e se uspjesnim.

Primjer 3.3. Usporedba z testa i t testa za uzorke iz eksponencijalne distribucije.
Za generirane slucajne uzorke iz E(1) koristenjem z testa i t testa testirane su hipoteze

'H()Z,UJZI
Hllﬂ%l.

U 1000 simulacija, za razlicite dimenzije uzorka, procijenjene su vjerojatnosti pogreske prve
vrste te su prikazane u sljedecoj tablicu.
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n | z-test | t-test
T 0,038 | 0,109
10 0,04 0,103
15 | 0,048 | 0,083
30 | 0,053 | 0,083
100 | 0,05 0,059
150 | 0,042 | 0,048
175 | 0,045 | 0,057
200 | 0,048 | 0,052

Tablica 2: Usporedba vjerojatnosti pogresaka 1. vrste koristeéi z test i t-test u ovisnosti o
razli¢itoj dimenziji uzorka iz eksponencijalne distribucije

Sada je vidljiva razlika dobivenih vijerojatnosti pogresaka prve vrste u ovisnosti o dimenziji
uzorka. Naime, vjerojatnosti pogresaka prve vrste dobivene t-testom poprilicno su velike u od-
nosu na nominalnu razinu znacajnosti a« = 0.05. Porastom dimenzije uzorka, za n > 100, ta se
vjerojatnost smanjuje v bliza je nominalnoj. Z test pokazuje zadovoljavajuce rezultate cak v za
male uzorke.

Ako su pretpostavke populacijske distribucije upitne ili odredene pretpostavke nisu zadovoljene,
tada se umjesto parametarskih metoda koriste neparametarske jer ne pretpostavljaju posebnu
distribuciju. Ako je parametarska metoda primjenjiva, zakljuc¢ivanje o lokacijskom parame-
tru podrazumijeva, izmedu ostalog, testiranje hipoteza o populacijskom ocekivanju kao mjeri
centralne tendencije. Tako je za provodenje z-testa i Studentovog t-testa, u svrhu testiranja
ocekivanja, potrebna pretpostavka da podaci dolaze iz normalne distribucije. Ako je pretpos-
tavka o normalnosti distribucije narusena, jedna od alternativa za zakljuc¢ivanje o lokacijskom
parametru je koristenje neparametarskih procedura. U neparametarskoj proceduri za lokacijski
parametar uvijek se referiramo na populacijski medijan radije nego populacijsko ocekivanje.
Poznati neprametarski testovi o populacijskom medijanu su test predznaka i Wilcoxonov test
ranga 1 predznaka. Prednosti testova su upravo neovisnost o tipu distribucije, a izra¢uni su
brzi i egzaktni za male uzorke.
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3.3 Wilcoxonov test ranga i predznaka

Wilcoxonov test ranga © predznaka poznati je neparametarski test o populacijskom medijanu.
Buduéi da ne zahtijeva pretpostavku o normalnosti populacijske distribucije, koristi se umjesto
z-testa i t-testa kada je pretpostavka o normalnosti narusena. Test statistika bazira se na pred-
znacima suma rangova razlike podataka te pretpostavljene vrijednosti podataka, a pretpostavke
koje moraju biti zadovoljene su:

1. neprekidnost populacijske distribucije

2. simetri¢nost pripadne funkcije gustoé¢e oko medijana, [10], [1].

Neka je X = (Xi,...,X,) jednostavni slucajni uzorak iz neprekidne distribucije s funkcijom
gustoCe fyx koja je simetri¢na s obzirom na medijan M.
Test za testiranje hipoteza

Ho : M = M, (8)
Hy: M # M, (9)
koristi rangove razlika podataka i pretpostavljenog medijana M. Oznac¢imo s
dy =wy— My, 4=1,...,7

razlike podataka x; i pretpostavljenog medijana M,. Rangiramo apsolutne razlike |d;| na nacin
da je najmanja apsolutna razlika ranga 1, sljedeca ranga 2 i tako do najvete uz uvjet da se
apsolutna razlika za koju vrijedi
|di| =0

ne rangira. Jednakim se vrijednostima |d;| dodjeljuje pripadna aritmeticka sredina. Nakon sto
smo apsolutnim razlikama |d;| dodjelili rang, svakom se rangu dodjeljuje predznak + ili - jednak
predznaku pripadne razlike d;. Zasebno se sumiraju rangovi pozitivnih razlika, u oznaci I, i
rangovi negativnih razlika, u oznaci R_. Mora vrijediti da je

n(n+1)
RA+R =——F—+
+ ¥ 9 )
pri ¢emu je n broj razlika koje su rangirane. Pod uvjetima nul-hipoteze ocekuje se da distribucija

razlika bude aproksimativno simetricna oko nule, odnosno da je
sto je jednako
n(n+1)
1
Za Wilcoxonovu test statistiku uzima se

R =min{R,,R_},

pri ¢emu je ocekivana vrijednost test statistike u uvjetima nul-hipoteze @.

Za odabrani nivo znacajnosti o, Ry > R_ odgovara alternativnoj hipotezi M > M, dok
R, < R_ odgovara alternativnoj hipotezi M < M,. U uvjetima istinitosti nul-hipoteze (8),

test statistika R je diskretna sluc¢ajna varijabla sa skupom realizacija {O, | [ @} ¢ija je

distribucija egzaktna.

16



3.3.1 Normalna aproksimacija za velike uzorke

Pretpostavimo da je R, < R_, odnosno da je Wilcoxonova test statistika R suma pozitivnih
rangova. Za velike uzorke distribuciju od R nije jednostavno egzaktno izracunati pa se koristi
asimptotska verzija testa temeljena na centalnom grani¢nom teoremu, [10].

Oznacimo s

- . 1, d; =x; — My >0
R_;ZU“ Ul_{(), d; = x; — My < 0.

U uvjetima Hy, Uy, ...U, je n nezavisnih jednako distribuiranih Bernoullijevih slu¢ajnih vari-
jabli

0 1 .
Ui~<1/2 1/2>,2—1,...,n.

Sada je
. i 1n(n+1) nm+1
E[R]:ZZE[UJ:Z§:§ 5 = 1 ),
1=1 i=1
=7 2 Inm+1)(2n+1 nn+1)2n+1
Var(R) = Y- Var(ti) = 3 = M HEED L n gt
i=1 i=1

Za velike se uzorke stoga koristi test statistika

R—
T = uRR)N(O,l),n%OO,
OR
gdje je
_n(n+1) 52— n(n+1)(2n + 1)
= g ¢ Es 24 ‘

Ukoliko u podacima postoje jednake vrijednosti, eng. ties, asimptotskoj se test statistici T
dodaje dodatna korekcija. Naime, kako se jednakim vrijednostima d; dodaje njihov prosjecni
rang, varijanca od T' reducira se s

3 —t
48 '
za svaku grupu jednakih razlika. Nova test statistika je
R—
T = ,'uRgN((),l),n%oo,
Or

pri cemu je
S2 n(n+1)2n+1) h-%
. 24 48

za j =1,...,m grupa jednakih razlika.
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3.4 Test predznaka

Test predznaka najstariji je neparametarski test za lokacijski parametar. Naziva se testom
predznaka jer u test statistici koristi predznake podataka, odnosno broji pozitivne ili negativne
realizacije u odnosu na pretpostavljenu vrijednost medijana.

Neka je X = (X1, ... X,,) jednostavni slucajni uzorak iz neprekidne distribucije F' slucajne
varijable X. Zelimo testirati hipotezu da je py kvantil Q(py) jednak nekoj zadanoj vrijednosti
Lo

H() : Q(po) = Xy.

Funkcija kvantila definirana je s

Q(p) =inf {z € R: F(z) > p}, pe (0,1).

Za neprekidne distribucije kvantili su jedinstveno odredeni inverzom funkcije distribucije. Sada
se Hy moze ekvivalentno zapisati kao:

HoF(l’()):P(XS.To):pO

Odgovarajuéi uzorak je
(1{X1<$0}7 RN ﬂ{Xnéxo})a

a pripadna test statistika koja broji negativne predznake u realizacijama {x; — x¢} je

T = Z :U-{Xigxo} = B(n7p0)
=1

Dakle, ukoliko je xy = Q(pg), onda frekvencija negativnih vrijednosti razlika {x; — zo} ima
B(n,po). Za py = 3, Q(po) je upravo medijan od X, sto je mjera ”sredine”distribucije.

Test predznaka egzaktan je te je primjenjiv na male uzorke. Iz tog se razloga koristi pri
testiranju centralne tendencije distribucije u slu¢aju kada pretpostavke t-testa nisu zadovoljene.
Wilcoxonov test ranga @ predznaka jaci je test u odnosu na test predznaka jer, osim sto
koristi predznake razlika izmedu realizacija i pretpostavljenog medijana kao test predznaka,
koristi i velic¢ine tih razlika na nacin da ih rangira po velicini. Medutim, Wilcoxonov test
ranga i predznaka ne preporuca se kada ima razloga vjerovati da je populacijska distribucija
asimetricna. U tom slucaju preferira se test predznaka, [10].
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4 Statisticki testovi za lokacijski parametar za dva uzorka

Usporedivanje lokacijskih parametara, ”sredina”, dvaju nezavisnih uzoraka u parametarskim
se procedurama svodi na zakljucivanje o populacijskim ocekivanjima. Odabir prikladnog testa
u tu svrhu ovisit ¢e o pretpostavkama koje uzorci zadovoljavaju. Na osnovu dva nezavisna
jednostavna slucajna uzorka X = (Xq,...,X,,) 1Y = (Y1,...,Y},), zZeli se testirati

Ho : p1 = pa,

pri ¢emu je p1 = E[X;] te po = E[Y;]. U primjeni se zakljucivanje o lokacijskom pomaku svodi
na testiranje o razlici populacijskih ocekivanja 1 — po. Najpoznatiji parametarski test o jedna-
kosti populacijskih o¢ekivanja je Studentov t- test, a njegovo koristenje zahtijeva zadovoljavanje
odredenih pretpostavki distribucije uzorka, kao Sto je, ve¢ spomenuta, normalnost. Osim ne-
zavisnosti i normalne distribuiranosti uzoraka, bitna je pretpostavka o jednakosti populacijskih
varijanci, o} = 02 = 2. Kao i u slu¢aju Studentovog testa na jednom uzorku, populacijske
varijance su nepoznate te se u test-statistici procjenjuju tzv. zajednickom varijancom. Z test
je statisticki test koji se koristi za testiranje populacijskih ocekivanja za normalne uzorke u

kojima su varijance poznate, i ne nuzno jednake.

4.1 Z-test

Neka je X = (Xi,...,X,) jednostavni slu¢ajni uzorak iz N'(uy,0}), Y = (Y1,...,Y,) jednos-
tavni slucajni uzorak iz N (9, 03), te neka su uzorci medusobno nezavisni, a 0% i 05 poznati.
Intuitivnim pristupom kreiramo test za testiranje hipoteza

Ho oy = po
Hi: g F# pa.

ML procjenitelj za p; — pis u ovom modelu je X, — Y,,, a obzirom da je ta razlika linearna
kombinacija nezavisnih i normalnih distribucija,

L 2 a2
n m

Sada zaklju¢ivanje o p1 — po mozemo temeljiti na test statistici
X5 — 7m) — (1 — p12)

2 2
U_l.+i7.2.
n m

T(X,Y) =

U uvjetima istinitosti Ho T(X,Y) ~ N(0,1).

4.2 t-test

Neka je X = (X,...,X,) jednostavni slu¢ajni uzorak iz N(uy,0%), Y = (Y1,...,Y,,) jed-
nostavni slucajni uzorak iz N (u2,03), te neka su uzorci medusobno nezavisni. Klasi¢ni ¢-test

pretpostavlja da su varijance oy i 09 nepoznate, ali i jednake, tj. o} = 02 = 0.
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U svrhu procjene varijance o koristi se tzv. zajednicka varijanca

D SR R vt/ EV R RYCE T
P n4+m—2 N n+m—2

nastala tezinskom kombinacijom procjenitelja S i S?, pri ¢emu su

AL

w—1=
=1
1 m
- Z . yB
J=1
Teorem 4.1. Neka su Xi,...,X, nezavisne i jednako distribuirane normalne slucajne vari-
jable s ocekivanjem py i varijancom o?, a Yy,...,Y, nezavisne i jednako distribuirane nor-

malne sluc¢ajne varijable s oéekivanjem py 1 tom istom varijancom o?. Nadalje, neka su X =
(X1,...,Xn) 1Y =(Y1,...,Y,) medusobno nezavisni. Tada statistika

(Xn - Ym) - (/~L1 _M2)
Sp 1 _|_L

n m

=

ima Studentovu distribuciju s n+m-2 stupnjeva slobode, tj.
T ~tn+m—2).

Dokaz. Treba prikazati 7 kao kvocijent standardne normalne i korijena x? slucajne varijable
podijeljene svojim stupnjem slobode, nezavisne od varijable brojnika. Kako je

Var (V) = Vr (3 3%) = gme* = 7
ar(Y, | =Var(— ] = —mo® = —,
m = m? m
a X, iY,, medusobno su nezavisni, slucajna varijabla X, — Y, ima distribuciju s o¢ekivanjem
E[Yn_?m] = M1 — K2

1 varijancom



Standardizacijom iste dobivamo slu¢ajnu varijablu

X, - V) — (-
7 = ( ) (:U’l :u2) NN(O,l)
Znamo da je

n—1 2
i nezavisno od X,

m—1

S~ X(m —1)

o2
i nezavisno od Y ,,. Takoder, one su medusobno nezavisne pa i njihova suma ima x? distribuciju
sa sumom stupnjeva slobode, odnosno

m—1 1 n4+m—2

—1
”ﬁ S+ ﬁfiﬁ@pqmﬁum—nﬁg_—ﬁ§—4§~fm+m—m.

Radi pretpostavke o nezavisnosti u uzorcima i oblika S]f, vidimo da je Sz nezavisno od X,, —Y,,.
Konacno,

(yn - 7m) — (1 — p2)

1 1 _ _
T = 4 _ I\n T m _ (Xn = Yim) — (p1 — pi2)
n+m—2 Q2 il 1 1 '
5 =S, Bl = F &=
n+m-—2 :J

Na temelju prethodnog rezultata kreiramo test za testiranje hipoteza
Ho oy = po

Ho @ 1 # po.

U slucaju istinistosti hipoteze Hy : p; = po, test statistika

(771 B ?m) - <:u1 - /’LQ) _ Yn Ym
Spy/5 + Spv/ 5+

ima Studentovu distribuciju s n +m — 2 stupnjeva slobode, 7 ~ t(n +m — 2).

Velike vrijednosti test statistike idu u prilog alternativnoj hipotezi pa je pripadno kriticno
podrucje, razine znacajnosti o, C; = {|T(x,y)| > t1-a(n+m—2)}, pri cemu je t;_a(n+m—2)
pripadni kvantil t(n + m — 2) distribucije.

T =X, ¥) =

S |-
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4.3 Behrens-Fisherov problem

Kako je Studentov t-test odreden pretpostavkama o normalnosti podataka i jednakosti varijanci
koje su u primjeni uglavnom narusene, stvara se potreba za novim testovima prikladnim za
testiranje o populacijskim ocekivanjima. Problem testiranja hipoteza o razlici ocekivanja iz
dviju nezavisnih normalno distribuiranih populacija, pri ¢emu su pripadne varijance nepoznate
i razlicite, poznat je pod nazivom Behrens— Fisherov problem. Najpoznatiji statisticki testovi
koristeni u tu svrhu su Welchov t-test i neparametarski Brunner Munzelov test, [5].

4.3.1 Welchov t-test

S obzirom da klasi¢ni ¢-test na dvama uzorcima pretpostavlja da su varijance o? i o3 nepoznate
a jednake, pretpostavka o jednakosti dviju varijanci unosi dodatnu nesigurnost. Welchov t-
test nastao je kao modifikacija Studentovog t testa u svrhu suzbijanja problema nejednakosti
varijanci kao solucija Behrens— Fisherova problema, [4]. Ako su populacijske varijance razlicite,
prirodni procjenitelj varijance od X,, — Y, je

5 52
— + =
n m

Pretpostavimo sada da su X = (X7,...,X,) jednostavni sluc¢ajni uzorak iz N(u1,0%) i Y =
(Y1,...,Y,,) jednostavni slu¢ajni uzorak iz N (u9, 03) nezavisni, pri éemu su o7 i 03 nepoznati.
Test statistika koju koristimo za testiranje hipoteza

Ho : p1 = p2
Hi oty # po.
je _
T(X,Y) = (Xn — Ygi - ;M; — i2)
Fla

koja u uvjetima Hy ima Studentovu distribuciju 7, gdje je v aproksimativna vrijednost broja
stupnjeva slobode koja se dobije tzv. Welch-Satterthwaitovom formulom

n?(n—1) m2(m—1)

Kriti¢no podrucje odreduje se analogno kao kod klasi¢nog t-testa na dvama uzorcima. S obzirom
na dodatnu pretpostavku o jednakosti varijanci kod klasi¢nog t-testa, preporuka je stoga koristiti
Welchov t-test.

U primjeni, npr. u medicinskom istrazivanju, pretpostavke o normalnosti distribucije uzoraka i
jednakosti varijanci uglavnom su narusene. Podaci su realizacije asimetri¢nih distribucija (eng.
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skewed) uz prisutne strsece vrijednosti, realizacije koje nisu konzistentne s ostalima i svojom
prisutnoséu znatno utjecu na povecanje o¢ekivanja i varijance distribucije, [4].

Za izrazito asimetricne distribucije ocekivanje stoga moze biti losa mjera centralne tendencije.

Ocekivanje je dobra mjera ”sredine” za distribucije koje nisu zakrivljene, tj. simetri¢ne su, za
distribucije koje nemaju teskih repova i za koje nisu prisutne strsece vrijednosti.
Problem utjecaja strsec¢ih vrijednosti moze se rijesiti razli¢itim procedurama, kao sto su tzv.
"rezanje” podataka, (eng. trimming), ili transformacija podataka nekom funkcijom. ” Rezanje”
podataka dobra je transformacija ukoliko je distribucija uzorka iz koje dolaze podaci ona s teskim
repovima, a podrazumijeva uklanjanje ekstremnih realizacija iz repova distribucije, [10].

Yuen Welchov test nastaje kao modifikacija Welchovog t-testa, a testira hipoteze o ”odre-
zanim” (ili ”poboljsanim”) ocekivanjima, nastalim uklanjanjem vrijednosti sa svakog repa uz
fiksiran iznos poboljsanja ~,[4]. Uz 0% poboljsanja, Yuen Welchov test ekvivalentan je
Welchovom testu. Opcenito se uzima v = 0.2, sto odgovara odbacivanju 20% najmanjih i
najve¢ih podataka iz svakog uzorka, a za testiranje hipoteza o ”poboljSanim” ocekivanjima
koristena test statistika ponovno je iz Studentove t distribucije, ali s korigiranim stupnjem slo-
bode.

Uklanjanje podataka iz neke distribucije znac¢i smanjenje veli¢ine uzorka sto rezultira sma-
njenjem jakosti statistickog testa. Transformacija podataka funkcijom drugog korijena ili lo-
garitmom, cesto smanjuje utjecaj strse¢ih vrijednosti sto rezultira homogenoséu varijanci te
normalizira distribuciju. Tako je transformacija drugim korijenom korisna u slucaju da podaci
dolaze iz pozitivno zakrivljene distribucije. Smanjit ¢e veli¢inu razlike podataka izmedu repova
distribucije, na na¢in da ¢e se desna strana distribucije ”pomaknuti” prema sredini te ¢e se time
stabilizirati varijanca. Logaritamska ¢e transformacija takoder suzbiti problem heterogenosti
varijanci te normalizirati podatke za pozitivno zakrivljene distribucije. U slucaju negativne
zakrivljenosti distribucije, prikladna je kvadratna transformacija, [10].

Osim razlicitih transformacija za suzbijanje nenormalnosti pri koristenju parametarskih tes-
tova, koriste se testovi koji se ne oslanjaju na pretpostavke o tipu distribucije - neparametarsk:
testovi. Medijan, kao mjera centralne tendencije, manje je osjetljiv na zakrivljenost distribu-
cije, te se u takvim slucajevim za testiranje hipoteza o "sredini” provodi neparametarskim
procedurama usporedujuci populacijske medijane. Ako podaci ne dolaze iz normalne distribu-
cije, najceséa neparametarska alternativa Studentovom testu je Mann—W hitney—Wilcoxonov
test, [7].
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5 Mann-Whitney-Wilcoxonov test

Mann-Whitney-Wilcoxonov test, poznat jos kao Wilcoxonov test sume rangova ili Mann-Whitneyev
U test, je neparametarski test jer se ne oslanja na pretpostavke o tipu distribucije.

Neka su X = (Xi,...,X,) 1Y = (Y1,...,Y,,) nezavisni jednostavni sluc¢ajni uzorci iz neprekid-
nih distribucija Fx i Fy. U MWW testu pretpostavljamo da Fx i Fy imaju isti "oblik”, ali se
mogu razlikovati za lokacijski pomak, tj. za neki 6 € R

Uoc¢imo da to znaci da za svaki z € R

PX<z)=Fx(x)=Fy(zx—6)=PY <z—-9§) =P(Y +d<x),

odnosno,
XL2y46 = X-62v.

Sada testiramo nul-hipotezu
HO : FX(I’) = Fy(m),Vm € [R,

koju mozemo iskazati kao

HQZ(SZO.

Alternativne hipoteze mogu biti:

1. dvostrana hipoteza - postoji lokacijski pomak ¢ € R
H; : postoji § € R takav da je Fx(x) = Fy(x — ), za svaki z € R,
posebno, i distribucije s razlikuju
Fx(z) < Fy(x) ili Fx(x) > Fy(x), za svaki z € R
2. jednostrana hipoteza - postoji pozitivan lokacijski pomak (6 > 0) X u odnosu na Y’
H; : postoji 6 > 0 takav da je Fx(z) = Fy(x — ), za svaki x € R,
odnosno,
Ha X 2Y 45 zanekid >0,

Tu hipotezu interpretiramo kao ” X je veci od Y7,

Primijetimo da je u situaciji u kojoj je X > Y, zapravo Fx(z) < Fy(z), pri ¢emu se stroga
nejednakost pojavljuje za barem jedan z € R.

3. jednostrana hipoteza - postoji negativan lokacijski pomak (§ < 0) X u odnosu na Y’
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H; : postoji 6 < 0 takav da je Fx(z) = Fy(x — 0), za svaki z € R,
odnosno,
Hy :XiY+5zaneki(5<O.

Tu hipotezu interpretiramo kao ” X je manji od Y,

Sada je za X <Y, Fx(xz) > Fy(z), pri ¢emu se stroga nejednakost pojavljuje za barem

jedan z € R.
Test statistika kreira se na temelju ranga zdruzenog skupa podataka. Neka je z1,...,z, re-
alizacija jednostavnog slucajnog uzorka X = (Xi,...,X,,) iz neprekidne distribucije Fx, a
Y1, - - -, Y realizacija jednostavnog slucéajnog uzorka Y = (Y1, ...,Y,) iz neprekidne distribucije

Fy . Formiramo vektor svih podataka z = (x,y) te ih sortiramo u rastu¢em poretku. Temelj za
kreiranje statistike ¢ini uredeni niz svih podataka z(1), z(2), . . ., Z(ntm). Pretpostavimo bez sma-
njenja opcenitosti da je n < m, test statistika MWW testa koristit ¢e sumu rangova kraceg niza,
u ovom slucaju x. Da bi se odredili rangovi podataka, potrebno je utvrditi pozicije podataka.
Svakom podatku iz Z pridruzujemo njegov rang na nacin da:

1. ako u Z nema jednakih elemenata, rang podatka bit ¢e njegov redni broj u Z

2. ako u Z ima jendakih elemenata, svim se jednakim podacima pridruzuje rang koji ¢e biti
jednak aritmetickoj sredini njihovih rednih brojeva, tzv. korigirani rang.

Pretpostavimo da u Z nema jednakih elemenata, tj. da su rangovi podataka jednoznaéno
definirani, te u svrhu kreiranja test statistike oznac¢imo rangove podataka iz prvog uzorka s

r=(rx(1),...,rx(n)) ¢iju sumu koristimo za kreiranje test statistike, tj.
n
w = Z rx (%)
i=1

je realizacija test statistike W’. Uo¢imo da minimalna i maksimalna suma rangova ovise samo
o dimenzijama uzoraka n i m. Naime,

n(n+1)

Whin=14+24+34+---+n= 5

n(n+1)
5
realizirati ako su svi podaci iz X manji od podataka iz y, a w
se ako su svi podaci iz y manji od podataka iz x. Zanima nas distribucija statistike W u uvjetima
istinitosti hipoteze Hy za koju ne postoji lokacijski pomak. Ako su obje distribucije jednake,

/f

W =M+14+m4+2+---+m+n=nm+

/
mwn

/

mae Tealizirat e

pri cemu Ce se w

Fx(x) = Fy(z), i dolaze iz modela nezavisnih jednostavnih slucajnih uzoraka, distribucija
rangova podataka iz x trebala bi odgovarati potpunoj sluc¢ajnosti, odnosno odabiru n pozicija
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od ukupnih n + m koje se ra¢unaju primjenom osnovnih principa prebrojavnja. Dakle, suma
rangova iz x W' je diskretna sluc¢ajna varijabla sa slikom

ant1) wn+l n(n+1
{w;nin7w;nin+17"'7w;nam}: ( i )7 ( - )+1,7nm+u
2 2 2
¢ija se distribucija moze egzaktno izracunati. Obzirom na skup vrijednosti statistike W’ koja
sadrzi nm + 1 elemenata, koristi se distribucija statistike

n(n+1)

S /_
W=Ww 5

sa skupom vrijednosti {0, 1,...,nm}.

5.1 Veliki uzorci

Za velike uzorke distribuciju od W’ nije jednostavno egzaktno izracunati pa se koristi asimptot-
ska verzija testa temeljena na centalnom grani¢cnom teoremu:
W' — Ly
= B By o, 1,
O !
gdje je
nn+m+1) o, nmnh+m+1)
——, Ea— :
2 T 12
Uoc¢imo da se alternativne hipoteze mogu izraziti i u terminima ocekivanja. Naime, ako
pretpostavimo da je za neki 6 € R

Hwr =

Fx(x) = Fy(x — §), za svaki z € R,
odnosno,
X2y 45,

onda je i
EX]=E[Y]|4+0 < 1 —p2=0.

MWW test koristi se stoga kao alternativa klasicnom ¢-testu kada pretpostavka o normalnosti ¢-
testa nije zadovoljena jer nema pretpostavki o tipu distribucije, a i egzaktan je za male uzorke.
Ako su varijance jednake, porastom zakrivljenosti distribucije uzoraka, jakost MWW testa
prestize jakost t-testa bez obzira na veli¢inu uzoraka, [7].
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6 Simulacije

U sljedeé¢im ¢e se simulacijama pokusati odabrati prikladan statisticki test za usporedbu cen-
tralnih tendencija, ocekivanja ili medijana, dviju nezavisnih grupa u ovisnosti o tipu distribucije
iz koje dolaze podaci, veli¢ini uzoraka te razlicitosti varijanci. Testiranje o lokacijskim parame-
trima za dva uzorka cesto u primjeni podrazumijeva razli¢itost velicina uzoraka te razli¢itost
varijanci. Takvi su slucajevi razmatrani u sljede¢im simulacijama te se, na osnovu dobivenih
procijenjenih vjerojatnosti pogresaka prve vrste, odabire prikladan test. Prikladan je test onaj
¢ija je vjerojatnost pogreske prve vrste bliska nominalnoj, odnosno maksimalnoj vjerojatnosti
pogreske prve vrste a = 0.05.

Ukoliko je vjerojatnost pogreske prve vrste nekog testa ve¢a od nominalne vrijednosti, test

se smatra liberalnim. U slucaju da je vjerojatnost pogreske prve vrste manja od nominalne
vrijednosti, test se smatra konzervativnim, [7].
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Primjer 6.1. Usporedba t-testa, Welchovog t-testa i« MWW testa za uzorke iz normalne distri-
bucije.

Za generirane slucajne uzorke iz normalne distribucije, u 1000 ponavljanja, procijenjene vjero-
jatnosti pogreske prve vrste prikazane su u sljedecoj tablici.

n | m Z—; Studentov t-test | MWW test | Welchov t-test
5151 0,053 0,034 0,046
1010 1 0,053 0,044 0,05
2020 1 0,046 0,048 0,043
5110 1 0,048 0,037 0,04
5115 1 0,035 0,033 0,044
1020 1 0,055 0,061 0,058
5110 3 0,015 0,017 0,044
5 (15| 1 0,01 0,02 0,051
1020 1 0,017 0,027 0,046
105 | 1 0,119 0,074 0,053
15| 5 | L 0,155 0,091 0,052
20 | 10 | 5 0,116 0,082 0,056
1010 | 2 0,068 0,066 0,056
2020 1 0,047 0,06 0,045
5110 2 0,021 0,027 0,053
5 (15| 1 0,002 0,01 0,045
10|20 | 1 0,01 0,032 0,043
10| 5 | + 0,164 0,069 0,048
15| 5 | & 0,247 0,114 0,051
20 | 10 | 7 0,147 0,107 0,041
10|10 | 2 0,057 0,068 0,047
2020 | 1 0,056 0,062 0,052

Tablica 3: Usporedba vjerojatnosti pogreske 1. vrste koristeéi Studentov t-test, MWW test i
Welchov t-test u ovisnosti o razlicitim dimenzijama uzoraka i razlicitim omjerima standardnih
devijacija uzoraka iz normalne distribucije
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Ako su varijance uzoraka jednake, Studentov i Welchov t-test ne pokazuju znac¢ajna odstu-
panja bez obzira na velicinu uzoraka. U sluc¢aju razlic¢itih varijanci, stvari se bitno mijenjaju.
Naime, ako uzorak manje dimenzije ima ujedno i ve¢u varijancu, onda Studentov t test i MWW
test imaju znatno vecu vjerojatnost pogreske prve vrste od nominalne - preliberaln: su. Ako
uzorak veée dimenzije ima ujedno i veéu varijancu, onda Studentov t test i MWW test imaju
znatno manju vjerojatnost pogreske prve vrste od nominalne - prekonzervativni su, [7]. U oba
se slucaja Welchov test pokazuje kao prikladan, sto i nalaze teorija da se isti koristi u slucaju
razli¢itih varijanci uzoraka kao rjesenje Behrens — Fisherova problema. MWW test osjetljiv
je na razliCitost varijanci te se u takvim slucajevima ne preporucuje bez obzira na dimenziju
uzoraka, dok je Studentov t-test prikladan u slucajevima razli¢itih varijanci ako su dimenzije
uzoraka medusobno jednake.

U sljede¢em éemo primjeru simulirati uzorke iz Laplaceove distribucije. Slucajna varijabla X
ima Laplaceovu distribuciju s realnim parametrima p i b > 0 ako je njena funkcija gustoée dana
izrazom
' [z —p
fxl@) = 5

Pisemo X ~ Lap(u,b). Parametar p je lokacijski parametar i odgovara ocekivanju, dok je b
parametar skale. Oc¢ekivanje i varijanca dani su s E[X] = u, Var(X) = 2b%

Primjer 6.2. Usporedba t-testa, Welchovog t-testa i MWW testa za uzorke iz Laplaceove dis-
tribucije.
Ugradenom funkcijom rlaplace() generirane su slucajne varijable

X ~ Lap(0,1), Y ~ Lap(0,2), Z ~ Lap(0,4)

¢ija su ocekivangja 0, a varijance 2,8,32 redom. Standardne se devijacije odnose kao 1 : 2 : 4,
te cemo s obzirom na razlicite velicine uzoraka i omjere standardnih devijacija provjeravati
odstupanje vjerojatnosti pogresaka prve vrste navedenih testova u odnosu na nominalnu velicinu
0.05. Za generirane slucajne uzorke iz Laplaceove distribucije, v 1000 ponavljanja, procijenjene
vjerojatnosti pogresaka prve vrste prikazane su u sljedecoj tablici.
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n m Z—; Studentov t-test | MWW test | Welchov t-test
5 1 5 |1 0,05 0,034 0,044
10 | 10 | 1 0,042 0,04 0,039
20 | 20 | 1 0,046 0,044 0,047
5 | 10 |1 0,048 0,044 0,048
5 | 15 | 1 0,048 0,047 0,04
10 [ 20 | 1 0,054 0,052 0,044
5 110 | 2 0,017 0,021 0,044
5 |15 | 1 0,016 0,025 0,045
10 | 20 | 2 0,018 0,038 0,046
10| 5 |1 0,09 0,053 0,038
15| 5 |2 0,154 0,079 0,051
20 | 10 | 4 0,105 0,084 0,048
10 | 10 | 2 0,053 0,05 0,049
20 | 20 | % 0,043 0,045 0,048
5 110 | 1 0,009 0,022 0,042
5 | 15 | 2 0,004 0,016 0,043
10 | 20 | 1 0,011 0,037 0,05
10 | 5 | 1 0,151 0,082 0,046
15 5 | 3 0,253 0,110 0,048
20 | 10 | 5 0,165 0,112 0,053
10 | 10 | 1 0,061 0,072 0,051
20 | 20 | 1 0,045 0,058 0,043
50 | 50 | % 0,048 0,068 0,048
100 | 100 | % 0,051 0,073 0,051

Tablica 4: Usporedba vjerojatnosti pogresaka 1. vrste koristeéi Studentov t-test, MWW test i
Welchov t-test u ovisnosti o razlicitim dimenzijama uzoraka i razlicitim omjerima standardnih

devijacija uzoraka iz Laplaceove distribucije

Iz tablice je vidljivo da, iako pretpostavka o normalnosti distribucije nije zadovoljena, Welchov
t-test najbolje kontrolira zeljenu vjerojatnost pogreske prve vrste. Ponovno su Studentov t-
test i MWW test prekonzervativni u slucaju pozitivne korelacije dimenzije uzorka i standardne
devijacije, dok su u suprotnom preliberalni. MWW test sve je losiji porastom dimenzija uzoraka
i omjera standardnih devijacija. U slu¢aju razli¢itih varijanci, prikladan je i Studentov t-test

ako su dimenzije uzoraka jednake i dovoljno velike.
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Slika 2: Histogrami generiranih Laplaceovih distribucija

Dakle, iako generirani uzorci nisu normalno distribuirani, Welchov t-test pokazuje dobre rezul-
tate, sto opravdavamo svojstvom simetricnosti Laplaceove distribucije.

U sljede¢em primjeru pogledajmo kako simetri¢nost distribucije uzorka utjece na navedene tes-
tove. U tu svrhu, generirajmo uzorke iz Gamma distribucije. Slucajna varijabla X ima Gamma
distribuciju s parametrima o > 01 8 > 0 ako je njena funkcija gustoc¢e dana izrazom

Ixl{z) = % 2ot e_fo, & >0,

pri éemu je ['(a) Gamma funkcija. 3
Pisemo X ~ Gamaa(a, ) = I'(a, f). Parametar o naziva se parametrom oblika, dok je [
parametar stope. Ocekivanje i varijanca dani sus E[X] = §, Var(X) = 4.

Primjer 6.3. Usporedba t-testa, Welchovog t-testa i@ MWW testa za uzorke iz Gamma distri-
bucije.
Ugradenom funkcijom rgamma() generirane su slucajne varijable
X ~ Gamma(4,2), Y ~ Gamma(2,1), Z ~ Gamma(1,1/2)

¢ija su ocekivanja 2, a varijance 1,2, 4 redom. Obzirom na razlic¢ite velic¢ine uzoraka i omjere va-
rijanct uzoraka, provjeravat e se odstupanje vjerojatnosti pogresaka prve vrste navedenih testova

3Gamma funkcija definirana je kao I'(z) = [ t*"'e™", x> 0.
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u odnosu na nominalnu velicinu 0.05. Za generirane slucajne uzorke iz Gamma distribucije, u
1000 ponavljanja, procijenjene vjerojatnosti pogresaka prve vrste prikazane su u sljedecoj tablics.

m Z—g Studentov t-test | MWW test | Welchov t-test
5151 0,051 0,037 0,047
1010 1 0,049 0,05 0,048
2020 | 1 0,052 0,05 0,052
5110 1 0,06 0,05 0,059
5115 1 0,044 0,042 0,063
10 (20 1 0,034 0,043 0,044
510 2 0,029 0,029 0,042
515 2 0,021 0,031 0,055
10 |20 | % 0,034 0,06 0,045
105 |1 0,089 0,059 0,074*
15| 5 | L 0,096 0,077 0,081*
20 10| 1 0,07 0,069 0,053
3020 2 0,076 0,106 0,055
1010 1 0,072 0,066 0,069
20 20| 1 0,049 0,076 0,048
30 |30 | 3 0,05 0,079 0,05
5110 ; 0,038 0,044 0,041
5|15 1 0,030 0,048 0,048
10|20 | 2 0,038 0,096 0,053
105 |12 0,119 0,108 0,105*
15| 5 | 1 0,175 0,128 0,131
20 | 10 | 1 0,121 0,154 0,082
3020 4 0,083 0,207 0,062
40 | 50 | % 0,044 0,297 0,051
1010 1 0,067 0,093 0,065
20|20 | 1 0,062 0,168 0,061
3030 1 0,055 0,227 0,055

Tablica 5: Usporedba vjerojatnosti pogresaka 1. vrste koristeéi Studentov t-test, MWW test
i Welchov t-test u ovisnosti o razlicitim dimenzijama uzoraka i razli¢itim omjerima varijanci
uzoraka iz Gamma distribucije

Welchov t-test vise ne kontrolira dovoljno dobro pogresku prve vrste. Naime, ako je veca
dimenzija uzorka ona s manjom varijancom, ¢ak i on postaje preliberalan (rezultati oznaceni
zvjezdicom u tablici). Kontrola se poboljsava porastom dimenzije uzoraka. Veéa liberalnost
uocena je i kod jednakih, a manjih, dimenzija uzoraka. MWW test prikladan je za manje
uzorke jednakih varijanci.
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Vidljivo je da simetricnost distribucija uzoraka itekako utjece na jacinu testova. Navedene
Gamma distribucije pozitivno su asimetriéne, odnosno imaju duzi desni rep. Na sljedec¢oj su
slici prikazane simulirane distribucije.
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Slika 3: Histogrami generiranih Gamma distribucija

Na osnovu prethodnih simulacija, zaklju¢ujemo sljedece:

1. Studentov t-test zahtijeva pretpostavku o jednakosti varijanci i normalnosti distribucije
uzorka. Ako je pretpostavka o normalnosti narusena, prikladan je za velike uzorke (n >
30). Ako su varijance razlicite, prikladan je u sluc¢aju jednakih dimenzija uzoraka, [7].

2. MWW test alternativa je Studentovom t-testu u slucéaju da pretpostavka normalnosti
nije zadovoljena, za male uzorke. Izrazito je osjetljiv je na nejednakost varijanci te se u
takvom slucaju ne preporuca, [7].

3. Welchov t-test rjesava problem nejednakih varijanci. Takoder zahtijeva normalnost distri-
bucije uzoraka ili dovoljnu veli¢inu uzoraka. Za razlicite dimenzije i populacijske varijance
uzoraka, pokazuje se najuc¢inkovitijim, [4]. Za male uzorke i razli¢ite varijance bitnu ulogu
ima simetricnost distribucije. Ako je distribucija asimetricna, a uzorci su mali i varijance
su razlicite, neée dati zadovoljavajuce rezultate, [7].

Asimetri¢nost distribucije uzorka igra veliku ulogu u odabiru najjaceg lokacijskog testa za dva
uzorka. Pri odabiru testa, uvijek je potrebno provjeriti asimetri¢nost distribucije uzoraka te
jednakost populacijskih varijanci, [7]. Problem asimetri¢nosti moze se pokusati rijesiti razlic¢itim
transformacijama podataka objasnjenim u poglavlju 4.
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Za testiranje hipoteza o lokacijskom parametru za jedan uzorak koristit ¢emo, [10],:

1. Studentov t-test o populacijskom ocekivanju, ako je zadovoljena pretpostavka o normal-
nosti distribucije uzorka ili je uzorak dovoljno velik, (n > 30);

2. Wilcoxzonov test ranga i predznaka o populacijskom medijanu, ako je uzorak mali i
populacija slijedi simetri¢nu distribuciju;

3. Test predznaka o populacijskom medijanu, ako populacijska distribucija nije simetri¢na,
a uzorak je mali.
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Sazetak

U ovome radu objasnjeni su statisticki testovi za lokacijski parametar kao mjeru centralne ten-
dencije distribucije. Parametarski testovi podrazumijevat ce testiranje hipoteza o populacijskom
ocekivanju, a zahtijevat ¢e odredene pretpostavke o tipu distribucije, kao sto su normalnost dis-
tribucije ili jednakost varijanci u slucaju usporedbe lokacija dvaju nezavisnih uzoraka. Nakon
parametarskih, opisane su neparametarske procedure koristene ukoliko su pretpostavke parame-
tarskih testova narusene. Odabir prikladnog testa za testiranje lokacijskog parametra ovisit ¢e o
raznim ¢imbenicima, kao sto su velicina uzoraka, jednakost varijanci, asimetri¢nost distribucija.
S obzirom na navedene ¢imbenike, nakon teorijskog dijela, provedene su simulacije za usporedbu
u kojim je situacijama koji test bolji u smislu bolje kontrole pogreske prve vrste.

Kljuéne rijeci: Lokacijski problem, Welchov t-test, simulacije, Behrens-Fisherov problem

Summary

This paper contains an explanation of statistical procedures to test location parameter as a
measure of central tendency of distribution. Parametric methods will involve testing hypothesis
for population mean, and also will require certain assumptions about the distribution type,
such as distribution normality or equality of variances in the case of locations comparison of
two independent samples. After parametric, nonparametric procedures are described which are
used if listed assumptions were violated. The selection of appropriate test for testing location
parameter will depend on various factors, such as sample sizes, equality of variances, skewness
of distribution. Following the theoretical part, simulations were performed to compare which
test is better in terms of type one error rate control in different situations.

Key words: Location problem, Welch’s t-test, simulations, Behrens-Fisher problem
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Zivotopis

Rodena sam 11. studenog 1995. godine u Rijeci. Nakon zavrsene Osnovne skole Tar-Vabriga
u Taru, upisujem jezi¢nu gimnaziju u Porecu. Srednjoskolsko obrazovanje zavrsavam 2014. go-
dine te iste godine upisujem preddiplomski studij matematike na Odjelu za matematiku u Osi-
jeku. Preddiplomski studij zavrsavam 2018. godine sa zavrsnim radom na temu ”Polinomijalne
matrice” te time stjeCem akademski stupanj prvostupnice matematike. Iste godine upisujem
diplomski studij na Odjelu za matematiku u Osijeku, smjer Financijska matematika i statistika.
Tijekom zavrsne godine studija, privremeno sam bila zaposlena kao predava¢ matematike u
Osnovnoj skoli Tar-Vabriga.
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